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X Vjezba
Strujanje podzemnih voda
1. Uvod

U hidrotehnickoj praksi se ¢esto susreCemo s problemima vezanim za tok podzemne
vode. Najcesce je potrebno odrediti razinu ili protok podzemne vode. U okviru vjezbi
predvidena su tri modela vezana za tok podzemnih voda (numericki model
procjedivanja ispod zagata, fizikalni model procjedivanja ispod brane i fizikalni
model radijalnog strujanja prema zdencu). Na to se nadovezuje i program u kojem se
racuna pronos tvari noSenih tokom podzemnih voda. U okviru ove vjeZbe ¢e se malo
detaljnije opisati neki pojmovi vezani za tok podzemnih voda te ponoviti neki
pojmovi koji su ve¢ objasnjeni u okviru hidromehanike i geotehnickih predmeta.

2. Shema kontinuuma

Prije nego Sto se krene na objaSnjavanje teorije filtracije, valja napomenuti da se
iznesena razmatranja odnose na opisivanje porozne sredine preko sheme kontinuuma.
Shema kontinuuma podrazumijeva da je porozna sredina homogena te da ima
odredene fizikalne karakteristike koje vrijede u svim elementima prostora (ve¢ih od
reprezentativnog elementarnog volumena), kao Sto su npr. poroznost i koeficijent
filtracije. Drugim rije¢ima, ne promatra se teCenje vode kroz svaku pojedinu strujnu
cijev koja se formira u poroznoj sredini. Time se prelazi iz mikroskopskog u
makroskopsko mjerilo.
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Slika 10.1 Filtracija kroz poroznu sredinu (cijev ispunjenu poroznim materijalom)
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2.1 Darcyev zakon

Darcy (1856) je odredio hidraulicke znacajke filtracije u sredinama meduzrnske
poroznosti te je primijetio da je protok kroz poroznu sredinu linearno proporcionalan s
padom potencijala tj. Q o« Ah, te je definirao brzinu podzemnog toka (za potrebe
raCunanja protoka) koja se moze izraCunati kao umnozak koeficijenta filtracije i
hidraulickog gradijenta. Valja naglasiti da Darcyeva brzina nije stvarna brzina
kretanja Cestica vode u tlu.

gdje je:
k koeficijent filtracije (m/s) (ujedno predstavlja brzinu filtracije pri/=1)
h=z+plpg  piezometarski potencijal

Protok Q = v - A se definira kao umnoZak Darcyeve brzine i povrSine protjecajnog
presjeka. Stvarna brzina procjedivanja se moze definirati jednadzbom vy = v / n pri
¢emu n predstavlja poroznost tla.

Slika 10.3 Definicijska skica za poroznost tla n i koeficijent pora tla e

Poroznost tla je n = Vi / V (Vs je volumen pora u ukupnom promatranom volumenu; V
je ukupni promatrani volumen). Drugi omjer koji se koristi je koeficijent pora
e =V;/ Vi, (Vi je volumen krute tvari u ukupnom promatranom volumenu)

Stvarna brzina procjedivanja podzemne vode je veca od Darcyeve. U inZenjerskoj
praksi je uobicajeno da se koristiti Darcyeva brzina jer pri raCunanju protoka nije
potrebno poznavati poroznosti n. Kod ra¢unanja napredovanja Cestice noSene tokom
podzemne vode treba voditi brigu o poroznosti kao 1 o zakrivljenosti strujnih cijevi.

2.1 Koeficijent filtracije

Darcyev koeficijent filtracije se moZe izraziti jednadzbom:

k=P8,
y7i
gdje je:
p [m?] propusnost (permeabilnost) porozne sredine koja ovisi o obliku i

rasporedu zrna koje ju formiraju (ne o fluidu koji te€e poroznom
sredinom). Obi¢no je p = f(d*)

p [kg/m3] gustoca fluida koji protjece

u [kg/(m-s)] dinamicki koeficijent viskoznosti fluida koji protjece
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2.2 Anizotropija

Anizotropija je svojstvo sredine da ima razliCite karakteristike u razli¢itim
smjerovima. Kod vodonosnih slojeva se pod anizotropijom obi¢no podrazumijeva
razlika u vrijednosti koeficijenta filtracije u horizontalnom i vertikalnom smjeru:
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Slika 10.4 Anizotropija vodonosnog sloja (k, > k)
Nacelno se mogu ustanoviti dvije vrste anizotropije:

- anizotropija jednog sloja — posljedica taloZenja Cestica (slaganja krute faze), koje
se taloZe obi¢no tako da se dulja stranica Cestice postavi horizontalno

- anizotropija Citavog vodonosnika uslijed uslojene strukture, gdje se izmjenjuju
slojevi vrlo razli¢ite vodopropusnosti (npr. u Sljunku se javljaju lece gline ili
praha). Ovo mozZe rezultirati vrlo visokim vrijednostima anizotropije (realne su i
veli¢ine anizotropije 1000)

2.3 Odredivanje koeficijenta filtracije
Koeficijenti filtracije se mogu odredivati na razne nacine, a najces¢i su:

- laboratorijski (pouzdan samo za koherentne materijale)

- in situ (pokusi crpljenja - najpouzdaniji nacin)

- empirijski - po formulama (veZu se npr. na dyy, n, e, faktor oblika zrna i sl. Mana u
ovom pristupu je da za isti granulometrijski dijagram se izraCunata vrijednost k
ovisno o koriStenoj jednadZbi moZe razlikovati za red veli€ine)

Cesto puta se moZe reéi da je odredivanje reda veli¢ine koeficijenta filtracije dovoljno
tocan podatak. U slucaju da se govori o teCenju podzemne vode, tada se najcesSce
koeficijent filtracije naziva koeficijent vodopropusnosti tla.

Uobicajene vrijednosti (redovi veli¢ine) koeficijenta vodopropusnosti prema
materijalima:

Materijal k (m/s

Cisti Sljunak 107 (m/s) i veéi
&isti pijesak 1072 + 10 (m/s)
pijesak graduirani 10* +5-10° (m/s)
sitni pijesak 5.107 + 10 (m/s)
prah i pijesak 2107 +10° (m/s)
prah i mulj 5-10°+ 107 (m/s)

glina 107 (m/s) i manje
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2.4 Granice vazenja Darcyevog zakona:

U podru¢ju laminarnog strujanja vrijedi linearan odnos brzine i gradijenta. To je
prisutno dok je

Re=(v-d)/v<Re
gdje je:
Reyi;  kriticna vrijednost Reynolsdovog broja pri kojoj dolazi do prijelaza iz
laminarnog u turbulentni reZim, a ovisno o granulometriji porozne sredine ima
vrijednosti izmedu 11 10
d  reprezentativni promjer zrna u poroznoj sredini
) koeficijent kinematske viskoznosti fluida (vode)

mjerenja

v=k-/ k=tg o

v, Rg

Slika 10.5 Granice vazZenja Darcyevog zakona

Turbulentni tok se obi¢no javlja u blizini filtera zdenca, izvora i opc¢enito pri velikim
gradijentima te krupnozrnom materijalu. U turbulentnom reZimu ne vrijedi linearni
odnos izmedu pada potencijala i Darcyeve brzine.

2.5 Pocetni gradijent

Kada je k vrlo mali (npr. kod gline k = 10 m/s), postoji pocetni gradijent I, pri kojem
pocinje tok podzemne vode. Vise autora je pokazalo da je kod gline /) negdje oko 30.
(Bear, 1972.)

Kod gline je kod gradijenta I < I tok difuzne naravi, $to znaci da se glina ne ocjeduje
gravitacijski, ve¢ se voda “premjesta” iz podrucja vece koncentracije u podrucje
manje koncentracije, a isuSiti se moze jedino termicki.

2.6 Poroznost

Pod pojmom poroznost se najc¢eS¢e podrazumijeva odnos volumena Supljina u uzorku
tla prema ukupnom volumenu tla. Poroznost koristimo i kod ra¢unanja koli¢ine vode
koja se iscijedi (drenira) iz tla i tada takovu poroznost zovemo efektivna ili aktivna
poroznost koja je manja od geomehanicke jer se u prirodnim uvjetima iz uzorka ne
iscijedi sva voda. Kod racunanja stvarne brzine vode se takoder koristi pojam
poroznosti koji je opet manji od geomehaniCke jer kroz sve pore ne protjece voda.
Kod pronosa tvari noSenih tokom podzemne vode takoder koristimo pojam poroznosti
koji se za isti uzorak razlikuje od prethodno navedenih zbog mehanizma noSenja tvari
tokom podzemne vode.
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Slika 10.6 Geomehanicka poroznost za razlicite modele tla

pored geomehanicke poroznosti n, poznajemo i aktivnu ili efektivnu poroznost n,.
Njome se definira kroz koliki dio se, od ukupnog volumena pora, odvija tecenje. U
pravilu vrijedi (n, < n).

gdje je:

u  efektivna brzina (srednja brzina u porama kroz koje se odvija tecenje)
v brzina odredena Darcyevim zakonom

ne efektivna poroznost

Slika 10.7 Pore kroz koje se ne odvija tecenje (Srafirani dio presjeka)

Specifi¢ni koeficijent izdaSnosti Sy je omjer volumena vode koji se moZe drenirati pod
djelovanjem gravitacije 1 ukupnog volumena tla (SI. 10.8).

Specifi¢ni koeficijent retenciranja S, je omjer volumena zadrZane (nedrenirane) vode i
ukupnog volumena tla (SI. 10.8).

U slucaju da je tlo potpuno saturirano, odnosno da su sve pore tla ispunjene vodom,
vrijedi:
Sy+Si=n
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Slika 10.8 Koeficijent izdaSnosti S,, koeficijent retenciranja S, i geomehanicka poroznost n
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3. Laplaceova jednadzba

Strujanje podzemne vode mora zadovoljiti jednadZzbu kontinuiteta koja za
potencijalno strujanje ima oblik divv =0. Kad se u jednadZzbi kontinuiteta brzina

izrazi preko Darcyevog zakona (v = - k I) dobiva se diferencijalna jednadzba kojom se
moze opisati stacionarno strujanje podzemne vode u homogenoj i izotropnoj sredini:

V(k-Vh)=0

Definirati ¢e se potencijal strujanja ¢ = kh. Da bi se rijeSila Laplaceova diferencijalna
jednadzba, potrebno je poznavati rubne uvijete.

Od rubnih uvjeta razlikujemo:

- Dirichletov (prvi) rubni uvjet, pri ¢emu je definiran potencijal ¢ = const. na
otvorenoj granici i

- Neumannov (drugi) rubni uvjet pri ¢emu je definiran nulti protok pomocu v, =0
kroz krutu (nepropusnu) granicu

Nepropusna granica je ujedno i strujnica.

Za slucaj procjedivanja ispod zagata se mogu definirati rubni uvjeti kao na slici 10.9 i
10.10.

— @=O =
@=100 an @=0

Slika 10.10 Rubni uvjeti za ra¢unanje strujnica (relativne vrijednosti izmedu 0 i 100)
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Brzina potencijalnog podzemnog strujanja se iz jednadZbe kontinuiteta i preko
Darcyevog zakona definira kao:

Uvesti ¢e se strujna funkcija (iz uvjeta bezvrloznosti toka) koja ¢e se definirati kao:

__oY , =
! dy oox

I funkcija potencijala i strujna funkcija zadovoljavaju Laplaceovu jednadzbu:

0 ’p 9

e A
dy 9’

Za detaljnije objasnjenje jednadZbi pogledati u V. Jovi¢: Osnove hidromehanike; 4.
Poglavlje: Potencijalno strujanje

3.1 Strujna mreza

Potencijalno strujanje je u potpunosti definirano strujnom mreZom, odnosno
strujnicama i ekvipotencijalama koje su medusobno okomite.

Slika 10.11 Detalj strujne mreze
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Pomocu strujne mreZe se mogu definirati protoci izmedu pojedinih strujnica (unutar
pojedinih strujnih cijevi).

N2

Slika 10.12 Definicijska skica za racunanje diferencijalnog protoka Agq
Protok kroz jednu strujnu cijev (m*/s/m’) je definiran izrazom:

quv-Aazk-&-Aa
Al

Ah:A_H

n

pri Ccemu je n broj ekvipotencijalnih prostora (broj ekvipotencijala umanjen za 1).
Ukupan protok ispod zagata (po duznom metru) je definiran jednadzbom:
q=m-Aq

pri Cemu je m broj strujnih cijevi.

4. Metode rjeSavanja potencijalnog strujanja
Za potrebe rjeSavanja potencijalnog strujanja se moZze koristiti niz pristupa (metoda):

1) Numeri¢ki modeli — u posljednje vrijeme se najceSCe koriste. Zasnivaju se na
diskretizaciji prostora 1 rjeSavanju vladaju¢ih jednadzbi na modelom
obuhvac¢enom prostoru uz zadovoljavanje pocetnih i rubnih uvjeta. Za rjeSavanje
vladajuc¢ih diferencijalnih jednadzbi, najcesce se koriste :

- metoda konacnih diferencija
- metoda konacnih elemenata

- metoda kona¢nih volumena i
- metoda rubnih elemenata
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2)

3)

4)

Analiticka rjeSenja — tretiraju samo mali broj elementarnih problema jednostavne
geometrije i najcesSce se koriste za verifikaciju numeri¢kih modela

Fizikalni modeli — modeli koji se zasnivaju na zadovoljavanju zakona sli¢nosti. U
novije vrijeme se koriste uglavnom za sagledavanje kemijskih i fizikalnih procesa
vezanih za tok vode i pronos zagadivala u poroznoj sredini

Analogni modeli — modeli koji koriste neku analognu prototipnu pojavu. NajceSce
je to ili viskozna analogija (laminarno strujanje u tankom sloju izmedu dvije ravne
ploce) ili elektricna analogija (polje elektricnih potencijala koje odgovara polju
piezometarskih potencijala, pri ¢emu se koristi svojstvo da postoji analogija
izmedu Darcyevog i Ohmovog zakona). U posljednje vrijeme se vrlo rijetko
koriste.

5. Primjer

U izotropnom tlu izvedena je nepropusna zavjesa zanemarive debljine. Za zadane
veli¢ine treba odrediti:

a)
b)
c)

strujnu mrezZu
protok ispod zavjese

tlakove na zavjesu
| 30m |
[ | |
. i .
= I =
| H=10m
|
o
| 10m 30m
u | . u
|
i 10m
Zz 7
|

Za potrebe odredivanja rasporeda tlakova na zavjesu i dotoka u gradevnu jamu treba
rijeSiti jednadZzbu A@ =0 na podrucju modela. Zbog osne simetrije moguce je
diskretizacionom shemom obuhvatiti samo polovinu podrucja.
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=T

Za svaki ¢vor unutar diskretizacione sheme vrijedi jednadZzba kontinuiteta.

2

Al=5m
q, 0 a,

Al=5m

9, tq9,+q;+q,=0

Specifi¢ni protok iz svakog smjera se moze definirati kao umnoZak brzine i povrSine
(s obzirom da je usvojena jedini¢na Sirina modela mnozZi se sa Al)

g, =v,;-Al

Brzina toka podzemne vode se moZe izraCunati na osnovu Darcyevog zakona

Ako se potencijal definira kao

Q. =k-h

l
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slijedi

b —P b~ P
vl Al qz Al Q ¢0

JednadZba kontinuiteta za pojedini ¢vor poprima oblik

4
Z‘L’ =P =Pt =P+ O =P+ O, =P, =P+ 0, + 0+ @, — 49, =0
i1

_9to,to,+o,
4

0

Analogno se mogu dobiti jednadZbe za rubne ¢vorove:

2 1 115
- ¥
1 ol 0 ° 2 5 4
- o
L g
?, @s
Ao v, v, +
20,49, +9, 9+, TR
0~ 4 ¢0_ 2 ¢0_ 4

Osim vladajuc¢e jednadzbe potrebno je definirati i rubne uvijete.

Za vrijednost funkcije ¢ (potencijal) se mogu definirati rubni uvjeti:

©=100%

©=0%
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Za vrijednost funkcije y (strujna funkcija) se mogu definirati rubni uvjeti:

w=0%
w=100% w=100%
w=100%
ay
(Pmax %—O
Priin ?%J:O
meax 9 = mein a_(P= 9 =
. an . on L on
Wimax
o9
o=

Postavljene jednadzbe se mogu rijesiti ili metodom relaksacije ili direktno. U okviru
vjezbi je uobiCajeno da se sustav jednadzbi rjeSava iterativno, odnosno metodom
relaksacije.

Pretpostaviti ¢e se raspodjela potencijala ¢ u prvom koraku. Koriste¢i izvedene
jednadzbe, racunaju se vrijednosti potencijala po ¢vorovima za idu¢i korak. Taj
postupak se ponavlja dok raspodjela potencijala ¢ ne konvergira k pravom rjesenju,
odnosno dok razlika izmedu izracunatih potencijala u dva iterativna koraka ne
dosegne vrijednost manju od dopustene.
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Kao rezultat iteracijskog postupka, dobiva se toCan raspored vrijednosti potencijala te
se iz tih podataka moZe nacrtati strujna mreza.
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Protok ispod zavjese se moze racunati na sljede¢i nacin:

Al
W
Aa AQ
W+Ay
CP+ACP (p

AQ=v-Aa-Ab
Ah . o
AQ =k A Aa-Ab  (zajednu strujnu cijev)

ukupno: Q=Y AQ=m-AQ
m — broj strujnih cijevi

an=H
n

H — ukupna potencijalna energija “na raspolaganju” za savladavanje otpora trenja

n — broj ekvipotencijalnih prostora (u ovom slu¢aju n = 10)

- zakvadrati¢nu mrezu:  Aa = Al
- po metru Sirine Ab=1m

O=k-H-Z (m*/s/m’]

n
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Odredivanje sile tlaka na zavjesu:

pg(z,- 0.5H)  pg(z,+0.3H)
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Zadatak 10 : Strujanje podzemnih voda

Za definirano podrucje i problem strujanja vode ispod brane s vertikalnom
zavjesom, pomoc¢u matematickog modela procjedivanja, odredite:

a) Skup ekvipotencijalnih linija
b) Skup strujnih linija
c) Protok ispod brane

Ukupna razlika piezometarskog potencijala AH = m, dok je koeficijent
vodopropusnosti homogene i izotropne porozne sredine k = m/s.
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