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1. Matematicki model konstrukcije

1.1. Uvod

Razvojem drustva postupno je nastajala potreba i za veéim prakticnim znanjima.
Razvojem i percepcijom novih prakti¢nih znanja, nastajali su i poc¢etni pokusaji znanstvenih
objasnjenja primjenjivanih znanja i postupaka. Na taj nacin doslo je do bitnog razvoja
matematicke fizike i teorije elasti¢nosti. Postavljene su diferencijalne jednadzbe za mnoge
fizikalne procese. Kao dio takvog razvoja javlja se teorija elasticnosti i pripadni matematicki
modeli u teoriji konstrukcija.

1.2. Materijalni kontinuum

Promatramo podruéje 2 € R?. Rub podruéja €2 oznacimo 92 = I'. Polozaj svake
tocke unutar podrucja €2 jednoznaé¢no je odreden uredenom trojkom (z,y, z) € R3. Izmedu
proizvoljne dvije tocke podrucja €2 uvijek postoji jos barem jedna tocka. Takvo podrucje
zovemo kontinuum. Kontinuum sadrzi beskonac¢no mnogo tocaka. Proizvoljne dvije tocke
kontinuuma mozemo uvijek spojiti proizvoljnom neprekidnom krivuljom.

Stvarno stanje konstrukcija zapravo je drugacije. Materija je sastavljena od vrlo
bliskih atoma i molekula. U mikroskopskim uvjetima znaci da model kontinuuma ne
vrijedi. Izmedu dvije ¢estice mozemo naci prazninu. Kod nekih gradiva diskontinuiteti su
i makroskopski oc¢iti, npr. pukotine u drvetu, pukotine u betonu, diskontinuitet stjenovitog
temeljnog tla.

Idealizacija konstrukcija kontinuumom svejedno je dobra. RjeSenja diferencijalnih
jednadzbi temeljenih na kontinuumu pokazala su poklapanja s rezultatima pokusa uz
relativno mala rasipanja oko prosjecnih vrijednosti. To zapravo znac¢i da materija na
makroskopskoj razini tezi uprosjecenju svojih svojstava na mikroskopskoj razini. Znakovit
primjer za takav stav su rezultati dobiveni ispitivanjem betonskih uzoraka, pri ¢emu je
razdioba rezultata betonskih uzoraka pripremljenih u istim uvjetima nacelno grupirana
oko prosjecne vrijednosti s vrlo malim odstupanjima. Na temelju takvih razmisljanja
mozemo pretpostaviti da ¢e kontinuum dovoljno dobro aproksimirati mikroskopske kon-
figuracije konstruktivnih gradiva. Takvom idealizacijom znacajno mozemo smanjiti broj
nepoznanica u standardnim zadac¢ama proracuna konstrukcije.

U prakticnom proracunu mozemo uvesti i dodatna pojednostavljenja. Pretpostavl-
jamo da kontinuum ima jednaka fizikalno-mehanicka svojstva u svim svojim tockama -
kontinuum je homogen. Kod nekih gradiva mozemo pretpostaviti da ima jednaka fizikalno-
mehanicka svojstva u svim smjerovima - kontinuum je izotropan.

1.3. Geometrijske (kinematicke) ovisnosti

Konstrukeija se pod djelovanjem optere¢enja deformira. Nastaje tenzorsko polje defor-
macija, €, matrica skalarnih funkcija,

€xx C€xy €xz €z Yoy Taz
€= |€u €y €| lle= [ €y Y| - (1.3.1)
Za posmicne komponente deformacija vrijedi odnos v;; = 2¢;. Tocke deformabilnog

tijela, tocke unutar podrucja (konstrukcije) mijenjaju svoj polozaj. Na taj nacin nastaje
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vektorsko polje pomaka, w, vektor skalarnih funkcija,

w = [wx Wy, wZ}T.

(1.3.2)

Ocito je da izmedu deformacija i pomaka postoji medusobna ovisnost. Ovisnost de-

formacije i pomaka nazivamo geometrijska ovisnost.
izraziti kao funkcije pomaka,

1 8w1
eij = 5

8wj awkawk
kedr,y, —,i,'e:v, 2,
Z) Y ke{ry:z jE Ty

Sto u raspisanom obliku za svaku komponentu glasi

Efﬂili

Yy

Vyz

/yzx

ou, 1 O, 2 Ou,, 2 Ou, 2]

or 2 (8$>+(%>+(8x) ’

ou, 1 '(au$>2+ (6uy>2+ (8uz>2-

dy dy dy dy ’

ou, 1 O, 2 Ou,, 2 ou, d

0z 5 ( z>+(g>+(3z) ’

Ou, Ouy auy Ou,  Ou, Ou,

(890 oy ax oy ox 8y)

8uy Ou, Ouy 8uy Ju,  Ou, Ou,
(8y 02’ dy 0z oy 02)

8 w,  Ouy Ouy Ou, ~ Ouy Ou,  Ou, Ou,

or 0= (82 dr ~ dz dx 0z 835) '

Komponente deformacija mozemo

(1.3.3)

(1.3.4)

Matrica tenzora deformacije je simetri¢na (simetri¢nost oc¢ito slijedi prema definiciji ge-

ometrijske ovisnosti pojedinih komponenata), €;; =

cije mozemo prikazati preko 6 komponenti

ili

Kod realnih konstrukcija relativne su duzinske deformacije (0w, /0x, . ..
) mali (u odnosu na dimenzije konstrukecije), sto povlaci da mozemo zane-

(Ow,/0x, ...

T
€= [exa: €yy €2z €xy €Eyz 62:1::| )

€ = [Earac Cyy €2z Voy Vyz ’sz}

€ji, 1,J € x,Y, 2, pa tenzor deforma-

(1.3.5)

(1.3.6)

) i kutovi zaokreta

mariti kvadratne ¢lanove te slijede poznate linearne komponente Cauchyjevog tenzora

deformacija

Eij =

ili u raspisanom obliku za svaku komponentu

€xa =

€2z =

Ou,
Ir
ou,,
oy’
ou,,
0z’

a 63+E 77'7.]€x7y727
ry — L€y = S
or Y oy
ou ou
- a_yy y Tyz = 2€yz = a_zy
ou, 9. _ %
5. = = Ox

(1.3.7)

(1.3.8)



1. MATEMATICKI MODEL KONSTRUKCIJE 3

Sustav jednadzbi, (1.3.3), mozemo zapisati i u matricnom obliku, uz uporabu +;; oznaka
za posmicnu deformaciju

€e=Lw, (1.3.9)
gdje je L diferencijalni operator
-y ;
5 0 0
0 4 0
0 0 £
L= . (1.3.10)
o 0
dy Oz
o 0
d d
13- 0 5l
=g, e O
oo Yoy O
Ou, ou ou
_ Ouy =2, = Ly | O 1.3.1
“y oy Ty “ 0z 0Oy ( )
ou, 5 ou, n ou,
€, = s 2T €z = )
0z 7 ox 0z
odnosno u indeksnom zapisu
ou; . ou;  Ou; ..
€=, I=%,4,2 , Vij = 2€i5 = 9 —i—a—;, 1] =y, yz, zx . (1.3.2)

1.4. Uvjeti neprekinutosti (kompatibilnosti)

Konstrukcija pod djelovanjem optere¢enja postaje deformirana. Uvjet kompatibil-
nosti zahtijeva da je polje deformacija nastalih zbog djelovanja opterecenja neprekidno
i jednozna¢no odredeno. To zapravo zna¢i da kontinuum i nakon deformiranja ostaje
kontinuum. Ako je polje deformacija neprekidno onda su i komponente polja deformacija
integrabilne sto povlaci da je i polje pomaka neprekidno.

Neprekidnost i jednoznacnost nuzni su uvjeti koje mora zadovoljiti polje deformacija.
Derivacijom neprekidnog i jednoznacnog polja pomaka jednostavno mozemo odrediti polje
deformacija. Medutim, ako iz polja deformacija Zelimo integriranjem dobiti polje pomaka
zadaca postaje matematicki preodredena, iz 6 komponenti polja deformacija potrebno je
odrediti 3 komponente polja pomaka. To znaé¢i da su komponente deformacija medusobno
ovisne. Postoje tri dodatna uvjeta, tri jednadzbe koje ¢e odrediti medusobnu ovisnost
komponenti deformacija. Deriviranjem jednadzbi (1.3.7) dobivamo tri jednadzbe

826ii 826" 826i' L
a]'Q + aZ;j B 28@8; = 07 (Z7j) S {(xvy)a (y,z), <Z7x)} s (143)
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koje raspisano po komponentama glase

DPerr %€y 5 ey 0
Oy? Ox? oxoy
D%e,, %€ 0%
=2 ¥ — 0 1.4.4
022 Oy? Oy0z ’ ( )
Pe,. ey 0%y

ox? + 022 _28z0x =0,

te predstavljaju ponasanje polja deformacija u pripadnim koordinatnim ravninama xy,

yz i zx. Na isti na¢in kombiniranjem derivacija jednadzbi (1.3.7) dobivamo nove tri
jednadzbe

0%¢;; 0%c. O (O€;  Oeipy  Oep
i 9 gk v ] j 7 _ ik
20 (T Bk ) 0, (i) € (o2 (o ()}
(1.4.5)
koje raspisano po komponentama glase
0%¢, N D%, B ey - ey 0
oydz  Ox?  Oxdz Oxdy
2 2 2 2
86y+862x_86y2_86w _ 0, (1.4.6)
0z0x  0y? Ooyoxr  0yoz
e, ey  Pey ey 0

drdy = 022 020y 020

te predstavljaju ponasanje polja deformacija u prostoru. Jednadzbe (1.4.3) i (1.4.5) nazi-
vamo uvjeti neprekinutosti (kompatibilnosti) deformacija.

Sustave jednadzbi (1.4.3) i (1.4.5) mozemo zapisati i u matricnom obliku pomocu
pripadnih diferencijalnih operatora, L, za ravninske uvjete i L, za prostorne uvjete

25 0 2% 0 0
L= |0 2z g—yQ 0 -2 0| (1.4.7)

5= 0 g O 0 25
(1.4.8)
L, = | 0 22 0 —% —a05 o | (1.4.9)

0 0 02 9t

i oxdy 922 9200 020y

a sustavi jednostavno slijede

Le=0, Ly,e=0. (1.4.10)

Deformacije (1.3.9) uz jednu od grupa jednadzbi neprekinutosti (1.4.10) daju jedinstveno
polje pomaka. Uz devet nepoznanica (tri komponente vektora pomaka i Sest komponenti
tenzora deformacija) imamo i devet jednadzbi. Polje pomaka je dovoljno puta derivabilno,
klase C®, pa vrijedi i obrat.

Uvjet neprekinutosti ne dozvoljava proizvoljan izbor polja deformacija. Komponente
deformacija moraju biti medusobno povezane. Struktura realnih konstrukcija ne odgo-
vara u potpunosti definiciji kontinuuma. To znaci da niti uvjet neprekinutosti ne moze
biti zadovoljen. Uprosjecenje pogresaka u strukturi omogucuje primjenu uvjeta neprekin-
utosti.
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1.5. Uvjeti ravnoteze

Prema poznatom I. Newtonovom zakonu tijelo u inercijalnom sustavu miruje samo
ako na njega ne djeluje sila. Tijelo miruje ako je rezultanta svih sila i momenata jednaka
nul-vektoru

En:fi =0, (1.5.1)
i=1

j=1 i=1

gdje su f; sile, m; koncentrirani momenti koji djeluju na tijelo, a r; radijus vektori hvatista
sila. Jednadzbe (1.5.1) i (1.5.2) predstavljaju uvjete ravnoteZe.

U opterec¢enoj konstrukciji dolazi do pojave naprezanja. Nastaje tenzorsko polje naprezanja,
o, matrica skalarnih funkcija,

o= |0y Oy Oyl - (1.5.3)
Oze Ozy Ozz

Za posmicne komponente naprezanja cesto se koristi oznaka 7;;. Komponente naprezanja
moraju zadovoljiti i diferencijalne uvjete ravnoteze koje mozemo izvesti iz jednadzbe
(1.5.1)
anl
ol

+fi=0, i=xy2, (1.5.4)

l=x,y,z

odnosno u obliku raspisanom po komponentama,

004, 0oy 004,
NRpad.

Ox oy 0z Jo =0,
doy, 0oy, 0oy,

pu— ].- .
05B+8y+8z +f,=0, (1.5.5)
00 .4 n 00 N 00, A

Ox oy 0z

(1.5.6)
pri cemu su f, f,, f» komponente vektora volumenskih sila unutar konstrukcije,
"= f, f]. (1.5.7)
Iz jednadzbi (1.5.2) mozemo izvesti zakon o uzajamnosti posmi¢nih naprezanja, $to povlaéi
simetricnost tenzora naprezanja o;; = o0y , 1,j € ¥,y,z. Tenzor naprezanja mozemo
prikazati pomoc¢u 6 komponenti vektora
o= [ax Oy O, Ozy Oy azz] ) (1.5.8)

Sustav jednadzbi ravnoteze (1.5.4) mozemo prikazati matricno

Lo +f=0, (1.5.9)
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ili tenzorski
dive +f=0 . (1.5.10)

Ako je optereceno tijelo u mirovanju, tada miruje i svaki dio opterecenog tijela. Tada
i svaki izdvojeni dio opet mozemo promatrati kao optereceno tijelo koje miruje i za taj
dio opet vrijedi prvi Newtonov zakon. To znaci da i svaki izdvojeni dio tijela mora biti
u ravnotezi, rezultanta svih sila i momenata koji djeluju na taj izdvojeni dio tijela mora
biti jednaka nul-vektoru.

Nakon opterecenja tijelo poprimi deformirani polozaj i nalazi se u stanju ravnoteze.
To znaci da bi uvjete ravnoteze morali postaviti na deformiranom stanju. Ali, deformi-
rano stanje nije unaprijed poznato. Deformirano stanje je rezultat proracuna. Jednadzbe
ravnoteze su nelinearne. Kod relativno malih deformacija uvjete ravnoteze mozemo lin-
earizirati, mozemo prethodno nepoznati deformirani oblik tijela aproksimirati po¢etnim
nedeformiranim oblikom tijela.

Za nepoznatih Sest komponenti naprezanja imamo samo tri jednadzbe ravnoteze. To
znaci, kao i kod deformacija, da su naprezanja medusobno zavisna. Tri dodatne jednadzbe
mozemo dobiti ako u jedan od uvjeta neprekinutosti, jednadzbe (1.4.10), uvrstimo zakon
ponasanja. Dobivamo uvjete kompatibilnosti naprezanja (Beltrami-Michellove jednadzbe).

1.6. Zakoni ponasanja (konstitucije)

Uvjeti kompatibilnosti odnose se na polje deformacija, a uvjeti ravnoteze na polje
naprezanja. Oc¢ito postoji veza izmedu naprezanja i deformacija. Veza izmedu naprezanja
i deformacija ovisi o mehanickim svojstvima materijala utemeljenim na silama izmedu
elementarnih cestica.

1.6.1. Elasti¢ni modeli

Najjednostavniji model veze izmedu naprezanja i deformacija je linearno elastican
model - Hookeov zakon. Prema Hookeovom zakonu naprezanja su proporcionalna defor-
macijama

o =Ce, (1.6.1)

gdje je C matrica materijalnih konstanti

F(1-1) -

1—2v (11{21/) I—VQV O 0 O
E 1—,/2V 1-2v (11521/) O O O
C = % 1T 1 0 00 (1.6.2)
(I+v) | 0 0 0 100
0 0 0O 010
0 0 0 00 1]
(1 ~ = 0 0 0 ]
ﬁ 1 ﬁ 0 0 0
E(l1—-v) T 1 1 0 0 0
_ e , 1.6.3
1+v)1—-2v)| 0 0 0 (11—2y) 0 0 ( )
0 0 0 0 (1112:) 0
0o 0 0 0 U
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pri cemu je E modul elasti¢nosti, a v Poissonov koeficijent. Za ravninsko stanje naprezanja
matrica proporcionalnosti glasi

1 v O
E
C= v 1 0], (1.6.4)
S U
ili u obliku
e e O
__ L VB E
C= A3 |0 T2 0l , (1.6.5)
0 0 G
pri cemu je G = ﬁ modul posmika. Raspisani zakon konstitucije za ravninsko stanje
naprezanja glasi
E
Opy = m (611 -+ I/Eyy) s (166)
E
Tyy = (1=12) (€yy + Vear) (1.6.7)
Toy = Gy - (1.6.8)

Za jednoosno stanje naprezanja, umjesto matrice C imamo skalarnu vrijednost, konstantu
proporcionalnosti, modul elasti¢nosti materijala £

o= Fe. (1.6.9)

Postoji i nelinearno elastican model. Odnos naprezanja i deformacija je elastican, ali
nije proporcionalan. Jednadzba nelinearno elasticnog modela glasi

o=1f(e) . (1.6.10)

1.6.2. Neelasticni modeli

Idealno elasticno ponasanje ve¢ine materijala ostvarivo je samo pod djelovanjem malih
optere¢enja. Za realne materijale uobicajena su odstupanja krivulje opterecenja i rastere¢enja
i kod malih optere¢enja. Potrebno je poznavati trenutni prirast deformacije é, a u
slozenijim slucajevima i cijelu povijest ponasanja materijala. Takav odnos naprezanja
i deformacije mozemo prikazati jednadzbom

o= f(€€) . (1.6.11)

1.7. Rubni uvjeti
1.7.1. Rubni uvjeti na rubu podrucja

Uvjeti ravnoteze i uvjeti kompatibilnosti moraju vrijediti i na rubu tijela. Uvjete
ravnoteze i kompatibilnosti na rubu tijela zajednicki nazivamo rubnim uvjetima. Uvjete
ravnoteze zovemo prirodnim ili Neumannovim uvjetima, a uvjete kompatibilnosti zovemo
geometrijskim ili Dirichletovim rubnim uvjetima. Rubne uvjete mozemo zapisati u obliku

olr, =00, W, =wo, (1.7.1)
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gdjesuI'y, i ', podruéja ruba sa zadanim naprezanjima o i pomacima wq pri ¢emu mora
vrijediti
r,ur,=r,I,nl’', =0. (1.7.2)

To znaci da ne moze biti preklapanja rubnih uvjeta u nekoj tocki. Rubni uvjet mora u
svakoj tocki biti jednoznacno definiran. U slu¢aju da su zadana naprezanja i pomaci na
rubu jednaki 0, oo = 0, wg = 0, govorimo o homogenim rubnim uvjetima.

Na slobodnom rubu mora biti zadovoljen prirodni rubni uvjet, uvjet ravnoteze. Nema
susjednog tijela, pa nema potrebe za kompatibilnosti. Naprezanja u smjeru normale o,
i komponente posmicnih naprezanja o¢, i 0,, moraju odgovarati komponentama zadanog
naprezanja u tim smjerovima. Ostale komponente o¢¢, 0y, 0¢p 1 0y¢ nisu odredene rubnim
uvjetima. Rubne uvjete mozemo zapisati

g = [Unn O'gn 0-7771:|T =0y — [Unn,o O-gn,O Unn,Oj|T ; (173)

pri ¢emu je o vektor totalnog naprezanja, a oy vektor vanjskog djelovanja u promatranoj
tocki. Ako je slobodni rub neoptereéen onda su i naprezanja na rubu jednaka nuli (na
neopterecenom slobodnom kraju konzolne grede, moment i poprecna sila jednaki su nuli,
ako na slobodnom kraju konzolne grede djeluje koncentrirana sila okomito na gredu ili
koncentrirani moment onda su poprecna sila i moment jednaki iznosima zadanih sile i
momenta).

1.7.2. Rubni uvjeti na spoju

Ako je tijelo u ravnotezi tada je i svaki izdvojeni dio u ravnotezi. Mozemo promatrati
izdvojeni dio koji sadrzi plohu spoja dvaju susjednih tijela. Smanjivanjem promatra-
nog dijela mozemo zadacu svesti na ravnotezu sustava dvije bliske tocke. Naprezanja
medu njima moraju biti u ravnotezi jer ne moze postojati neuravnotezena komponenta
naprezanja zbog ravnoteze cijelog sustava. Analogno vrijedi i za deformacije, ako sh-
vatimo cijeli sustav kao sastavljen od niza malih dijelova, mozemo opet svesti zadacu
na dvije bliske tocke. Za takve dvije tocke moraju opet vrijediti uvjeti kompatibilnosti,
ne moze doé¢i do odvajanja tocaka na spoju. Na spoju tijela moraju vrijediti prirodni i
geometrijski rubni uvjeti.

Ako je spoj dvaju tijela elastican, nepoznati su i pomaci i naprezanja. Tada mora
nuzno biti zadana veza izmedu pomaka i naprezanja na spoju. Takav rubni uvjet zovemo
mje3ovit ili Robinov rubni uvjet. Primjer za takvu vezu su tijela koja u nekoj tocki spoja
u smjeru normale imaju definiranu elasti¢nu oprugu zadane krutosti.

U proracunu znamo uvesti idealizaciju da je neko susjedno tijelo apsolutno kruto i
nepomicno. Takvo tijelo ne moze se niti deformirati niti gibati na takvom spoju. Pro-
matrano tijelo ne moze se gibati, ali se moze deformirati. Za deformabilno tijelo u
mirovanju vrijedi prvi Newtonov zakon. Na spoju se moraju pojaviti reakcije koje za
zadana optere¢enja moraju zadovoljiti uvjete ravnoteze. Prirodni rubni uvjeti automatski
su tako zadovoljeni uslijed pojave reakcija. Pomaci apsolutno krutog i nepomicnog tijela
jednaki su nuli. Uvjet kompatibilnosti vrijedi i na spoju Sto povlaci da tocke promatra-
nog tijela spojene za tocke apsolutno krutog tijela moraju pri deformiranju imati pomake
jednake nuli (homogeni uvjet).
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1.8. Primjeri formulacije rubnih zadac¢a
1.8.1. Uzduzno opterecéena greda

Promatramo gredu duljine L, modula elasti¢nosti E(x), poprecnog presjeka F'(x) pod
djelovanjem optereéenja ¢(z) duz uzduzne osi grede i koncentrirane uzduzne sile K na
slobodnom kraju grede. Takva je zadaca jednodimenzionalna. Polje pomaka u zapravo je

E.F
P K
j—»—»—»—»—'—»»
q(x) o
L

A\

<

Slika 1.8.1: Uzduzno opterecena greda

skalarna vrijednost pomaka tocaka grede u smjeru uzduzne osi grede, u(z). Polje defor-
macija € jednako je uzduznoj deformaciji, u smjeru osi grede, €,,(x), a polje naprezanja
o jednako je komponenti uzduznog naprezanja u smjeru osi grede o,,(z) koje mozemo i
reprezentirati poljem uzduznih sila, N = o,, - F' u presjecima grede. Jednadzba ravnoteze,
kinematicki uvjet i zakon ponasanja u takvom jednodimenzionalnom slucaju glase

dog.(x)
—_— =0 1.8.1
=0 | @) =0, (181)
du(x)

zx ) 1.8.2

€22() e
Opz () = E(2)€(2) | (1.8.3)

Sto uz rubne uvjete

rubni uvjet pomaka : w(0) = uo , (1.8.4)
rubni uvjet naprezanja : o,,(L) = No/F(L) (1.8.5)

predstavlja jednoznacno rjesivu zadac¢u uzduzno opterecene grede, sustav tri jednadzbe s
tri nepoznanice (€4, 0pp, u(x)).

Ako zakon konstitucije, (1.8.3), uvrstimo u jedandzbu ravnoteze,(1.8.1), sliedi jed-
nadzba ravnoteze iskazana preko deformacije

d(Eeas (@)

e q(z) =0. (1.8.6)

U jednadzbi (1.8.2) izrazenu deformaciju preko pomaka i uvrstimo u jednadzbu (1.8.6),
slijedi jednadzba ravnoteze izraéna preko pomaka
dug ()
d (Besta)

—— +al2) =0. (1.8.7)

Iz toga slijedi diferencijalna jednadzba ravnoteze grede opterec¢ene u smjeru uzduzne osi
izrazena preko pomaka u obliku

(EFu) +q¢=0,naQ=10,1], (1.8.8)
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uz rubne uvjete

w(0)=0 T,={0}, (1.8.9)
N(L)=K Ty={L}. (1.8.10)

Neka je greda neopterecena, q(z) = 0, slijedi rjesenje diferencijalne jednadzbe, funkcija
pomaka

K
= — 1.8.11
a iz jednadzbi (1.8.2) i (1.8.3) deformacija i naprezanje
K K
€22 () = 55 O () = 7 (1.8.12)

1.8.2. Ravninska zadaca - zidni nosac¢ opterecen u svojoj ravnini

Promatramo zidni nosa¢ u ravnini xy, povrsinskih izmjera L x H, modula elasti¢nosti
E(z,y), Poissonovog koeficijenta v(x,y), debljine d(x,y) pod djelovanjem optere¢enja
q(z,y) usredidnjoj ravnini nosaca i linearno raspodjeljenog optereéenja qo(z, y) na pravcima
unutar ili po obodu zida. Takva je zada¢a dvodimenzionalna. Polje pomaka w u svakoj
tocki zida dvodimenzionalno je polje w = [u(z,y) v(z, y)}T.

Polje deformacija dvodimenzionalno je polje, € = [em(x, Y) €T, y) Yuylz, y)}T,
kao i polje naprezanja o = [044(2,y) oy (2,y) Tuy(z, y)]T Jednadzba ravnoteze, kine-
maticki uvjet i zakon ponasanja u takvom dvodimenzionalnom slucaju glase

dive (z,y) + q(z,y) =0, (1.8.13)
€(z,y) = Lw(x,y) , (1.8.14)
o(x,y) = C(z,y)e(z,y) . (1.8.15)

U ovakvoj dvodimenzionalnoj zadaci jednadzbu ravnoteze, (1.8.13), predstavljaju dvije
skalarne jednadzbe, a jednadzbe geometrijske ovisnosti, (1.8.14), i zakon konstitucije,
(1.8.15), po tri skalarne jednadzbe. Tako definirane jednadzbe uz rubne uvjete

rubni uvjet pomaka : wp, = wy, (1.8.16)

rubni uvjet sila : op, =09 =qo/d, (1.8.17)

predstavljaju jednoznacno rjesivu zadac¢u ravninskog nosaca optereé¢enog u svojoj ravnini,
sustav osam jednadzbi s osam nepoznanica (€, 0, w).
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2. Metode rjesavanja rubnih zadaca

2.1. Uvod

Osnovne grupe jednadzbi u prostornim zada¢ama su
e Sest geometrijskih jednadzbi: € = Lw,

e tri uvjeta ravnoteze: LTo + f = 0,

e Sest jednadzbi zakona konstitucije: o = Ce.

Stanje svake tocke podrucja €2 moze biti opisano sustavom od petnaest jednadzbi, a
nepoznanice su Sest komponenti naprezanja, Sest komponenti deformacija i tri kompo-
nente pomaka. Potrebno je pronaci stanje konstrukcije koje zadovoljava istovremeno sve
jednadzbe. U prethodnih petnaest jednadzbi nisu ukljuceni i uvjeti neprekinutosti. Uvjeti
neprekinutosti nisu temeljni uvjeti, dobiveni su izravno iz geometrijskih uvjeta eliminiran-
jem komponenti pomaka. Jedinstveno rjeSenje sustava osigurano je postivanjem rubnih
uvjeta

O"FG =0g, W‘Fw = Wo . (211)

Umetanjem rubnih uvjeta pri¢vrséujemo konstrukciju u prostoru i osigurana je jedin-
stvenost rjesenja. Tako definiranu zadac¢u zovemo rubna zadaca.

Unutar podruéja i na rubu polje naprezanja mora zadovoljiti uvjete ravnoteze, a polje
pomaka uvjete kompatibilnosti. Polja naprezanja i polja pomaka su nepoznata, ali su
povezana zakonom konstitucije, sto povla¢i da mozemo promatrati jedno nepoznato polje
(ili polje pomaka ili polje naprezanja).

Metode rjesavanja zadanih konstrukcija su metoda sila i metoda pomaka. Temeljna
ideja obje metode je diskretizacija matematickog modela radi jednostavnijeg proracuna.
Gredni modeli imaju beskona¢no mnogo nepoznanica (u svakoj tocki grede) koje u prora¢unu
koncentriramo na kona&an broj toc¢aka (¢vorova). Kod metode sila model je konacan broj
puta staticki odreden, a kod metode pomaka model ima konac¢an broj nepoznatih stupn-
jeva slobode.

2.2. Metoda sila

Metoda sila postupak je kojim eliminiramo pomake iz jednadzbi geometrijske ovisnosti
(1.3.1), a deformacije iz jednadzbi zakona ponasanja (1.6.1). Nepoznanice ostaju Sest kom-
ponenti naprezanja. Pomake smo ve¢ eliminirali iz geometrijskih uvjeta pri odredivanju
uvjeta kompatibilnosti, pa mozemo, umjesto geometrijskih jednadzbi (1.3.1), upotrijebiti
jednu od medusobno zavisnih grupa jednadzbi (1.4.10),

Le=0 ili Ly,e=0. (2.2.1)
Uzimanjem zakona konstitucije (1.6.1) eliminiramo deformacije i slijede grupe jednadzbi

LC'lo=0 ii L,C'o=0. (2.2.2)
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Dobivene matriéne zapise mozemo raspisati, te uz dodatne transformacije i deriviranja
uvjeta ravnoteze po x, y i z slijede Beltrami-Michellove jednadZbe

82%1} 82ny 820xy 1 9%, 820y 9%, n Ofe % ~0
Ox? Oy? 022 1+v \0zdy 0Oxzdy Oxdy dy  Ox ’
2 2 2 2 2 2
0%0y, 070y, 0%0y, 1 0“0,  0%0y  O%0, _'_% af. —0, (2.2.3)
0x2 Oy? 022 1+v \9ydz 0ydz Oyoz 0z Oy
0%0,, 0%0,, 0%0., 1 020, 320y 0?0, . Ofs  Of. 0
Ox? Oy? 022 1+v \ 020 020 0z0x 0z  O0x
ili
%0, 0%0, %o, 1 d%0, 820y 0%, v Of. 0Ofy, 0Of. Ofz
“YJy gtz
or?  Oy? 822+1+y<8m2+8x2 8x2>+1—y<8x+8y+32>+ ox 0,
Po, Py oy 1 (P o, Po\ | v (0f Ofy O8N 00
Ox? oy? 022 1+v \ 0y? 0y? Oy? 1—v\0x 9y 0z Oy
0%, %0, 0%, 1 d%0, 820y 9%, v of. 0f, 0f. af,
8x2+8y2 072 1+V(322+5)z2 8z2>+1—u<8x+8y+8z)+282_0‘
(2.2.4)
Obje grupe jednadzbi mozemo zapisati i u indeksnom zapisu
820_1’]’ 1 aQO'k @fz 8f]
— =0 ] = 2.2.5
o 1ivaio] 9 i WTymE (2.25)
d%o; 1 oy v Ofy 0
2 =0 ), = 2.2.6
o2 Ty T1-vok Cai o TEYE (2.2.6)

Ove jednadzbe predstavljaju uvjete kompatibilnosti izrazene pomoc¢u naprezanja. Neo-
visna je samo jedna grupa jednadzbi. To znaci da za Sest komponenti naprezanja imamo
samo tri neovisne jednadzbe koje zadovoljavaju geometrijske rubne uvjete. Istodobno
moramo rijesiti i tri uvjeta ravnoteze (1.5.9) ¢ime dobivamo Sest jednadzbi za Sest potreb-
nih nepoznatih komponenti naprezanja. Nakon proacuna naprezanja, deformacije i po-
maci slijede pomoc¢u jednadzbi

Clo,
L le.

€

w

Primjer 2.2.1. Metoda sila na grednom modelu

Postoji beskona¢no mnogo polja naprezanja koja zadovoljavaju uvjete ravnoteze staticki
neodredenog sustava. Promatramo tropoljnu kontinuiranu gredu pod djelovanjem jedno-
liko distribuiranog opterecenja.

Za zadani kontinuirani nosa¢ mozemo prikazati nekoliko mogué¢ih momentnih dija-
grama. Svi prikazani dijagrami, (Slika 2.2.1.2) zadovoljavaju uvjete ravnoteze i prirodne
rubne uvjete (uvjete ravnoteze na lezajima). Provjes parabole momentnog dijagrama
iznosi qL?/8. Postoji beskona¢éno takvih moguéih momentnih dijagrama koji ¢e zado-
voljiti uvjete ravnoteze i rubne uvjete. Definirana zadaca jednoliko optere¢ene tropoljne
kontinuirane grede linearna je i ima jedinstveno rjesenje. To znaci da je samo jedno
ravnotezno stanje zapravo ispravno rjesenje (samo jedno ravnotezno stanje zadovoljava
uvjete neprekinutosti) koje daje ispravnu progibnu liniju. Kako pronadi takvo stanje?
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Slika 2.2.1.1: Tropoljna kontinuirana greda po djelovanjem jednoliko distribuiranog
opterecenja

~_

Slika 2.2.1.2: Mogué¢i momentni dijagrami

Progibna linija je neprekidna. Zadana greda je kontinuirana (nema zglobnih spojeva duz
grede) sto znaci da je i derivacija progibne linije neprekidna. O¢cito je da je progibna
linija kod svih mogucih rjesenja neprekidna. Potrebno je postaviti i rijesiti uvjete neprek-
inutosti u svakoj tocki grede. Kod slozenijih konstrukcija nije jednostavno pronaéi jedno
od ravnoteznih stanja koje zadovoljava uvjete neprekinutosti. Trazimo stanje za koje
mozemo na jednostavniji nac¢in odrediti uvjete ravnoteze (odrediti dijagrame unutarnjih
sila), ali ujedno i koncentrirati uzroke nekompatibilnosti na zadana mjesta na konstruk-
ciji. Za sustav u ravnotezi ravnoteza vrijedi za svaki dio sustava i za sve medusobne
spojeve dijelova sustava neovisno o nacinu spajanja. Zbog toga mozemo podijeliti gredu
na dijelove i odrediti spajanja kako nam odgovara paze¢i da ne stvorimo mehanizam.
Na taj nacin dobivamo, iz Gradevne statike poznati, osnovni sustav. Osnovni sustavi su
staticki odredeni sustavi dobiveni oslabadanjem veza zadanog staticki neodredenog sus-
tava. Staticki odredeni sustavi jednostavniji su za proracun unutarnjih sila od vanjskog
optere¢enja, a dijagrami su i jedinstveni za zadano optereéenje jer je potrebno rijesiti
samo uvjete ravnoteze.

U daljnjoj analizi promatramo najgornji osnovni sustav, niz od tri zglobno povezane
jednostavne grede, s oslobodenim vezama iznad lezajeva. Progibna linija osnovnog sus-
tavaa nije kompatibilna samo u diskretnim tockama, a uzrok takvim nekompatibilnostima
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Slika 2.2.1.3: Moguéi osnovni sustavi

su unutarnje sile oslobodene u tim tockama (otvaranjem zglobova unutar grede dobivamo
lom progibne linije, derivacija progibne funkcije nije neprekidna funkcija u tim tockama).
Iznose tih sila odredujemo iz uvjeta neprekinutosti u tim tockama (nema relativnih po-
maka i kuteva zaokreta na mjestima oslobodenih veza). Dodajemo sile na tim mjestima
kao vanjsko optere¢enje tako da zadani i osnovni sistem budu kompatibilni. Dobivamo
staticki odredeni osnovni sustav opterec¢en vanjskim optere¢enjem i silama u oslobodenim
vezama (koncentriranim momentima savijanja u ovom primjeru). Uvjeti neprekinutosti su
zadovoljeni u svim tockama (progibna linija je neprekidna) osim u tockama oslobodenih
veza (zglobovima nad lezajevima u ovom primjeru). Zadaca je linearna $to znaci da
kona¢no rjesenje mozemo dobiti superpozicijom pojedinac¢nih rjesenja koja pripadaju
zadanim opterecenjima. Sile u oslobodenim vezama nisu nam poznate (momenti nad
lezajevima u ovom primjeru). Ne mozemo ih odrediti iz uvjeta ravnoteze jer je bilo koji
par sila (par momenta u ovom primjeru) u ravnotezi. Ispravni su samo oni iznosi sila (mo-
menata) koji na mjestima oslobodenih veza osiguravaju da su relativni pomaci ili kutevi
zaokreta jednaki nuli (relativni kutevi zaokreta nad lezajevima u ovom primjeru). To
znaci da tangenta na gredu lijevo i desno od lezajeva mora biti zajednicka, nema nikakvog
loma na zadanoj gredi (derivacija progibne funkcije mora biti neprekidna funkcija i u tim
tockama). Na taj nacin dobivamo dodatne jednadzbe (dvije dodatne jednadzbe u ovom
primjeru) kojima ¢emo zadovoljiti uvjete neprekinutosti i proracunati vrijednosti sila u
oslobodenim vezama (vrijednost momenata nad lezajevima u ovom primjeru).

[zmedu beskonacno mnogo polja naprezanja koje zadovoljavaju uvjete ravnoteze, odabrali
smo ono polje naprezanja koje zadovoljava uvjete kompatibilnosti. Neovisno o veli¢ini
momenata nad lezajevima sustav ¢e biti u ravnotezi, ali samo u jednom slucaju bit ¢e i
kompatibilan.

2.3. Metoda pomaka

1z jednadzbi geometrijske ovisnosti (1.3.1) i jednadzbi zakona konstitucije (1.6.1) eli-
miniramo polje deformacija, a polje naprezanja izrazimo pomoc¢u polja pomaka. Polje
pomaka (3 komponente) ostaje jedino nepoznato polje. Slijede jednadzbe koje imaju
znacCaj uvjeta ravnoteze

o =Ce=CLw. (2.3.1)

Uvrstavanjem tih jednadzbi u jednadzbu ravnoteze (1.5.9) slijedi

L'CLu+f=0. (2.3.2)
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Uz supstituciju K = LTCL i q = —f slijedi poznati sustav
Ku=q. (2.3.3)

Matricu K zovemo matrica krutosti elementarnog volumena. Ako matricu C definiranu s
E' i v zapisemo s pomoc¢u Laméovih koeficijenata A\ i u, zbog ¢ega trebamo ovisnosti

21+ 3X A
| AR AR -~ 2.3.4
A TS (2:34)

nakon raspisivanja i sredivanja jednadzbi sustava dobivamo poznate Laméove diferencijalne
jednadZbe ravnoteZe

o (u v O 2 0 o
(A+u)a$< Sy w>+u<++>u+f;,;:0,

dx 9y | 0z ox?  Oy? 022
0 (Ou Ov Ow 0? 0? 0?
()\—i_ﬂ)({?y(ax—i_ay—i_8,2’>+M<6332+83/2+8,2‘2>v+fy_0’ (2.3.5)

SR L B T Y B L S
o, \ oz dy 0z P\ o2 oy? 022 =

Uvodenjem oznaka za gradijent i divergenciju vektorskog polja

0 0 0 0 g 0
d=V=—i+_—j+=—k i div=—+4+—+ — 2.3.6
grad =V 3xl+ (9y'] i 0z ' V= o i oy * 0z’ ( )
te Laplaceov operator
0? 0? o?
A=V.- _ 4 2.3.
V.V 82+8y2+8z2’ (2.3.7)
jednadzbe (2.3.5)-(2.3.6) mozemo zapisati u vektorskom obliku
[(X+ p)grad div + pAjw =q. (2.3.8)

Matrica K sadrzi diferencijalne izraze, matricni je zapis diferencijalnog operatora nad
vektorom u

K = (X+ p)grad div + pA . (2.3.9)

Rjesenjem sustava jednadzbi (2.3.8) dobivamo komponente polja pomaka w. Tada
mozemo izracunati deformacije i naprezanja. Deformacije moraju zadovoljiti uvjete kom-
patibilnosti, geometrijske zavisnosti nisu jednoznacne. Isto vrijedi i na rubu. Moramo
zadovoljiti samo geometrijske rubne uvjete

W|Fu, = Wy, (2310)
jer su prirodni rubni uvjeti zadovoljeni diferencijalnim jednadzbama ravnoteze.

Primjer 2.3.1. Metoda pomaka na stapnom modelu

Kod staticki neodredenih sustava postoji beskona¢no mnogo polja pomaka koja su
kompatibilna i zadovoljavaju geometrijske rubne uvjete. Promotrimo tropoljnu kon-
tinuiranu gredu iz prethodnog primjera, (Slika 2.3.1.1).
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Slika 2.3.1.1: Tropoljna kontinuirana greda po djelovanjem jednoliko distribuiranog
opterec¢enja

N
VAN

Slika 2.3.1.2: Moguce progibne linije

Za zadani kontinuirani nosa¢ mozemo prikazati nekoliko mogucih polja pomaka, (Slika
2.3.1.2).

U primjeru tropoljnog kontinuiranog nosaca sve prikazane funkcije su kompatibilne
(neprekidne, pomaci jednaki nula u lezajevima). Zbog jedinstvenosti rjesenja linearne
zadace samo jedna takva funkcija pomaka zadovoljava uvjete ravnoteze. Potrebno je
postaviti uvjete ravnoteze u svakoj tocki konstrukcije. Izbor spojeva u ¢vorovima nije
proizvoljan jer moraju zadovoljiti uvjete neprekinutosti. Kod metode pomaka nije potre-
ban osnovni sustav. Raspored spojeva biramo tako da na nastalim dijelovima mozemo jed-
nostavnije pretpostaviti oblik kompatibilne funkcije pomaka i jednostavnije rijesiti diferen-
cijalne jednadzbe ravnoteze svakog dijela. Postupak rjesavanja diferencijalne jednadzbe za
optere¢enja vanjskim djelovanjem i pomacima odgovara stanjima pune upetosti i stanjima
slobodnih pomaka (Gradevna statika). Rjesenja takvih jednadzbi zadovoljavaju ravnotezu
u svim tockama osim u ¢vorovima. Dobivena rjeSenja su reakcije dijelova nosaca izrazene
kao funkcije nepoznatih pomaka i zaokteta ¢vorova. Nepoznanice dobivamo postavljanjem
jednadzbi ravnoteze ¢vorova.

U primjeru tropoljnog kontinuiranog nosaca kao ¢vorove odredimo tocke nad lezajevima
i pretpostavimo medusobnu punu upetost greda u ¢vorovima. Za takve rubne uvjete
rijesimo diferencijalnu jednadzbu svake grede. Uvjeti kompatibilnosti su zadovoljeni u
svim tockama nosaca, a jednadzbe ravnoteze u svim tockama osim u ¢vorovima. Reakcije
greda nisu u ravnotezi, ravnoteza momenata u ¢vorovima nije zadovoljena. Reakcije su
izrazene kao funkcije kuteva zaokreta évorova. Cvor mora biti u ravnotezi, pa iz uvijeta
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ravnoteze ¢vora mozemo izracunati reakcije u ¢vorovima.

Izmedu beskonacno mnogo polja deformacija koje zadovoljavaju uvjete kompatibil-
nosti, moramo odabrati ono polje za koje pripadno polje naprezanja zadovoljava uvjete
ravnoteze. Neovisno o veli¢inama pomaka i zaokreta ¢vorova sustav je uvijek kompatibi-
lan, ali samo je u jednom slucaju u ravnotezi.
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3. Jaka formulacija

3.1. Uvod

Metoda pomaka u prakticnom smislu ima znatno vec¢u primjenu od metode sila. Jed-
nostavnije je prona¢i skup kompatibilnih polja pomaka nego skup ravnoteznih polja
naprezanja (komplicirano rjesavanje difrencijalnih ravnoteza slozenih konstrukcija kod
metode sila). Algoritme potrebne za provedbu metode u nekom programskom jeziku
znatno je jednostavnije postaviti po metodi pomaka. Pristup proracunu matematickog
modela pretezno temeljimo na metodi pomaka.

3.2. Problemi pri rjeSavanju matematickog modela

Diferencijalne jednadzbe trodimenzionalnog podrucja (kontinuuma) temeljene na metodi
pomaka mozemo kona¢no zapisati u obliku

K(w)=q, (3.2.1)

pri ¢cemu je K diferencijalni operator koji djeluje na nepoznato vektorsko polje pomaka
u. Rezultat djelovanja diferencijalnog operatora na polju pomaka mora odgovarati poz-
natom vektorskom polju zadanog vanjskog opterecenja q jer jednadzbe predstavljaju
uvjete ravnoteze. Ovakav klasican pristup matematickom modelu pomocu diferencijalnog
operatora (diferencijalne jednadzbe) zovemo jaka formulacija rubne zadace (engl. strong
formulation).

Analiticko rjesenje zadac¢e mozemo dobiti samo u nekim posebnim slucajevima. Slozenije
zadace rjeSavamo pomocu poluanalitickog pristupa, potrebne integrale proracunamo nu-
mericki ili pretpostavljamo rjesenja razvijena u redove. Postupno su razvijene numericke
metode pomocu kojih mozemo rijesiti i najslozenije zadace. Za realnu konstrukciju dobi-
vamo velike sustave jednadzbi tesko rjesive raspolozivim racunalima. Postoji opasnost od
gomilanja numericke pogreske. Pojedini proracuni traju prilicno dugo sto posebno stvara
problem kod potrebe ponavljanja proracuna. Znatna koli¢ina dobivenih rezultata otezava
shvac¢anje stvarnog ponasanja konstrukcije.

3.3. Pojam podmodela

Zbog slozenosti pojedinih rubnih zadaca, s obzirom na oblik tijela, rubne uvjete i
opterecenja, mozemo uvesti dodatne pretpostavke o stanju naprezanja i deformacija Sto
povlac¢i jednostavniji matematicki model. Takav model nazivamo podmodel.

Najjednostavniji primjer podmodela je podmodel grede. Ako tijelo ima jednu di-
menziju dominantno veéu od preostale dvije mozemo uvesti podmodel grede. Gredu ne
moramo promatrati kao 3D kontinuum, dovoljno je uzeti gredni model, pravac tezisne osi
grede, a poprecni presjek definirati kao presjek u ravnini okomitoj na tezisnu os. Preostale
dvije dimenzije uzimamo u obzir definiranjem krutosti. Sva opterec¢enja, rubne uvjete i
naprezanja svodimo na tezisnu os grede. Na taj nacin za podmodel grede svejedno je da
li je greda optere¢ena po gornjem ili donjem rubu.

Za daljnji proracun takvog podmodela potrebno je uvesti dodatne pretpostavke. Osno-
van pretpostavka kojom se koristimo kod proracuna konstrukcija je Bernoullijeva hipoteza
ravnih poprecnih presjeka, popreéni presjeci nakon deformacije ostaju u ravnini okomitoj
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na deformiranu teZisnu os stapa. U proracunu tada zanemarujemo utjecaj poprecnih sila
na deformaciju, uzimamo u obzir samo deformaciju zbog savijanja. Takva pretpostavka
zapravo definira ponasanje polja deformacija, komponente €,,. Komponenta je linearno
ovisna o visni grede i proporcionalna je udaljenosti, (z), promatrane osi od tezisne osi
(neutralne osi),

€on = = (3.3.1)

gdje je r udaljenost tezisne (neutralne osi) od sredista zakrivljenosti grede.

Kod greda kod kojih je omjer raspona i visine poprecnih nosa¢a manji (visokostijeni
nosaci, L/H < 5) takav podmodel vise ne moze biti korektan. Utjecaj poprecnih sila
vise ne moze biti zanemaren. Hipoteza ravnih poprecnih presjeka tada vise ne vrijedi.
Posmi¢na naprezanja 7., i posmi¢ne deformacije v,, uzrokuju krivljenje poprecnih pres-
jeka. Posmicna naprezanja odredujemo iz uvjeta ravnoteze u smjeru osi grede, a nastaju
zbog neravnoteze uzduznih naprezanja na krajevima izdvojenog dijela grede,

. TfZ o TZSy
,yCCZ - G - Z—yBG )

(3.3.2)

gdje je T, iznos poprecne sile, .S, staticki moment promatranog presjeka oko neutralne
osi, B Sirina poprec¢nog presjeka, a G modul posmika.

Kod greda s ve¢im odnosom raspona i visine poprec¢nog presjeka grede, krivljenje duz
grede je malo i mozemo zanemariti posmi¢nu deformaciju (7,. =~ 0) i pretpostavka o
ravnim poprecnim presjecima predstavlja dobru aproksimaciju ponasanja konstrukcije.
Rezultat takve aproksimacije je diferencijalna jednadzba ravnoteze koja ima samo jednu
komponentu pomaka w ovisnu o koordinati =,

@i —= | = @) (3:3.3)

1+ ()]

gdje je ¢.(x) poprecno opterecenje grede, E(x) modul elasti¢nosti grede, a I,(z) moment
tromosti poprecnog presjeka oko osi y. Uz konstanti poprecni presjek i modul elasti¢nosti,
te uz dodatnu pretoostavku malih zaokreta (geometrijska linearizacija, (dw/dz)* << 1)
dobivamo poznatu diferencijalnu jednadzbu progiba grede,

d'w  q.(x)

Y

Kod manjih odnosa raspona i visine poprec¢nog presjeka na oblik progibne linije znacajnije
utjece poprecna sila. Izmedu ostalog i zato sto je utjecaj savijanja zbog relativno velikog
momenta tromosti zapravo prilicno mali. Takav utjecaj uzimamo u obzir koristeéi se
Timosenkovom diferencijalnom jednadzbom savijanja grede. Prema Timosenkovoj pret-
postavci poprecni presjeci ostaju u ravnini , ali vise nisu okomiti na pripadnu tangentu
na deformiranu neutralnu os grede. Na taj nacin uvjetujemo konstantnu posiménu defor-
maciju sto povlaci i konstantna posmic¢na naprezanja.

Mozemo spomenuti da postoje i druge varijante podmodela grede. Gredu koja preuz-
ima samo uzduzne sile mozemo prikazati diferencijanom jednadzbom

d*u g ()

= 2277 3.3.5
dx? EF ’ ( )
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gdje je F' povrsina poprecnog presjeka grede, £ modul elasti¢nosti grede a g, (x) optereéenje
u smjeru uzduzne osi grede. Kod grede s vrlo malim momentom tromosti (/, — 0), pod-
model grede zapravo je podmodel uzeta koji opisujemo diferencijalnom jednadzbom uzeta

napetog konstantom silom N , :
d*w  q,(z)
T2 N (3.3.6)
Osnovni podmodeli, uz podmodel grede, su podmodeli ploce, ljuske i zidnog nosaca.
Podmodel ploce dobivamo ako pretpostavke podmodela grede primijenimo u dvije di-
menzije. Ploca je tijelo kod kojeg je jedna dimenzija (debljina ploce d) znatno manja od
preostale dvije (tlocrtne) dimenzije. Primjenom Bernoullijeve hipoteze na plo¢u dobivamo

Kirchhoffovu teoriju savijanja tankih ploca,

*w J*w Nw  q.
2 = = 3.3.7
Ozt + 0x20y? + oyt D’ ( )
gdje je D krutost plo¢e na savijanje,
Ed?
D= — . 3.3.8
12(1 — v?) ( )

Poopcenjem Timosenkovih pretpostavki na plo¢e dobivamo Mindlinovu diferencijalnu jed-
nadzbu savijanja debelih plo¢a. Ako je debljina plo¢e sve manja, ploca gubi krutost na
savijanje i postaje membrana ¢ije ponasanje je opisano linearnom diferencijalnom jed-
nadzbom

Pw  Pw .

022 TR TS
gdje je S napetost membrane. Prostorno zakrivljene nosace kod kojih je jedna dimenzija
znatno manja od ostale dvije zovemo ljuske. Kao i kod ploca, postoje teorije tankih i
debelih ljuski.

(3.3.9)

3.4. Osnovna lema - integralni oblik jake formulacije
3.4.1. Pojam reziduala

Jaku formulaciju mozemo zapisati i u obliku
q—-K(w)=0, (3.4.1)
odnosno uvesti funkciju reziduala
r=q—K(w)=0. (3.4.2)

Fizikalno, funkcija reziduala predstavlja neuravnoteZeno optereéenje. Kod analitickog
rjesenja diferencijalne jednadzbe funkcija reziduala uvijek je jednaka nul-funkciji. Kod
pribliznog, numericki dobivenog rjesenja, funkcija reziduala razli¢ita je od nul-funkcije,
jer se priblizno rjeSenje W = [u ¥ W] razlikuje od analitickog rjesenja. Uslijed toga nisu
zadovoljeni uvjeti ravnoteze u svim tockama podruc¢ja. UvrsStavanjem pribliznog rjesenja
u diferencijalnu jednadzbu ne vrijedi vise jednakost nego slijedi nejednakost,

q-K(W)#0. (3.4.3)

Prirodno je pri numerickom rjesavanju rubne zadace traziti rjeSenje sa Sto manjim odstu-
panjem
q—K(w)~0. (3.4.4)
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3.5. Osnovna lema

Uvodimo globalnu (integralnu) procjenu kakvoée odstupanja definiranu izrazom

/widﬁ:/[q—/qw)widﬁ:o,@:1,...,00, (35.1)

Q Q

pri ¢emu su r i 1, neprekidne funkcije. Funkciju v, zovemo test funkcije. Ako izraz
(3.5.1) vrijedi za bilo koju neprekidnu test funkciju, tada je r = 0, pa je jaka formulacija
zadovoljena. Jednostavno je uocljivo da vrijedi i obrat. Ako znamo analiticko rjesenje
jednadzbe, tada je r = 0, pa vrijedi izraz (3.5.1). Izraz (3.5.1) zovemo osnovna lema
varijacijskog racuna.
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4. Slaba formulacija

4.1. Pojam slabe formulacije

Osnovna lema je zapravo samo drugaciji zapis jake formulacije. Lema ima smisla jer je
diferencijalnu jednadzbu teze rijesiti nego pripadni integral osnovne leme. U istom smislu
zadrzavamo se na integralnom pristupu, ali uz umanjene zahtjeve

e funkcija reziduala moze biti prekidna,
e skup test funkcija je prilicno suzen, konacan.

Prvi ustupak nije problematican, integral prekidne funkcije mozemo odrediti. Prema
drugom ustupku test funkcija koja ispunjava osnovnu lemu nije vise proizvoljna nego je
iz nekog konacénog skupa od n funkcija. Taj skup oznac¢imo sa S. Na taj nac¢in osnovnu
lemu mozemo zadovoljiti samo priblizno, samo za kona¢ni broj test funkcija, pa govorimo
o slaboj formulaciji rubne zadace (engl. weak formulation),

/r@bidﬁz/[q—K(W)]gbidﬁz(), v, €8,i=1,....n. (4.1.1)

Q Q

Pomaci 1 predstavljaju zapravo tocno rjesenje, ali za priblizno optere¢enje q, zadovol-
javaju diferencijalnu jednadzbu
K(w)=q. (4.1.2)

Sada slabu formulaciju (4.1.1) mozemo zapisati u obliku

d/rwidﬁz/(q—q)zpidﬁzo,q/;ies, i=1,...,n. (4.1.3)

Q Q

Ako su jednadzbe (4.1.1) i (4.1.3) zadovoljene za svaku test funkciju iz skupa S, tada
je slaba formulacija zadovoljena. Izrazi u zagradama tada moraju biti jednaki nuli pa
dobivamo

K@ =q i q=q. (4.1.4)

U smislu slabe formulacije priblizno rjesenje zadovoljava diferencijalnu jednadzbu, a pri-
blizno je optere¢enje dobra aproksimacija vektora desne strane jednadzbe. Jasno je da
svako rjesenje jake formulacije zadovoljava i jednadzbe (4.1.1) i (4.1.3). S obzirom da je
za prakticne potrebe tesko rijesiti diferencijalnu jednadzbu, a ako i uspijemo rijesiti onda
nam slaba formulacija nije potrebna, nama je vazno da li rjeSenje koje zadovoljava slabu
formulaciju jamci zadovoljenje jake formulacije.

Rjesenje koje zadovoljava slabu formulaciju ne jaméi zadovoljenje jake formulacije, ali
takvo rjesenje moze biti dovoljno dobro s fizikalnog stanovista.

4.2. Zakljuéno o slaboj formulaciji

Jaka formulacija ima jedinstveno i tocno rjeSsenje. Slaba formulacija moze imati
beskonacno mnogo prihvatljivih rjesenja. Za razliku od jakog rjeSenja, slabo rjesenje nije
osjetljivo na promjene koje variraju oko tocnog rjesenja.
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Fizikalno gledano sve funkcije opterecenja koje zadovoljavaju slabu formulaciju su
prihvatljiva rjesenja. Pod takvim optere¢enjem dobivamo priblizno iste progibe. U smislu
jake formulacije sve takve funkcije su lose jer uvijek vrijedi r # 0. U prakticnom smislu,
jednostavnije je pronaci jedno rjesenje iz skupa dovoljno dobrih rjeSenja nego traziti samo
jedno tocno rjeSenje. Pogotovo treba uzeti u obzir da niti toéno rjesenje modela ne
moze u potpunosti odgovarati rjesenju realne zadace. Zbog toga nije potrebno uvijek
inzistirati na tocnosti koju dobivamo rjesenjem jake formulacije. Model koji rjesavamo
vec je idealizacija realne zadace, pa je zbog toga i njegovo tocno rjesenje zapravo rjesenje
idealnog slucaja stvarne zadace.

Osnovna je ideja naci pribliznu funkciju opterec¢enja g kako bismo jednostavnije rijesili
diferencijalnu jednadzbu podmodela (w) = g i dobili dovoljno dobru aproksimaciju
pomaka w.

4.3. Slaba formulacija rubnih zadac¢a u proracunu konstrukcija
4.3.1. Uzduzno opterecena greda

Promatramo gredu duljine L, modula elasti¢nosti E(x), poprecnog presjeka F'(x) pod
djelovanjem opterecenja ¢(x) duz uzduzne osi Stapa i koncentrirane uzduzne sile Ny na
slobodnom kraju stapa. Takva je zadaca jednodimenzionalna. Polje pomaka grede u za-
pravo je skalarna vrijednost pomaka tocaka tezisne osi grede u smjeru uzduzne osi grede,
u(x). Polje deformacija € jednako je uzduznoj deformaciji, u smjeru osi grede, €,.(x), a
polje naprezanja o jednako je komponenti uzduznog naprezanja u smjeru osi grede ., ()
koje mozemo i reprezentirati poljem uzduznih sila, N = o,, - F' u presjecima grede. Jed-
nadzba ravnoteze, kinematicki uvjet i zakon ponasanja u takvom jednodimenzionalnom
slucaju glase,

dog.(x)
—_— =0 4.3.1
=0 | () =0, (43.1)
du(x)
€22(T) e
Opz () = E(2)€(2) (4.3.3)
Sto uz rubne uvjete
rubni uvjet pomaka : u(0) = uy , 3.
rubni uvjet sila : 0,,(L) = No/F (L), (4.3.5)

predstavlja jednoznacno rjesivu zadac¢u uzduzno opterecene grede, sustav tri jednadzbe s
tri nepoznanice (€,,, 0pp, u(z)).
Diferencijalna jednadzba ravnoteze grede optere¢enog u smjeru uzduzne osi glasi

(EFu) +q¢=0,naQ=10,1], (4.3.6)

uz rubne uvjete
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Za prikaz slabe formulacije diferencijalnu jednadzbu pomnozimo testfunkcijom v € V/,
gdje je V prostor dopustivih test funkcija,

V=uv,veC(Q),vr, =0. (4.3.9)

Integracijom po duljini grede slijedi
L L
/ (EF) - vda + / q-vdex =0, (4.3.10)
0 0

Nakon parcijalne integracije prvog ¢lana, fOL fgdz = (fg)llt — fOL fg'dx, vz f+ EFu i
g = v, slijedi

L L
(EFu’-v)|é;—/ EFu'-v’dx—l—/ q-vdzx =0, (4.3.11)
0 0

pa uz poznati izraz za silu u gredi, FFu’' = N, slijedi
L L
/ EFu'-v’dx—/ q-vdz — (N-v)[f =0, (4.3.12)
0 0

Za rubne uvijete sila vrijedi N = N = K, pa pripadna slaba formulacija rubnih uvijeta sila
slijedi kao produkt s test mfunkcijom (N — N)-v = 0. Test funkcije moraju biti jednake 0
u tockama rubnih uvjeta pomaka sto znaci da prethodna jednakost vrijedi u svim rubnim
tockama,

(N=N)-v=0Vzel. (4.3.13)

Slaba formulacija rubne zadace uzduzno opterecene grede glasi
L L
R(u,v) = / EFu -v'dx — / q-vdx — (N-v)|f =0, (4.3.14)
0 0

Za dovoljno glatke funkcije (u,v) € C%*(Q) x C'(Q), jednadzba R(u,v) = 0 predstavlja
slabu formulaciju ekvivalentnu zadanoj rubnoj zada¢i. Analiticko rjesenje rubne zadadce
(rjesenje koje zadovoljava jaku formulaciju) uvijek zadovoljava slabu formulaciju rubne
zadace. Svako slabo rjesenje, rjesenje slabe formulacije za proizvoljnu test funkciju v € V,
dovoljne tocnosti priblizno je rjesenje zadane rubne zadace.
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5. Aproksimacija funkcije pomaka

5.1. Uvod u aproksimaciju pomaka

Promatramo funkciju pomaka stapa w(z). Osnovna je ideja postupka rjesavanja rubne
zadace, dodatno pojednostavljenje, razviti funkciju pomaka u konacan red. Funkciju
pomaka mozemo razviti u beskonacni red, Taylorov red oko tocke x,

dw d*w r — 20)>
w(z) = wlwo) + ——(w0)(w = 70) + (10)" o o
B = d"w (x — o)™
=y (o) (5.1.1)
n=0
Funkcije reda, polinomi (z — x¢)",n = 0,1,..., 00, ¢ine potpuni skup funkcija. Takva je

aproksimacija dobra i na nekom intervalu I = (x,, z;) u okolini tocke xy. Tada funkcija na
tom intervalu mora biti beskonaéno puta derivabilna (klase C*°) i [z, 2| € I. Za potpuni
skup funkcija mozemo uzeti i trigonometrijske funkcije. Funkciju pomaka razvijamo u
Fourierov red

w(x) = % + Z (a, cosnz + b, sinnz) | (5.1.2)

n=1

pri ¢emu su koeficijenti Fourierova reda jednaki,

17 1]
ap = — /w(aj) cosnrzdr 1 b, =— /w(x) sinnzdx . (5.1.3)
s s

Za razvoj u Fourierov red funkcija w(z) mora biti integrabilna na intervalu [r, 7.

Uzimanjem u obzir veéeg broja ¢lanova prikazanih redova vrijednost aproksimacije
postaje sve bliza stvarnoj vrijednosti funkcije. Za realne parametre funkcije pomaka,
ve¢ i uzimanje prvih nekoliko ¢lanova reda moze svesti aproksimaciju funkcije pomaka
na vrlo prihvatljivu razinu. Takvu aproksimaciju funkcije pomaka zovemo diskretizacija
funkcije pomaka. Pogreska pribliznog rjesenja reda je velicine prvog zanemarenog clana
reda. Prema ideji diskretizacije, konacan red, red s kona¢nim brojem ¢lanova u razvoju,
mozemo zapisati u obliku

k ai
w(zr) xw(x) = Zaigpi(x) = [p1(z) ... @u(2)]
i=1 a,
= p@)Ta=a"p(r) |, (5.1.4)
gdje su funkceije p;(z),7 =1, ..., k funkcije baze reda (bazne funkcije, koordinatne funkcije),
aa;,i=1,..., k skalarni ¢lanovi (amplitude baznih funkcija), koeficijenti linearne kombi-

nacie funkcija baze. Osnovi problem pri rjeSavanju rubne zadace je ¢injenica da funkcija
w(z) nije unaprijed poznata. Zbog toga ne mozemo odrediti funkcije ¢;(x) u Taylorovom
redu ili koeficijente a; u Fourierovom redu. Funkcije ¢;(x) mozemo odabrati unaprijed,
tako da uz sto manje ¢lanova reda sto bolje aproksimiramo trazenu funkciju pomaka.
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5.2. Slaba formulacija u diskretnom obliku

Primijenimo aproksimaciju funkcije pomaka na matematicke podmodele za odredivanje
polja pomaka konstrukcije. Pri odredivanju progiba konstrukcije nepoznata je samo jedna
komponenta polja pomaka (w) koju mozemo zapisati u obliku

k
WA W= Zai%, (5.2.1)
=1

gdje je w priblizni oblik progibne linije. Uz takvu diskretizaciju, (5.2.1), slaba formulacija

poprima oblik

o k
[ola—k@)aa= [ la. -k (Z am)
a Q =1

Ovakav oblik slabe formulacije povecanjem broja ¢lanova reda konvergira prema jakoj
formulaciji. Diskretni oblik funkcije optere¢enja poprima oblik

-=Kw) =K (Z aj<pj> . (5.2.3)

J=1

dQ=0,i=1,...,k. (5.2.2)

U primjeru trodimenzionalne rubne zadace jednadzbu (5.2.1) mozemo zapisati u obliku

k ai
W%W:ZNiai: [N;...N;] | : | =Na. (5.2.4)
Vektorsko polje w sadrzi skalarne funkcije, a vektori a; sadrze brojeve,
w = [u7v W,

a; = [&z,z' Ay 4 az,i} .

Clanovi matrice N su podmatrice

v; 0 0
0 0

Prema aproksimaciji funkcije pomaka (5.2.4) slabu formulaciju mozemo zapisati u obliku

/v,bi £ — K(W)] dﬁz/gbi f— K (iNjaj>

a priblizno opterecenje

dQ=0,i=1,...,k, (5.2.8)

G=KW)=K (Z Njaj) . (5.2.9)

Opisanom diskretizacijom matematicki model prelazi u numeri¢ki model.
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5.3. Sustav linearnih jednadzbi

Primjenom diskretnog oblika slabe formulacije dobivamo sustav linearnih algebarskih
jednadzbi numerickog modela. Promatramo jednodimenzionalni model (5.2.3). Operator
IC je linearan. To znadci da vrijedi

k k
K <Z CLjQOj) = ZCLj/C(QOj) =0. (531)

Slaba formulacija (5.2.2) poprima oblik

/%’ [qz - Zi:ajlc(%‘)

dQ=0,i=1,...,k, (5.3.2)

a nakon mnozenja izraza u zagradi s test funkcijom,

/ [%’qz - iajwiic(%)

dQ,i=1,... k. (5.3.3)

Q

Integral sume po dijelovima neprekidnih funkcija jednak je sumi integrala (koordinatne
funkcije u najgorem slucaju moraju biti barem po dijelovima neprekidne jer moraju
aproksimirati strogo neprekidnu funkciju progiba). Tada izraz (5.3.3) mozemo zapisati u
obliku

k
Zaj/win(goj)dﬁz /%qzdﬁ, i=1,....k. (5.3.4)
=g Q

Raspisivanjem zborja dobivamo sustav jednadzbi koji mozemo prikazati u matricnom

obliku

-I 1K (p1)dQ2 I@Dllc(@z)dﬁ lelc(spk)dﬁ- [ [ 11¢.dQ]

9 9 9 a

[ oK (0)dQ [ 1K (p2)dQ2 ... [ 1aK(pr)dQ Z; [ 12q.dQ2

Q Q Q _ =17 . (5.3.5)

I%’C.(%)dﬁ I%K'(%)dﬁ

9l —,

Q/Jk’d@k)dﬁ h I@Dk'q,de
I

Sustav mozemo pisati u skra¢enom obliku
Ka=q, (5.3.6)

pri cemu su ¢lanovi matrice K i vektora q brojevi

Ky = [6ke)d® i g = [wgan. (5.3.7)
Q Q

Broj test funkcija v; odgovara broju koordinatnih funkcija ;, odnosno broju ¢lanova reda
k. Zato je matrica K kvadratna, a sustav algebarskih jednadzbi je linearan jer je temeljen
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na linearnom matematickom modelu. Clanovi matrice sustava ne ovise o nepoznatim
parametrima a;. Zbog toga je matrica K regularna i postoji inverzna matrica sto povlaci
da sustav mora imati jedinstveno rjesenje

a=Kq. (5.3.8)

Dobiveni koeficijenti a; uvrsteni u (5.2.1) daju aproksimaciju progiba. Tek aproksimaci-
jom funkcije progiba unutar slabe formulacije dobivamo numericki model s kona¢nim
brojem nepoznanica koji mozemo prikazati sustavom linearnih algebarskih jednadzbi. Na
taj nacin vise ne rjesavamo diferencijalnu jednadzbu kontinuiranog modela.
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6. Ritzova metoda

6.1. Uvod

Ritzova metoda temelji se na integralnoj (slaboj) formulaciji. Metoda ne polazi
od reziduala diferencijalne jednadzbe, ve¢ od funkcionala energije matematickog mod-
ela. Zadaca je svedena na odredivanje minimuma ukupne potencijalne energije linearnog
elasticnog modela. Takvu ukupnu potencijalnu energiju uz geometrijske ovisnosti i rubne
uvjete po pomacima zovemo Lagrangeov funkcional energije. Funkcional energije ima

oblik .
I = §/O'Ted§—/qwdﬁ. (6.1.1)

Q Q
Prvi clan funkcionala predstavlja potencijalnu energiju deformacija, a drugi ¢lan potencijal
(rad s negativnim predznakom) volumenskih q. Znamo da prema metodi pomaka sva
nepoznata polja mozemo svesti na nepoznato polje pomaka. Tada prvi ¢lan funkcionala
nece biti ovisan o nepoznatom polju naprezanja i deformacija nego o nepoznatom polju
pomaka. Pomoéu zakona konstitucije o = Ce iz kojeg slijedi o7 = €' CT, uz simetri¢nost
matrice elasti¢nosti CT = C, i jednadzbe geometrijske ovisnosti € = Lw iz koje slijedi
el = u'LT, prvi ¢lan funkcionala energije mozemo zapisati

2

1/U'Tedﬁ = %/GTCGdQZ %/WTLTCLWdﬁ
Q Q Q

1 _
= 5/wTKwolQ, (6.1.2)
Q

pa izraz za potencijalnu energiju glasi

II(w) = %/WTKWdﬁ— /qwdﬁ. (6.1.3)
Q Q

Na funkcional u takvom obliku, izrazenom preko nepoznatog polja pomaka, primijenimo
Ritzovu ideju. Funkcional diskretiziramo umetanjem poznatog oblika za priblizno rjesenje

polja pomaka
k

W%W:ZNiai : (6.1.4)
i=1
i trazimo minimum tako diskretiziranog funkcionala. Dobivamo sustav algebarskih jed-
nadzbi s nepozatim koeficijentima, ¢lanovima vektora a;. Uvrstavanjem koeficijenata
mozemo raspisati priblizno polje pomaka. Ovakav nacin je takoder diskretna aproksi-
maciija slabe formulacije.

6.2. Proracun poprecno opterecene grede Ritzovom metodom
6.2.1. Potencijalna energija savijanja grede

Usvajanjem podmodela grede transformiramo izraz za funkcional energije (6.1.1). In-
tegrale po volumenu €2 u tom su sluc¢aju rastavljamo na integral po osi duljine grede L i
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integral po povrsini popre¢nog presjeka grede F'(z). Povrsinski integral mozemo prikazati
kao integral po optere¢enom dijelu i Sirini djelovanja. Uz pretpostavku ravnih popreénih
presjeka, posmicne deformacije ne ulaze u izraz za energiju. Funkcional potencijalne en-
ergije grede tada mozemo zapisati u obliku

L L

1
II = 5/ /amemdF dx—/ /qzwdF dz |

0 \F(2) 0 \F(z)

gdje je q, volumenska sila po jedinici volumena grede, a K; koncentrirane sile u krajevima
grede. Prvi integral izrazen je preko nepoznatih naprezanja i defromacija, a ideja je izraziti
taj integral preko nepoznatog pomaka w. Za uzduznu deformaciju po visini poprecnog

presjeka znamo da vrijedi

€ = - zp (6.2.1)

p=—d (6.2.2)

L))

Uz pretpostavku malih zaokreta zakrivljenost mozemo linearizirati

d2w
Sto daje izraz za uzduznu deformaciju u obliku
d2

S zd—;;) (6.2.4)

Prema zakonu konstitucije znamo da je o,, = Fe,,. Prvi integral funkcionala energije
mozemo onda transformirati

L7 1 f L7 2w\
— Opa€andF | dz = = Ee2 dF | dz == E il 22dF | dx
2 2 v 2 da?
0 F(x) 0 F(x) 0 |F(x)
L[ L
1 d2w\? 9 1 d2w
o | F(x) 0

Ako pretpostavimo da su volumenske sile konstantne po povrsini, ¢. = const., uz oznake

q(z) = ¢.F (), slijedi
L L
/ / ¢wdF | dx = /qwdx. (6.2.6)
0 0

()
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Izraz za potencijalnu energiju savijanja grede sada glasi

1/ d2w” f
M(w) = §/EIy (d—;g> dz — /qwdx . (6.2.7)
0 0

Energija ovisi samo o progibu (vertikalnom pomaku) w. Znaéi da smo uvodenjem grednih
pretpostavki potencijalnu energiju trodimenzionalnog modela transformirali u potenci-
jalnu energiju osi grede.

6.2.2. Diskretni oblik potencijalne energije

Izraz za priblizno rjesenje funkcije progiba w
k

W= ap (6.2.8)

i=1
mozemo uvrstiti u izraz za potencijalnu energiju grede (6.2.7) i dobivamo priblizni i
diskretni izraz za potencijalnu energiju savijanja grede,

L L 2 L
— 1 d*pi
VII(w) = II(a) = 5 /E[y (Z i ) dx — /anicpidx : (6.2.9)
i=1 0 =1

0

6.3. Minimizacija potencijalne energije u diskretnom obliku

Nakon diskretizacije potencijalne energije grede, na izraz u diskretnom obliku mozemo
primijeniti teorem o minimumu potencijalne energije: Tijelo u ravnoteZi ima ekstremnu
vrijednost potencijalne energije. U slucaju stabilne ravnoteze vrijednost je minimalna.
Ekstremnu vrijednost dobivamo ako parcijalne derivacije po a; izjednac¢imo s nulom. Na
taj nacin dobivamo sustav jednadzbi

L L L
Oll(a) 1 d?p; \ d%y; :
2. :2~§/Efy (Zaj dx; dxzdm—/quidx:O,zzl,...,k. (6.3.1)

0 j=1 0

Ako ¢lanove sume u prvom integralu pomnozimo s ¢lanovima izvan sumacije, a znamo da
je 1 integral zbroja jednak zbroju integrala, a a; su konstante koje ne ovise o podrucju
integracije dobivamo sustav

L L

dQQOi d2g0j i
Zlaj/EIy 0 g dx:/quidx, i=1,...,k, (6.3.2)
= 0 0

odnosno u matricnom zapisu uz d%p;/dz? =

r L L L - - I -
fEIygo’l’de fEIygo’l’gp’Q’dx fEIygp’l’cp;C’dx fqgoldx

L0 0L ) OL a1 OL

fE]ycp’Q’gp’l’dx fEIygp’Q’ de ... fEIygo’Q’cpde as qugdx

0 0 0 =10 : (6.3.3)

L L L Ak L
fEIyapggo’l’dx fEIygo’k’gogdx fEIng/k,2dI fqgokda:
Lo 0 0 J Lo J
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ili u skra¢enom matricnom obliku

Ka=q |, (6.3.4)
pri ¢emu su koeficijenti
L
Ki; = /Elywé’sog’dw, (6.3.5)
0
L
¢ = /qzwdr. (6.3.6)

0

6.4. Nuzni uvjeti za izbor koordinatnih funkcija
6.4.1. Uvjeti neprekinutosti

Koordinatne funkcije moraju aproksimirati neprekidnu funkciju pomaka. Zbog toga
koordinatne fgunkcije moraju biti neprekidne ili po dijelovima prekidne (integrabilne su i
u zbroju mogu dati neprekidnu funkciju, ali takve treba izbjegavati jer moze biti potrebna
i neprekidnosti mekih derivacija). Ovisno o stupnju diferencijalne jednadzbe koju aproksi-
iramo i neke derivacije koordinatnih funkcija moraju biti neprekidne. Za jednadzbu n-tog
reda, mora postojati derivacija funkcije reda n/2, ali ta derivacija moze biti prekidna,
odnosno da je funkcija klase C"/271(Q). Na taj nacin postavljeni zahtjevi na deriv-
abilnost koordinatnih funkcija su slabiji u odnosu na prethodne postupke. Prethodni
postupci koriste stupanj derivacije iz diferencijalne jednadzbe, a ovaj postupak koristi
stupanj derivacije pripadnog funkcionala energije.

Zadaca savijanja poprecno opterec¢ene grede opisana je diferencijalnom jednadzbom
cetvrtog reda. U izrazu za energiju javlja se najvise druga derivacija i moze biti prekidna.
To znaci da je dovoljno da pomaci (funkcija) i kutovi zaokreta (prva derivacija) budu
neprekidni. Koordinatne funkcije su polinomi treceg stupnja.

6.4.2. Rubni uvjeti

Za koordinatne funkcije dovoljno je da zadovolje homogene geometrijske rubne uvjete.
Ako su zadani nehomogeni geometrijski rubni uvjeti tada aproksimaciju funkcije progiba
mozemo zapisati u obliku

k
W=+ Y ap; (6.4.1)
=1

pri cemu funkcija g zadovoljava nehomogene rubne uvjete. Fizikalno funkcija ¢y pred-
stavlja pocetni progib stapa.

Prirodni rubni uvjeti sadrzani su u funkcionalu energije. Podrucje integracije prvog
¢lana (Q ukljucuje i rub I, jer naprezanja na rubu doprinose potencijalnoj energiji de-
formacija (rub modela pod optere¢enjem bude deformiran, pa naprezanja na rubu rade
na deformacijama ruba). Uvjete ravnoteze dobivamo minimizacijom funkcionala energije.
Zbog toga uvjeti ravnoteze sadrze i rubna naprezanja, a to su prirodni rubni uvjeti. Koor-
dinatne funkcije ne moraju zadovoljiti prirodne rubne uvjete, ali ¢e ih linearna kombinacija
koordinatnih funkcija priblizno zadovojiti, jer su a; i w dobiveni i iz uvjeta ravnoteze po
rubu.
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6.4.3. Uvjet linearne nezavisnosti

Koordinatne funkcije nuzno moraju biti linearno nezavisne. Funkcije @;, i =1,... k
su linearno nezavisne ako vrijedi da je

k
Y api=0=a=0i=1.k. (6.4.2)

i=1

To zapravo znaci da nijednu koordinatnu funkciju ne mozemo prikazati kao linearnu
kombinaciju ostalih koordinatnih funkcija.

U ravnini samo dva vektora mogu biti linearni nezavisna, jer uvijek tre¢i vektor
mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju dva linearno nezavisna vektora. U prostoru
samo tri vektora mogu biti linearno nezavisna, a svaki ¢etvrti mozemo prikazati kao lin-
earnu kombinaciju tri linearno nezavisna vektora. Opcéenito, u k-dimenzionalnom prostoru
potrebno je k linearno nezavisnih vektora.

Ako su koordinatne funkcije ¢; linearno nezavisne tada su stupci i retci matrice K
linearno nezavisni. Determinanta matrice razlicita je od nule i osigurano je jedinstveno
rjeSenje sustava. Za numericko rjesavanje nepovoljna je situacija ako je determinanta
bliska nuli. U vektorskom smislu, to znaci da su dva linearno nezavisna vektora pod vrlo
malim kutem, medusobno se gotovo podudaraju. Sustav jednadzbi je u tom slucaju lose
uvjetovan i rjesenje nije stabilno.

6.4.4. Uvjet potpunosti

Linearnom kombinacijom koordinatnih funkcija moramo biti u moguénosti dobiti bilo
kakvu neprekidnu funkciju progiba. Tada mozemo reci da je zadovoljen uvjet potpunosti.
Zahtjev je bolje pokazati suprotnim primjerima. Ako zelimo aproksimirati funkciju progiba,
ne mozemo izabrati koordinatne funkcije koje imaju nul-tocku na istom mjestu jer ce i
njihova linearna kombinacija dati u istoj tocki vrijednost nula. U numerickom smislu nije
dobro uzeti niti koordinatne funkcije s bliskim nul-tockama. Ako su koordinatne funkcije
simetricne onda je i njihova linearna kombinacija simetri¢na, pa bilo kakvo nesimetricno
rjeSenje nije moguce opisati takvim funkcijama.

Svaki konacan skup funkcija je nepotpun jer ne moze opisati zada¢u s beskonac¢no
mnogo nepoznanica. Za nase potrebe smatramo da je sustav koordinatnih funkcija potpun
ako bilo koje potencijalno rjesenje mozemo proizvoljno tocno aproksimirati (u diskretnom
obliku slabe formulacije) kao linearna kombinacija koordinatnih funkcija.

6.4.5. Uvjet ortogonalnosti

Uvjet ortogonalnosti nije nuzan, ali je pozeljan. Izborom ortogonalnih funkcija matrice
postaju povoljnije definirane (matrica sustava postaje dijagonalna matrica) za numericko
rjeSavanje. Uvjet ortogonalnosti glasi

L
/g@iICcpjdx =0 1#j5 . (6.4.3)
0
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6.5. Numericki primjeri

Primjer 6.5.1. Ritzovom metodom odredity progib wy o u sredini slobodno oslonjene grede
raspona L konstantnog momenta inercije poprecnog presjeka I i modula elasticnosti E
opterecene jednoliko distribuiranim opterecenjem q

| : ; : K

X PN
EI L —

<

Slika 6.5.1.1: Slobodno oslonjena greda opterec¢ena jednoliko distribuiranim optere¢enjem

Ritzovom metodom, umjesto diferencijalne jednadzbe progibne linije savijanja grede,
rjeSavamo problem minimizacije potencijalne energije u diskretnom obliku. Funkciju
progiba aproksimiramo linearnom kombinacijom kona¢nog broja (k) koordinatnih funkcija

((,0“2:]_,7k)

k
WRT =Y ap; . (6.5.1.1)

i=1

Zadacu svodimo na rjesavanje sustava jednadzbi
Ka=q, (6.5.1.2)

pri ¢emu je a vektor nepoznatih koeficijenata linearne kombinacije, K poznata matrica
sustava, a q poznati vektor opterecenja,

L
Ki; = /Efgog’gog-’d:v, (6.5.1.3)
0
L
¢ = /qgo,-dx. (6.5.1.4)
0

Koordinatne funkcije potrebno je tako izabrati da su neprekidne (uvjet neprekinutosti),
zadovoljavaju rubne uvjete, linearno su nezavisne i da mozemo aproksimirati gotovo svaki
oblik progibne linije (uvjet potpunosti). Za slobodno oslonjenu gredu izabrat ¢emo koor-
dinatne funkcije koje imaju nul-tocke u tockama x = 0 i x = L. Za prvu aproksimaciju
uzmemo koordinatne funkcije

e1(x) = x(L—x), (6.5.1.5)
pao(x) = x(L—x)(L—2x). (6.5.1.6)

Potrebni izrazi za matricu sustava glase

Piel =4 = Kii=4L, (6.5.1.7)
Oy =12L — 24 = K=Ky =0, (6.5.1.8)
Oy = 36L% — 144Lx + 1442° = Koy = 1217 (6.5.1.9)
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a za Clanove vektora opterec¢enja

L3
@ = % y 2 =0 (6.5.1.10)
Sustav jednadzbi glasi
AL 0 | [ r
EI =q . (6.5.1.11)
0 12L3 (05} 0

Vidimo da su ¢lanovi matrice sustava izvan dijagonale jednaki nuli, sto znac¢i da smo
odabrali ortogonalne koordinatne funkcije. Rjesenje sustava daje vrijednosti koeficijenata
linearne kombinacije koordinatnih funkcija

qL?
= — =0. 6.5.1.12
3] UMET , A2 ( )
Dobili smo izraz za aproksimaciju progibne funkcije
LQ
W(z) = QiE[.:E(L — ). (6.5.1.13)

Ako izracunamo aproksimaciju progiba u pojedinim tockama i pripadnu pogresku dobi-
vamo

qL*

— A; g =25 6.5.1.14

L2 = gepp 0 Bue % , ( )
qL*

Aj s =18.2 6.5.1.15

Lis=q08p1 7 T3 2%, ( )
qL*

— A; g =15.8% . 6.5.1.16

Wr,/4 198FE] L/4 ) % ( )

Aproksimaciju momentnu funkciju dobijemo kao linearnu kombinaciju drugih derivacija
koordinatnih funkcija

M(z) = —FElw(z)=—FI (a1¢](z) + asphy(z))
qL? qL?
—FET (=2 <12 = — b1
(24E[ (—2) +0 x) = (6.5.1.17)

Momentna funkcija je aproksimirana konstantnom funkcijom duz cijele grede $to ocito
ne odgovara stvarnom ponasanju, M(z) = qx(L — z)/2. Za kvalitetniju aproksimaciju
progibne i momentne funkcije potrebno je odabrati neke druge koordinatne funkcije.

Za sljedec¢u aproksimaciju uzmemo koordinatne funkcije

o1(x) = x(L—x), (6.5.1.18)
po(x) = x(L —x)(L —3x)(2L — 3x) . (6.5.1.19)
Potrebni izrazi za matricu sustava glase
Oy = 44L% — 216 Lz + 21627
= K=Ky =8L°, (6.5.1.21)
Ohol = 484L* — 47520z + 16416 L%z — 23328 La® + 116642*
404
= Kyog=—1L", (6.5.1.22)

5
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a za vektor ¢lanove opterecenja

L3 L?
G = QT y Q2 = q?)—o : (6.5.1.23)
Sustav jednadzbi glasi '
AL 8L [ay L
EI =q . (6.5.1.24)
8L L5 | |ay g_g

Rjesenje sustava daje vrijednosti koeficijenata linearne kombinacije koordinatnih funkcija

11qL? q
= —— = — . 6.5.1.25
“ T o16E1 T T 216E1 ( )
Dobili smo izraz za aproksimaciju progibne funkcije
11qL? q
w = L—x)— L—2)(L—3x)2L -3
we) = SeprtL 0~ gt~ )L =30 @)
4q 4 3 3
= —2L L . 6.5.1.26
2157 z'+ L's) ( )

Ako izracunamo aproksimaciju progiba u pojedinim tockama dobivamo to¢nu vrijednost
progiba

5qL*

N 5.1.2

Wiy 384E] (6.5.1.27)
11qL*

= 9 6.5.1.28

WL/ 972E1 ( )
57qL*

— . 6.5.1.29

W/ 6144E1 ( )

Momentna funkcija aproksimirana je izrazom

M(z) = —EI(a1¢](x)+ aspy(x))
11qL2 q 2 2
— BT (—2) — _927% 4 54Lx — 1
o657 "2 " 31687 +54Lz — 1082°)
_ %(2$2_Lx) , (6.5.1.30)

Vidljivo je da takva aproksimacija znacajno odstupa od stvarnih vrijednosti momentne
funkcije, M(z) = q(Lx — 2*)/2 u karakteristicnim tockama grede. Na desnom lezaju
moment nije jednak nuli, M (L) = ¢L?/4, a u sredini raspona nije dostignuta poznata
ekstremna vrijednost ¢L?/8, nego je dobiveni moment jednak nuli, M (L/2) = 0.

Primjer 6.5.2. Ritzovom metodom odrediti progib wy na slobodnom kraju konzolne grede
raspona L konstantnog momenta inercije poprecnog presjeka I i modula elasticnosti FE
opterecene jednolikim kontinuiranim opterecenjem q

Koordinatne funkcije potrebno je tako izabrati da su neprekidne (uvjet neprekinutosti),
zadovoljavaju rubne uvjete, linearno su nezavisne i da mozemo aproksimirati gotovo svaki
oblik progibne linije (uvjet potpunosti). Za konzolnu gredu izabrat ¢emo koordinatne
funkcije koje imaju nul-tocke u tocki z = 0 i nul-tocku prve derivacije u tocki x = 0
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EI L

Slika 6.5.2.1: Konzolna greda optere¢ena jednolikim kontinuiranim opterec¢enjem

(progib i kut zaokreta na upetom lezaju jednaki su nuli). Za prvu aproksimaciju uzmemo
koordinatne funkcije

pir(z) = 2%, (6.5.2.1)
pa(r) = 2*(L—27). (6.5.2.2)

Potrebni izrazi za matricu sustava glase

Py =AL — 24 = Kip= Kyy = —8L7%, (6.5.2.4)
Oy = AL? — A8Lx + 1442° = Koy = 28L° | (6.5.2.5)
a za Clanove vektora opterec¢enja
L3 L4
71 = q? » Q2 = —QT . (6.5.2.6)
Sustav jednadzbi glasi
AL —8L7] [a L
EI =q : (6.5.2.7)
—8L? 28L3| |as L

Rjesenje sustava daje vrijednosti koeficijenata linearne kombinacije koordinatnih funkcija

qL? qL
— 1= P .0.2.
N6l T 24E] (6.5.2.8)
Dobili smo izraz za aproksimaciju progibne funkcije
_ qL? 2 ql
= L—2
o) = SEpr gt b 2)
4q 2.2 3
= —— (5L — 2l . 6.5.2.9
TR ( )

Ako izracunamo aproksimaciju progiba u pojedinim tockama i pripadnu pogresku dobi-
vamo

I=or , Ap=0%, (6.5.2.10)

AL =5,9%. (6.5.2.11)
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Aproksimaciju momentnu funkciju dobijemo opet kao linearnu kombinaciju drugih derivacija
koordinatnih funkcija

M(z) = —EI(ay(z)+ azpy(2))
qL? qL
= —pr| o) - L or 12
651 P~ 2457 7
= L (52— 6La) . (6.5.2.12)
Takva aproksimacija vidljivo odstupa od stvarnih vrijednosti momentne funkcije konzolne
grede, M(z) = —q(L* — 2%)/2 u karakteristi¢cnim totkama konzolne grede. Na desnom

slobodnom kraju grede moment nije jednak nuli, M (L) = ¢L?/12, ana upetom lezaju nije
dobivena poznata ekstremna vrijednost —qL?/2, nego odstupanje od 16, 7%, M(L/2) =
—bqL?/12.

Primjer 6.5.3. Ritzovom metodom odredit progib wy, o u sredini slobodno oslonjene grede
raspona L konstantnog momenta inercije poprecnog presjeka I 1+ modula elasticnosti
opterecene koncentriranom silom K u sredini raspona

| x

< A
L/2 EI L/2 =

Slika 6.5.3.1: Slobodno oslonjena greda opterec¢ena koncentriranom silom u sredini raspona

Koordinatne funkcije uzet ¢emo jednake kao za slobodno oslonjenu gredu u prvom
primjeru. acelno izbor koordinatnih funkcija treba podrediti zadanoj konstrukciji, a ne
optere¢enju. Iznimno, na temelju iskustva, moze se u konkretnim slucajevima pokusati
odabrati koordinatne funkcije slicnog oblika kao ocekivana progibna funkcija. Za prvu
aproksimaciju uzmemo koordinatne funkcije

pi(z) = (L —x), (6.5.3.1)
@o(x) = (L —ax)(L—2z). (6.5.3.2)

Matrica sustava ne ovisi o opterecenju, nego samo o geometriji konstrukcije i izboru
koordinatnih funkcija. To znaci da je jednaka kao u prvom primjeru za iste kordinatne
funkcije. Vektor opterec¢enja, s obzirom da je zadano opterec¢enje koncentrirana sila u tocki
v = L/2, K(x) =0 za © # xg, izracunamo na temelju izraza da je integral produkta
funkcije ; i funkcije zadane u samo jednoj tocki jednak iznosu funkcije ¢; u tocki u kojoj
vrijednost druge funkcije nije jednaka nuli,

L
/gpi(a:)K(a:)da: = gi(rK) . (6.5.3.3)
0

Tako dobivamo clanove vektora opterecenja,

KL?

@ =pi(L)2) = 1

, 2= p2(L/2) =0. (6.5.3.4)
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Sustav jednadzbi glasi

4, 0 a KL?
EI - . (6.5.3.5)
0 12L3 a9 0

Rjesenje sustava daje vrijednosti koeficijenata linearne kombinacije koordinatnih funkcija

KL

a; = @ , Qg = 0. (6536)
Dobili smo izraz za aproksimaciju progibne funkcije
KL
w(x) = L—x). .5.3.
w(x) 16EI$( x) (6.5.3.7)

Izracunamo aproksimaciju progiba i pripadnu pogresku u sredini i cetvrtini raspona

KL?

= — A =25 6.5.3.8

wr /2 GAET L/2 % ) ( )
3KL?

= — A = 28.6% . 6.5.3.9

Wi /4 o56E] L/4 ) % ( )

Aproksimaciju momentnu funkciju dobijemo kao linearnu kombinaciju drugih derivacija
koordinatnih funkcija

M(z) = —Elw(z) = —EI (a19](x) + azy (z))
T (% (=2)+0- 121») - % | (6.5.3.10)

Momentna funkcija je aproksimirana konstantnom funkcijom duz cijele grede $to ocito
ne odgovara stvarnom ponasanju. Za kvalitetniju aproksimaciju progibne i momentne
funkcije potrebno je odabrati neke druge koordinatne funkcije.

Za sljede¢u aproksimaciju uzmemo koordinatne funkcije

pr(r) = z(L—=x), (6.5.3.11)
po(r) = x(L—z)(L—3x)(2L — 3x) . (6.5.3.12)

Matrica sustava za ovaj izbor koordinatnih funkcija izracunata je u prvom primjeru.
Clanovi vektora opterec¢enja slijede prema

KL? KL*
a=p(L/2) === @ =¢(L/2) = —— (6.5.3.13)
Sustav jednadzbi glasi
AL 8L* ] [a b
EI =K . (6.5.3.14)
8L3 LS| |ay -

Rjesenje sustava daje vrijednosti koeficijenata linearne kombinacije koordinatnih funkcija

13K L 5K
_ —_—— = — . .J. .1
283E1 " T THI6LEI (6.5.3.15)

ay
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Dobili smo izraz za aproksimaciju progibne funkcije

13K L 5K
w(r) = L—1)— ———ax(L —x)(L — 3z)(2L —
(@) = gepr®\F— ) ~ greppr b~ o)L — 3020 = 37)
K
=T (17L%x — 29La” — 902° + 452* /L) . (6.5.3.16)

Izracunamo aproksimaciju progiba i pripadnu pogresku u pojedinim tockama

189K L3
= — Ars=1.6 6.5.3.17
wr /2 921651 L/2 ) %7 ( )
391K L3
e T B A (6:5.3.18)
Momentna funkcija aproksimirana je izrazom
M(zx) = —EI(a1¢](x)+ azpy(x))
3KL 5K
= —FI (=2) — —22L% + 54Lx — 10822
isspl (7Y grgppy (TR0 b4l — 1087
K
- 3 (9L — 15z + 302%/L) . (6.5.3.19)

Takva aproksimacija odstupa od stvarnih vrijednosti momentne funkcije u karakteristicnim
tockama grede. U sredini raspona proizlazi moment 9K L /32 $to je odstupanje 12, 5% od
analiticke vrijednosti, ali na lezajima iznosi momenata nisu jednaki nuli, M (0) = 9K L /32
i M(L) = 3KL/4. Stvarna momentna funkcija ima skok derivacije u tocki djelovanja
koncentrirane sile, a priblizna proracunata funkcija beskonacno je glatka u svim tockama

podrucja.
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7. Metoda konac¢nih razlika

7.1. Aproksimacija pomaka metodom konac¢nih razlika

Klasican pristup diskretizaciji matematickog modela temelji se na metodi konac¢nih
razlika. Potrebno je priblizno rijesiti diferencijalnu jednadzbu u odredenom broju tocaka.
Trazimo da u tim tockama rezidual bude jednak nuli. Bit aproksimacije metodom konacnih
razlika je u zamjeni derivacije (nagiba tangente) kona¢nom razlikom (nagibom sekante) na
krivulju progiba. Ako pretpostavimo jednaki razmak medu tockama (h), mozemo pisati

1
w'(x;) =~ W' (x;) = tana = o7 (w(z; +h) —w(z; —h)] . (7.1.1)
Nagib tangente funkcije w(x) u tocki (z;,w(x;)) aproksimiramo nagibom sekante kroz
tocke (x; — h,w(z; — h)) i (x; + h,w(z; + h)). Ako razmak tocaka h tezi nuli, jednadzba
(7.1.1) zapravo je klasi¢na definicija prve derivacije funkcije

/() = lim % w(a: + ) —wla —h)] (7.1.2)

Pogresku aproksimacije derivacije mozemo odrediti pomou razvoja funkcije u Taylorov
red i procjene vrijednosti progiba u tockama x; + h i x; — h,

h? h?
w(x; +h) = w(x;)+ hw'(x;) + gw”(xi) + gw’"(xi) +...
hk
. h2 hS
w(z; —h) = w(z;) —hw'(z;) + Ew"(l’i) - gwm(mi) +.
—1)" ¥
+—( 13! w® (@) + ... (7.1.4)

Ako oduzmemo drugu jednadzbu od prve jednadzbe dobivamo

1
w(x; +h) —w(x; —h) = 2hw'(z;) + 26h3w”’(xi) -
h2k—1

+2mh2kil’w(2kil) (.CCz) 4+ ... . (715)

Ako podijelimo jednadzbu s 2h slijedi

w(z; +h) —w(x; —h) 1 1
( )2h ( — w/($i)+§h2wm($i)+ah4w””/($z‘)+--«
2k
+h—w<2k“>(a;-) + (7.1.6)
2E 1 1)) i el 1.

Vidimo da aproksimacijom prve derivacije lijevom strane jednadzbe odbacujemo ¢lanove
uz h? i vise potencije korak h $to znaci da je pogreska proporcionalna s h? i pisemo O(h?).
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Na isti nacin mozemo odrediti i aproksimaciju druge derivacije kao pribliznu derivaciju

prvih derivacija funkcije u tockama x; + % ix; — %,

(i) = 3 [0/ (i 1/2) — !z — h/2)]

i { F lolos 4 1) = (el = 1 fole) - (e - 0]}

w(x; + h) — 2w(x;) + w(z; — h)
= 2 i (7.1.7)
Za rubne zadace u analizi konstrukcija potrebne su nam i aproksimacije trece i cetvrte
derivacije. Njihove aproksimacije metodom konacnih razlika su
(r) = w(x; + 2h) — 2w(x; + h)2—;32w(xi —h) —w(z; — 2h) | (718)
w(x; + 2h) — dw(x; + h) + 6w(z;) — dw(z; — h) + w(z; — 2h)
h* '

w'(w) = (' (2)) =

m/l// (.’I/'Z) —

(7.1.9)

Vrijednost derivacije funkcije u tocki z; izrazili smo kao linearnu kombinaciju vrijed-
nosti funkcije u susjednim toqv ckama. Koeficijente linearne kombinacije mozemo dobiti
i iz sustava postavljenog u smislu najbolje aproksimacije trazene derivacije. Vidimo da
je n-ta derivacija izrazena kao liearna kombinacija vrijednosti funkcije u n + 1 tocaka.
Postupak ¢emo pokazati na definiranju linearne kombinacije za drugu derivaciju pomocu
tri proizvoljne tocke, Tjtan, Titpn 1 Tigyn. Za svaku odabranu toqv cku mozemo izraziti
pripadnu aproksimaciju Taylorovim redom u okolini tocke x;,

w(z; +ah) = w(z;)+ ahw'(z;) + %w”(mi) + %w"’(mi) +..., (7.1.10)
w(r; + Bh) = w(x;) + Bhw'(x;) + (ﬁ;) w" (x;) (53}?) w”(x) + ..., (7.1.11)
w(x; +vh) = w(x;) +vyhw'(z;) + (7;) w"(z;) + (7;) w”(x) + ... . (7.1.12)

Izjednac¢imo drugu derivaciju u tocki z; s linearnom kombinacijom vrijednosti funkcije u
odabranim tockama,

w"(z;) = Aw(z; + ah) + Aw(x; + Bh) + Aw(x; + ~h) . (7.1.13)

Za suvislu aproksimaciju druge derivacije (u opéenitom sluc¢aju n-te derivacije) sve prethodne
derivaciije, ukljucujuéi i vrijednosti funkcije u tim tockama moraju iS¢eznuti. Uvrstavanjem
razvoja U tayorov red za pripadne vrijednosti u linearnoj kombinaciji slijedi jednadzba

w’(x;)) = Aw(z; + ah) + Aw(x; + Sh) + Aw(z; + vh) (7.1.14)

(ah)Q " (ah)?’ "

w(z;) + Bhw'(x;) + @w”(azi) + Mw”’(gci) +.. )

= Al w(z)+ ahw'(z;) +

+ B o1 31

(vh)* (vh)*
o W (wi) + g ("’”H) ‘

+ C | w(x;) +yhw'(z;) +

/‘\/‘\/_\
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Sada grupiramo ¢lanove razvoja uz istu derivaciju u tocki z;, pa slijedi

w’(x;) = Aw(z; + ah) + Aw(x; + Sh) + Aw(z; + vh) (7.1.15)

= (A+ B+ C)w(x;) (7.1.16)

+ (Aa+ BB + Cv) hw'(z;)
2

+ (Ac® + B3* + Cv?) %w”(:ci)
3

(

3!

h
Ac® + BB? + C°) —w" () + ... .

Zelimo da takva linearna kombinacija najbolje aproksimira trazenu drugu derivaciju u
tocki ;. To znaci da koeficijent uz w”(z;) treba biti jednak, koeficijent uz sve nize
derivacije jednak nuli, a dio uz vise derivacije jednistavno odbacuemo kao pogresku
aproksimacije. Izjednacavanjem pripadnih linearnih kombinacija s 1 ili 0 slijedi sustav

jednadzbi

A+ B+
h( aA+ BB+ v
D o?A+ BB+ 4

C
¢ )

0
0
)=1

Q

koji mozemo zapisati i u matricnom obliku

e}

o)
@
2
Q & =
I
o

Tl

Rjesenjem sustava slijede koeficijenti linearne kombinacije

B 2
A 2(—a)(1—a)

-2
h?(B—a)(y—B)

2
¢ | h2(v—B)(v—<) |

(7.1.17)

(7.1.18)

(7.1.19)

U opcenitom slucaju kad trazimo koeficijente linearne kombinacije A;, 7 =1,...,n+
1 za aproksimaciju n-te derivacije pomocu vrijednosti funkcije u proizvoljnim tockama
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x; +ajh, 3 =1,...,n+ 1, sustav jednadzbi u matricnom zapisu glasi
_ - [ AT (0]
1 | | !
Ag 0
(&5} (6%) ce (&% RN 7P |
Agaa 0
of af .. o) Laly, M = : (7.1.20)
n—1 n—1 n—1 n—1 An 0
o v o RRe T
n n n n
aq (6% C(] ...Oén+1 A nl

7.2. Koordinatne funkcije kod metode konac¢nih razlika

Postupak proracuna rubne zadace provodimo diskretizacijom podrucja definiranjem
n ¢vorova na razmaku h i za svaki ¢vor napiSemo jednadzbu konacnih razlika, ovisno
o stupnju derivacije diferencijalne jednadzbe rubne zadace. Izraz (7.1.1) je tocan samo
ako je progibna linija w(x) parabola (tada su tangenta u z; lokalnom tjemenu parabole i
pripadna sekanta kroz x; —h i x; +h paralelne). Funkciju w(x) na segmentu [z; — h, z; + h]
aproksimirali smo zapravo linearnom kombinacijom triju parabola ¢; , j =1,2,3

3
w(w) ~w(w) =Y ap; (7.2.1)
j=1
pri cemu su parabole ¢; i pripadni koeficijenti linearne kombinacije a;

1 T — T 2 T — x;
e

pp=1— (x - zi)Q L ay = w(z) (7.2.2)

1 T — x; 2 T — x;
wg—él( - )—1— - ], az = w(x; + h) .

Koeficijenti linearne kombinacije a; su zapravo vrijednosti progiba u ¢vorovima. Jed-
nadzbe konac¢nih razlika moémo zapisati u obliku

K [Z ajgpj] () =q.(z;), i=1,...,n. (7.2.3)

J=1
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7.3. Numericki primjeri

Primjer 7.3.1. Metodom konacnih razlika odrediti progib wy o u sredini slobodno oslon-
jene grede raspona L konstantnog momenta inercije poprecnog presjeka I 1 modula elasticnosti
E, opterecene jednoliko distribuiranim opterecenjem q

| ! ! : K

X PN
EI L -

<

Slika 7.3.1.1: Slobodno oslonjena greda optere¢ena jednoliko distribuiranim optere¢enjem

Diferencijalna jednadzba progibne linije grede glasi
(E(x)I(z)w”)" = q(z) . (7.3.1.1)

Ako uzmemo u obzir da su poprecni presjek i modul elasti¢nosti konstantni uzduz grede,
a opterecenje jednoliko distribuirano, jednadzba glasi

Elw™ =q . (7.3.1.2)

Zadana je greda na oba svoja kraja slobodno oslonjena Sto znac¢i da su progibi i
momenti u krajnjim tockama jednaki nuli. Rubni uvjeti glase

w(0)
w(L)

. M(0) = —EIw"(0) = 0 = w"(0) = 0 (7.3.1.3)

0 9
0, M(L)=—-EIwW'(L)=0=w"(L)=0. (7.3.1.4)

Gredu (podruéje) podijelimo na k jednakih dijelova, h = L/k, a ¢vorove (k + 1 ¢vorova)
podjele oznacimo z; = ih,i = 0,...,k (diskretizacija podrucja). Takva podjela (x; —
x;1 = h,¥i € {1,...,n}) naziva se ekvidistantna podjela.
Vrijednosti funkcije progiba i potrebne derivacije u ¢vorovima mozemo krace zapisati
kao
w(z;) = w; ,w'(x;) =w, ... .. (7.3.1.5)

U svakoj tocki podrucja (grede) vrijedi diferencijalna jednadzba progiba. Jednadzbu
mozemo zapisati za svaki ¢vor x;

ETw™ =q. (7.3.1.6)
Aproksimacija potrebne ¢etvrte derivacije u smislu metode konaé¢nih razlika glasi
: 1
w;v = ﬁ [’LUZ',Q — 411)1',1 + 6'LU1 — 4wi+1 + wi+2:| . (7317)

Ako za svaki ¢vor x; raspisemo pripadnu jednadzbu dobivamo k+ 1 jednadzbi. Zbog toga
Sto cetvrta derivacija u svakom ¢voru aproksimirana u smislu metode konacnih razlika
treba i vrijednosti dva ¢vora ispred i dva ¢vora iza ¢vora z;, u jednadzbama za krajnja
dva ¢vora javljaju se i vrijednosti w_o, w_1, Wri1, W12, Koje su zapravo vrijednosti u
tockama izvan naseg podrucja (grede [0, L]), te imamo k + 5 nepoznanica. Umjesto tih
jednadzbi uzimamo rubne uvjete. Umjesto diferencijalne jednadzbe u ¢vorovima zq i xy
uzmemo jednadzbe za geometrijske rubne uvjete (zadane vrijednosti progiba) u lezajnim
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) T T9 xs3 Ty
s 2
L/4 L/4 L/4 L/4

Slika 7.3.1.2: Podjela grede na évorove, h = L/4

¢vorovima. Za proracun progiba u ¢vorovima x_; 1 xp, 1 izvan podru¢ja uzmemo jednadzbe
za iznose momenata u lezajnim ¢vorovima.

Sada podijelimo podruéje (gredu) na cetiri dijela jednake duljine (ekvidistantna mreza),
h = L/4, x; = ih,i = 0,...,4. Za svaki ¢vor raspisemo pripadnu jednadzbu u smislu
metode konac¢nih razlika

1
Elﬁ [wi—a — 4wy + 6w; — dwi1 + wito] = ¢ .. (7.3.1.8)

Dobivamo sustav jednadzbi

= B (7.3.1.9)

OO R F= H=HREF)= = OO

U jednadzbama se javljaju i vrijednosti progiba izvan podruéja (grede [0, L]). Potrebno
je iskoristiti rubne uvjete. Umjesto jednadzbe za prvi i zadnji ¢vor uvodimo geometrijske
rubne uvjete, wy = 0 i wy = 0. Za proracun vrijednosti progiba u ¢vorovima izvan
podrucja u jednadzbama za ¢vorove x; i x3 iskoristit ¢emo rubne uvjete My =01 M, = 0.
Momente proracunavamo prema izrazu

M(z) = —EIuw"(x) . (7.3.1.10)

Za cvorove xq 1 x4 slijede jednadzbe

1

MO =0 = —E[ﬁ [11]71 - 211)0 + 'LUl] y (73111)
U izrazima imamo jos uvijek vrijednosti progiba u tockama izvan podruc¢ja. Potrebno je
izraziti vrijednosti progiba u tim tockama preko vrijednosti progiba u tockama unutar
podrucja. U tockama u kojima je moment jednak nuli ocito je i druga derivacija progiba
jednaka nuli (w” = 0) $to znac¢i da su to ujedno i tocke infleksije. Zbog toga mozemo
funkciju progiba izvan podruzja aproksimirati kao antimetricnu funkciji progiba unutar
podru¢ja, w_; = w;. To znaci da vrijedi w_; = wy i ws = ws i te jednakosti uvrstimo u
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w_l\!\

To T
z_

1 \l\un

Slika 7.3.1.3: Aproksimacija vrijednosti izvan podrucja oko slobodno oslonjenog lezaja

jednadzbe za cetvrtu derivaciju u tockama w; i w3, uz wy = 01 wy = 0, pa slijedi

qh*
ﬁ = W- — 4w0 + 6101 - 4w2 + ws
= 511)1 — 411)2 + Wws , (73113)
qh*
I - w1 — 4wy + 6ws — 4dws + ws
= wy — 4wy + dws . (7.3.1.14)
Sustav jednadzbi sada glasi
1 0 0 0 O0f |w 0
0 5 —4 1 0f [uy gL 1
0 -4 6 —4 0f [wy| = 55GE] 1 (7.3.1.15)
0 1 —4 5 0f |ws 1
0O 0 0 0 1f |wy 0

Rjesenje sustava daje vrijednosti progiba u ¢vorovima mreze

5 qL* 7 qLA

w1 = W3

Pogreska vrijednosti progiba u sredini raspona dobivenog metodom konacnih razlika uz
podjelu grede na 4 dijela, 5 ¢vorova iznosi 5%,

wan (L)2) = %qE—L; wram, (L)2) = 5%35 _ zgj ‘JEL; | (7.3.1.17)
Momente u ¢vorovima grede prora¢unavamo prema izrazu
M(z) = —EIuw"(x), (7.3.1.18)
M, = —EI% [wi—1 — 2w; + witq] . (7.3.1.19)
Na taj nac¢in momenti u sredini i ¢etvrtini raspona iznose
My, = —E1£532—L;I(5—2-7+5) = %Q (7.3.1.20)
My, = — £532L;1 0-2-5+7) = 335 : (7.3.1.21)

i jednaki su stvarnim momentima u tim tockama.
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Slika 7.3.1.4: Podjela grede na ¢évorove, h = L/8

Ako podijelimo gredu na 8 dijelova, h = L/8, 9 évorova x; = th,1 =0, ...,8, rjesenje
u sredini raspona glasi

27 gL 5.0625¢L*

(L)2) = _ .
Weams(L/2) = 501 o7 = “381 EI

(7.3.1.22)

Pogreska iznosi 1.25%, §to je ¢etiri puta manje nego pogreska rjesenja dobivenog podjelom
na cetiri dijela. Metoda konacnih razlika kvadratno konvergira, n puta manji korak povlaci
n? puta manju pogresku, sto u nasem primjeru znaéi da dvostruko manji korak mreze
¢vorova povlaci cetiri puta manju pogresku.

Primjer 7.3.2. Metodom konacnih razlika odrediti progib wy mna slobodnom kraju kon-
zolne grede raspona L konstantnog momenta inercije poprecnog presjeka I i modula elasticnosti
E opterecene jednoliko distribuiranim opterecenjem q

| : : : K

EI L

< >

Slika 7.3.2.1: Konzolna greda optere¢ena jednoliko distribuiranim opterec¢enjem

Konzolna greda je na jednom kraju upeta, a drugi kraj je potpuno slobodan, sto znaci
da su progib i kut zaokreta na upetom lezaju jednaki nuli, a na slobodnom kraju moment
i porecna sila jednaki nuli. Rubni uvjeti glase

w(0)=0 , w'(0)=0, (7.3.2.1)
T(L) = —EIw"(L) =0 , M(L)=—Eluw"(L)=0. (7.3.2.2)

Ako za svaki ¢vor x; raspisemo pripadnu jednadzbu dobivamo k+ 1 jednadzbi. Zbog toga
Sto cetvrta derivacija u svakom ¢voru aproksimirana u smislu metode konacnih razlika
treba i vrijednosti dva ¢vora ispred i dva ¢vora iza ¢vora z;, u jednadzbama za krajnja
dva ¢vora javljaju se i vrijednosti w_o, w_1, Wki1, Wrio, koje su zapravo vrijednosti u
tockama izvan naseg podruéja (grede [0, L]), te imamo k + 5 nepoznanica. Umjesto tih
jednadzbi uzimamo rubne uvjete. Umjesto diferencijalne jednadzbe za ¢vor xy uzmemo
geometrijski rubni uvjet wy = 0, a za proracun vrijednosti progiba w_; iskoristit ¢emo
prirodni rubni uvjet w{ = 0. Za proracun progiba wy1 1 wyyo izvan podrucja iskoristit
¢emo jednadzbe za moment i poprecnu silu u é¢voru na slobodnom kraju konzolne grede.

Sada podijelimo podrugje (gredu) na cetiri dijela jednake duljine (ekvidistantna mreza),
h = L/4, x; = ih,i = 0,...,4. Za svaki ¢vor raspisemo pripadnu jednadzbu u smislu
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xo X T2 €3 T4

L/4 L/4 L/4 L/4

metode konac¢nih razlika

El
ﬁ [wz‘_g - 4w,~_1 + 611)Z - 4wz~+1 + ’lUH_Q] =4q, (7323)

koju koristimo u obliku

qh!

Wi—92 — 4’(1]2'_1 + 6’LUZ — 4’LUH_1 + Wit+o = E . (7324)
Dobivamo sustav jednadzbi
0y T o
w_1 0
1 -4 6 -4 1 0 O wo 1
1 -4 6 -4 1 0 wq 14 1
1 4 6 —4 1 wy | =L |1 (7.3.2.5)
0 1 -4 6 -4 1 ws 256E1
0O 0 1 -4 6 —-41 wy 1
Ws 0
_w6 . _O_

U jednadzbi se javljaju i vrijednosti progiba izvan podruéja (grede [0, L]). Potrebno je
iskoristiti rubne uvjete. Umjesto jednadzbe za prvi ¢vor zy uvodimo geometrijski rubni
uvjet, wy = 0. Za proracun potrebnih vrijednosti progiba u ¢vorovima izvan podrucja u
jednadzbama za C¢vorove xy, x3 i x4 iskoristit ¢emo rubne uvjete wj =0, My =017, = 0.
Kut zaokreta tangente na progibnu liniju u ¢voru xy jednak je nuli. Progibnu funkciju
izvan podrucja mozemo aproksimirati kao simetricnu progibnoj funkciji unutar podrucja,
w_1 = wy. To znaci da vrijedi w_; = wy 1 tu jednakosti uvrstimo u jednadzbe za cetvrtu

T Xo X

derivaciju u tocki wy , uz wy = 0, pa slijedi

gh'
E = w,1—4w0+6w1—4w2+w3

Momente proracunavamo prema standardnomizrazu

M(z) = —EIuw"(x) , (7.3.2.7)
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pa za moment u ¢voru x4 slijedi jednadzba

M4 = 0 = —EI% [w3—2w4—|—w5] s
na temelju koje mozemo izraziti vrijednost ws,
Wy = 211)4 — Ws3 .
Poprecne sile proracunavamo prema izrazu

T(x)=—-FIuw"(z),

pa za poprecnu silu u ¢voru x4 slijedi jednadzba

1
T4:0:—Efﬁ[w2—2w3+2w5—w6] s

na temelju koje mozemo izraziti vrijednost wg,
Weg — Wo — 2’11)3 + 2'11}5

= Wy — 2w3 + 2(21114 — ’LU3)

= wy —4ws + 4w, .

(7.3.2.8)

(7.3.2.9)

(7.3.2.10)

(7.3.2.11)

(7.3.2.12)

Uvrstavanjem jednadzbe (7.3.2.9) u jednadzbu za ¢etvrtu derivaciju u tocki ws slijedi

ah’

Fol = wi — 4wy + bws — 4wy + ws

wy — 4wy + 6ws — 4wy + (2wy — w3)

= w1—4w2+5w3—2w4.

(7.3.2.13)

Uvrstavanjem jednadzbi (7.3.2.12) i (7.3.2.9) u jednadzbu za cetvrtu derivaciju u tocki

wy slijedi

ah’

T wy — 4ws + 6wy — 4dws + we

= W9 — 411)3 + 6U)4 —4 (2’(1)4 - U)3) + (wg - 4’UJ3 + 4’(1)4)

= 2wy — 4wz + 2wy .

Jednadzba sustava sada glasi

1 0 0 0 07 [w 0

0 7 -4 1 0] |w .l
qL

0 =4 6 —4 1] |w] = 1

0 1 -4 5 —2| |wy| 29651

00 2 -4 2| |w, 1

Rjesenje sustava daje vrijednosti progiba u ¢vorovima grede

_qu4 _25qL4
U6 Er T 512 Bl
_23qL4 _17qL4
YT o056 Er M T 128 BT

(7.3.2.14)

(7.3.2.15)

(7.3.2.16)
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Pogreska vrijednosti progiba na rubu konzole dobivenog metodom konacnih razlika uz
podjelu grede na 4 dijela, 5 ¢vorova iznosi 6.25%,

Wan. (L) = éqE—L; s Wram, (L/2) = %QEL; = 1.0525 qEL; : (7.3.2.17)
Momente u ¢vorovima prora¢unavamo prema izrazu
M(z) = —EIuw"(z),
M; = —EI% [wi—1 — 2w; + wisq] - (7.3.2.18)
Na taj nac¢in moment na upetom lezaju iznosi
My = —Efgfsi—l;] -2 = qTLZ ; (7.3.2.19)

i jednak je stvarnom momentu na upetom lezaju.
Ako podijelimo gredu na 8 dijelova, h = L/8, 9 évorova x; = ih,i =0, ..., 8, vrijednost
progiba na kraju konzone grede iznosi

65 gL' 1.015625 gL’
512 ET 8 El

W fams (L) (7.3.2.20)
Pogreska iznosi 1.5625%, $to je opet cetiri puta manje nego pogreska rjesenja dobivenog
podjelom na ¢etiri dijela ¢ime smo i u ovom primjeru pokazali kvadratnu konvergenciju
niza rjesenja.

Primjer 7.3.3. Metodom konacnih razlika odrediti progib wy o u sredini raspona kon-
tinuirane grede preko dva jednaka raspona duljine L, konstantnog momenta inercije poprecnog
presjeka I 1 modula elasticnosti E, opterecene jednoliko distribuiranim opterecenjem q duz
oba raspona

! ! : K

PN

|
PN PiaN
ElI — EI g,

< >

Slika 7.3.3.1: Kontinuirana greda preko dva raspona opterecena jednoliko distribuiranim
opterecenjem

Zadana greda je na oba svoja kraja slobodno oslonjena Sto znaci da su progibi i
momenti u krajnjim tockama jednaki nuli. U srednjoj tocki grede, x = L definiran je
klizni lezaj koji ne dozvoljava progib. Rubni uvjeti za krajeve i za srednji klizni lezaj
glase

w(0) =0 , M(0)=—EIw"(0)=0= w"(0)=0, (7.3.3.1)
w(l)=0 | (7.3.3.2)
w(2L) =0 , M(2L)=—EIw'(2L) =0 = w"(2L) =0 . (7.3.3.3)
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o) T ) T3 T4 Is5 Te Ty xrs
& = AN
L/4 L/A L/4 L/A L/4 L/4 L/4 L/4

Slika 7.3.3.2: Podjela grede na évorove, h = L/4

U svakoj tocki podrucja (grede) vrijedi diferencijalna jednadzba progiba. Jednadzbu
mozemo zapisati za svaki ¢vor z;

EIw™ =q. (7.3.3.4)

Gredu mozemo podijeliti na osam dijelova jednake duljine (ekvidistantna mreza), h = L/4,

xr; = th,s = 0,...,8. Za svaki ¢vor raspiSemo pripadnu jednadzbu u smislu metode
konacnih razlika

- [wi,g — 411}1‘,1 -+ 6’(1]1 — 4w¢+1 + 'lUiJrQ] =q. (7335)

ha
Na srednjem lezaju postoji reakcija. Reakcija srednjeg lezaja daje skok u dijagramu
poprenih sila. Poprecna sila neposredno lijevo od presjeka i poprecna sila neposredno
desno od presjeka nisu jednake. To znaci da u tocki x = L nije definirana treca derivacija.
Posljedi¢no ne postoji niti cetvrta derivacija. Umjesto jednadzbe za ¢etvrtu derivaciju u
x = L koristimo zadani rubni uvjet wy = 0. Uzimanjem definiranih jednadzbi za ¢etvrtu
derivaciju i uvrstavajem rubnih uvjeta dobivamo sustav jednadzbi

1 0 0 0 O O 0 0 0 wo 0
0O 5 -4 1 0 0 0 0 O w1 1
0O -4 6 -4 0 0 0 0 O Wy 1
0 1 -4 6 0 1 0 0 O W3 I 1
00 0 01 0 0 0 0 ||w |= 25qGEI 0 (7.3.3.6)
0 0 0 1 0 6 -4 1 0 Ws 1
O 0 0 0 0 -4 6 —-40 We 1
O 0 0 0 o0 1 -4 5 0 Wy 1
o o0 o 0 0 0 0 0 1 | [ws | 0]
Rjesenje sustava daje vrijednosti progiba u ¢vorovima mreze
B 15 qL*
T YT %16 BT
37 qL*
B B 5 qlL*
W= ST 08 BT
Pogreska vrijednosti progiba u sredini raspona iznosi 26.1%,
1 qL4 37 qL4 1.261 qL4
an. L)=—— 5 m. L/2) = == . 7.3.3.8
Wan (L) = 393 7 » W (B/2) = 565 BT < o2 EI ( )
Momenti u sredini raspona i na srednjem lezaju iznose
16 qL* 3
M = —FI— 30 —2-37+20) = —qL 7.3.3.9
L/2 2563257 | +20) = b ( )
16 qL* 9
M; = —-ElI— 5—2-0+5)=——qL 7.3.3.10
L 2 TA03ET o) =it ( )
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pri cemu su odstupanja od analitickih vrijednosti
Apjp=Ar=91%. (7.3.3.11)
Podjelom grede na 16 jednakih dijelova, h = L/8, progib u sredini raspona iznosi

489 gL' 1.066 ¢L*

L/2) = = A =6.6 7.3.3.12
WL/ = o6 BT ~ 192 BT E ( )
moment na srednjem lezaju iznosi
21 0.977
M(L) = ——=qL* = ————qL* , A =2. 3.3.1
a moment u sredini polja iznosi
143 .,  1.023 _,
— — =2.3%. 3.3.14
M(L/2) 2236qL 16 qL™, Apj =2.3% (7.3.3.14)

Primjer 7.3.4. Metodom konacnih razlika odrediti progib wy o u sredini raspona kon-
tinuirane grede preko dva jednaka raspona duljine L, konstantnog momenta inercije poprecnog
presjeka I 1 modula elasticnosti E, opterecene jednoliko distribuiranim opterecenjem q duz
jednog raspona

| : )

5 2

EI g - EI |

Slika 7.3.4.1: Kontinuirana greda preko dva raspona opterecena jednoliko distribuiranim
optere¢enjem duz jednog raspona

U odnosu na prethodni primjer, razlika je jedino u optere¢enju. Matrica sustava uz
istu podjelu bit ¢e jednaka. Vektor opterec¢enja se razlikuje u dijelu za drugi raspon koji
je u ovom primjeru neopterecen. Sustav jednadzbi glasi

10 0 0 0 0 0 0 07w ] 0]
005 =4 1.0 0 0 0 0 ||w 1
0 -4 6 =40 0 0 0 0 ||w 1
001 —4 6 0 1 0 0 0 | |ws |
000 0 0 1.0 0 0 0 ||w |=g50|0 (7.3.4.1)
00 0 1 0 6 —4 1 0 | |ws 0
00 0 0 0 -4 6 —4 0 | |w 0
00 0 0 0 1 —4 5 0 | |w 0
00 0 00 0 0 0 1 ||ws | 0]

Rjesenjem sustava dobijemo vrijednost progiba u sredini optere¢enog raspona, pri
¢emu pripadna pogreska vrijednosti progiba iznosi 7.8%,

7 qL?

57 L4 7773 gL
= Tes B Wrama(L/2) = d :

5632 EI 768 EI

Wan. (L) (7.3.4.2)
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Moment na srednjem lezaju iznosi

5 0.909
M; = ——ql? . = ———"qL?> A; =9.1% . 7.3.4.3
I R 9L AL % ( )

Podjelom grede na 16 jednakih dijelova, h = L/8, progib u sredini raspona iznosi

825 ¢L'  7.195qL"

L/2) = = A=28 7.3.4.4
w(L/2) = 58064 BT ~ 768 EI ° X ( )
a moment na srednjem lezaju iznosi
21 0.977
M(L) = ———qlL?> = ————qL*, A, =23%. (7.3.4.5)

344 16

Ovaj primjer je znakovit jer ukazuje na odredeni nedostatak postupka proracuna
metodom konac¢nih razlika. Ako promatramo ovaj isti primjer uz zadanu krutost neoptere¢enog
raspona nFE1I, dobiveno numericko rjesenje bit ¢e uvijek jednako neovisno o koeficijentu
povecanja krutosti neopterec¢enog raspona. Na neoptere¢enom dijelu desna strana jed-
nadzbe uvijek ¢e biti jednaka nuli i nigdje nece biti iskazana promjena krutosti tog dijela.
Variranje koeficijenta pove¢anja krutosti n ne utjece na prikazano numericko rjesenje sto
jasno ne odgovara zadanaoj rubnoj zadadi.

Primjer 7.3.5. Metodom konacnih razlika odrediti progib wy o u sredini slobodno oslon-
jene grede raspona L konstantnog momenta inercije poprecnog presjeka I 1 modula elasticnosti
E, opterecene koncentriranom silom K wu sredini raspona

| x

¥ 2

L/2 EI L)2

< >4

Slika 7.3.5.1: Slobodno oslonjena greda opterecena koncentriranom silom u sredini raspona

Zadana je konstrukcija jednaka kao u prvom primjeru uz jedinu razliku u zadanom
optere¢enju. U ovom primjeru zadana je koncentrirana sila u sredini raspona. Diferenci-
jalna jednadzba progibne linije grede uz konstantni poprecni presjek i modul elasticnosti
glasi

Elw'™ =q. (7.3.5.1)

Rubni uvijeti su
w(0) =0, w'(0)=0, w(l)=0, w'(L)=0. (7.3.5.2)

U svim tockama grede opterec¢enje ¢ jednako je nuli. U sredini raspona zadana je kon-
centrirana sila K. Koncentrirana sila ne moze biti jednostavno stavljena na desnu stranu
jednadzbe jer ne odgovara mjerna jedinica prema definiranoj diferencijalnoj jednadzbi.
Postoje varijante zamjene koncentrirane sile distribuiranim optereé¢enjem ¢ime mjerna
jedinica desne strane jednadzbe odgovara definiranoj diferencijalnoj jednadzbi. Takvi
postupci ne odgovaraju fizikalnom smislu zadane rubne zadace u tocki djelovanja kon-
centrirane sile. U tocki djelovanja koncentrirane sile razlikuju se poprecne sile lijevo i
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desno od presjeka. Razlika je jednaka iznosu zadane sile K. To znaci da u toj tocki treca
derivacija progibne funkcije nije neprekidna funkcija. Umjesto uobic¢ajne jednadzbde za
cetvrtu derivaciju, u tocki djelovanja koncentrirane sile potrebno je postaviti jednadzbu
koja odgovara fizikalnoj pojavi u toj tocki, potrebno je postaviti jednadzbu da je razlika
poprecne sile lijevo i desno od presjeka jednaka zadanoj sili K. Zbog toga moramo posebno
definirati izraze za proracun poprecne sile lijevo i desno od tocke djelovanja zadane sile.
Poprecnu silu prora¢unavamo prema izrazu

T(z) =—-EIuw"(x) . (7.3.5.3)

Potrebne poprecne sile sa svake strane od tocke u kojej djeluje zada sila K, xx, definiramo
preko pripadnih derivacija,

T () = —Elw" (z)” , ,T"(z) = —EIw" ()", (7.3.5.4)

pri cemu — predstavlja vrijednost neposredno lijevo od promtrane tocke, a 4+ predstavlja
vrijednost neposredno desno od promatrane tocke. Potrebne trece derivacije sa svake
strane promatrane tocke izrazit ¢emo prko konacnih razlika, ali isklju¢ivo pomocu vrijed-
nosti funkcija s pripadne strane promatrane tocke. Na taj nacin aproksimacije trazenih
tre¢ih derivacija glase

. = Bwiy + Bwi s — wi
W (z)” = LTV 123“’ 2~ Wis (7.3.5.5)
W (@) = —w; + 3wy };33wi+2 + Wiys (7.3.5.6)

Razliku poprecnih sila u promatranoj tocki djelovanja sile K izrazimo jednadzbom
AT, = [-EIw" (z)7] — [-EW" (2)"] = K, (7.3.5.7)
Sto u raspisanom obliku daje

Wi—3 — 3W;—9 + Jw; 41 — 2w;
(7.3.5.8)
3
+3w;—1 — Bw;—g +w;_3 = % .
Takvom jednadzbom zapravo mijenjamo uobic¢ajenu jednadzbu za aproksimaciju cetvrte
derivacije u tocki u kojoj je zadana koncentrirana sila.
Ako gredu podijelimo na osam jednakih dijelova sustav jednadzbi glasi

10 0 00 0 0 07w ] 0]
05 =4 1 0 0 0 0 0 | |w 0
0 -4 6 -4 0 0 0 0 0 | |w 0
001 -4 6 —4 1 0 0 0 | |ws s |0
001 =3 3 -2 3 3 1 0 ||u [=-|1 (7.3.5.9)
00 0 1 —4 6 -4 1 0 | |ws 0
000 0 0 0 -4 6 —40 | |ws 0
00 0 0 0 1 -4 5 0 | |w 0
00 0 0 0 0 0 0 1 | |ws | 0]
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Rjesenjem sustava dobijemo vrijednost progiba u sredini optere¢enog raspona, pri
¢emu pripadna pogreska vrijednosti progiba iznosi 3.125%,

1 KL3 11 KL3 ~ 1.03125 KL3

= 4_8 El s wfdmg(L/2) = - = == . (73510)

an. L -
Wan (L) 512 EI 18  EI

Povecanjem broja ¢vorova mozemo pokazati pripadnu konvergenciju niza numerickih
rjeSenja, Tablica 1. Prema nizu numerickih rjesenja prikazanom u tablici 1 ocita je

Tablica 1: Progib u sredini raspona

KL3
m w error
é/ ( EI > 7o

9 o5 =18 3125%

43 _ 1.00781
17 8= L0 () 78195%

33 g5 = HUE 0.1953125%

65 gosor = HUU1 (0.048828%

an. T2

kvadratna konvergencija.

Primjer 7.3.6. Metodom konacnih razlika odrediti progib wr o u sredini slobodno oslon-
jene grede raspona L konstantnog modula elasticnosti E/, opterecene jednoliko distribuiranim
opterecenjem q uz promgjenu vrijednosti momenta inercije poprecnog presjeka u sredini
raspona

| : ; : K

£ 2

2EI  L/2 EI L2

< >4

Slika 7.3.6.1: Slobodno oslonjena greda opterec¢ena jednoliko distribuiranim optere¢enjem
uz promjenu vrijednosti momenta inercije poprecnog presjeka u sredini raspona

Zadana je konstrukcija s momentom inercije poprecnog presjeka definiranim funkcijom

El(x) :{ QE]?,[ iEEOL/LQ/QL]] : (7.3.6.1)



7. METODA KONACNIH RAZLIKA 57

Prema definiranoj diferencijalnoj jednadzbi rubne zadace savijanja grede, gredu zapravo
mozemo promatrati kao gredu konstantne krutosti, ali s promjenom u optere¢enju. Mozemo
optereéenje podijeliti s pripadnom krutosti i definirati novo opterecenje g(z) = a(x)

El(z)’
4q
w" =7q(x) = : (7.3.6.2)
% v e (L)2,1)

Fizikalno je jasno da u tocki promjene krutosti druga derivacije progibne funkcije nije
neprekidna. To znac¢i da ne mozemo definirati ¢etrvrtu derivaciju progibne funkcije u
toj tocki. Pokusat ¢emo taj prekid, skok druge derivacije izgladiti, odnosno uzet ¢emo
srednju vrijednu krutosti lijevo i desno od te tocke,

|
+
S
w
S

a(r/2) = 2L_E_ =L

Ako gredu podijelimo na osam jednakih dijelova, uz uzimanje u obzir rubnih uvjeta,
sustav jednadzbi glasi

10 0 0 0 0 0 0 07 [w 0
05 -4 1 0 0 0 0 0| |uw 1
0 -4 6 -4 0 0 0 0 0 wy :
001 -4 6 -4 1 0 0 0 | |ws 1
00 1 -4 6 -4 1 0 0 | |uw =2§6L;I 3 (7.3.6.3)
000 0 1 -4 6 —4 1 0 | |ws 1
00 0 0 0 —4 6 —40 | |ws 1
00 0 0 0 1 -4 5 0 | |uw 1
00 0 0 0 0 0 0 1 | |ws 0

Rjesenjem sustava dobijemo vrijednost progiba u sredini optere¢enog raspona, pri
¢emu pripadna pogreska vrijednosti progiba iznosi 1.25%,

5 KL 81 gL*  5.0625qL*

:53 E] 7wfdm8(L/2)_

an. L - - .
Wan. (L) 8192 EI 512 EI

(7.3.6.4)

Povec¢anjem broja ¢vorova mozemo pokazati pripadnu konvergenciju niza numerickih
rjeSenja, Tablica 2.

Prema nizu numerickih rjesenja prikazanom u tablici 2 ocita je kvadratna konvergen-
cija.
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Tablica 2: Progib u sredini raspona

qL4>
w ) error
g/ < ET 7o

m
81 __ 5.0625

9 S = 5065 ] 95%

321 __ 5.015625
17 50 = Z5p > 0.3125%
33 AL — 200891 78195%
65 2L = 50009 (5019531%
an. 5

512
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8. Uvod u metodu konac¢énih elemenata

8.1. Motivacija

Mnoge se fizikalne pojave u prirodi mogu izraziti pripadnim matemati¢kim jednadzbama
i rubnim uvjetima. Pripadne su jednadzbe najces¢e u obliku parcijalnih diferencijal-
nih jednadzbi (PDJ), obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (ODJ) ili integralnih jednadzbi
(LJ). Matematicki, metoda konac¢nih elemenata numericka je metoda za rjesavanje skupa
povezanih diferencijalnih jednadzbi.

Inzenjerski, metoda kona¢nih elemenata (MKE) numericka je metoda za rjeSavanje
skupa povezanih jednadzbi dobivenih aproksimacijom nepoznatih varijabli kontinuiranog
podruéja skupom nepoznatih varijabli u kona¢nom broju diskretnih toc¢aka (¢vorova) tog
polja. U proracunu konstrukcija, povezane jednadzbe su jednadzbe ravnoteze, a skup var-
ijabli su pomaci ¢vorova. Postupak rjesavanja MKE svodi se na kompletnu transformaciju
diferencijalnih jednadzbi (stacionarne zadace) ili transformaciju PDJ u ekvivalentne OD.J
pogodne za rjesavanje metodom konacnih elemenata.

Mnoge inzenjerske zadace imaju vrlo slozenu geometriju i rubne uvjete, sto dovodi do
nemoguc¢nosti dobivanja analitickih (zatvorenih) rjesenja polaznih jednadzbi. Analiticko
rjeSenje rubnih zadaca u zatvorenom obliku moguce je iskazati samo za pojedine posebne
slucajeve s nizom pojednostavljenja u odnosu na izvornu zadacu. Zbog toga su osmisljene
mnoge numericke metode, (MKE, engl. FEM - finite element method), metoda konac¢nih
traka (MKT, engl. FSM - finite strip method), metoda konac¢nih razlika (MKR, engl.
FDM - finite difference method), metoda konac¢nih volumena (MKV, engl. FVM - finite
volume method), metoda rubnih elemenata (MRE, engl. ~ BEM - boundary element
method), hibridna RE-KE metoda, za dobivanje uporabom racunala pribliznog rjesenja
polazne zadace koje je zadovoljavajuce tocnosti. Numericke metode daju rjesenje u obliku
skupa rjesenja jednadzbi koje matematicki opisuju fizikalnu pojavu u pojedinim tockama
podruc¢ja nad kojim je postavljena zadaca. Polazna jednadzba ne rjeSava se izravno nego
se tijekom procedure rjesavanja svodi na konac¢ni sustav algebarskih jednadzbi. Rjesenje
sustava jednadzbi priblizno je rjesenje polazne jednadzbe u konacnom broju tocaka.

Izmedu svih navedenih metoda, MKE je najraspostranjenija, najprimijenjenija, ali i
najprimjerenija metoda koja je i sastavni dio ve¢ine komercijalnih programskih paketa
u podrucju inzenjerske analize. S obzirom da MKE moze biti prilagodena zadacama
velike slozenosti i neuobicajene geometrije podrucja zadace, posebno je znacajno i ko-
risno sredstvo u rjesavanju kriticnih zadac¢a proracuna konstrukcija, provodenja topline
ili mehanike fluida. Dostupnost racunala omogucuje inzenjerima svakodnevno rjesavanje
inzenjerskih zadac¢a metodom konacnih elemenata. MKE aktualno je najdominantnija
metoda za numericki proracun rubnih zadaca nastalih kao matematicki model fizikalnih
pojava. Razvoj racunalnih procesora omogucio je rjesavanje velikih sustava jednadzbi u
kratkom proracunksom vremenu. Na taj nacin suvremeni prorac¢un daje mogucénost op-
timalnog dimenzioniranja i projektiranja konstrukcija. Proracun konstrukcije zapravo
je pokusaj proracuna teoretske konstrukcije Sto slicnije stvarnoj, izvedenoj konstruk-
ciji. Metoda konac¢nih elemenata i suvremeni proracunski programski paketi znacajno
olakSavaju inzenjerski posao, ali uz nuznu ispravnu procjenu realnosti odabranog nu-
merickog modela i kvalitete dobivenih rezultata proracuna.
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8.2. Razvoj metode konaénih elemenata

Razvoj proracuna konstrukcija prvenstveno moze biti promatran kroz prizmu razvoja
proracuna greda i okvira. U pocetku proracuni su temeljeni na Metodi sila pri cemu su
nepoznanice bile nepoznate sile u oslobodenim vezama konstrukcije. Takav pristup nije
mogao mnogo pridonijeti razvoju proracuna zbog nacina provedbe postupka. Za svaku
novu konstrukciju potrebno je provesti niz proracunskih procedura koje su kod slozenijih
konstrukcije zahtijevale znacajan opseg proracunskog posla.

Iskorak u prora¢unu konstrukeija dogodio se definiranjem metode pomaka ili metode de-
formacija. Nepoznanice u postupku prora¢una nepoznati su pomaci (translatorni pomaci
u smjeru koordinatnih osi i kutevi zaokreta) definiranih ¢évorova konstrukcije. Metoda
pomaka zapravo je prethodnica metodi konacnih elemenata. To se posebno odrazava kod
proracuna greda i okvira pri ¢emu metoda pomaka i metoda konac¢nih elemenata vode do
istih sustava jednadzbi. Matri¢na formulacija jednadzbi dodatno doprinosi razvoju nu-
merickih proracunskih metoda. Istovremeno dolazi do izuma prvih rac¢unala i pripadnih
kodova za proacunske postupke. Prednost i primjenjivost metode pomaka pritom dolazi
do punog izrazaja. Takvo okruzje posebno je pogodno za razvoj numerickih postupaka s
naglaskom na metodu kona¢nih elemenata. Razvojem racunalnih procesora veliki broj jed-
nadzbi u sustavu vise ne predstavlja nikakav racunski problem. Potpunim preuzimanjem
numerickih proracunskih postupaka metoda konacnih elemenata nametnula se kao najk-
valitetniji aparat za proracun konstrukcija. Varijacijska formulacija, princip virtualnog
rada pojavili su se kao podloga za postavljanje teorijskih temelja za metodu konacnih
elemenata. Iz tih osnovnih teorijskih postavki proizlazi razvoj matematicke formulacije
metode konacnih elemenata. Postavljeni su nuzni teoremi kojima je dokazana egzistencija
rjeSenja, a posebno jedinstvenost rjesenja metodom konacnih elemenata i pripadne ocjene
pogreske prora¢una za rubne zadace postavljene za razne fizikalne pojave (savijanje grede,
savijanje ploce, proracun zidova, . ..).

U numerickom smislu metoda konac¢nih elemenata izravno je poboljsanje Ritzove metode.
Ritzova metoda je zbog zahtjeva prema koordinatnim funkcijama bila relativno ogranicena.
Na glatkim rubnim zadac¢ama rjeSenja su bila prihvatljiva, ali ve¢ kod malo zahtjevni-
jih zadaca (koncentrirane sile, otvori, ...), za dobivanje kvalitetnih rjesenja potrebno je
uloziti znacajan trud u dobar izbor koordinatnih funkcija. Problem je rijeSen metodom
konac¢nih elemenata. Podrucje je podijeljeno na niz dijelova, elemenata i svaki element je
promatran kao zasebna rubna zadaca koju rjesavamo Ritzovom metodom. Rubni uvjeti
su ujedno bile i nepoznanice na krajevima elemenata. Koordinatne funkcije su odabrane
tako da su te nepoznanice na krajevima elemenata koeficijenti linearne kombinacije ko-
ordinatnih funkcija. Zbog uvjeta kompatibilnosti i uklapanjem svih elemenata u jednu
cjelinu proizlazi sustav jednadzbi s nepoznatim pomacima u tockama izmedu elemenata
(¢vorovima).

8.3. Proracun konstrukcije pomoéu MKE

Osnovni korak proracuna metodom konacénih elemenata diskretizacija je podrucja.
Konstrukcija je diskretizirana podjelom na mrezu konac¢nih elemenata. U odnosu na
stvarno ponasanje konstrukcije imamo dvije pogreske, pogresku modela i pogresku diskretizacije.
Pogresku modela mozemo smanjiti boljim modelom konstrukcije koji bude kvalitetnije opi-
sivao stvarno ponaSanje konstrukcije. Pogresku diskretizacije mozemo smanjiti kvalitet-
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nijom, finijjom mrezom konacnih elemenata ili poveéanjem stupnjeva slobode (polinomi
viSeg stupnja) konacnih elemenata za opis polja pomaka.

Jednodimenzionalna mreza K" otvorenog skupa €, familija je duzina (K;), takvih da
je VK;, K; € K" zadovoljeno samo jedno od sljede¢ih svojstava:

K; N Kj je zajednicki ¢vor (8.3.1)
Ki N Kj - @ 5
i vrijedi B

To znadi da u jednodimenzionalnom sluc¢aju (npr. greda) mreza konacénih elemenata mora
pokriti cijelu gredu, a da dva elementa mogu imati zajednicki ¢vor, ili nemaju nikakvih
zajednickih tocaka, ili je to jedan te isti element. Lagrangeov konacni element je trojka
(K, Yk, P), gdje je K duzina, X skup ¢vorova na K i P prostor polinoma definiranih na
K.

Dvodimenzionalna mreza K" otvorenog skupa €, familija je trokuta ili ¢etverokuta
(K;), takvih da je VK;, K; € K" zadovoljeno samo jedno od sljede¢ih svojstava:

K, =K,
K;N K; je zajednicka stranica (8.3.3)
K; N Kj; je zajednicki ¢vor e
Ki N Kj =0Q )
i vrijedi
Uk, exnKi = Q. (8.3.4)

Za dvodimenzionalne elemente to znaci da dva elementa imaju ili zajednicki ¢vor, ili za-
jednicku stranicu, ili nemaju nijednu zajednicku tocku ili je to jedan te isti element. Kod
mreze dvodimenzionalnih konaénih elemenata sa slozenim oblikom ruba (npr zakrivljeni
rub), mrezom konacnih elemenata potpuno je pokriveno podruéje aproksimirano poligo-
nalnim rubom izmedu ¢vorova definiranih na rubu podruc¢ja. Lagrangeov kona&ni element
je trojka (K, Xk, P), gdje je K trokut ili ¢etverokut, ¥ skup ¢vorova na K i P prostor
polinoma definiranih na K.

Trodimenzionalna mreZa K" otvorenog skupa €2, familija je tetraedara ili heksaedara
(K;), takvih da je VK;, K; € K" zadovoljeno samo jedno od sljedecih svojstava:

Ki = Kj

K; N Kj je zajednicka stranica

K; N K; je zajednicki brid (8.3.5)
K;N K; je zajednicki ¢vor

Ki N Kj =0 5

i vrijedi

Uk, ernKi = Q. (8.3.6)
Za trodimenzionalne elemente to znac¢i da dva elementa imaju ili zajednicki ¢vor, ili za-
jednicki brid, ili zajednicku stranicu, ili nemaju nijednu zajednicku tocku ili je to jedan
te isti element. Lagrangeov kona&ni element je trojka (K, Yk, P), gdje je K tetraedar ili
heksaedar, Y i skup ¢vorova na K i P prostor polinoma definiranih na K.
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Uporabom racunala dolazi i do mogucée numeri¢ke pogreske. Numericka pogreska je
uobicajeno mala, ovisi 0 moguénosti spremanja numerickih veli¢ina u memoriju (spre-
manje odredenog broja znacajnih znamenki). U posebnim slucajevima, npr. velike raz-
like u krutostima pojedinih dijelova konstrukcije, numericka pogreska moze imati i veéi
utjecaj. Numericka i diskretizacijska pogreska su zapravo racunalna pogreska.

8.4. Izbor konac¢nog elementa
8.4.1. Klasa nepoznatog polja pomaka, uvjet integrabilnosti

Rjesenje metodom konacnih elemenata mora zadovoljiti odredene uvjete za konver-
genciju prema analitickom rjeSenju pripadne rubne zadace. Zbog fizikalne prirode rub-
nih zadaca, osnovni uvjet za izbor polja pomaka je neprekidnost duz konacnog elementa.
Polinomijalna aproksimacija nepoznatog polja izravno ispunjava potreban uvjet neprekid-
nosti. Polinomijalna aprokismacija mora imati derivaciju reda koji se javlja u podinte-
gralnoj funkciji za dobivanje elementarne matrice krutosti.

Podintegralna funkcija mora imati primitivnu funkciju. Za integrabilnost podinte-
gralne funkcije potrebno je definirati vezu s redom derivacije u formulciji rubne zadace
primjenom principa virtualnog rada. Ako se u principu virtualnog rada za pripadnu
rubnu zadacu javlja m-ta derivacija polja pomaka, polje pomaka mora imati neprekidnu
derivaciju reda (m—1), polje pomaka mora biti klase C™~! na podru¢ju na kojem je defini-
rana rubna zadaca. Najjednostavniji primjeri su uzduzno i poprecno opterec¢ena greda.
Za uzduzno optereé¢enu gredu u principu virtualnog rada javlja se prva derivacija polja
pomaka §to znaci da je nuzno da je na elementu aproksimacija polja pomaka klase C°,
da je aproksimacija polja pomaka neprekidna na elementu Sto je izravna posljedica poli-
nomijalne aproksimacije. Za poprecno opterecene grede u principu virtualnog rada javlja
se druga derivacija $to znaci da je nuzno da aproksimacija polja pomaka ima neprekidnu
prvu derivaciju na zadanom podrucju, odnosno da je klase C*.

8.4.2. Uvjet krutog tijela i uvjet konstantne deformacije

Polje pomaka ne moze dozvoliti deformaciju unutar elementa nastalu zbog pomaka
¢vorova kao pomaka krutog tijela. To je jednostavni fizikalni uvjet, zapravo znaci da ako
fizicki premjestamo konstrukciju kao cjelinu nema naprezanja i deformacija unutar same
konstrukcije. Ako promatramo najjednostavniji element s dva ¢évora koji imaju jednak
pomak onda i svi pomaci unutar elementa imaju istu tu vrijednost pomaka. Matematicki
je taj uvjet zadovoljen ako je zbroj vrijednosti funkcija oblika, N;, u svakoj toc¢ki unutar
elementa (e) jednak 1, > N;(x) =1, Vz € (e).

Polje pomaka mora bliti takvo da su pomaci ¢vorova kompatibilni s poljem konstantnih
deformacija. Smanjivanjem dimenzije elementa deformacije bliske konstantnim postaju
konstantne. Uvjet konstantne deformacije zapravo je poseban slucaj uvjeta krutog tijela
kad je polje deformacija jednako nuli. Ispunjavanje ova dva uvjeta daje kvalitenije i
konvergentno rjesenje.

8.4.3. Uvjet kompatibilnosti, uvjet potpunosti i geometrijska invarijantnost

Konacni elementi trebaju biti kompatibilni. To znaé¢i da polje pomaka klase C™ mora
imati neprekidnu m-tu derivaciju na dodiru elemenata (u zajednickom ¢voru u 1D, na
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zajednickoj stranici u 2D). Takve elemente nazivamo konformni elementi. Ovaj uvjet
nacelno je zadovoljen kad je polje pomaka definirano polinomima s jedini¢nom vrijednosti
u ¢vorovima konaénih elemenata. U posebnim sluc¢ajevima (neki elementi za ploce) to nije
dovoljno za kompatibilnost. Elemente koji ne ispunjavaju uvjet kompatibilnosti nazivamo
nekonformni elementi. Rjesenja dobivena uporabom nekonformnih elemenata konvergiraju
ako elementi zadovoljavaju patch-test. To znaci da vrijednosti na rubu konvergiraju is-
punjenju uvijeta ako progustimo mrezu konacnih elemenata.

Rjesenje metodom konacnih elemenata zapravo je jednako kona¢nom dijelu Taylorovog
reda analitickog rjeSenja. Polinomijalna aproksimacija rjeSenja polinomom stupnja m
moze dati analiticko rjesenje istog stupnja samo ako polinomijalna aproksimacija sadrzi
sve clanove polinoma m-tog stupnja. U tom sluc¢aju rjesenje konvergira redom (m + 1).
Nepotpuni polinomi uobicajena su pojava kod visedimenzionalnih zadaca zbog manje
nepoznanica. Pozeljno je polimonijalnu aproksimaciju provesti potpunim polinomima, a
ako se provodi s nepotpunim polinomima treba pokusati da budu sto je moguce potpuniji.
Koristenje nepotpunih polinoma ne iskljucuje konvergenciju rjesenja.

Za konacne elemente pozeljno je, ali ne i nuzno da budu geometrijski invarijantni.
To znaci da su svi stupnjevi slobode izrazeni istim polinomima i ne ovise o promjeni
koordinatnog sustava. Za geometrijsku invarijantnost dovoljno je uzimati kompletne in-
terpolacijske polinome.

8.4.4. Konacni elementi viSeg reda ili viSe konacnih elemenata manjeg reda

Konacni element mora omoguciti dostizanje rjesenja koje odgovara pocetnoj fizikalnoj
zadaci. Izbor elementa viseg reda ili ve¢eg broja elemenata manjeg reda standardna je
dvojba na pocetku rjesavanja zadace. Rjesenje elementima viSeg reda imaju veci red kon-
vergencije, ali i ve¢i broj racunskih operacija za dobivanje sustava jednadzbi. Elementi
viSeg reda s veéim brojem nepoznanica u ¢vorovima zahtjevaju i stroze uvjete za neprek-
inutost derivacije u ¢vorovima $to na mjestu koncentriranih sila ili promjena krutosti ne
mora uvijek niti biti u prirodi fizikalne zadace koju rjesavamo (npr. kvinticki element za
poprecno opterecenu gredu kao rjesenje daje progib s neprekinutom drugom derivacijom u
¢vorovima $to u tockama u kojima je zadana promjena krutosti grede na savijanje uopcée
nije fizikalno tocno). Nacelni parametar za odluku o izboru izmedu elemenata moze biti
odnos tocnosti i broja nepozanica po ¢voru. Problem je jer kod rjesavanja rubnih zadaca
ne znamo unaprijed rjesenje, pa ne mozemo uvijek eksplicitno izraziti tocnost. Razvo-
jem racunala ¢ime proracun vec¢ih sustava linearnih jednadzbi ne predstavlja problem,
moze se uvijek pocetna rjesenja dobiti s ve¢im brojem elemenata manjeg reda. U dvojbi
izmedu dva elementa razli¢itog reda, nacelno treba uzeti jednostavniji konacni element
Sto je zapravo konacni element manjeg reda.

8.5. Greska rjesenja metodom konac¢nih elemenata
8.5.1. Greska diskretizacije

Greska diskretizacije izravna je posljedica uzimanja konac¢nog dijela Taylorovog reda.
Greska je reda jednakog potenciji prvog izostavljenog clana Taylorovog reda. Za jednodi-
menzionalnu zadac¢u uz polinomijalnu aproksimaciju polinomom stupnja m ograda greske
iznosi

err = C’L(e)m+1M(m+1),(e) ) (8.5.1)
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pri cemu je L' duljina elementa (e), M, (m+1),(e) Maksimalna vrijednost m+ 1-ve derivacije
na elementu (e), a C konstanta ovisna o tipu elementa. Iz izraza za gresku, (8.5.1)
ocito je da gresku mozemo smanjiti profinjenjem mreze elemenata ili pove¢anjem stupnja
polinoma aproksimacije.

8.5.2. Greska aproksimacije geometrije

Takva greska se javlja uglavnom kod aproksimacije zakrivljenih rubova poligonalnim
rubom. Mreza konacnih elemenata i definirani tipovi elemenata izravno definiraju aproksi-
maciju ruba podruéja koji je ujedno i rub elementa. U slucajevima kad se taj aproksimi-
rani rub ne poklapa sa stvarnom geometrijom ruba podrucja zapravo dobivamo rjesenje
za priblizno podrucje. Ocito da ¢e uzimanjem vise ¢vorova na rubu aproksimacija biti
kvalitetnija. Takva greska se ne javlja kod linijskih konstrukcija i ravninskih konstrukcija
s pravilnim (poligonalnim) rubovima zbog poklapanja ruba elemenata s rubom zadanog
podrucja.

8.5.3. Greske povezane s definiranim zakonima ponasanja

Takve su greske posljedica pogresno definiranih svojstava materijala. Proracunske
jednadzbe definirane su za linearno elasticno ponasanje materijala, a stvarno ponasanje
materijala pod djelovanjem optere¢enja u odredenim podrucjima moze odstupati od pret-
postavljenih odnosa. Pretpostavljena homogenost i izotropnost materijala ne mora u pot-
punosti odgovarati stvarnom materijalu konstrukcije. Greske u definiranim svojstvima
materijala mogu biti vece od svih ostalih spomenutih gresaka u proracunskoj proceduri.

8.5.4. Greske proracuna

Greske proracuna su greske u algoritmima definiranim u proracunskoj proceduri.
Takve greske se javljaju kod numericke integracije, rjeSavanja sustava jednadzbi.

Za egzaktnu numericku integraciju potrebno je imati dovoljan broj tocaka integracije
sukladno stupnju podintegralne funkcije. Nedovoljan broj tocaka integracije dovodi do
greske ve¢ kod proracuna elementarnih matrica krutosti. U nekim slucajevima egzaktna
integracija nije niti moguca ako su podintegralne funkcije racionalne funkcije. Povecanje
broja tocaka integracije dovodi do to¢nije vrijednosti integrala, ali moze i znacajno povecati
broj prora¢unskih operacija ¢ime opet neizravno (zaokruzivanje, oduzimanje bliskih bro-
jeva, ...) dobivamo dodatna odstupanja od egzaktnih vrijednosti. U nekim slucajevima
uzimanje manjeg broja tocaka integracije moze cak dovesti i do kvalitetnijeg rjesenja.

Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi standardni je dio proracunske procedure kod
rjeSavanja rubnih zadac¢a metodom konac¢nih elemenata. Neovisno o metodi rjesavanja
sustava jednadzbi greske se javljaju zbog lose uvjetovanosti (engl. ill-conditioning) ma-
trice sustava, zaokruzivanja vrijednosti ili odbacivanja dijela brojeva izvan proracunske
memorije racunala. LoSa uvjetovanost matrice sustava zna¢i da mala promjena matrice
krutosti ili vektora opterec¢enja uzrokuje bitnu promjenu rjesenja. Uzrok lose uvjetovanosti
moze biti povezanost elemenata velike i male krutosti. U tom slucaju postoje velike razlike
u redu veli¢ine clanova matrice krutosti i matrica postaje bliska singularnoj matrici. Kod
velikih razlika izmedu ¢lanova proracunskih operacija, manja veli¢ina, zbog zaokruzivanja
ili odbacivanja nakon nekih proracunskih operacija, moze u potpunosti izgubiti utjecaj na
rjeSenje. Zaokruzivanje proracunatih vrijednosti najmanje je utjecajno na rjeSenje, razlika
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zbog zaokruzivanja je zapravo samo u zadnjoj znamenki brojeva koje ra¢unalo memorira
za daljnji prora¢un. Uzimanjem u obzir dvostruke preciznosti (double precision) takva
odstupanja prakticno su zanemariva. Veci utjecaj ima greska zbog odbacivanja znamenki
nakon znacajnog broja znamenki koje racunalo memorira. To je posebno uocljivo kod op-
eracija s brojevima bitno razli¢itog reda veli¢ine, pri cemu broj manjeg reda vise ne utjece
na medubroj (posebno kod zbrajanja ili oduzimanja) ili kod oduzimanja bliskih brojeva
pri ¢emu su znacajne znamenke rezultat iz podrucja odbacivanja ili zaokruzivanja.
Uvjetovanost matrice mozemo izracunati prema izrazu

| )\max ‘
y
’)\min ’

gdje su A\ez 1 Amin Najveca i najmanja svojstvena vrijednost matrice K.

condK = (8.5.2)



