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Nelinearna statika Stapnih konstrukcija

1.0 ODREDIVANJE PROGIBA NA SREDINI ZADANOG
SUSTAVA PRIMJENOM TEORIJE I1. REDA

1.1 RjeSenje diferencijalne jednadzbe

Uz pretpostavku malih pomaka i deformacija, za moment savijanja vrijedi odnos iz teorije I. reda:

M *(x) =~(E1-w)",

slijedi diferencijalna veza pomaka i optereéenja

(El-w")"—-H-w"+n-w'=q.

Diferencijalna jednadzba opisuje geometrijski nelinearnu teoriju u smislu teorije 1. reda.

S obzirom da je rjesenje jednadzbe u prakticnom smislu preslozeno, uvodimo neka ogranicenja.
Pretpostavljamo da je krutost Stapa na savijanje konstantna po cijeloj duljini Stapa, EI=const. i da je
uzduzno opterecenje n=0.

W""—i-W" — i
El El

Ako pomnozimo ovu jednadzbu s L dobivamo:

H-L .|_.W":q'_|_3
El El

w™. L3 _

A

I
Qj
I

Tada dobivamo jednadzbu:
L3 W= H_ L'W":q.

Ako je H tlaéna sila, H<0, uz uvodenje oznake h, uzduZne karakteristike Stapa,
2
e L
El

1z toga proizlazi kona¢na jednadzba:

L3-W""+h2'|_'W":q.

[0.L] = [0,1]

Tada je homogeno rjesenje diferencijalne jednadZzbe:
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Nelinearna statika Stapnih konstrukcija

W, =[C,+C,-£+C,-sin(h-&)+C, -cos(h-&) |- L

I pripadno partikularno rjesenje:
q 2
W, =—-—-L-&°.
P 2 h2 5
Ukupno rjeSenje jest:
w=[C,+C, £+C,-sin(h-&)+C,-cos(h-&) | L+%-%- L-&2.
ZADATAK:

Za zadatak na crtezu odrediti potrebno je odrediti momentni dijagram prema teoriji II. reda.

q

UV

H’% A‘H
) L i
1 1

Izraz za progib:
W=[Cl+C2~§+C3~sin(h-§)+C4-cos(h~§)]-L+%~hi_2-L-§2,
ima za prvu derivaciju po &:
W'=[C2+h-C3-cos(h-§)—h-C4-sin(h-f)]+hi_2-

Druga derivacija po & je:

W"

[—C3 -h? -sin(h-f)—thz -cos(h-f):l'%"‘ hqu ’

Konstante C,,C,,C,,C, dobijemo iz rubnih uvjeta za postavljeni problem.

1)1z w,_, =0 dobijemo:

[C,+C,-0+C, -sin(h~0)+C4~cos(h-0)]~L+l-hi_2-L~02 =0
[C,+C,]-L=0
C,=-C,
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2)1z w",_, =0 dobijemo:

[—C3-h2-sin(h-O)—C4-h2-cos(h-O)]-%—i—hﬂL=0
2 —
o, ML T o
L h™-L
_C4'h4:_q
q
C4 :F
3)1z w",_, =0 dobijemo:
. 1 g
[—C3-hz-smh—C4-h2-cosh]-E+hz.L=O
—_— . 2- 1 a 20 qa
C,;-h smh_%.h cosh+ 2q _0/h L
L h L h=-L
—C, -h*-sinh—{ -cosh+q =0
—C,-h*-sinh =@ -cosh—q
c :(T(l—cosh)
’ h*.sinh
4)1z W' | =0 dobijemo:
"2
[02—03-h-cos(h-g)—g-h-sin(h-g)]+%-§=o
& (1—cosh _ _
c,+h LUZeo) () T (L) T2
h* -sinh 2 h 2) h" 2
c +M-cos(h-lj-ism(h-lj+ a__
* h’-sinh 2) W 2) h*-2

Kristina Skrti¢, 0082021534
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Momentna jednadzba M = —EI -W" u bezdimenzionalnom obliku glasi
- M-L
M=——=-L-w",
El

Sto povlaci konacan izraz za momentnu funkciju u bezdimenzionalnom obliku

N :%.[l—éosh.
h sinh

sin(h-f)—i—cos(h-f)—l}

Momentnu funkciju mozemo razviti u red po h oko 0:

q-h’
24

M= (6= )+ L (628 )0,

pri ¢emu je linearni dio jednak rjeSenju prema teoriji L. reda:

I\znn :g(f_fz)-
2
U & =—, tj. na polovini nosaca:
g ~G[L (1)
lin 2712 2
Mlin -3
8
o ML gl . .
Ako znamo da je M = ,iakoje Q= TR dobijemo poznati izraz za moment u polovici
raspona proste grede:
My, -L _q-L l/ﬂ
El El 8 L
2
My, =&
8

Moment u polovici raspona proste grede po teoriji II. reda:

i =G +q-h2 —2-8 4+ &) +0(h")
in =5 (§=87)+ =, (6=2:87+&7)+0(
VI DR R}

nelin ] 384
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M_.-L gL 5.q-L-h

nelin

+
El 8-El 384-El
L gl 5-q-L3_H-L2/_ﬂ

M

nelin

+
El 8-EI' 384-ElI EI L

2 4
|vlnelin = q - +H- ° ’ q . .
8 384 EI

Ovo mozemo pokazati i na crtezu:

-

5q-L

El-384
N~

2 L/2 L

Progib u polovici raspona je:

5.q-L

w L
=t El-384

Ako napiSemo jednadzbu za ravnotezu momenata u tocki na polovici raspona dobivamo:

4
LL L 5al _
4 2 El-384

4
L LL_, 5aL

. -0
2 4 2 2 El-384

Za moment na polovici raspona tako dobivamo istu vrijednost kao i iz rjeSenja diferencijalne
jednadzbe:

q-L2+|_| 5-q-L°

M = :
8 El-384
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wlx ]:= (-g/h*d+ ({-q3/(2+n*2)) »x /L + ({gv (L-Cos[h]}) / (h*4+Sin[h]}} +Sin[h+ x /L] + (g /h*4) +Cos[h+x/L]} «L +
172y v {g/h*2)xLx (x*2/1L"2)

w[x]
h : h
e ) |r_i_ ax qus[f] . g (l-Cos[h]) Ceclh] sln[?*]
2htL th‘* 2hiL ht ht
s Pl {L i ’50116 1l]w4"3}
x 1:=w[x] /. - - —
- - zo0000 * 17 Zoo 000
wi[x]
xt i ® f ) 1 ) ®
Z ia -200-—+200|:os[ ]+zuu 1-Cos[ ] CSC’ ]Sln[ ]
10 L 10 20+/10 | 5+/10 5410 20+/10
Plot[wl[x], {x, 0, 4}]
000015 -
0.00010
0.00005 -
1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4
wi[x] f. x— 2
z ( lool 3 1 I 1 ) 1 i
2.4 ——+2DDCDS’ ]+2Du l—Cos[ ] CSC’ ]Sln[ ]
3 | = 10410 5410 ') 5410 10+/10
H[%]

0.000166734
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2.0 ODREDPIVANJE PROGIBA NA SREDINI ZADANOG
SUSTAVA POMOCU MATRICE KRUTOSTI TLACNOG
STAPA

2.1 Matrica Kkrutosti tlacnog Stapa

Diferencijalnu jednadzbu koja opisuje geometrijski nelinearnu teoriju, uz definiranu uzduznu
karakteristiku Stapa, za djelovanje tlacne sile mozemo zapisati u obliku:

2
Wmv_l_ h W"—i,
L’ El

rjeSenje ove diferencijalne jednadzbe za tlacnu silu iznosi:

W=Ww, +W, =[C, +C, -£+C, -sin(h-&)+C, -cos(h - &)]- Ll D g

2 h?
. X X
W, :Cl+C2-X+C3-sm(h-I)+C4-cos(h-Ij
Ako uvrstimo x =0, i x = L dobijemo:
w(0)=C,+C,—>[1 0 0 1]
h h
0 =-C,-—-C, 0 -1 — 0
0(0) =W, (0)=-C;~C, > 0 <1 = 0]
w(L)=C,+C,-L+C,sin(h)+C,-cos(h)—>[1 L sin(h) cos(h)]
o(L)=-w,'(L)=-C, _h cos(h)-C, +D sin(h)-C, —{O -1 —E-cos(h) E-sin(h)
L L L L
Matri¢no:
10 0 1]
w(0) h
0 -1 - 0
(0) | _ L
W(L) 1 L sin(h) cos(h)
o(L) 0 -1 —%-cos(h) —-sin(h)
Skraceno:

w=BC —>C=B"'w
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Nelinearna statika Stapnih konstrukcija

h h h . (h
WH'(X):CZ+I-COS(I-XJ-C3—I-sm(r-xj-Q‘
\ h> _ (h h? h
WH'(X):_F.Sm(r.xj{%_F.COS(E' jC4
3 3
WH”'(X)Z—E—S-COS(%'X)'C3+T_—3-Sin(%-Xj-C4

Sile na krajevima Stapa mozemo definirati prema izrazima:

h? h h? h h?
T, = El {wu—.w} ~ El {——-03 +—-(c2 +—-c3ﬂ ~EI-C, —
R B B L

L2
h2
M, = El-W',, =-El 2-C,
3 h3
e —F-cos(h)-C3+F-sin(h)-C4+
T. =—-Ell w"+—-w' =El
. L h? h h
x=L F-(Cz+E-cos(h)-C3—I-sin(h)-C4j
h2
T,=-EI-C, -7

h? h?
My =—-ElI-w"_ =El {F'Sin(h)'Q +F‘cos(h)-C4}.

Ili u matriénom obliku:

2

0 % 0 0
i 0 0 0 L
M. 2 C
CleneE| o

ki 0 __2 0 0 3
M, L C,
2 2
0 0 F-sm(h) 5 -cos(h)

Ili krace zapisano u obliku
f, =GC = GB™'w,

pri ¢emu je vektor wh = [Wik O W (pk] vektor pomaka kraja §tapa, a produkt matrica GB™

predstavlja lokalnu matricu krutosti Stapa K, .
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~h*-sinh h*-(~1+ cosh) h®-sinh h*-(~1+cosh)
B - B B - B
_hz-(—1+cosh) h-(h-cosh—sinh) h*-(—1+cosh) _h-(h—sinh)
K — El _ L’ L L L
“ —2+2-cosh+h-sinh h®-sinh h* - (—1+cosh) h’-sinh h* - (—1+cosh)
B B R B
_hz-(—1+cosh) _h-(h—sinh) h*.(~1+cosh) h-(h-cosh—sinh)
L L L L L
12 6-h? 6 h 12 6h* 6 h
— - -——+ ——t— ——+
L 5.0 > 10-1° L’ s > 10-1°
6 h’ 4 2-n? 6 h’ 2 n
——+ —— —— —+
K —El. > 10-1° L 15-L > 10-1° L 30-L
) 12 6h 6 b 12 60 6 R
L s ¢ 10 L s o102
6 h? 2 W 6 h? 4 2.0
. L 1o0-l) L 30-L L 10> L 15-L _
Razvijenu matricu krutosti mozemo izraziti pomocu uzduzne tlacne sile H:
[ 12-El 6-H 6-EI H 12-El 6-H 6-EI H
3 T T Tz g
L 5-L L 10 L 5-L L 10
_6-El +i 4-El 2-H-L 6-El H 2-EI+H~L
K = L 10 L 15 L 10 L 30
“ | 12Bl 6H 6El H  12:El 6H 6-El H
L’ 5-L > 10 R 5-L L 10
_6-El +ﬂ 2-El H-L 6-El H 4-EI 2-H-L
> 10 L 30 > 10 L 15 ]
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Ukoliko podijelimo Stap na dva jednaka dijela, dobit ¢emo proSirenu matricu krutosti tlacnog Stapa,

sa L'=L/2.
[ 96 48-h? 24 2.h* 96 48-h> 24 2.h
T e Ttz Tt s T2 tT 2 0
L 5L > 5.L > 5.L > 5.L
24,20 8 4h 24 2.0 4 W 0
2 5.-17 L 15-1° L2 517 L 15-L
96 48-h* 24 2-h* 192 96-h? 96 48-h?
K P _El TS50 L s L sD 0 IERENE
: 24 2.h° 4 R 16 8-h* 24 2.h
Tzt 2 T 0 Tt 2 T2 2
> 5.L L 15-L L 15-L > 5-L
0 0 96,48-h" 24 2:n° 96 48-h°
L 5.0 L2 517 R
0 0 24,20 4 W 24 2-h
i L2 5.2 L 15-L L2 517

2.2 Vektor upetosti tlacnog Stapa

Jednadzbu uz definiranu uzduznu karakteristiku Stapa moZemo zapisati u obliku:

2

w" — _ )
L El

Pri ¢emu je: g4 q

El

RjeSenje diferencijalne jednadzbe glasi:

= 12 2

. X X) q-L°-x
W(x)=C1+02-x+C3-s1n(h-tj+c4-cos(h~tj+w
Matri¢no:

1 0 0 1] 0 ]
Wo h Cl 0
0 -1 —— 0
? | _ L Gl gt
w, 0 L sinh cosh || C, 2.h?
= 13
P 0 -1 —E-cosh E-sinh CJ | gL
L L L J L h*
w=BxC+q
w=0
C=-B"'.q

24 2-h

0

—+
I
4 h?

L 15-L
24 2.h?

2 5.2
8 4.-h?

L 15-1* |
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_—G~L4 h_

'Ct _

2-h? g2
N
-h?
212

2

Q|

o N

o
=

h
- -cth

)

[\
=

Progibnu liniju sada mozemo zapisati u obliku:

2 2
w=|1 X sin— cosu -C+q L ZX
L 2-h
= 2 2
W:—{l X sin—- cosh—]Bl- q-L 2X
2-h
q-L q-L q-L h-x
W= X2+2-h2 X= ctg — —ctg —- cos —— —sin ——

Sile na krajevima Stapa:

2
-rik =E| |:W"'+l2.w':| = _q_L
L
x=0

2
q~L2(2—h-ctg2j
M; = EIW",_, = 2.1
2
T, =—El W'"+h—2~W' __at
L o 2
5 h : ) h
g-L°| 2—h-cosh-ctg —+h-sinh g-L°{2—h-ctg—
\ n 2 2
M, =—-Elw"_ =-— -

2-h? 2-h?

Vektor upetosti tlaénog Stapa prema teoriji drugog reda:
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Ukoliko $tap dijelimo na dva jednaka dijela, preklapanjem dviju matrica f, za L'=L/2 dobit ¢emo:

2.3 Rjesenje

Ako uvrstimo proSirenu matricu krutosti u izraz f, = K, xW, slijedi:

. [ 96 48-h? 24 2.h* 96 48-h* 24 2.h
g-L 13 3 Tzt 7 T3t 7 Tzt 2 0 0
e L 5L L 5L L 5L L 5L
) 24 2-h* 8 4.h 24 2.h? 4 h?
a-L (2—h~ctghj Es5E L s Lo 0 0
8-h? 2
96 48-h> 24 2-h* 192 96-h? 96 48-h* 24 2.hn?
g-L “St Ty T ear T e 0 —St T Trtos
BER _g.| L osL L osL L 5L L 5L L2 5L
0 24 2.0 4 R 16 8-h? 24 2.h? 4 R
2tz 77T 0 T ez 72 =z 7 °F
a-L L2 5L L 15-L L 15-L L2 5L L 15-L
e 96 48-h> 24 2.h> 96 48-h> 24 2.h?
0 0 Sty 2T ey 12 e
12 h L 5L 2 5L L 5L 2 5.1
—q'z(Z—h-Ctg) 24 2.h* 4 R 24 2.h* 8 4.h’
| 8:h 2/ 0 0 EPRNE T T2 =2 T 2
L L2 5L L 15-L 2 5L L 151 ]

Iskoristimo sada rubne uvjete: w(0) =0, w(L) = 0:

—% o o 0 0 0 o1
h2 h2 2 W(O)
g2 h 0 §_4h2 2%1_2 h2 4. 0 0
W L 15 L 50 L 15L 4
24 2-h* 192 96-h? 24 2-h* 1 (L
_& U 2 3 g3 0 0 -5+ 2 2
5 _g| oS su > 5L
0 LA e
gL L 15-L L 1512 L 15-L 2
- 0 0 0 0 0 0 w(L)
2 2 h?
QU h 0 0 24 20 4kt 8 4’ ] p(L)
2—h-ct 2 2 2
31 95 L L s L 15L L 15 ]
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T
?| 2—h-ctg—
q ( gzj

8-h’

q-Lz(z—h-

=El-

h
t -
cgzj

8-h?

2.3.1 Kondenzacija matrice krutosti:

Lijeva strana:

K lijevo __ =El-

g2
2w

(2-

12 6-h

[EEENE

6, 0
> 10-L°
12 6-h?
IERENE
6, 0
> 10-L°

h- ctgh]

= El-

Uvrstavanjem rubnih uvjeta dobije se:

2

L
(o-

2-h

=El-

h
h-ctg—
92]

8 4h’ 24 20 4 K 0 ]
L 5L L2 512 L 15L (0
24 20’ 192 96-h 24 2 W(L
L 52 U 50 > 5.2 2
4 W 0 16 8-h* 4 W (/,[L
L 15-L L 15L L 15-L 2
0 24,20 4 0 8 4 oL
2 5.2 L 15-L L 15-L |
6, 1oem 6 W
> 10-1° £ 5.0 > 10-L2
4 2.0 6 N 2 K
L 15-L > 10-1° L 30-L
L 12 6 6 N
L2 10-12 L’ 5.0 L2 10-L2
3+ h? 6 K 4 2-n’
L 30-L L 10-.* L 15-L |
12 6 6 12 60 6 N
L 5.1 > 10-L° L 5.0 > 10-L°
6 h? 4 2.n? 6 h? 2 h?
1zt > 7 e 7 7T
> 10-L L 15-L > 10-L L 30-L
12 60" 6 b 12 _6h 6 W
L 5.0 > 10-1° L 51 > 10-1°
_6+ h? 3+ h? 6 K 4 2:-h°
> 10-L° L 30-L > 10-L° L 15-L |
0 0 0 0 "w(0)
4 2.h* 6 K 2 R 0
T 7 00 1 F »(0)
L 15-L L* 10-.> L 30-L L
6 12 60 6 N W(E]
2 10-2 L 51 L 1012 .
2, 6 I 4 2.0 @(Ej
L 30-L L2 10-.> L 15-L Jt .

=

—~

S

—~

=

(SHN N S

S
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Budu¢i da je moment u x = 0 jednak nuli, matricu krutosti mozemo kondenzirati da bismo ovaj sustav
jos vise reducirali.

_ kik : kkj
Kk

Potrebni su nam kondenzirani izrazi za ki,,K,,,K,;,K,, uproSirenoj matrici krutosti 6x6, a da bismo

njih dobili trebamo odrediti ¢lanove ki, k,,,K,;,K,, umatrici krutosti 4x4.

6 _h e ho
C—k Ckyky 12 6.k (L7 10-L7 )L 10-L) 3 6-h

S R N 4 2.1 INEEENE
L 15-L
(6_h2].[2+th
C koo Kaky_6 b2 (L7 10-L°)LL 30-L°) 3 h
A S S (A 4 2.h? L 5-L
L 15-L

BRI

oo _Koky 4 207 (L 30-L)(L 30.L) 3 h*

Mk, L o15L 4 2.n L 5L
L 15-L

Dobili smo matricu:

0 0 0 0
0 0 0 0
. 2 2
Kikc,luevo — E| . 0 0 i_ 6h 3 h ,

£ 50 2 5.2
3 M 3 K
> 5-) L 5L |

odnosno,

3 6-h2 3 h?
L 50 L 51
3 h? 3 R
L2 512 L 5L

Kikc,lijevo — EI .
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Desna strana:

12 6
L 5.0
_6.
K- desno — EI . L2 10 L2
" 12 6
L’ 5.1
_6.
> 1017
) gL i}
2
q-L° h
12-h-ctgt
e 2-need)
gL =El .
2
q-L° h
S T S
2 ( gzj_
) gL i}
2
q-L’ h
| 2—h-ctg—
2-h2( g2j =El-
0
q-L h
B HT S
2 ( gz)_

6w
ERETRE
4 2.n
L 15-L
6  h?
2 10-2
h2
30-L

2
=+
L

[ 12 6-h?

U 5.0
6 h
INERETHE
12 6:-h°
ERENE
6 h
[ERETNE

[ 12 6-n?

[EENE

6, N

2 10-2
0

6 h

101

12 6-h
L’ 5.
6  h?
[EENTNE
12 6-h?
[EENE
6  h
2 10

6 h?

——t—
> 10-1°

4 2-h
L 15-L
6 R
2 10-12
h2
30-L

2
—+
L

6.
2 10-12
4 2.h
L 15-L
0

h2
30-L

2
—+
L

_ 6. b
> 10-1°
2 h?
—+
L 30-L
6 b
> 10-L°
i_zw
L 15-L |
12 60 6 b
L 5.0 2 10-12
6 h? 2 h?
T2 2 T
L2 10-L L 30-L
12 6 6 N
L’ 5.0 L2 10-L2
6 b 4 2.0
L2 10-12 L 15-L
6 h> r .
_° L
+
L2 10-L2 W(g)
2
g+ h L
L 30-L |95
0 0
w(L)
L15L_—¢ -

=]

SRl N o

Budu¢i da je moment u x = L jednak nuli, matricu krutosti mozemo kondenzirati da bismo ovaj sustav
jos vise reducirali.

kik : kk'

J

kijC = kij -

kk

Potrebni su nam kondenzirani izrazi za Ki;,K,,,K,;,K,, u prosirenoj matrici krutosti 6x6, a da bismo

njih dobili trebamo odrediti ¢lanove K, ,K,,K,,,K,, umatrici krutosti 4x4.

6, A f 6, b
c k14'k41 12 6-h’ L 10-1° L* 10-L° 3 6-h
A R NE 12w TS0
44 -
L 15-L
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2 n 6 h?
2 7T S N T 2
_k14-k42__6+ h L 30-L L~ 10-L __3+

klzc = kzl3 = k12

K, > 10

2 h

4 2.p B
L 15-L

Z4
c k4z'k24 4 2. (L 30-L
R A
22
L

Dobili smo matricu:

i_2-h2
15-L

2 n?

—+

L 30-L) 3 K
L OS5-L

3 6> 3 R ]
cse ose 00
K- c,lijev0:E| . _i'i‘ h2 i_ h2 0
* > 5.2 L 5L ’
0 0
odnosno,
i_6-h2 —i+ h?
K- c,desnozEI. L3 5L3 |_2 5L2
ik _i—i_ h2 i_ hz
L’ 5L L 5L
Kada preklopimo matrice:
[0 0 0 0
0 0 0
3 6-h* 3 6-h* 3 h? 3 h?
) 00 vsetese e seetse 00
K,“"=El-
i 2 2 2 2
° %_ShLz_% shL2 %_ShL+%_5hL 00
0 0 0
10 0 0 0

za L'=L/2 vrijedi:

h2
5.1

Kristina Skrti¢, 0082021534
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0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
2
0 0 63— 12h3 0 00
L L
2] ()
Kikc,p:EI. 2 2
2
00 0 6_2h 0 0
L L
= 5.=
2 2
0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0]
48 96-h’
3 3
Kikc’pZEl' L 5-L i
0 12 4-h
L L 5L

12

Ako uvrstimo da je h* = , dobijemo kona¢nu matricu krutosti:

48E1  96-H
- 0
5L

Ky =
12El 4-H-L

L 5

2.3.2 Kondenzacija vektora upetosti

Kristina Skrti¢, 0082021534
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Ako razvijemo vektor upetosti u Taylorov red dobivamo:

q-L
T2
q-L2+L2-q-h2
(| 120 720
q-L
T2
q_Lz Lz_q_hz
12 720

Kondenzacija lijevo:

2 g2 2 2
flzczflz""imlzz_q L+ & C|L+L q-h :_3QL+th
2-L 2 2-L{ 12 720 8 480
= = 3 q-L 3 (g-) L*-gq-h? 5.q9-L q-L-h?
T, =T, +—M,, =~ - + =_ _
2-L 2 2-L{ 12 720 8 480
vIKI v Ry q-° L’-q-h®> 1(g-L’ L’-q-h q-> L’-q-h’
M, =My +-M, =- - - + =- -
2 12 720 2012 720 8 480
_ -
_3-q-L+q-L-h
8 480
0
fikc,luevoz _SQL_CILhz
8 480
_qLZ_LthZ
L 8 480

Kondenzacija desno:

il\ﬁ _ gL, 3( gl ’qgh)_ 5qL gL
L 2 2Ll 12 720 8 480

[\

e = 3 = q-L 3 q-L> L’-q-h° 3.qg-L qg-L-h?
Ly =T +-—M, =- - - = T

2.L 2 2.Ll 12 720 | 8 480

2 2 2 2 2 2 2 2 2
M12°:M12+1M21=qL+L qh_l. _q-L° L-g-h :qL+L g-h
2 12 720 2 12 720 8 480

Kristina Skrti¢, 0082021534 18
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__S-q-L_q-L-hz_
8 480
2 2 2
g-L +L -q-h
= 8 480
2
_3-q-L+q-L-h
8 480
0

c¢,desno
fik

Preklopljeni vektor upetosti:

i _3-q~L+q-L~h2 ]
8 480
0
_5.q-L g-L-h* 5.g-L g-L-h’
fOP = 8 480 8 480
i 2 g2 2 22 2
gL L qh+qL+L g-h
8 480 8 480
2
3-q L+q L-h
8 480
- O -
_ 0 -
0
_5-q-L_q~L-h2
fi ™" 4 240
0
0
(- 0 —
| 5.q-L g-L-h]
fP= 4 240
L 0 -
: . HL . - .
Ako uvrstimo da je h” = £l il =E dobijemo konac¢ni vektor upetosti:
_5.q.|__q.|-|.|_3
fi" = 8  EI-1920

0
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2.3.3 RjeSenje sustava

. L
sacaner[SEen Y

8  EI19201= 12El 4-H-L L

0 0 - Q| —

L 5 2

k= {{48EI/(L"3)- (96+H) F{5+L}, 0}, {0, {12 +EI} /L + (4 «L+H) / (D) }}

45ET 96 H 1Z2ETI 4HL
{{ L: 5L’D}’{D" L * 5 }}

MatrixForm[k]

f 45EI _ 9k H o 3
Li 5L
) 1i EI + 4HL
\ L 5

= {{(-SrqgwaL) /8- (qnel"3wH)/{1920+EI}}, {0}}

ELg HLYqg
{{_T B 1920EI}’ {D}}

MatrixForm[f]
_5Lg  HL'gq |
‘ T LimE

| )

LinearSolve[k, £]
L* (1200EI g+ HL® g

e o 0K}
18432 EI (EEI _ZHL ]|

L* (1200 EI g + HL® g)

wlx ]:= 7. {EI 200000, gq— 10, H 50, L 4}

18432 EI (3EI-2HL?)

wx]
23077
138 240 000
H[%]

-0.000166954

Kristina Skrti¢, 0082021534
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3.0 ODREDIVANJE PROGIBNE LINIJE SLOBODNO
OSLONJENOG TLACNOG STAPA SA ZADANOM
POCETNOM IMPERFEKCIJOM

Slobodno oslonjeni vla¢ni Stap izveden je s pocetnom imperfekcijom W, .Promatramo slobodno
oslonjeni tla¢ni $tap, H < 0. Potrebno je odrediti progibnu liniju sustava na slici.

JednadZzbu progibne linije Stapa moZemo napisati u obliku:

. h2 h2 )
w +F'W:—F'W

Geometrijske i strukturalne imperfekcije ¢emo prikazati pomocu funkcije pocetne deformacije:

WP =WO.(1_1.X2J
4

Izgled pocetne imperfekcije uz W, =0.01:

1
Inf(l]:= wpoc[x ] :=wl« [1— LI X" 2]
In[#]= wpoc [x]
. wk
out[2]= WO |._l_ E|

inf:= Plot[wpoc[x] F. {wl— -0.01}, {x, -2, 2}]

Ot [4]=

Kristina Skrti¢, 0082021534
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Homogeno rjesenje diferencijalne jednadzbe za tlaénu horizontalnu silu glasi

W, =C, -sin M +C, -Cos M
H 1 L 2 L )

odnosno:

W, = A-sin(h;l_xj+ B‘cos(h;l_xj.

Partikularno rjesenje ovisi o obliku funkcije pocetne deformacije. U promatranom slucaju partikularno
rjeSenje je oblika:

2

w,=C-X 1D X4F
P LZ

Prva derivacija jest:

_2-C-x D

S N

Druga derivacija jest:

2-C
= L2

Wp

Ako u diferencijalnu jednadZzbu $tapa uvrstimo partikularno rjeSenje i izraz za funkciju pocetne
deformacije Stapa, dobit ¢emo slijede¢u jednakost:

2 2 2
¥+h_2. CX_2+D£+F :_h—z.WO. l_l.xz
L L L L L 4

IzjednaCavanjem koeficijenata uz pojedine potencije uz x dolazimo do izraza za C, D i F:

C=W0-L2
4
D=0
w, - L2
F__ 0
© 2.p?

Kristina Skrti¢, 0082021534 22
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hZE
= ExpandAll[wp ' [x] + E"wm]

ZC Fh* Dhix Chid?
fEl — + + +

i Lt i Lt
h2
In[10]:= Expanﬂ]lll[— — »WpoC [x]]
L2

hrwo hiwoxt

Out[id]= - +
Li 4Lt
2xC Fwh"?2 h"2xwl Dxh"2 Cxh"? h*"2xwl
In[12]:= Snlm[{ + == - : =0, }; {c, D, F}]
L2 L2 L"2 L"3 L4 4xL"2

QLR {{F" -l - L;;D , D0, 0o LZ;D }}

[ ]:=C [xr Dr s 4 F ¢ {F Wi L* w0 D=0, C Liw}
In[13]:= X i=lw ] — +Lx — + . - — - — —
n[13]:= WRLX N "y S i 5

In[14]:= wp[x]

LEwo w0t
+

Zht 4

out[id= -w0 -

Kona¢ni oblik partikularnog rjesenja

L*w, w,-Xx’
=—W. —
P 0 2 >
2-h 4

odnosno kad se razvije u Taylorov red:

x> L2
R

Kona¢no rjesenje:

W(X) =W, +W,

2 2
W(X):A-sin(uj+8-cos(uj+wo X——l— L 5
L L 4 2-h

Pomocu rubnih uvjeta da je progib na pocetku i na kraju sustava jednak nuli dobijemo rjeSenje
sustava:

A=0

Kristina Skrti¢, 0082021534 23
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L*-w, -sec(zl;r]j
B —_

2-h? © cosX

=secX.

Jednadzba za progibnu liniju je:

’ L h-x x L2
W(X): +COS T +W0 7—2 -1

2-h?

h+x h+x L*w w0 x°
3 ]+B1rCl:ls[ I ] -wil - +

In[14]:= wlx_ 1:= ]hrSln[ e 7

In[15]:= wx]

out[is]= -wl -

In[ig]:= Solwe[{w[-2] -0, w[2] ==0}, {RA, B}]

Out[1]= {{A—} 0, B TL}}

¥
2 he 1

n[i7]):= WIX] := BCus[?] + nSin[l%] + [_m] o

In[15]:= w[x]

Liwn  whxt LEWDCDS[E]SEC[E]
o] -wl - + + L L
Zht 4 Zht

In[19]:= Simplify[wx]]

w0 (2L +h* (-4+x') + 217 Cos[ 2] Sec[ 2])

mut[19]= YT

N T e

L2 5ec[2L_h]wﬂ

2 h?

Primjer:

L=4m
q=10kN /m

H =50kN

El =200 000 kN /m?

Kona¢ni progib je zbroj wP (X) + W(X).

Kristina Skrti¢, 0082021534
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wo (-2 L* +h? [—4+x2] +2L° Cus[lﬁ] 531:[2_1\]]
Inpzo]= wWkon[x_ ] := L L

1
+w‘l]1r[1— —wx“E]
4ht 4

n[z1]:= wkon[x]

oy wl[—2LPahf (—dex?) 4207 Cos[B2] Sec[il
e w0 [1- — |+ ( i [22] sec[22])

4 | 4nt
n[z]= wkon[x] / {h ﬂleH}
= . — —_
In[22] EL
b4 b4
HLE [ gyt 8L i HL
EI wl —2L2+M+2L2CDS[' an ]Sec[ -LEI ]
? :’:2-'
Ougtfzzl= wl |1- — | + -
& o4 4HL!
2 2
2 . BLD o 2, BL®
EI w0 -2L2+w+2chus[L]sEc[ 1
EI L L
wkon[x] w’ﬂ[l xz]
In[23]:= njxj:= - —1+
il 4 4HL?
In[24]:= wkon[x]
| gLt lurt |
HLE [_gpf p x ; | HL®
EIwl —2L2+M+2L2CDS[' an ]Sec[ -LEI ]‘
|:|:1 % ) ' ]
Out[zd]= W -— |+ -
= I 4HL!

Inza:= wkon[x] f. {H—- 50, L—+4, EI - 200000, w0 —-0.01}

oumpesj= -0.01 |1 . :i| _0.625 |32+ (-4+x') + 32 Cos| = | sec L . | -'
— l 250 20 /10 1010 '

o= Plot[wkon[x] /. {H—50, L4, EI - 200000, wd — -0.01}, {x, -2, 2}]

Ry -1 [ g

-0.002

\ -0.004
Out [30]=

-0.008

Preg

In[z1]:= H[wkon[0]]

outf]= -0.0100042
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4.0 POSTUPAK P - DELTA

P — delta postupkom je potrebno odrediti momentni dijagram okvira koji je optere¢en prema
slici:

V A
d
¥ h 4 h 4 h 4 h 4 ¥ ¥ L 4 4
H Y ¥ o
= 2 3
W : =
1 4 |
a g e ™
| L |
# 7
a=5m
L=10m
h=6m

q=2-a=2-5=10kN/m
H=0.1-q-L=0.1-10-10=10 kN

V =400 kN
w=045-1.2-a=0.45-1.2-5=2.7 kN /m

E=2.8-10°kN/m’
STUP IPE 330:

A=62.61cm?
|, =11770cm*

GREDA IPE 400:

A=284.46cm’
|, =23130cm’
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4.1 Izrazi za momente u ¢vorovima

2EI, hN, 6EI, N, wh®  wh*N,,
M,, = S+ — @, + = —— U+ + 2
h 30 h> 10 12 720E,
4El,  2hN, 6El, N, wh>  wh*N_,
M, = - O+ —5T—— |U- +
h 15 h 10 12 720El,
4El,  2LN 2ElI, LN 2 L*N
M, = - L, + L+ —2 o+ £—i—q g
L 15 L 30 12 720EIg
4El,  2LN 2ElI, LN 2 gL'N
M,, = g 9 g+ 94— g~ Q_+ 9
L 15 L 30 12 720EIg
4El,  2hN 6EI. N
M. = s s2 + s __7s2 |y
3“ h 5 )% o ]
2El. hN 6EI. N
M . = s 4+ s2 + s~ Vs2 u
s\ "h 30 j% ( h? 10)

El, =2.8-10°-11770-10"° =32956 kNm®
El, =2.8-10°-23130-10"" = 64 764kNm’

h=6m

Degrees of Freedony: 6

Hodal displacements:

ndl u_i v i phi_i

1z 0 0 0

EH 000655817 00015263 -0.00280061

I 000646736 -0.001 55390 000175407

4 0 0 0
Element end forces:

el H_ij Tj ML_ij H_ji Tji

1z 445,955 47244 13.3562 -445.955 11.4756

S 21.4756 45,9548 31.6095 -M. 4756 540452

3 454.045 21.4756 54.791 -354.045 -M. 4756
Reactions:

nd R_x R_v M

1: -4 T2444 445.955 131.3562

4 -M. 4756 454045 54.7921

M_ji

-33.6095
-T4.0612
740612

Kristina Skrti¢, 0082021534
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Uzduzne sile dobijemo proracunom zadanog okvira prema linearnoj teoriji:

N, = 445.955 kN
N, = 454.045 kN
N, =21.4756 kN

Iz toga slijede izrazi za momente:

2-32956 6-445.955) (6-32956 445.955j 2.7-6° 2.7-6%-445.955
M, = + o, + — u+ +
6 30 6 10 12 720-32956
4-32956 2-6-445.955) (6-32956 445.955) 2.7-6° 2.7-6%-445.955
M, = - o, + — u+ +
6 15 6 10 12 720-32956
4.64764 2-10-21.4756 2-64764 10-21.4756 10-10> 10-10*-21.4756
My, = - , + + 2 +
10 15 10 30 12 720- 64764

264764 10-21.4756 4.64764 2-10-21.4756 10-10* 10-10*-21.4756
M,, = + o, + - Q, — +
12 720- 64764

10 30 10 15
4.32956 2-6-454.045 6-32956 454.045
M, = - ¢s+ 2 u
6 15 6 10
2-32956 6-454.045 6-32956 454.045
M = + 23 PR u
6 30 6 10

M,, =11074.5243- ¢, +5448.0712-U +8.1658
M,, =21613.9027 ¢, +5448.0712-u—8.1658
M., = 25876.9659- ¢, +12959.9585 - ¢, +83.3794
M., =12959.9585- ¢, +25876.9659- ¢, —83.3794
M., =21607.4307 - g, +5447.2622 -

M, =11076.1423- ¢, +5447.2622 U

4.2 RjeSenje sustava

Nepoznanice @,, @, | U se odrede iz sljedecih uvjeta:
a) M, +M,; =0

b) M, +M;, =0

¢) jednadzba virtualnog rada

(M12+M21)"//12+(M34+M43)"//34+H +W-h-0.5=0
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47490.8686- ¢, +12959.9585 - ¢, +5448.0712-u+75.2114=0 (1)
12959.9585 - ¢, +47484.3966 - ¢, +5447.2622-u—83.3794 =0 )

11074.5243- ¢, +5448.0712-u+8.1658+) —1 (21607.4307-¢, +5447.2622-u+) —1
._+ [p—
21613.9027- ¢, +5448.0712-u—8.1658 6 (11076.1423-¢p, +5447.2622-u

6
10+2.7-6-0.5=0

—5448.0712- ¢, —1816.0237 -u—5447.2622 - ¢, —1815.7541-u+18.1=0 (3)
—5448.0712- ¢, —5447.2622- ¢, —3631.7778-u+18.1=0

47490.8686- ¢, +12959.9585 - ¢, +5448.0712-u+75.2114=0 (1)
12959.9585 - ¢, +47484.3966 - ¢, +5447.2622-u—83.3794 =0 )
5448.0712- ¢, +5447.2622 - ¢, +3631.7778-u—18.1=0 3)

@, =-0.000497085
@, =0.0173018
u=0.0316857

Momentni dijagram okvira:

53.75

1537 \ N/

17.53 N 36.42

Kristina Skrti¢, 0082021534
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5.0 STABILNOST OKVIRA

q
1rllll1rl1rlwl
H |
g i N
. 2 3 4
I
I
W Y
—»
B
- 1 5 .
> 77 77 %
’11/ : ’ll/
a=5m
L=10m
h=6m

q=2-a=2-5=10KkN/m
H=0.1-q-L=0.1-10-10=10 kN

V =400 kN
w=0.45-1.2-a=0.45-12-5=2.7 kN /m

E=2.8-10°kN/m’
Stupovi 1 greda IPE 300:

A=84.46 cm’
I, =23130 cm’

W, =557 cm’
S$255—> o, =255 N/mm’

M, =142 kNm

Potrebno je odrediti koeficijent & kojim je moguce uvecati optereéenje okvira na slici,
a da okvir zadrzi stabilnost.
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5.1 Momentni dijagram pocetnog sustava

Iz momentnog dijagrama pocetnog sustava uzmemo najve¢i moment kako bismo dobili koeficijent

Q.

N3 // e
i P

5183

878 550

o =22 _1 94254
73.1

5.2 Momentni dijagram istog okvira kojemu je u treéi ¢vor umetnut zglob

Zglob se umece u Cetvrti ¢vor upravo zato jer je u njemu najve¢i moment koji ¢e povecanjem za

izraCunati koeficijent ¢, stvoriti u tom ¢vor plasti¢ni zglob.

3523 plastifmi zglob
M=0

9137

62.01 68.81

_142-a, M, _142-194254-5283 .
M, 92.37

a,
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5.3 Momentni dijagram istog okvira kojemu je i u tre¢i i €etvrti ¢vor umetnut zglob

Sada stavljamo zglob u ¢vor u kojemu je u prethodnom dijagramu najveéi moment savijanja, jer ¢e se

na tome mjestu stvoriti slijedeci plasti¢ni zglob.

22035
plasticni zglob
WM=0

plastiéni zglob
M=0

108.35 20722

N 142-a,-M,—a,-M, 142-1.94254-41.3-0.4263-35.23
3 M 220.5

3

=0.2120

5.4 Dosegnuta granica stabilnosti

Pojavljivanjem plasti¢nog zgloba u sljede¢em kriticnom ¢voru (¢vor 2) dosegnuta je granica
stabilnosti jer sistem postaje mehanizam.

fuis|
Non oA 27

tn zgloba na istom praven

1 5
L T

Ukupni koeficijent « :

a=a+a,+a, =1.94254+0.4263+0.2120 = 2.58084
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