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Poglavlje 1

Vektori

1.1 Osnovno o vektorima

Skalarne veli¢ine - one veli¢ine odredene jednim brojem (npr. duljina, povrsina, masa,
toplina...)

Vektori - za silu, akceleraciju je osim broja potrebno znati i smjer.

Orijentirana (usmjerena) duzina A§ je duzina za koju se zna pocetna tocka A i zavrsna

tocka B.

Geometrijski, usmjerena duzina je zadana:
1. duljinom ili modulom
2. pravcem nosiocem na kojem usmjerena duzina lezi, tj. smjerom
3. orijentacijom

Za dvije usmjerene duzine kazemo da imaju isti smjer ako leze na istom ili na paralelnim
pravcima. O orjentaciji dviju usmjerenih duzina ima smisla govoriti samo ako imaju isti

smjer.

Definicija 1.1. Za usmjerene duzine kazemo da su ekvivalentne ako imaju istu duljinu,
smjer i orijentaciju. Skup svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih duzina nazivamo vek-

torom.



Slika (1.1) prikazuje tri ekvivalentne usmjerene duzine.

D

E
Slika 1.1: AB = C'D = EF su ekvivalentne usmjerene duzine.

Primjer 1.1. Za vektore Jﬁ, C"ﬁ, ﬁ i (7]:[) prikazane na slici (1.4) vrijedi:
o |AB| = |AB|
. B ) @, ﬁ , C?[ su vektori istog smjera jer leze na istom ili na paralelnim pravcima.

° E, @ 1 ﬁ su iste orijentacije.

° f@ i (7[? su suprotne orijentacije.

Slika 1.2: Primjer vektora istog smjera i suprotne orijentacije.

Dva su vektora jednaka ako imaju istu duljinu, smjer i orijentaciju.

e
Vektor kojemu su pocetna i krajnja tocka iste nazivamo nulvektor. Npr., AA = J_ﬁ =

0.

Vektore mozemo zbrajati pravilom paralelograma ili pravilom trokuta.

Vektor b oduzimamo od vektora @ tako da vektoru @ dodamo suprotni vektor vektora

-

b.



Slika 1.3: Zbrajanje vektora pravilom trokuta i pravilom paralelograma.

Slika 1.4: Oduzimanje vektora. Vrijedi a —

Svojstva:
- =
. d+b=0b+d

2. d

Mnozenje vektora skalarom
Neka je @ vektor i A € R.
1. @ i A su kolinearni.

2. N | = |\|| 7|

3. Ako je

b

a+(—

b).



(a) A >0, tada su @ i \@ iste orijentacije.

(b) A <0, tada su @ i A@ suprotne orijentacije.

Sl
—

Svojstva:
1. A(EMF?) — AT 4\
_|_

2. A+ p)d =(\7)

Prikaz vektora u koordinatnom sustavu

-

1,7, k...jedini¢ni vektori na koordinatnim osima

~ 4B

gl + ayJ

ST

—

= (zp—zA)i+ (yp —ya)J

e 2 2
la| = /a2 + az
ay = Tp — Tala, =Yy — ya...skalarne komponente vektora

Z,f...vektorske komponente vektora
d = AB = (x5 — )i+ (yg —ya)j + (25 — 2a)k

@ = /2T T a

Zadatak 1.1. Odredite AB i \/ﬁ\ ako je:

a) A(=1,1), B(2,3)



Slika 1.5: Prikaz vektora u koordinatnom sustavu.

b) A(1,1,1), B(4,5,7)

Rjesenje:
a)d = AB b)@ = AB
= (zp—xa)i+ (Ys — ya)j = (vp—2a)i + (yp — ya)j + (25 — 2a)k
= 3i4+2] = 344 +6k
ld] = a2 + a2 @] = \Ja2+al+a?

- FIE Ny
Vi3 NG
[l

Jedinicni vektor vektora d je vektor ayp...vektor istog smjera i orijentacije kao @, a duljine

1.
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Zadatak 1.2. Dan je vektor @ = 2 + 27 + k. Odredite dj.

Rjesenje:

@ = JETETa
— 1/224_22_,_12

= V9=3
. a
Qo = ﬁ
2. 25 1-
= §2+§j—|—§k

2

]

2. 22 1= ——
Za vektor ayg = =i + =7 + —k iz zadatka 77, skalari uz 7,7 i k£ su kosinusi smjera tj.

3 3 3

2 5 2 1
COS¥ = —,COS D = —,COS7Y = —.
37 37 ")/ 3
z T
:
|
|
1
Y |
|
|
|
(0} }
1 // y
1 4
1 //
___________ L7

kosinuse smjera od a.

Rjesenje:
a+b = 2i+j+3k
i-b = 33—k

.



i Liv 250 Lr

ag = —i+—= —

T VR

6- 6 - 6 -

= £Z+£j+£k

6 3 6

o V6 V6. V6
Kosinusi smjera su: 53 i o

O

Zadatak 1.4. Dane su tocke A(2,2,0) i B(0,—2,5). Pronadite @, |1ﬁ| i ﬁo.
Rjesenge:

AB = —2i—4f+5k

AB| = VATI6+25

BN

= 35
2V5- 45~ V-
AD, — _ V2
0 5 Ttk

Radij-vektor je vektor s pocetnom tockom u ishodistu.
F:O?:x;—i—yf—i—zlz

7] = /22 + y? + 22...duljina radij-vektora
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Kosinusi smjera radijvektora

-
I

a=L(70), 8= L(F ),y = L(Fk)

x Y z
cosa = —,co8f = =,c087Y = —

7] 7] |71

Zadatak 1.5. Odredite duljinu vektora @ = 20i + 307 — 60k i kosinuse smjera tog radij-

vektora.
Rjesenje:
@l = /202 + 30% + 602
= /400 + 900 + 3600
= /4900
= 70
2
cosa = - = a="734°
3
cosf = = = [ = 64.6°
6
cosy = - = o = 149°

]

Zadatak 1.6. Radij-vektor tocke M zatvara sa osi y kut od 60°, a sa osi z kut od 45°.

Njegova duljina iznosi 8. Odredite koordinate tocke M, ako je apscisa negativna.

Rjesenje:



v =Z(OM, k) = 45°
e
|OM| =8
—_— = = —
OM =zi+yj+zk, <0
Yy Iy
60° = =2 = =4
COS ‘C):JWT 5 3 Y
z V2 oz
45° = = @ — == = =442
COS K):]w—| 5 3 z \/_
—
OM| = 2+ +22 )
2yt = 8§
2?4+ 42+ (4V/2)2 = 64
2 +16+32 = 64
2 = 16
r = —4

— N N =
OM = —4i +45 +4V2k = M(—4,4,4V2)

O
Zadatak 1.7. Dana su redom tri uzastopna vrha paralelograma ABCD: A(1, —-2,0), B(2,1, 3)
i C(—2,0,5). Odredite vrh D i duljinu dijagonale @

Rjesenje: Oznacimo s D(x,y, z) nepoznati vrh paralelograma. Kako je ﬁ = B?, koris-

timo jednakost vektora da bi izracunali nepoznate koordinate tocke D:

AD = BC P c
(x—1)i+ (y+2)] + 2k = —47 —  + 2k /
r—1=—-4 y+2=-1 z=2 /I B

Trazene koordinate su D(—3, —3,2)



Odredimo jos i duljinu dijagonale 53
BD = —5i — 4] — k
BD| =25 116+ 1= 12

]

Zadatak 1.8. U trokutu ABC stranica AB je tockama M i N podijeljena na 3 jednaka
—— — -
dijela tako da je |AM| = |M N| = |NB|. Odredite vektor CM ako je CA=a i CB=1

Rjesenje:

@:@+C@ — 1

AM = =
— CB+AC 3
~ CB-CA  b-a
= b—a -3

1.2 Linearna nezavisnost vektora

Neka su a_1>, a_%, ...,CTZ vektori i aq, g, ..., o, € R skalari.

Za relaciju ala_1> + 042a_2> + ...+ anﬂ = 0 uvijek postoji trivijalno rjesenje a; = ag = ... =

a, = 0. Ako je to ujedno i jedino rjesenje, onda su ai,as, ..., a, linearno nezavisni.

Definicija 1.2. Neka su ai,as,...,a, vektori i aq,qs,...,an, € R skalari. Ako vrijedi:

Ozla_1> + aga_g + ...+ @na_>n =0 < a; = ay = .. = «a, = 0, onda kazemo su vektori
a_f, a_2>, - a, linearno nezavisni.

10



1. n=1: @ je linearno nezavisan <= a # 0.

2. m =2 @ib su linearno zavisni < 3\ € R, A # 0 tako da je @ = Ab. @b su

kolinearni.
3. n=3 a, bi @ su linearno zavisni <= Ja, € R, barem jedan # 0 tako da je
= ad+ ,65. @ biésu komplanarni.
Geometrijski:

1. 2 vektora su linearno nezavisna akko ne leze na istom niti na paralelnim pravcima.
2. 3 vektora su linearno nezavisna akko ne leze u istoj ravnini.
Zadatak 1.9. Odredite A € R takav da vektori @ = 2i — 47 i b=\ + 27 budu kolinearni.

Rjesenje: Za kolinearne vektore a i b vrijedi da su linearno zavisni pa iz toga zakljucujemo

da mora postojati o € R takav da je a = ab.

a = ab
2% — 4;' = a\i+ 2045'
2 = al

—4 = 2«
(2) = -2
()= A=-1

a = 2—4j B .
. L = a=—-2b
b = —i+2j

a) @= 41+ 2] + 5k
b=—j+k
¢=5k

b) @=i+j
b=—i+2j+k
c=3j+k

11



Rjesenje:
a) 0 = ad+ Bb+~¢
= a(4i+ 2]+ 5k) + B(—] + k) + y(5k) =
= dai+ (20— B)] + (5a+ B+ 57)k

dav = 0
20— = 0
S5a+B+5y = 0
(1)= a=0
(2)= =0
3)= v=0
a, b i &su linearno nezavisni.

b) 0 = ad+fb+r¢
= A+ )+ B +2]+F) + (3] +F)
= (a—B)i+(a+28+37)7+ Bk

-

a—p =0
a+28+3y = 0

B+~ = 0

1) = a=p

a = B = =77 S R
Sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja, pa su vektori linearno zavisni. (€= a + H).

]

Zadatak 1.11. Zadani su vektori:

a) d=1i+ (2A+1)j
b= 20+ \j + 2k
C=i+j+k

12



= 50+ 2] + \k

b=3i+2j +4k
E=11i+2j + (A = 3)k

b)

(ARSI

Odredite A € R tako da zadani vektori budu komplanarni i prikazite vektor ¢ kao linearnu

kombinaciju vektora a i b.

Rjesenje: Za komplanarne vektore @, b i ¢ vrijedi da su linearno zavisni pa iz toga za-

klju¢ujemo da moraju postojati «, 5 € R takvi da je ¢ = ad + 3b.

a) ¢ = ad+pb
i+i+k = a<5+(2A+1)f>+5(25+Af+21%’>
= i+ 20\ +aj + 280+ \3j + 28k
= (a+2B)i+ 20\ +a+ A8)j + 28k
a+28 =1
20 +a+ M5 = 1
28 = 1
B)= B=13
(1)= a=0
(2)= A=2
a = 1+5]
— — — — 1_’
b = 20+2j+2k ¢ = d=3b
¢ = i+j+k
b) — ad+fb

17+27+ (A =3)F = a(50+2]+ k) + 8 (37 + 2] + 4F)
= 5ai+ 20 + ok + 3587 + 28] + 48k

— (ba+3B)i+ (2a+28)] + (Ma+48) k

Sa+38 = 11 /(=2
20+28 = 2 /-3
Aa+48 = A-=3

—4a = -—16

13



Aa+48 = A—-3
a = 4
g = =3
AN+4-(=3) = A-3
3N =
A= 3

= Bi+2j+3k
— 374244k p = T=4a—-3b
117 4 25

Sl QL

oL
I

1.3 Skalarni produkt vektora

Definicija 1.3. Neka su a i b vektori. Za funkciju f: V x V — R definiranu s

— —

a-b:=|dl-|b|-cosp,

-,

gdje je p = Z(d,b) kazemo da je skalarni produkt vektora d i b.
Svojstva:

1. Nenegativnost: a-ad > 0
Skalarni produkt vektora d samog sa sobom moze biti 0 ako i samo ako je vektor a

nulvektor (d’~ i=0 <<= d= 5)
2. Homogenost: N@-b) = (A\@) - b=a- (\b)

b=b-a

Sl

3. Komutativnost:
A. Distributivnost: @-(b+3) =a-b+a-¢

Uvjet okomitosti: Skalarni produkt nenul vektora @ i b je 0 ako i samo ako su vektori @

i b medusobno okomiti (d 1b < a-b= O).

Promotrimo vektore @ i b u koordinatnom sustavu prikazani kao linearna kombinacija

vektora baze 1, ji k.

14



a= 961;%- ylj"‘ Z1E

g: (L’g?‘f‘ y2]+ ZQE

Zelimo odrediti njihov skalarni produkt. No, prije toga izra¢unajmo skalarne produkte

vektora baze.

ii o= j-] = k-k = |1]-|1]-cos0° = 1
i o= ik = j-k = |1-]1]-cos90° = 0
i b = <x1?+yJ+ 21E> : <x2§+y2§'+ zglé')
= D@2 G0 Ay 1] Fa120 3 k+?/19€2 JoiAyye jog+
~ v ~~ ~~
1 0 0 0 1
+y122 J - +21Y2 K- +2122 1
0 0

= T1%2 + %1Y2 + 2122

Dakle, za vektore a = xJ—i— yJ+ zﬂg ib= xJ—i— yﬁ—i— ZQIZ, skalarni produkt je:

i b= T1%2 + Y1Y2 + 2129
Iz toga slijedi sljedece:

—

= ad gt =

ST

—

a-b T1T2 + Y1Y2 + 2122
o] (2l +yi+ D) - (23 +y5 + 23)

08 ¢ = ¢ € [0,

Ortogonalna projekcija vektora a na vektor b

15



a= I1Z+ ?/J+ Z1E
g: .1'2;"‘ y2;+ ZQE
i-b . db
@] = cosp-[a] = - Ja) = £
B |l - |b] 0]
- b
a=|d| —
o]
a-b o
SkPriiy = -
ol
a-b b
VekPrc_L'g:aTj
o] 0]

Zadatak 1.12. Odredite skalarni produkt vektora @ = —i + 45 + Tkib=2i— 57 + 2k.
Rjesenje:

b = (=1)-244-(=5)+7-2
= —2-20+14
— -8

]

Zadatak 1.13. Zadani su vektori @ = mi+3j + Ak ib=4i+ mj— 7k. Odredite konstantu

m € R tako da vektori @ i b budu okomiti.
Rjesenje:
i-b = m-4+3-m—+4.(=7)

= 4m+ 3m — 28
= Tm—28

Prema uvjetu okomitosti skalarni produkt vektora @ i b iznosi 0.

m—28 = 0
™m = 28
m = 4

]

Zadatak 1.14. Nadite skalarnu i vektorsku projekciju vektora a = i+ j + k na vektor
b=2i+j — 2k.

16



Rjesenje:

SkPri; = —- = =

2%+j5—2k 2o 1. 2-
e e A R Sy X
3 o' 9l 7y

VekPra; = - ==
Zadatak 1.15. Zadani su vektori @ = i + 2 + 3kib=6i+ 47 — 2k. Odredite:

a) kosinus kuta izmedu vektora a i b

b) ortogonalnu projekciju vektora @ na vektor b.

Rjesenge:
a) ¢ = £(d,b)
@ =v1I+4+9=+14
6] = /36 + 16 + 4 = v/56
a-b
cosy = —=
i
_ T122 + Y1Y2 + 2122
V@l +yi+27) - (a3 43 + 23)
_ 6+8-6
V14 - 56
_ 8
28
2
T
b)
5 ab b
a = =
1b] 0]
8 Gi4+4)—2k
V56 V56
6- 4. 2-
Sy
7'ty

17



Zadatak 1.16. Koji kut zatvaraju jedini¢ni vektori m i n ako su vektori p’= m + 271 i

¢ = bm — 4n okomiti.

Rjesenge: |m| = |1 =1

0 = 7q
= (i +27) - (5 — 4)
— 5|2 — 4 - 7 + 107 - 7 — 8]ii|?
= 6m-n—3
L 1
m-n = =
2
- it
cosp = e
|l - |7
_ 1 0
2
w = 60°
Zadatak 1.17. Neka je |a| = 13, |b] = 19, |@ + b| = 24. Odredite |@ — b).
Rjesenje:
@+ b2 = 242
= 576 @—b = /|a—0b?
i+ = (a+5)-(a+0) ) (-7
|d + b a—+ #a+ﬁ _ \/<6—b>-(d‘—b>
— @2 +2a-b+|b?
) ) } — Jlap —2a -5+ b2
20-b = |d@+0b>—|a?— b
2i-b = 576— 169 — 361 = V169 —46 + 361
= 46 = V484
B = 22
b = 23
0

Zadatak 1.18. Dokazite da su @ i b ortogonalni (okomiti) ako vrijedi: |@ -+ b| = |@ — b.

Rjesenje:

18



@+0b = |a—b|/>

a@+b? = |a—b
<a+@-(a+® ::(a—®-<a—a
@2 +2a-b+ b2 = @2 —2a-b+|b?
4i-b = 0
ab = 0

Prema uvjetu okomitosti zakljucujemo da su vektori a i b okomiti.

]

Zadatak 1.19. Odredite jedini¢ni vektor ng komplanaran s vektorima p'i ¢ ako je |p] = 2,
=4, L(p,q) =5, n-p=4in-7=—8.

Rjesenje: Kako je 11 komplanaran s vektorima p'i ¢, zakljucujemo da su vektori 77, p'i ¢
linearno zavisni pa postoje «, 8 € R takvi da se 7 moze prikazati kao linearna kombinacija

vektora p'i ¢, odnosno da je 7 = ap’+ ¢. Odredimo prvo p'- ¢.

Fq=1p-ql - cos § = 4

n-p = 4 n-¢ = -8
(ap+5q) -7 = 4 (ap+89)-7 = -8
ofpl* +Bp-q = 4 ap-q+plg° = -8

da+48 = 4 /:4 da+16 = -8 /:4
a+p =1 a+48 = =2
a+p = 1
a+48 =-2 /-(-1)
a+p =1
—a—4 = 2
-3 = 3
g =-1

19



a+p = 1
a = 2

no= 2p—q

L
il = Al — 4P ¢+ |ql? T
L.

= 16— 16 + 16 = 1 @-9
= 4

1.4 Vektorski produkt vektora

f:V xV — V. .rezultat je vektor
(5, 5) —axb

Duljina: Za @ x b vrijedi |@ x b| = |a@| - |b] - sin ¢

Geometrijski, duljina vektorskog produkta jednaka je povrsini paralelograma sto ga raza-
pinju vektori @ i b.
Smjer: Za nekolinearne vektore @ i b vrijedi da su okomiti na svoj vektorski produkt, tj.

@xb L ab.

[IX<

3

S

2

d

a

Uvjet kolinearnosti: Vektorski produkt dva nenul vektora a i b je jednak 0 ako i samo

20



ako su vektori @ i b kolinearni. (@ x b=0 < dibsu kolinearni.)
Orijentacija:

Vektori da, bidxb ¢ine desnu trojku, tj. gledano iz vrha vektora @ x b rotacija iz @ u b

suprotna je gibanju kazaljke na satu.

x| i |7k
IV A
Fl—k| 0] 7
k| 7 |—-i| 0

a x Ag...homogenost
3. Gxb=— (l; X Ei) ...antikomutativnost
4. ax (g—i— E) = x b+ a x ¢..distributivnost
Napomena: asocijativnost ne vrijedi, tj. @ X (5 X 5) #* (6 X 5) X c
Neka su @ = xﬁ—l— yJ+ zlg b= ng%— ygf%— ZQE- Tada je:
i ]k

b = 1 Y1 A

SIi
X

Ty Y2 22

o z S|l x oz - |z
- 7. Y1 1 _7. 1 1 e 1 N

Yo 22 To 22 T2 Y2

— -

= (22 —1ye2)i — (T120 — T221) § + (T1Y2 — T211) k

—

Zadatak 1.20. Odredite vektorski produkt vektora @ = 2i + 3j + 5kib=1i+ 27 + ki

povrsinu paralelograma odredenog tim vektorima.

Rjesenje:
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.

QL

X

S

I
— [\)
N W S
— ot =l

= (3-1-2-5)-i—(2-1—-1-5)-j+(2-2—1-3) -k
= —Ti+3j+k

P=1dxbl=v49+9+1=1+59
0

Zadatak 1.21. Tocke A(—1,—1,3), B(—2,—4,3)1C(—1,2,7) su vrhovi trokuta. Koristenjem

vektorskog racuna izracunajte visinu trokuta spustenog iz vrha B.

1
Py = iyﬁx,@y B
1
Py = -uv-|AC]
Rjesenge: 2
AB = i3]
AC = 37 + 4k
i 7k
ABxAC = |-1 -3 0
0 3 4
=3 o | L1 oo | o |-1 -3
= 1 —J +k
3 4 0 4 0 3

= (-3-4-3-0)-71—(=1-4=0-0)-j+(=1-3—0-(=3)) - k
= —12i+4j -3k
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AB x AC| = /(C127 1 221 (-3)?

_ T I679 SAB X AC) = oA
= 13 . |EXE|
- jadl
AC| = Jrr3Et 13' |
N o 5

= 5

Zadatak 1.22. Odredite povrsinu paralelograma odredenog vektorima a + 3bi3ad+ I;, ako
jelal=1b=1iz (a,z?) = 30°

Rjesenge:
(a+35>><(3a+5) — 3aXaA+AXb+9b X a+3bx b
—— ——— —~—
0 —9axb 0
= axb—9axb
— _8axb
P = |—8adxDb
= 8ld x|
— 8. |a - |7l .51n4(5,5)
—~— ~~
1 1
= &8.sin30°
8-%
= 4

]

Zadatak 1.23. Neka su A(5,1,3), B(2,2,3) i C(2,1,5) vrhovi paralelograma ABCD.

Odredite povrsinu P paralelograma i koordinate vrha D.

Rjesenge:
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BA=37—7 ,
/
BC = —j+ 9% K
A/A B
i 7k
BAxBC = |3 -1 o
0 —1 2
- |—1 0 o 3 0 5
= 1 —J +l€
—1 2 0 2
= —2i—6j—3k
P — |BAx BC|
= V(=22 +(-6)? + (-3)?
= 7
AD = BC

r—5=0 y—-1=-1 2z-3=2
SE:5 y:O z =
Imamo da je D(5,0,5).

1.5 Mjesoviti produkt vektora

f:V xV xV — R..rezultat je skalar
(5,5,5) — (axg) &
———

—1
—1



2 (bxa)-e=(@xd)-b=(exb)-

Geometrijska interpretacija:

ISI
|
|
/N
Sl
S
O
~—

Apsolutna vrijednost mjesovitog produkta tri nekomplanarna vektora jednaka je obujmu

paralelepipeda sto ga razapinju ti vektori.

—

a= .1'1;"‘ ylj‘F Zlk’

rr Y1 <1
5:x25+y25+z212 :><5><g)'5: To Y2 o
E: [L’37T+ ygj—F ZgE xr3 Y3 <3

Yo 22 Ty 22 T2 Y2
E R — yl . =+ z1
Ys z3 T3 z3 T3 Y3

((ixg)-E:|0?|-\l;x€\-cosgo,90:4<6,gx€>

Q!

Ly Obujam tetraedra: Vi =

(53)

O

|~

Uvjet komplanarnosti: Za vektore a, I;, &+ 0 vrijedi da su komplanarni ako i samo ako
je njihov mjesoviti produkt jednak 0.

(6 X E) (=0 <= da, l;, ¢ komplanarni.

Zadatak 1.24. Odredi mjesoviti produkt vektora

25



b=1i+3]—k
C=1+j+4k
Rjesenje:
2 -1 -1
(ax2§-z? -1 3 41
1 1 4
I I IR L I L
1 4 1 4 11
= 2.1341-5-1-(=2)
= 26+5+2
= 33

Zadatak 1.25. Dokazite da su vektori

b=i+j—k
C=1i+42j+2k
komplanarni.
Rjesenje:
2 5 7
(6xi§-5 - |1 1 -1
1 2 2
1 -1 1 -1 1 1
= 2 -5 +7
2 2 1 2 1 2

= 2.4-5-3+7-1
= 8—15+7
= 0

Prema uvjetu komplanarnosti, vektori @, b i ¢ su komplanarni.
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Zadatak 1.26. Odredite volumen tetraedra ¢iji su vrhovi tocke A(2,2,2), B(4,3,3), C(4,5,4)
i D(5,5,6).
Rjesenje: Tetraedar je razapet vektorima ﬁ ,1@ i ﬁ

AB =24+ +F
AC = 27 + 3] + 2k
AD = 37+ 3] + 4k

(@x@)@ = 2 3 2

Vi =

(ax®-5

D =

Zadatak 1.27. Zadani su vektori

Odredite o € R tako da obujam tetraedra razapet vektorima a, biad iznosi 12.
Rjesenje: Odredimo mjesoviti produkt vektora @, biac

af = ai + ozj+ 20k
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(&’x5>-a8 = 0 —1 2

= 3 (-1 2a-a-2)+4-(0-2a—a-2)+2-(0-a—a-(-1))

= —12a—8a+ 2«
= —18«
1 -
i = <|(ax b) @

1

— |18 = 12

- [18a]

3la| = 12
Imamo dva rjesenja: a =4 ili a = —4.

Zadatak 1.28. Pokazite da ako za d, bi ¢ vrijedi

onda su vektori @, b i ¢ komplanarni, a vektori d = ad — ¢'i €= b — @ kolinearni.

Rjesenje: Prema uvjetu komplanarnosti dovoljno je pokazati da mjesoviti produkt vektora

@, bicjednak 0.

Gixb+bxé+éxa = 0 /.5
(5><E)-5+(5><5 Er(@Exd)-E = 0
— Ty

Vektor b x ¢ je okomit na vektor ¢ pa je, prema uvjetu okomitosti, (E’x 5) -c=0.
Sliéno zakljucujemo i za vektore ¢ X @ i c.

-,

(@xb)-¢ = 0
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Prema uvjetu kolinearnosti trebali bi pokazati da je vektorski produkt vektora die jednak

—

0.
dxée = (a*—a)x(g—a
X

Zadatak 1.29. Odredite parametar ¢ € R takav da vektori

d=2i—3j+4k
b=—i—2j+2k
¢=—8i+tj — 8k.

budu komplanarni. Prikazite vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i b.

Rjesenje: Prema uvjetu komplanarnosti, mjesoviti produkt vektora a, bi&mora biti jednak

0.

2 -3 4
(ZLxE)-E = |-1 -2 2
-8 t -8
-2 2 -1 2 -1 =2
= 2 —(-3)- +4-
t -8 -8 -8 -8 t

= 2(-2-(8) —t-2) +3(~1-(~8) — (~8) - 2) + 4 (-1t~ (~8)-(~2))
= 32—-4t+24+48 -4t —-64

= —8t+40
—8t+40 = 0
8t = 40
t = 5

Ostaje prikazati vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i b. Odredimo a, B € R takve

dajeE:a&’+B5.
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¢ = ai+pBb
Qi 4+5]—8F = a(2Z—3]‘+4E)+B(—Z—2j+2E>
= 2ai—3aj + 4ak — Bi — 287 + 28k
= (o —B)i+ (=3a —28)] + (4a + 28)k
20— = -8
—3a—26 = 5
4a+28 =-8
(2)+(3)= a=-3
()= =2
d=2i— 3]+ 4k
b= —7—92]+2 p = = —3i+2b
= —8i+5j— 8k

30



Poglavlje 2

Analiticka geometrija

2.1 Pravac

Pravac je odreden nekom tockom 77 i vektorom smjera ¢

u oznaci p = (11, C) z T
Neka je 7 radijvektor neke proizvoljne tocke T pravca p, a 2
r1 radijvektor fiksne tocke T na pravcu p. g T
Vektorska jednadzba pravca je: ¥ =17 +t-C. i
Ako je Th = (z1,y1,21), T = (z,y,2) 1 €= (I,m,n), vek-

x

torska jednadzba je:

Ti+ Yy + 2k = 210 + Y1 + 21k + tli + tm] + tnk

[zjednacavanjem koeficijenata dolazimo do parametarskog oblika jednadzbe pravca:

$:$1+tl
P=Jy=y +itm

z=2z+1tn
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Eliminacijom parametra ¢t dobivamo:

( r—1
T =x1+tl t= I
_ Yy—Uy
= — t e t: ,
p Yy Y1 +im m
2=z +1tn P
\ n

odnosno kanonski oblik jednadzbe pravca:

r—r Y—Yy1 22— Z

b I m n '
gdje su [, m i n skalarne komponente vektora smjera, tj. ¢ = (I,m,n), a Ty = (x1,y1,21) je

neka tocka pravca p.

Ako je pravac zadan s dvije tocke T7(z1,y1,21) 1 To(xa, Y2, 22), onda je vektor smjera tog

pravca

c= le2 = ($2 —T1,Y2 —Y1,%2 — 21).

Jednadzba pravca koji prolazi tockama T} i T je:

r—1 Y-y 2=z

To — 1 Y2 — 22 — 21

p

Zadatak 2.1. Parametarske jednadzbe pravca p zapisi u kanonskom obliku i odredi vektor
r=1+2 x =2t

smjera ¢ ako je: a) p=<y=-2+t b)) p=Sy=1
2=3-2t z=1+1

Rjesenje:

( z—1

x=1+2t t==

r—1 y+2 2-3
A Pp=ESy=-2+t=<(t=y+2 =p= = =

2 1 —2
z=3—2t po 273
\ _2

Skalarne komponente vektora smjera vidimo iz nazivnika pa je ¢ = 2 + j — 2k

) r y—1 z-1
t: —1 A\ ~~ >y
z=1+1 formalni zapis

Skalarne komponente vektora smjera vidimo iz nazivnika pa je @ = 27 + k

32



Zadatak 2.2. Odredite kanonsku i parametarsku jednadzbu pravca koji prolazi
a) tockom M(1,2,—1) i ima vektor smjera ¢ = (1,3, —1)
b) tockama M (1,2,—1)1 N(2,0,3)
¢) tockama M(1,2,—1)1 N(1,1,2)

Rjesenje:

r=1+1

a)p=Ry=2+4+3t 1 p= = =

z=—-1-1

—
b) Vektor smjera ¢ = M

oL
Il
S
|
o)
S
+
W
Eoudl]

r=1+1¢

1 -2 4
z=—1+4t
— L o
c¢) Vektor smjera ¢ = MN — ¢ = —j + 3k
r=1
- x—1 y—2 241
= = —_ 1 = — g
P=3Y P="9 1 3
z=—14+3t

1 —1
Zadatak 2.3. Odredite nepoznati parametar A\ tako da pravci p; = rYL_ Y 7’

r—3 y+2 z-4
A 4 =5

imaju presjecnu tocku i odredite je.

ipy =
Rjesenje:
Zapisimo jednadzbe pravaca u parametarskom obliku. Za razlicite pravce imamo razlicite
parametre.

r=—-1+1 =34+ As
PL=qy=—3t 1 pp=Qy=—-2+4s

z=1+4t z=4—>5s
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—14+t=34+As

pNp#0 = -3t=-2+4s
1+4t=4—->5s
-1+t = 3+As
-3t = —2+4s /-4
l+4 = 4-55 /.3
—12t = -84 16s
3+12t = 12— 15s
3 = 4+s
s = —1

—1+¢t = 34 As
—1+2 = 3-2A
A= 2

r=—-14+t = z=1
y=—3t — y=—06
=144 = 2=9
Tocka presjeka je S = (1,—6,9)

Kut medu pravcima p; = (11, ¢1) i p2 = (13, ¢3) je kut medu njihovim vektorima smjera,

. N v
tj. o= Z(c1,6),p € [0, B

| IS

Neka je C_i = (ll,ml,nl) 1 C_é = (lg,mg,ng). Tada je

ci-C lily + mims + ning
il -1l B+ md B+ m3+nj

CoS @ =

Zadatak 2.4. Odredite kut medu pravcima:

r+1 y—2 2z+3

r—2 y—6 z—4,
N N -3 —4 5

—3 ~4 0 ‘2=

a) p1 =
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Rjesenje:

a) C_i = (_37 _470)7 C_é = <_37 _475)a Y = 4(p17p2) = 4(0_1)76_2'>

CoS

b) ¢i = (1,

lllg + mime + nino
VI +m?+nd /13 +m3+n3

—3.(=3)—4-(-=4)+0-5
V(=3)2+ (—=4)2 + 0% /(—=3)2 + (—4)2 + 52

25
V25 - /50
25
25v/2
V2
9

_27 _7>’ C_é = (57 17 ]-)a Y = 4(1717]92) = 4(0},0})

lily + mims + ning
VI +m?+n? /13 +md+ nk
1-5-2-1-7-1
\/12+(_2)2_|_(_7)2,\/52+12+12
—4
V5427
—4

272

v = 96°1’, pa kako je ¢ > 90° zamjenjujemo ga s njegovim suplementarnim kutem.

Z(p1,p2) = 180° — 96°1" = 83°59

Zadatak 2.5. Pravac p prolazi tockama A(—2,1,3) 1 B(0,—1,2). Odredite kuteve sto ga

zatvara s koordinatnim osima

Rjesenje:

¢— AD

=2—2]—k

A =v2+2+12=3
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a= L&)
Te 2
COS(Y = = = —
el 3
a = 48°11

Zadatak 2.6. Zadan je pravac p =

—,

B =Z(cj)

z 2
cosff = ’a 3
8 = 131°48
5> 90° =

g = 180° — 131°4%

B = 48°12

v = (& k)
ze 1
CosSy=-—%=——
Tt s
v = 109°28'
v = 180° — 109°28’
v > 90° =
v = 70°32'

r—3 y+1 z-1

2

a) Lezi li tocka A(1,0,—3) na pravcu p?

b) Prolazi li pravac p ishodistem O(0,0,0)?

4

¢) Ako ne prolazi, odredite jednadzbu pravca p; za kojeg vrijedi: p||p; 1 O(0,0,0) € p;.

Rjesenje:

a) A(1,0,-3) €’ p
r—3 y+1 =z-1

2 1 4
1-3 1 -3-1
2 1 4
—1#1+#-1
Adp
b) 0(0,0,0) €’ p
r—3 y+1 =z2-1
2 1 4
0-3 0+1 0-1
2 1 4
3 1
A1 £
2# 7 4
O¢p
¢)@=c=2+j+4k
z—0 y—0 — i
Ocpr=pm 5 1 1 J. D1

36



2.2 Ravnina

Ravnina 7 jedinstveno je odredena jednom svojom tockom 77 = (x1,%1,21) i vektorom

normale 7 = Ai + Bj + Ck. Tako definiranu ravninu oznacavamo s = = (T}, 7).

|

St

Ty T

Neka je T' = (z,y, z) proizvoljna tocka ravnine 7. Tada je

—-

T = (2 = 20)i + (y — y2)j + (= — 2k

Kako ’_Zﬁ lezi u ravnini 7, on je okomit na vektor normale 7 pa slijedi:
i (GT) = 0
(A7+ Bf +CE) - ((x = 20)i+ (y = y)f + (z = 2)F) = 0
pa je vektorska jednadzba ravnine zadane tockom T} = (x1,y1,21) i vektorom normale
it = Ai + Bj + Ck:
Alx —x)+Bly—1p)+C(z—2) =0

Kanonski oblik jednadzbe ravnine je:

Ar+By+Cz+ D=0

Ako je D # 0 dobivamo i segmentni oblik jednadzbe ravnine:

z
+L42
m n

L
l )

gdje su [, m i n odsjecci na koordinatnim osima.
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Zadatak 2.7. Napisite jednadzbu ravnine koja prolazi:

a) ishodistem O(0,0,0) i ima vektor normale 7 = (2,1, 0).

b) tockom M (1,0,—1) i ima vektor normale 77 = (0, 1, 2).

¢) totkom T'(1,—2,0) i okomita je na duzinu 7'S, gdje su T'(1,—2,0) i S(0,—1,1).
Rjesenje:

a) Ravnina 7 odredena je s 77 = (2,1,0) i tockom O(0,0,0):

Alx —z1)+Bly—y1)+C(z—2z) = 0
2 —0)+1(y—0)+0(z—0) = 0
n=2r+y = 0

b) Ravnina 7 odredena je s 7 = (0, 1,2) i tockom M (1,0,—1):

Alx—a1)+Bly—y)+C(z—2z) = 0
Oz—1)4+1(y—0)+2(z+1) = 0
T=y+224+2 = 0

¢) TS L 7 pajeii = T3 = —i+4 j + k. Ravnina 7 odredena je s @ = (—1,1,1) i tockom
T(1,-2,0)

Alx—2)+Bly—y)+C(z—2) = 0
—lz—1)+1y+2)+1(z—=0) = 0
T=-c+y+z+3 = 0

Neka su m = (T1,n1) 1 m = (Ta,n3), gdje su ny = Ayi+ BJ+ Cik iy = Agi + ng—i-
Cok.
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Ravnine su okomite ako su okomiti njihovi vektori normale, tj.

—

nm Lny = m L m

1

Ravnine su usporedne ako su njihovi vektori normale kolinearni, tj.

A _B_ G
Ay By (O,
o
o i

)
US|

Zadatak 2.8. Odredite jednadzbu ravnine koja prolazi
a) tockom T'(1,0,2) i okomita je na os x.
b) tockom T'(2,1,2) i usporedna je s zy—ravninom.
¢) tockom T'(2,—1,3) i usporedna je s osima y i z.
d) tockom T'(1,3,1) i osi x.

e) tockama T'(3,0,2), S(1,2,—1) i usporedna je s osi .
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Rjesenje:

a) Ravnina 7 odredena je tockom T'(1,0,2) i vektorom normale 7@ = i

(lr=1)=0,tj. r=2—-1=0

b) Jer je m usporedna s xy—ravninom, a Z;J_ % f, njezin je vektor normale 77 = % f:
k.

Ravnina 7 odredena je tockom 7T'(2,1,2) i normalom 7 = k

T=2—2=0

¢) Jer je m usporedna s osima y i z, a f, /gj_fx E, njezin je vektor normale 77 = jx k=1
Ravnina 7 odredena je tockom T'(2, —1,3) i normalom 7@ = i

T=x—2=0

d) Jer ravnina 7 sadrzi os z, sadrzi i tocku O(0,0,0), pa sadrzi i vektor 07 = i+3]+ k.
Z(ﬁCWif,(ﬁL? X (ﬁ, dobivamo da je
n = 7 X (ﬁ
= ix <Z+ 37 + E)

— — —

= IXi+3ixj+ixk

l

~

= 3k—j
= —j+3k
T=-y+32z=0

e) Jer ravnina 7 sadrzi vektor ﬁ = 2] — 2}'4— 3k i usporedna je s osi x, dobivamo da
je

ﬁz?Xﬁ
i

—3(y—2)—2(z+1)=0
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—3y+6—-22—-2=0
T=3y+2:—-4=0

Zadatak 2.9. Odredite jednadzbu ravnine 7 koja je

a) okomita na ravnine m = 2x —y+z2—2=01m =2z + 2+ 1 = 0 i prolazi tockom

T(1,2,-1).
b) okomita na ravninu m; = 3x — 2y + 2z —3 = 0 i prolazi tockama 7'(2,1,3) i S(1,0, —1).
Rjesenje:

a) m Lm,m =7 Lny,nyin; =(2,—1,1), ny = (1,0,1) pa imamo:

n = n]Xny
ik
= 2 -1 1
1 0 1
=11 L2 1] L2 -1
= i -7 +k-
0 1 11 1 0

= T (-1-0)—7-2-1)+k-(0+1)
= —i—j4k=i=(-1,-1,1)
—1l(z-1)—-1y—2)+(2+1)=0
—r41—y+2+424+1=0
T=—cr—y+2+4=0
b) 7 LlmiT8 Cnm—ii Ly, TS i =(3,-2,1), TS = (—1, —1, —4) pa imamo:
n = ﬁlxﬁ
i 7k
= |3 -2 1
~1 -1 —4
_ -] 1_;_3 g |3
1 —4 1 —4 1 -1
= -(8+1)—j - (-12+41)+Fk-(-=3-2)
= 9i+11j — 5k = i = (9,11, —5)
Yz —1)+11(y —0)—5(z+1)=0

—
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9r — 94+ 11y —52z—-5=0
T=92+1ly—52—-14=0

Zadatak 2.10. Odredite jednadzbu ravnine odredenu tockama M(1,—1,2),N(3,2,0) i
P(1,-2,1).

Rjesenje:
— —
M, N, P e paslijedi da je MN, MP C 7, odnosno i L MN, MP

—> - - g — —
MN = 27 + 3] — 2k, MP = —f — i

—
i = MNxMD
— o 3 _o

0 -1 —1

13 ol L2 =2 .2 3
= 17 - —] +.

11 0 1 0 —1

= i (=3-2)—F - (—2—=0)+k-(=2-0)

= —5i42]— 2%k =7 = (=52 -2)
Sz —1)+2y+1)—22-2)=0
—dr+5+2y+2-22+4=0
T=-bdr+2y—2z+11=0

Neka je M = (z,yo, 20) tocka i m = Ax + By + Cz + D = 0 ravnina. Udaljenost tocke

M od ravnine 7 je:
. |A£L‘Q + By() + CZ() + D|

VA% + B? 4+ (C?
Kut medu ravninama m; = (71,7n7) i my = (T, 7n3) je kut Sto ga zatvaraju njihove nor-

4 .S . N ™
male 1] = (AhBl,Cﬂ 1Ny = <A27B2702)7 t). = 4(7Tla7T2) = 4(”1,712)7%0 € [07 5]

d(M, )

o A1 Ay + BBy + C1Cs
i| - na| /A2 + B2+ C?- /A2 + B} + C2

cos p =

Zadatak 2.11. Tocke A(2,5,0), B(1,6,2), C(—1,4,1) i D(1,4,3) odreduju tetraedar.
Odredi kut medu stranama ABC i1 ABD.

Rjesenje:
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Z(m(A, B,C), m(A, B, D))

Z(ny,ny)
AL x AC
i 7k
-1 1 2
-3 -1 1
O IS ] T S ] R B |
x —J- +k-
—1 1 -3 1 -3 -1

(142 —F-(=146)+k-(1+3)

3 — 5] + 4k = iy = (3,=5,4)

AB x AD
i ]k
-1 1 2
-1 -1 3
I IS T N P L 1 S B |
x -7 +k-
-1 3 ~1 3 ~1 -1
P(B42) =] (=3+2)+k-(1+1)

5i+ ] 4 2k = iy = (5,1,2)
n - ng
[ - 73]
A1As + BBy + C1CYy
VA2 + B} +C?-\/A3+ BZ +C3
3:5—=5-1+4-2
\/32_|_52_|_42_\/52_|_12_|_22
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15—5+38
V50 - /30
18
10V/15

o = 62217

Zadatak 2.12. Odredite jednadzbu ravnine 7 koja sadrzi sve tocke jednako udaljene od:
a) dvijuravninam =x—3y—224+1=0im=2xr—y+32+3=0.
b) dviju tocaka T1(2, —1,3) i T»(1,2, —1).

Rjesenje:

a) Za svaku tocku T'(z,y, z) € 7 vrijedi d(T,m ) = d(T, m3).
’Al.’E —+ Bly -+ Clz —+ D1’ . ‘Agx + Bgy + CQZ -+ DQ‘

VA2 + B + C? A3+ B2 + C?

lz—3y—2z+1 |22 —y+3z+3 —
12 + 32 1 22 - 22 1 12 + 32 /- V14

|t —3y —2z+ 1| =20 —y + 32 + 3|
1.slucéaj: -3y —22+1=2x—y+32+3=—=nm=—-2—-2y—52—-2=0

2.slucaj: -3y —2z24+1=-2r+y—3z2—3=—=mn=3r—4y+2+4=0

b) Za svaku tocku T'(z,y, z) € 7 vrijedi d(T,T) = d(T, T3).

V=) + Y —n)?+(z-2)? = V(@&—2)2+(y— 1)+ (2 — 2)?
VE=2P2++102+(=-3)? = Je@-1P2+EH-22+(E+1)? /2
22 —dr+4+P 2y +1+22—-624+9 = 2220+ 14+y?—dy+4+22+224+1
—2r+6y—82+8 = 0/:(-2)
rT=x—-3y+4z2—-4 = 0



T,
Zadatak 2.13. Pravac p zadan je kao presjecnica dviju ravnina

r+y—4z—5=0

3
Il

20 —y—22—1=0
Odredite njegovu jednadzbu u kanonskom i parametarskom obliku.
Rjesenje:

Kako je p(T',¢) C m,p C mg, imamo da je nj = (1,1, —4) Léins = (2,—1,—2) L¢, odnosno

C=mny] X ny.
c = 171>><772>
i J Ok
= /1 1 -4
2 -1 =2
- 1—4__,1—4_’_];11

= i (—2—4)—F - (-2+48)+k-(—1—-2)
= —6i—6j—3k

Mozemo pisati i ¢ = —% (—65— 6;' — 3E> =20 + 2j_"+ IZ, jer su kolinearni.
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Odredimo sada neku tocku 1" € m; Ny, npr. za z = —1

r+y—4z—-5 = 0
2r—y—22—1 = 0
r+y+4-5 = 0

2r—y+2-1 = 0
r+y = 1

2r—y = -1

r=0—zr=0—=y=1
T(0,1,—1) € m Ny

T =2t

z=-1+1
Zadatak 2.14. Odredite jednadzbu ravnine 7 koja

a) sadrzi tocku T'(1,1,1) i okomita je na pravac p = == = :

b) sadrzi tocku T'(1,1,1) i usporedna je s pravcima p; = =

_rx+1l oy z+1

=717 1

Rjesenje:

a) Kako je m L p, imamo da je i = ¢ = (2,—1,1)
20-1)—-1(y—-1)+1L(z—1)=0
T=2r—y+z—-2=0

b) Kako su py (T4, é1), pe(Ts, ¢3) || # imamo da je 7 L é1, é3.

—

= GxXc

L,
= 1 0 1
21 -1
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7
D2
c C5
P1 1 2
v
. | 7T

—(z—1)+3y—1)+1(z—1)=0
T=—x+3y+z—3=0
r—1 y—1

Zadatak 2.15. Odredite jednadzbu ravnine 7 koja sadrzi pravac p = =1 =

z—1

i okomita je na ravninu 7 =2x +3y+2+1=0.

Rjesenje:

Uy

Ozna¢imo sa 7 normalu ravnine 7, a s m = (2,3, 1) normalu ravnine m;. Kako je p C m,
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imamo da je ¢= (1,1,1) L 7, a iz 7 L m; imamo da je @ L m

i = 7Zxm
i ik
= 1 11
2 31

SO R O S Y I S I |

3 1 21 2 3

(1-3)—j-(1-2)+k-(3—2)

|
N.l

= 24j+k=i=(-211)
—2x-1)+y—-1)+1(x—1)=0
T=—-2x4+y+z2=0

Zadatak 2.16. Pravac p je zadan kao presjecnica ravninam; =3x+y—2+1=01m =

20 —y—+4z—2 = 0. Odredite kut sto ga zatvaraju pravac p i ravnina m = x—8y+32z—6 = 0.

Rjesenje: Oznacimo sa n] vektor normale ravnine my, s n5 vektor normale ravnine 7o, a s

¢ vektor smjera pravca p.

Ll =(3,1,-1), ¢Ln=(2,—1,4)

c = 771>><772>
i ]k
= |13 1 -1
2 -1 4
-1 =1 - 13 -1 - 13 1
-1 4 2 4 2 —1

= -(A-1)—F-(124+2) +k-(-3-2)
= 3i—14] — 5k = (3,14, -5)

i=1i—8j+3k=(1,-8,3)
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Odredimo kut ¢ = Z(7, €) koji zatvaraju vektor smjera ¢ i vektor normale 7.

#-é
T A
1-3-8-(=14) + 3 (=5)
- \/12+(—8)2+32-\/32—1—(—14)2—1—(—5)2 a = L(mp)
34112-15 = W=e
V74 -4/230 = 90° — 39°57’
100 = 50°%
T V7230
o = 39°57

Zadatak 2.17. Odredite presjek pravca p i ravnine 7 ako je:
_rx—=2 y z+1 .

a) ™= T S iT=2r—3y+2+4=0
—2 1
b)ﬂ'Ex _ Yy _z7 im=2r—-3y+8+1=0
1 —2 —1
—2 1
c)wle :%:Zjl iT=2r—3y+82+4=0
Rjesenje:

r=2+t
a) Odredimo pN 7. Jednadzba pravca p u parametarskom obliku: p = y = —2t
z=—1—1t

Uvrstimo je u jednadznu ravnine n =2z — 3y +2+4 =0

2¢—3y+z2+4 = 0
22+t)—3(-2t) +(-1—-t)+4 = 0
442t+6t—1—-t+4 = 0
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r=2+(-1)=1
y=—2(-1)=2 = pnNnm=25(1,2,0)

s
Il

z=—-1—-(-1)=0

r=2+1

b) Odredimo p N 7. Jednadzba pravca p u parametarskom obliku: p = ¢ y = —2¢

z=—-1-—1
Uvrstimo je u jednadznu ravnine 7 =2x — 3y + 8z + 1 =0
20 —3y+8+1 = 0
224t) —3(-2t)+8(—-1—-t)+1 = 0
s ) = pNr=0=n|lp
44+2t4+6t—-8—-8+1 = 0
-3 # 0
1\
o \/
rT=2+1

¢) Odredimo pN 7. Jednadzba pravca p u parametarskom obliku: p = y = —2t
z=—1—1t



Uvrstimo je u jednadznu ravnine 7 =2z — 3y + 82 +4 =0

2¢ —3y+82+4 = 0
22+1) = 3(=2t) +8(-1—-t)+4 = 0 = .
= pNm = p...pravac lezi u ravnini
44+2t4+6t—-8—-8+4 = 0
0 = 0,vteR

Zadatak 2.18. Odredite jednadzbu praveca p koji prolazi tockom A(2, —3, 1), okomit je na
r—3 y+3 z-5
2 -1

pravac q = 1 sijece ga.

Rjesenje:

Odredimo jednadzbu ravnine 7 koja je okomita na ¢ i sadrzi tocku A, tj. A€ rinlq.
Tada je 1 = ¢, = (2,—1,3), pa je
2 —-2)—(y+3)+3(z—1)=0
T=2r—y+32—10=0

r=3+2
Odredimo sada tocku S = mNgq. Parametarski oblik jednadzbe pravcag = ¢ y = -3 — ¢

z=5+4+3t

Uvrstimo je u jednadzbu ravnine 7 =2x —y + 32 — 10 =0
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20 —y+32—-10 = 0
2B3+2t) = (=3—t)+3(5+3t)—10 = 0 r=34+2(-1)=1
6+4t+3+t+154+9t—-10 = 0 =q¢=qy=-3—(-1)=-2
14t+14 = 0 z=5+3(-1)=2
t = —1

TNqg=5(1,-22)

Odredimo sada jednadzbu pravca p koji prolazi tockama A i S.

r—2 y+3 z-1

H:B:(—l,l,l),pajepz

—1 1 1
—1 1 -3
Zadatak 2.19. Odredite udaljenost izmedu pravaca p = a T = 4 +2 _Z 1 ig=
r—6 y+4 =z2-5
3 -2 4
Rjesenje:

Odredimo po volji jednu tocku 7" € p, npr. T'(1,—1,3). Odredimo sada jednadzbu ravnine
7, za koju vrijedi da je T' € w i 7 L p. Tada je d(p,q) = d(T,S), gdje je S =71 Ngq.

Kako je 7 L p imamo da je i = ¢ = (3,—2,4)
3z—1)—2(y+1)+4(z—3)=0
mn=3r—2y+42z—17=0
r=0+31
Odredimo sada tocku S = mNgq. Parametarski oblik jednadzbe pravcaqg = ¢ y = —4 — 2t
z=0+4t

Uvrstimo je u jednadzbu ravnine 7 = 3x — 2y + 42z — 17 =0
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3v—2y+4z—-17 = 0
3(6+3t) —2(—4—2t) +4(5+4t) —17 = 0 r=06+3-(-1)=3
184+ 9t +8+4t+20+16t—17 = 0 ==>qg=Sy=—-4—2-(=1)=—-2
29t+29 = 0 z=5+4-(-1)=1
t = —1

TNg=.5(3,-2,1)
d(p.q) = d(T,9)
= (zs —xr)? + (ys — yr)? + (25 — 21)?
= V1-32+(-1+2)2+(3-1)
_ T
— 3

Zadatak 2.20. Odredite koordinate tocke N koja je simetri¢na tocki M(1,1,1) obzirom

naravninuT=x+y — 2z —6 =0.

Odredimo koordinate tocke M’, projekcije tocke M na ravninu 7. Odredimo i jednadzbu
pravca p za kojeg vrijedi da je M € pip L 7. Kako je p L7 imamo daje =1 = (1,1,—2)
r=1+1
pajep=qy=1+t
z=1-2t

M =pnmn
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r+y—2z—-6 = 0

1+t+1+t—21-2)—6 = 0 r=1+1=2
2420—24+4 -6 = 0=p=qy=1+1=2
66 = 6 z=1-2=-1

t = 1

TNp=M(2,2,—-1)

Kako je M’ poloviste duzine M N imamo da je M’ = <xM + oy Yutyv zut ZN)

2 ’ 2 ’ 2
1 3\
2= N Z’NZB
2
1
1
2 )

Zadatak 2.21. Odredite tocku N simetricnu tocki M(1,0,2) obzirom na pravac p =
r—2 y z4+1

3 5 1

Rjesenje:

Odredimo jednadzbu ravnine 7 za koju vrijedi da je # L pi M € w. Kako je # L p imamo

dajenn=¢c=(3,5,1).

3x—1)+5(y—0)+1(z—2)=0
T=3r+5%+2—5=0

Odredimo sada koordinate tocke M’ = p N .
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r=2+3
Parametarski oblik jednadzbe pravca p = { y = 5t
z=—1+t

Uvrstimo je u jednadzbu ravnine r =3z + 5y +2—5=0

3x+5y+z—5 = 0
3(2+43t) +5(5t) + (—1+t) =5 = 0 r=2+3-0=2
64+9t+25t—1+t—5 = 0=p=4y=5-0=0
3%t = 0 z=-14+0=-1
35t = 0

pNT=M(2,0-1)

Kako je M’ poloviste duzine M N imamo da je M’ = <IM TN Ym Yy Em ZN)

2 ’ 2 ’ 2
1—|—$N )
2= 5 — oy =3
0
0= —yy =0 b= N(B,0.~4)
2

Zadatak 2.22. Na pravcu p = ¢ = y = 2 odredite tocku T koja je jednako udaljena od
tocaka A(2,4,0) i B(4,0,4).

Rjesenje: Odredimo jednadzbu simetralne ravnine duzine AB, tj. ravnine mg(P,7), gdje
je P poloviste duzine AB, a 71 = AB = (2, —4,4)(rs L AB).

244 440 0+14
P:<“”B Yatyp ZA“B):( = >:<3,2,2)

22
- /p
/P
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2 -3)—4y—2)+4(z—2)=0
20 —4y+42—-6=0/:2
Ts=r—2y+22—-3=0

Parametarski oblik jednadzbe pravcapjep=qy =1t

Odredimo sada koordinate tocke T'= p N g

r—2y+22-3 = 0 r=3
t—2t+2t-3 = 0=p=qy=3
t =3 z=3

pNms=1T(3,3,3)

Zadatak 2.23. Odredite udaljenost tocke A(4, —5,4) od ravnine odredene pravcima zadan-

M.t —y+z—3=0 m3...y =0
ima kao presjek ravnina p; = ipy =
M.t +y+2—1=0 Ty...x +2=0

Rjesenje: Odredimo vektore smjera pravaca p; i ps.

G = 0 xn G = nhxm
i 7k i J ok
= |1 -1 1 = 01 0
1 1 1 1 01
SO P O T AR § Q| 1o -lool - o1
= —J- + k- = i —J- +k
1 1 11 1 1 01 11 10
= - (-1-1)—F-1=1)+k-(1+1) = -(1=0)—7-(0=0)+k-(0—1)
= —2(+2k=(-2,0,2) = i—k=(1,0,—1)
Uocimo da je ¢ = —26 pa izlazi da su kolinearni, tj. & x & =0
i ]k
A=cixeg=[-20 2|=i-(0-0-7-2-2)+k-(0-0)=0
1 0 —1
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b1

Odredimo tocku T € py, npr. za z = 0 i tocku Ty € py, npr. za z = —1

r—y+z—3 =
r+y+z—1 =

T—y =

r+y =

2t =

S B~ = W o o

=2 i = 1= Ty(2,—1,0)

Sada je normala ravnine 7 jednaka 1 = ¢3 x T} 22

(A k
= 1 0 -1
-1 1 -1

= - (04+1)—F-(=1=1)+k-(1+0)
= P42/ +k=(1,21)

Jednadzba ravnine 7 je:

Wz —2)+2y+1)+2=0
T=v+2y+z=0

|Azo + Byo + Czo + D)
1-4+2-(=5)+1-4|
4 — 10 + 4]

V1i+4+1

d(A,m) =

Sl

57

0
0
0
0
0
1

=54 TQ(LO,

_1)



—6 2 —4
Zadatak 2.24. Na pravcu p; = L 5 = i +1 S 5 odredite tocku A koja je najbliza

praveups =< y=t.

Rjesenje: Medu svim vektorima B, gdje je A € p;, a B € p, moramo pronaci onaj za
kojeg vrijedi da je AB L p1 i AB L p,. Tada ée d(A, B) biti najmanja.

Ab

D2

D1
r=35+6
Kakojep; = y=—s—2 , tadaje A(3s+6, —s—2,—2s+4), za neki s € R, proizvoljna

z=—25+4
tocka pravca py, a B(t,t,2), za neki t € R, proizvoljna tocka pravca ps.

AB=(t—3s—6)i+ (t+s+2)]+(2+2s— AF.

Trebamo pronaéi takve t i s da vrijedi: f@ Lpi 1@ 1 ps. No, onda imamo da je
AB LG =(3,-1,-2)i AB L & = (1,1,0), odnosno AB - & =01 AB -G =0

zﬁ-c_i = 0
B-c_ﬁ = 0
3t—35s—6)—(t+s+2)—2(2+2s—4) = 0

o8



t—3s—6+t+s+2 = 0
3t—9s—18—t—s—2+4—-4s = 0
2t —2s = 4
t—T7s = 8
t—s = 2
t—Ts—(t—s) = 8-—2
—6s = 6
s = —1
t =1

A(3s+6,—s—2,—2s +4) = A(3,—-1,6)
B(t,t,2) = B(1,1,2).

Zadatak 2.25. Odredite ortgonalnu projekciju tocke 7°(0, 5, —1) na pravac
r+y=0

P )
r—24+3=0

Rjesenje: Odredimo vektor smjera ¢ pravca p.

E:n_{xﬁ%
ik

= 111 0
1 0 —1
Sqtoof Lt oo .11
0 -1 1 -1 1 0

Za proizvoljnu tocku 77 € p, npr. za x = 0 imamo T} (0, 0, 3) i parametarski oblik jednadzbe

T = —t
pravca p = =t
z=3—1

Odredimo jednadzbu ravnine 7 takodajem LpiT € w. Tadajen =c= (—1,1,-1).
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—l(x—0)+1(y—5)—1(z+1)=0
T=—x+y—z—6=0

Sada je ortogonalna projekcija tocke T', tocka P = w N p.

Odredimo sada koordinate tocke P =p N

—r+y—z—6 = 0
—(-t)+t—-B-t)—6 = 0 T =-3
t+t—3+t—6 = 0=p=Sy=3
3t = 9 o

t = 3

TNp=P(-3,3,0)

Zadatak 2.26. Odredite A € R za koji je ravnina 7 = Ax + 3y — 5z — 31 = 0 usporedna s
r—1 y+1

1 5 = z. Odredite otrogonalnu projekciju pravca p na ravninu 7.

pravcem p =

Rjesenje:

e 1 1
m=Ar+3y—52—31=0pajeii= AT+3] —5k= (4,3, —5). p= Y2 _2

pajec=4i+3j+ 1k =(4,3,1)

Tllp=nlé<n-¢=0

n-¢ = 0
4A4+3-3-5-1 = 0
4A4+9-5 = 0
4A = —4
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A = -1 = ii=(-1,3,-5)

T=—24+3y—95—-31=0

Odaberimo proizvoljno neku tocku 7" € p, npr. za x = 1 imamo T'(1,—1,0). Odredimo

jednadzbu pravca ¢ tako da je g L7 i T € gq.

Culln=¢cq=n=(-1,3,-5),pajeq=S y=—1+3t

z = —bt
Odredimo koordinate tocke T = 7 N q.
—r+3y—5z—-31 = 0
—(1—t)+3(-1+3t)—5(-5t) —31 = 0 r=1-1=0
—14t—34+9+25t—31 = 0=—q=qy=-1+3=2
35t—35 = 0 2= —5
t = 1

7Np=T(0,2,-5)

Ortogonalna projekcija pravea p je p = (T, ©)

__xr y—2 z+5
O

: : _ r—2 y—3 z—-06. :
Zadatak 2.27. Odredite medusobni polozaj pravca p = 5 = 3 = 3 1 ravnine

T =1z 4 2y — 2z + 4 = 0. Odredite otrogonalnu projekciju pravca p na ravninu 7.
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r=2-2t
Odredimo p N 7. Jednadzba pravca p u parametarskom obliku: p = ¢y =3 — 3¢t
z2=6—2t

Uvrstimo je u jednadznu ravnine r =z +2y —2+4 =0

r+2y—24+4=0 = 0

2—-2t+23-3t)—(6—-2t)+4 = 0

2-2t+6—-6t—6+2t+4 = 0
—6t = —6

t = 1

7=2-2-1=0
p=<y=3-3-1=0  Pravac p probada ravninu 7 u tocki 7°(0,0, 4).
z=6—2-1=4

Kako bi odredili ortogonalnu projekciju p’ pravea p na ravninu m, dovoljno je odrediti
ortogonalnu projekciju dvije po volji odabrane tocke s pravca p na ravninu w. Pravac koji
prolazi tim tockama bit ¢e trazena ortogonalna projekcija pravca p. Uocimo da ortogonalnu
projekciju jedne tocke pravca p ve¢ imamo, to je tocka probodista T', jer kako veé lezi u
ravnini, ona je sama sebi ortogonalna projekcija. Dakle, dovoljno je odabrati jos samo
jednu tocku, npr. za t = 0, imamo tocku S(2,3,6). Odredimo i jednadzbu pravca ¢ koji je

okomit na ravninu 7 i prolazi tockom S. Dakle, ¢ L 7 pa je 7 = ¢; = (1,2, —1).

Odredimo koordinate probodista pravca ¢ i ravnine m. To Ce biti ortogonalna projekcija

tocke S na ravninu 7.
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r=2+t
Jednadzba pravca ¢ u parametarskom obliku: ¢ =< y =3 + 2t
z2=06—1

Uvrstimo je u jednadznu ravnine r = x +2y —24+4=0

r+2y—24+4=0 = 0
24t4+23+2t)—(6—-t)+4 = 0
24+t+6+4t—-64+t+4 = 0

6t = —6

t = —1

r=24+(-1)=1

¢q=qy=3+2-(—1)=1  Pravac ¢ probada ravninu 7 u tocki S'(1,1,7).
=6 (-1)=7

Jednadzbu pravca p’ dobivamo kroz dvije tocke, T i S’:

/

p

y z—4
1

x —
1 3
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Poglavlje 3

Matrice 1 linearni sustavi

3.1 Osnovno o matricama

Definicija 3.1. Svako preslikavanje sa skupa {1,2,....m} x {1,2,...,n} u polje R ili C

nazivamo matrica.

a1 a2 o A1(n—1) Qin
21 22 T Qg(p—1) Q2n
A= a;; je element u i-tom retku i j-tom stupcu
CLZ‘j
am1 Am2 o Om(n—1) Omn

Matrica A je tipa m x n (A € R™*") pa ima m redaka i n stupaca. S a;; oznac¢avamo op¢i

¢lan matrice A.

Kvadratna matrica je matrica tipa n x n (ima jednak broj redaka i stupaca).
Glavna dijagonala kvadratne matrice sadrzi elemente a1, ass, ..., Gpp-

Gornje trokutasta kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi ispod glavne
1 2 3

dijagonale 0, tj. a;; = 0,7 > j. Primjer: A= |0 4 5].
0 0 6

Donje trokutasta kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi iznad glavne
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dijagonale 0, tj. a;; = 0,¢ < j. Primjer: A =

I N

0
3
5

S O O

Dijagonalna kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi izvan glavne dijagonale
100

0, tj. aj; = 0,% # 7. Primjer: A= [0 3 0].
0 0 6

Posebno, ako je a;; = 0 za it # jia; = 1zai = j imamo jediniénu matricu I =
100
0 1 0].
00 1

Nul matrica je matrica kojoj su svi elementi 0, tj. a;; = 0,V4, j.

Transponirana matrica matrice A je matrica A7 za koju vrijedi a;; = bj;, Vi, j, gdje su

a;; elementi matrice A, a bj; elementi matrice AT,

1 2

1 35
Primjer: A= | 3 4 | = AT =

2 46
5 6

Za kvadratnu matricu A vrijedi:
e A je simetri¢na ako je AT = A (ay; = a;;, Vi, j)

e A je antisimetri¢na ako je AT = —A  (a;; = —a;;, Vi, j)

3.2 Operacije s matricama

1. Mnozenje matrice skalarom A € R

A:(aij),)\ER:>)\-A:()\-aij)

a1; Q12 - Aip Aair Aaig oo Aa,
Q21 Q22 -+ A2y Aag;  Aage - Aag,

A = — )\ . A —
_aml Ama  * - amn_ _)\aml /\am2 e /\amn_

2. Zbrajanje matrica istog tipa
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A,B e R™" A = ((lij),B = (blj) — A+ B= (aij + bzg)

A+ B

ail Qa2

21 A22
Am1  Am2

ayy + b1
az1 + by

A1n

Q2n,

amn

ais + bio

g2 + bao

_aml + bml Am2 + bm2

3. Mnozenje matrica

bll b12 bln
b21 b22 b2n
_bml bm2 bmn_

A1n + bln

Q2n, + b2n

Qmn + bmn_

Za A€ R™" i B € R™P definiramo A- B = C = (¢;) € R™*?P

Primjer: A =

N =W =

TN

" = w =~

" — w =~

n

Cik = E aij - bjp,

J

=1

.
6 €R4><2 B = 2 L0 €R2><3
0 0 —1 1
3_

-
6| [2 10
of [0 -1 1
3_

2450 1-1+5-(—1) 1-0+5-1]

246-0 3-146-(—1) 3-0+6-1

24+0-0 1-140-(=1) 1-0+0-1

2+3-0 2-1+3-(-1) 2-0+3-1]

—4 5
-3 6 6]R4><3
10
~1 3]
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Zadatak 3.1. Zadane su matrice

31
2 01
A= |-1 2| eR¥>*2 B = e R?x3,
-1 1 3
01
Izracunajte 24 + BT,
Rjesenje:
31 T
2 01
2-A4+BT = 2.1 2
-1 1 3
01
6 2] [2 41
= -2 4 + {0 1
| 0 2 1 3
_ . 1_
= -2 5
— 1 5—
Zadatak 3.2. Zadane su kvadratne matrice
1 21 4 1 1
A=12 1 2|,B=|-4 2 0| e R¥.
1 2 3 1 21

[zracunajte A- B i B - A.

Rjesenje:
(1 92 1 41 1] [=3 7 2
A-B=1212|-|1-420/=|6 8 4
12 3 12 1] |[-1 11 4
a1 1] 12 1] 7 o119
B-A=|-4 2 0|-|212l=10 =6 0
121 |t 23] |6 68

A- B # B - A= mnoZenje matrica nije komutativno
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Zadatak 3.3. Zadane su matrice
A= [3 1 2} B = [2 -1 1} € RIS,

Izracunajte AT - Bi A- BT,

Rjesenje:
3 [ 9]
AT: 1 €R3><1 BT: _1 €R3><1
2 1]
3 (6 —3 3
AT . B =1 -[2 1 1] =1[2 -1 1| eR>3
) 4 -2 2
2
A-BT=[3 1 2}- —1 =[7]€R1X1
1

Zadatak 3.4. Odredite f(A), ako je

— 9,2 A A — 2 —1 2x2
flz)=22"4+3x—-41i A= € R**=.
0 4

Rjesenje:

10
f(A) =2A%+3A—41, gdjeje [ = jedini¢na matrica i vrijedi A- 7T =1- A=A
0 1
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F(A) = 24243A4—4I

1 2
Zadatak 3.5. Za matricu A = € R?*2 odredite matricu B tako da vrijedi A-B = 0.

3 6
Rjesenje:
B=|" € R?x2
c d
0 0 B 1 2 a
00 3 6 c d
a+2c b+ 2d
3a+6¢c 3b+6d
a—l—20=0\
b+2d=0 a=—2c —2c¢ —2d
— — B= Ve, d € R
3a+6c=0 b= —2d c d
3b+6d =0
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3.3 Determinanta kvadratne matrice

Definicija 3.2. Determinanta kvadratne matrice je preslikavanje det : R™" — R

koje matrici pridruzuje realni broj na sljedec¢i nacin:

1. n=2:

a b a b
Za A= definiramo det A = = ad — bc
c d c d

2. n > 3: Laplaceov razvoj po bilo kojem retku ili stupcu

Za matricu A € R™" definiramo A;;,4,j € {1,2,...,n} kao matricu dobivenu od A

nakon izbacivanja i-tog retka i j-tog stupca.

Razvoj po i-tom retku:
det A = Z (—1)i+j © Qg det (Azj>
j=1
Razvoj po j-tom stupcu:

det A = Z (—1)i+j * Qi - det (A”)
=1

Zadatak 3.6. Izracunajte sljedece determinante:

a) Determinantu ra¢unamo razvojem po prvom retku:

2 1 -1

1 -2 3 —2 3 1
3 1 =2 = 2. —1- _|_(_1).

0 1 1 1 1 0
1 0 1

= 21-0)-138+2)—1(0-1)=2—-5+1=-2

Determinantu mozemo racunati razvojem po bilo kojem retku ili stupcu, npr. tre¢em

retku:
2 1 -1
1 —1 2
3 1 —9 — (_1)34—1 .1 + (_1)3+3 .1 -
1 -2 3 1
1 0 1
= 1(-241)+12-3)=-1-1=-2
b)
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1 -4 |+
1 -5-3

—5

3 —4 |+ (=11

-5 3 -3

1

1 -5 3 -3

1 -1
1

3

HEP (1) s

3

1 -5 3

216+ 1-(—40) + 1-48 = 40

o
h
©
00
—
] I ~f
% I
©
<t
e + .
- @ |
00
A | ®
| o +
e N -
I _ 0
— I I
o — —~
— — —
+ _ _
> 0 L0
N o o
+ N —
—~
S - B
S ™
| + _
o 0 0
_ — —
S~— S~—
— i _
S~—
+ _ —
—~ — |
2 O —~
— X =
+ _ —
() o +
_ _ o)
N— S~— SN—
— ™ e
I I Il
< ™ < ™
_ _ |
» »m — —
i .H_U 0

—5

3 =3

1 -5

8

2

1 -4

2

1 -4

(=1)-(=6)-(2-(=4) - 1-8)

6-(—16)

—96
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5-16
30

6

0 0-1

3-(1-1—(=2)-1)—(2-1=2-1)+4-(2-(=2)—2-1)

3.-3—044-(—6)
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Q. W N =

2 1

2 =2
= 3.(1-3-(-2)3)—(2-3-2-3)+2-(2-(-2)—-2-1)
= 3.9-0+2-(—6)
= 15

+(_1)1+3 .92

(x) = —15+46-15
- 75

0 2 a
0 b 0 0 2 a
c 4 5
c 4 5
0O 0 O
2
= —d-(—1)3+1-c- “
b 0
= —dc-(2-0—a-b)
= —dc-(—ab)
= abed

Svojstva determinante

1.

2.

Zamjenom dva retka (ili stupca) determinanta mijenja predznak.

Ako su svi elementi nekog retka ili stupca 0, determinanta je 0.

Ako su dva retka ili stupca matrice jednaka ili proporcionalna, determinanta je 0.
Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na dijagonali.
Binet-Cauchy: det(A- B) = det A -det B

Dodavanje jednog retka (stupca), pomnozenog nekim skalarom, drugom retku (stupcu),

ne mijenja determinantu.

Mnozenje retka (stupca) skalarom A mijenja determinantu za faktor A. Posebno,

det(AA) = A™det A, gdje je n broj redaka (stupaca) matrice A.
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8. det A = det AT

3.4 Rang matrice

Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice
Oznaka: Za A € R™*" rang matrice oznac¢avamo s r(A), pri cemu je r(A) < min {m, n}.
Reducirani oblik matrice dobiva se elementarnim transformacijama.
Elementarne transformacije su:
1. zamjena dvaju redaka (stupaca) matrice
2. mnozenje retka (stupca) skalarom razli¢itim od 0
3. dodavanje retka (stupca) nekom drugom retku (stupcu)
Za A € R™™ vrijedi: r(A) =n <= det A # 0.

Zadatak 3.7. Svedite na reducirani oblik matricu

1 2 1 1
A=12 0 1-1
0 0 2 0
i odredite joj rang.
Rjesenje:
AeR¥> = r(A) <3
1 2 1 1 1 2 1 1
A= 2 0 1 -1 | HO-21 ~|0-4-1-3/|/:(-4
00 2 0 0 0 2 0] /:2
1 2 1 1
~ o g
0 0 1 0
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Zadatak 3.8. Odredite rang matrice

2 0 0 O

1

Rjesenje:

—~ —
| o ﬂ =
<2 s =
= = >
o o < ™M ™ o <A — ‘l_* (e} o o -
o O MmN O e} ™ 0,_u (@) oS e}
o O — — — o — o o (@) — (a) (@]
a A_T o O O o o o O (e} o O O
—\ O o O O — o o O — o O O
2 2 2
—~
—
— — _ —N N
[—
o o - — o — o O (e} — O O
a nﬁ o O O a o o O e} o O O
— o O O — o o O — o O O
I
2 2
<

—=r(A) =5

75

Zadatak 3.9. U ovisnosti o parametru A odredite rang matrice



1 -2 0
3 1 A
A:
2 10 0
—6 —2 —=2)
Rjesenje: r(A) < 4
1 -2 0 1 -2 0
31 A — 0o 7 A
A I1-3I N
2 10 0 11121 0 14 0 ITI—2I1
—6 —2 —2X\| IV+6l 0 —14 —2X | IV42II
1 -2 0 1 -2 0
0 7 A | I+iI 0O 7 0
0 0 —2x| /(=1 0 0 A
0O 0 O 0O 0 O
22=0
r(A) =
3,A#0

3.5 Inverzna matrica

Definicija 3.3. Za matricu A € R™" kazemo da je regularna ako postoji A™! za koju

vrijedi daje A- A7t = A71. A= 1. Za A~! kazemo da je inverzna matrica matrice A.

Vrijedi sljedeée: A € R™" je regularna <= r(A) = n <= det(A) # 0.

-3 1 -1
Zadatak 3.10. Odredite inverz matrice A = 1 0 1
-2 2 3

Rjesenje:
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3 1 -1'1 0 0| Il 1 0 1'0 1 0
| |
1 0 1 : 0 1 0 ~ -3 1 -1 : 1 0 O 11431
2 2 3,0 0 1 2 2 3,0 0 1 | IIt2r
1 0 1 : 0 1 0 1 0 1 : 0 1 0 1111
|
~ 0o 1 2 : 1 3 0 ~ 0o 1 2 3 1 3 0 TI1—2I11
0 2 5,0 2 1 |21 0 0 1.1-2 —4 1
1 0 0'2 5 -1
|
~ 0 1 0 : 5 11 =2
0 0 1.1-2 —4 1
2 5 —1
A= 5 11 -2
-2 -4 1
) a b ) . 1 d —b
Zadatak 3.11. Za matricu A € R?*? = pokazite daje A7 = ——
c d det A |_.
Rjesenje:
AoA - 1 | a b d —b
det A c d —e a
B 1 ad—bc 0
det A 0 ad—bc
1 0
0 1
— 1
_ ) 3 8
Zadatak 3.12. Odredite inverz matrice A =
1 2

Rjesenje: 1. nacin:
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I1-31I
[-2I1

1
0
1
3
2

[I-1
2

0
1
1
3
4
3
2

=2

2.nacin: det A

Zadatak 3.13. Odredite inverz matrice A

Rjesenje:

— — —

— _ _
T = >

— —f —

I 1 1 1
o (@) o — (@] o o —
o o — o o o — o
o — o o — () o o
— o o o o — o o
i — — (@n) — — i o
— — (e») i — — o i
— o — — o — — A
(e — — i — (e») i —
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= =) -
= = S _ o = - — =
1 | T =01 = 7
— V V o __3 _ —_— _ p—
— — — ~ . — — — — —
[ (@] — o — o o O Alm N N[ —Hln N[™ —len —HlMm M ™
_ _ _
— =) — ) — =N (@) O HIN —Hm =M M N A —lMm MmN o
_ _ _ _ _ _
— — — — — —| — (@) —N ™ AN M D [ M M —H|™
_ _ _ _ _ _ _ _
@) ja) — — — =N (@n] — =N =M N M A e D ™
\\\\\\\\\\\\\\\\\ L s (N S
(@] — — (o] — MmN — — =N @) (@] ja=) — (e ja=) (@) —
_ _ _ _ _
— (@) [a] — (o] (@] — — — o — — — @] [a) o — [a)
_ _ _ _
— — (@) ) ) (e (@) — (e =) @) — ja=) @) (e — @) (e
[a) o o @] @] (@] — @) [a) o — (@] (@] @] — (@) @] [a)

—m

™

[\ 2]

—im

™

[a\lap)

—™

il

™

—ln

—m

—m

At =
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1 3
Zadatak 3.14. Rijesite matricnu jednadzbu A - X = B ako je A = iB=

3 4
3 5
5 9
Rjesenje:
A7t/ A-X = B
A1 AX = A'.B
I
X = A'.B
4 -3 -3 2
detA=-5=A"1=-1. = ° °
o] | e
4 7
X_Al.g_ |75 3 35 | _ |5 3
3 _ 1 4 6
5 75 5 9 55
Zadatak 3.15. Rijesite matri¢nu jednadzbu:
, 3 1 1. 1 2
1) X'A:B, A: 1 B:
2 4 -1 =2
_ 3 0 | . 1 1
i) B-X=1-A A= iB=
1 2 -3 2
1 -3 | . 10
i) A-X-B=1,A= iB=
2 5 -1 -1
1 10
Zadatak 3.16. Zadana je matrica A = [0 1 0| i B = A% — MA. Odredite A € R tako
1 01

da matrica B bude singularna (nije regularna).

Rjesenje:
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1 1 01 1 0 A A0
= 101 0|0 1T 0Of—|0 X O
10 1] [t 0 1] |[xo0 A
12 0] [x o0
= 101 0—1]0 X O
2 1 1] A0 A
[1-X2-)2 0
= 01—\ 0]
_2—)\ 1 1-A
0 = detB
I1—X 2=\ 0
= 01—\ 0
2—\ 1 1=
= (=131 ) 1—A 2-A
0 1—2A\
S R V[V
= (1-A)7
A=1
1 3 2
Zadatak 3.17. Zadana je matrica A = [4 (0 5. Odredite A € R tako da matrica A
2 A1

bude regularna.

3.6 Sustavi linearnih jednadzbi

Definicija 3.4. Linearna jednadzba s varijablama z1,x»,...,x, je jednadzba oblika

a1x1+ asro+- - - +ayx, = d, gdje su ay, as, ..., a, koeficijenti, a d je konstanta, a;,d € R, Vi.

Sustav linearnih m jednadzbi s n nepoznanica je
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(

Sustav mozemo zapisati u matricnom obliku A - X = B, gdje je

ailz a2
a1 A2

A=
_aml Am?2

a11T1  + appxry + +  a1aTy by
a211 + Q9929 -+ +  A9pTy b1
\amlxl +  AmaTy + + AT, = bm

a1n X1

Q2n, X2
, X =

amn_ _'TTL

Matricu A nazivamo matricom sustava, a matricu A, =

1B =

ail

21

Am1

a2

22

Am2

b
by

ai, b

az, by .
prosirenom

amn bm

matricom sustava. Ako je r(A) # r(A,) sustav nema riesenje. Ako je r = T(A)- = r(A,)

sustav ima jedinstveno rjesenje. Ako je r > r(A) = r(A4,), onda sustav ima beskonacno

mnogo rjesenja koja zapisujemo pomocu r — r(A) parametara.

Homogeni sustavi (b

Zadatak 3.18. Rijesite sustav:

.
T, — T3+ 224

2$2+SL’3 + x4

X1+ To — T3

Rjesenje:
I -3
. T 1
Neka je x = , b=
I3 -1
Ty 3

L 271 + 12 + T3 + T4

eR™ i A=

2

Opéenito, A ¢ R™" z c R ipe R™1iA- 2 =0.

0 -1
2 1
1 -1
1 1

0) uvijek imaju barem trivijalno rjesenje.

R T \)

€ R4,

Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do reduciranog oblika.
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N = O
= = N O

o o o =
— o = O

o O O =
o O =

T — X3+ 224
To — 2.T4
T3 + Oy

—16.174

Zadatak 3.19.

Rjesenje:

Neka je z =

Opéenito, A e R™" gz c R ipe R™1iA- 2 =0,

1 2
11
-1 0
11
1 2
0 —2
11
3 -3
1 2
0 —2
1 5
0—16
= -3
= 2
- -3
= 16

x
X2
x3

Ty

0
0
0

0

Rijesite sustav:

-1
IV-2I

ITT—-211
IV-II

eR¥™ i A=

o o o =

o o o =

Il—I3+2LL’4
21’2—{—1‘34‘1}4
T1+ T2 — T3

L 21’1+.’L’2+£L’3+.’L‘4

N = O =

0 -1
2 1
1 0 -
1 3 -
0 -1
1 0 -
0 1
0 3 -
= 0
= 0
= 0
= 0
0 -1
2 1
1 -1
1 1

2 -3

1 1 | Il
|

2 2

3,9

2 -3

2, 2
|

5 -3

1. 7 | IV=3III

9

! € R4,

0

1

Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do reduciranog oblika.

83



=
— —
3 i
R >
— —
I LI | 1
(@) [an) (@] (@) @) (@] (@) @)
o — (@] o N (@] 0O —
_ _ _ _
— - O ™M - O —~H
_ |
(@] N — — (@] — (@] (@]
— o o o — o o o
L | | ]
2 2
— =
_ _
= > = >
— — — —
I LI | 1
(@] (@] (@) (@) (@] (@) (@) (@] (@)
o T NN~ o™ ©
_ | _
— — — — — (@) — ™ [a)
_ _ |
S AN o~ S —~ N - o
— @) — [a] — (@] ja=) ) [a)

T1 — T3+ 214

o o o
(1
<t <t <t
& 8 8

N0 8
L+
[\ o™
& &

Zadatak 3.20. Rijesite sustav:

o o o
(1
™MD N ”M
I_l
+ o T
g % g
N+
.
+xx1
N

g
o)
—_———

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b ] do reduciranog

oblika.

—
o
[J—
— —
— —

I LI | 1
o o O o o O
T = < e} K_u [a]
— — [a\] — — o

_
— ™ — o O

L ] 1 ]
= =
[l

H —
—
e —

I LI | 1
o o O o o O
A o [ I T B ]

_ _
[N — — —

_ _
™M AN — — o O
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T+ 2o+ 31’3 =0
—Xy — 5133 =0
(1) - €ry = 2373
Kako imamo dvije linearno nezavisne jednadzbe, a tri nepoznanice, rjeSenje sustava ¢e biti

parametarsko. Uvedimo parametar ¢ i neka je x3 = ¢t. ZapiSimo rjeSenje u matricnom

obliku.

T, =2t

Ty = —bt

T3 =1
Ty 2t 2

r= |z | = |5t =t-|-5 ,teR
T3 t 1

Skup rjesenja sustava je {(2t,—5t,t) :t € R}. U ovom slucaju kazemo da sustav ima
jednoparametarski skup rjesenja.

r+y =0

Zadatak 3.21. Rijesite sustav: 20 —y+32 =3

r—2y—z =0

\

r+y+z = 9
Zadatak 3.22. Rijesite sustav: { 2z +4y — 3z = 1

| 3z +6y—5z = 0

Rjesenje:
1119 (11 19 11 19
2 4 —3,1 | 1I-21 ~|0 2 —5,-17 ~10 2 -5, -17 | =
36 —50| M=31 |03 —8 —27 | M2 |0 0 -1, =2
rT+y+z = 9 E 7
20—52z = =17 = |y| = |—-1
—%z —% | z 3
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20 — 22z = 6
L y+z =1
Zadatak 3.23. Rijesite sustav:
2e+y—2 =7
| 3y+3z =0
Rjesenje:
(20 26| /:@2 [10 -13] (10 —1'3]
01 1.1 01 1.1 01 1.1
| ~ | ~ | ~
2 1 —-1'7 2 1 —1'7 | II-21 01 1'1| HI-II
03 3.0 (03 30| 003 3.0 IV-3I
(10 -1 3] r—z = 3]
|
01 1. 1 4z = 1
: Y — nema rjesenja (zbog 0 = —3)
00 00 0= 0
00 01-3 0 = -3
r+3y = 1
Zadatak 3.24. Rijesite sustav: 2r+y = —3
204+ 2y = =2
Rjesenje:
131 1 31 131 131
2 1,-3|1I-21 ~|0 =5, 5| /:(=5) ~|0 1,1 ~10 1,1

9 2 -2 | mMI-21 |0 —41-4| /:(=4) |0 1.1 | M-I |0 0.0

x+3y = 1
==z =-2
y = 1
x -2
Y 1
2r+z = 3
Zadatak 3.25. Rijesite sustav: r—y—z = 1
dr—y = 4
Rjesenje:
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(2 0 13 en [1 -1 -1

1 -1 —-1,1 ~12 0 1,3 II-21 ~
3 -1 014 3 -1 014 II-3I
(1 -1 —111' 1 -1 —111

0 2 3.1 ~l0 2 3,1

(0 2 31U [0 0 010

r—y—2z = 1
20+3z = 1 = z=t
0 = 0
2y—|—3z:1:>y:%—%z:%—%t

r—y—z=1l=a=1+y+z=14+3-3t+t=3-1¢

3 1 3 1
r 2 3t 2 —3
z t 0 1

Teorem 3.1. Sustav linearnih jednadzbi je rjeSiv ako i samo ako matrica tog sustava i

njegova prosirena matrica imaju isti rang, tj. r(A|b) = r(A).

r+2y+32 = 5
Zadatak 3.26. Gaussovom metodom rijeSite sustav: 2r—y—2z = 1
r+3y+4z = 6
Rjesenje:
(1 2 35 12 35
2 —1 —1,1 | O=2l~ |0 =5 —7,—9 | II&III ~
1 3 461 0 1 1001
(1 2 30 5 12 3 5 1235
0o 1 1, 1 ~101 1, 1 ~10 1 1,1
|0 =5 709 | I+ |0 0 —21 -4 /:(-2) 00 1:2

r(A) = r(A|b) = 3 pa postoji rjesenje.
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r+2y+3z2 = 5
y+z = 1

z = 2
y+z=1—y=-1

TH+2Y+32=5=—=a0r=5—-32—-2y=5—-6+2=1

T 1
yl| = |1
z 2
3r —y+ 32
Zadatak 3.27. Gaussovom metodom rijeSite sustav: 6x — 2y + 62
dx + 4y
Rjesenje:
3 -1 314 3 -1 3! 4 3 -1
6 -2 6,1 | II-2I ~[0 0 0, =7 | I~ |0 ¥
‘ 5 17 ' 14
5 4 012 I-21 0 3 —-51—% 0 0
=71(A)=2#r(Alb) =3
Sustav nema rjesenje.
Zadatak 3.28. Gaussovom metodom rijesite sustav:
( $1+25L’2+2$3+3$4+I5 = 3
25(]1—:L‘3—ZE4—|—5ZE5 = 2
$1+2$2—|—69§3—$4+5$5 = 3
L 1 — 2.1’2 + 5£l'3 — 12.]]4 + 12%5 = -1
Rjesenje:
(1 2 2 3 1 3] (12 2 3 1! 3]
2 0 -1 -1 5, 2| II-2I 0 —4 =5 -7 3,-4
| ~ |
1 2 6 -1 5 3| II-I 0 0 4 -4 40
1 -2 5 -12 12:-1 | IV-I |0 -4 3 —15 114 |
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1 2 2 3 1, 3 1 2 2 3 11 3
0 -4 -5 —7 3,-4 0 -4 -5 —7 3,4
001—1130 N001—1110
0 0 8 -88 0] IV=8IT [0 0 0 00 0]
1+ 20+ 223+ 304 425 = 3
—4xy —dx3 —Try + 3105 = —4
r3—T4+x5 = 0
0 = 0
Ty =11, x5 =1y, t1,t10 €ER
r3—T4+x5 = 0
T3 = T4 — Ty
T3 = t1— 19
—4xy — 513 —Try + 305 = —4
—4xry = —4+d5x3+ Txy — 325
—4xy = —445t; — bty + Tty — 3t
—dxy = —4+12t; —8ty/ : (—4)
To = 1—3t1+ 2t
1+ 20+ 223+ 3v4 425 = 3
Ty = 3—2x9—2x3— 314 — x5
27 = 3—2(1— 3t + 2ty) — 2(t; — ty) — 3ty — ts
r1 = 146t — 4ty — 2ty + 2ty — 3t1 — 19
r1 = 14+t — 3t
(11t -3t | [1] [ 1] 3]
1 — 3t; + 2ty 1 -3 2
T = t —to =0l +t1| 1| +t2|-1],t1,t2€R
tq 0 1 0
i to | _O_ i O_ i 1_

Dvoparametarski skup rjesenja.
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3.7 Svojstveni vektori i svojstvene vrijednosti

Definicija 3.5. Svojstvena vrijednost matrice A € R™*" je skalar A € R za koji postoji

vektor v # 0 tako da je A-v = \-v.

Definicija 3.6. Svojstveni vektor matrice A je vektor v koji pripada svojstvenoj vri-

jednosti .

Definicija 3.7. Polinom k(\) = det(AI — A) nazivamo karakteristi¢ni polinom matrice

A.

Teorem 3.2. Nultocke karakteristicnog polinoma su svojstvene vrijednosti matrice.

1 -1
Zadatak 3.29. Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice A = .
2 4
Rjesenje:
A0 1 -1
AM—A = —
0 A 2 4
A—1 1
-2 A—4

k(\) = det(M — A)

-t 1 X2—5A4+6 = 0

| 2 -4 My = EVEEEILS
= A-1A\—4)+2 Ao =

= N —4N—)2+4+2 AM=2 , X=3
= AN —-5\+6

Sada trazimo pripadne svojstvene vektore:

A=2
Av = - ' =
0 2 2 4 T2 0
Mv—-Av = 0 B T T -
1 1 0
(M —Aw = 0 N R -
-2 =2 T 0
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1+ Ty = 0 —t

— 1 =22, =tER= v = ,t e R\ {0}
—21E1 — 2]32 = t
A=3
(M —A)w=0
3 0 1 -1 x| |0
0 3 2 4 Xy 0
2 1 i 0
-2 -1 To 0
201 +x2 = 0 13
e = x9= 21,01 =tER= v = ,t e R\ {0}
—2[)’21 — T9 = 0 —2t
: : . S : 3 2
Zadatak 3.30. Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice A = :
-1 0
A0 3 2
M—-—A = —
0 A -1 0
A3 2
1A
E(A) = det(A — A)
M=3\+2 = 0
_ A8 2 A\, = BEVEELD
1A ’ ?
)\17 )\2 = %
= (A=3)A+2
( ) + )\1 =1 y /\2 - 2
= AN -3\+2

Sada trazimo pripadne svojstvene vektore:
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10 3 2 zi| |0
0 1 -1 0 ) 0
-2 =2 T o 0
1 1 To 0
—2r1—229 = 0
! 2 :>[L'2:—$1,l'1:t€R:>U: ,tER\{O}
r1+x9 = _
A=2
(M —A)v=0
2 0 3 2 x| |0
0 2 -1 0 X 0
-1 -2 T . 0
1 2 To 0
—x1 — 2Ty = _
== 1 = 21,1y =tER=—= v = ,te R\ {0}
1+ 28, =
2 0 3
Zadatak 3.31. Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice A = |2 2 2|.
3 0 2
X 0 0] [20 3
M—-A = 10 X 0|—1]2 2 2
00 A 3 0 2
A—2 0 -3
= -2 A=2 -2
| 3 0 A—2
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k(\) = det(M — A)
A—2 0 -3

= -2 A=2 —2
-3 0 A—2
A—2 -3

= Coa-yt T

= (A=2)[(A=2*=9]

= (A—2)(\2—4r-5)

= A=2)(A=5)(\+1)
M =2 =5 \=-1

Sada trazimo pripadne svojstvene vektore:

A =2
(MI—A)v=0

00 =3 |z 0 —3z3 =0 r1 =0
—2 0 =2| x| = |0| = =201 —203=0p = 29=1
—3 0 0] s 0 ~3x, =0 23 =0

)\2:5

(/\QI—A>U:0

30 —3| [z 0 3z1 — 3x3 =0 r3 =1

—2 3 2| |xo| = |0| = 221+ 323 —223=0,p = L1 =73

-3 0 3 T3 0 —3r1 4+ 323 =0=0 Zﬁgzgt
t

_ |4

v=|4t| .t e R\ {0}
t

Az =—1
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(/\3] - A)U =0

—3 0 -3 Ty 0 —?)Il — 35(73 =0 1 = —T3
-2 =3 =2 - To| — 0 :—2.’131—3332—21'5:0 :l’gzo
-3 0 -3 L3 0 —3xr1 —323=0 T3 =1
—1
v=| 0|,teR\{0}
t
1 -1 1
Zadatak 3.32. Odredite svojstvene vrijednosti matrice A= [1 1 —1].
1 -1 1

(A 0 0 1 -1 1

M—A = |oxo|—-]1 1 -1
0 0 A 1 -1 1

-1 1 -1

= | -1 A-1 1

k(\) = det(M — A)
A—1 1 -1

1417y _ A=l 1 1142 —1 1 V43 -1 A—=-1
= (=) (A-1) X A_1+(1) . )\_1+( 1) (1)_1 X
= A=D1 1= A=D1 (1A D)
= A=D1\ =22+1-1)—(=A+2) =X +2
= A=D1\ =2)+A—-2-X+2
= A=DAx(A-2)

M=1 =0 =2

Zadatak 3.33. Odredite barem jedan svojstveni vektor matrice A koji pripada svojstvenoj
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vrijednosti A ako je:

1 3
4
1 =2

|
—

5 4
=11 3
20

4 4
=13 3

1 00 1
010
0 01 1

2 3 110
1 5 —4,0
1 -2 510 |

1 5 —4'0
0 -7 9,0
0 -7 910 |

T+ 51‘2 - 4273

—7£L'2 + 91’3

—4

-9

1
4l ia=—1
4
3lia=1
6
1lia=2
_5
3 1]\ [a] 0]
4 -4 ol = o
—2 4 _.1'3_ 0
2 3 1| [x] 0]
1 5 —4 i) == 0
1 -2 5_ _1'3_ 0
1 5 4;0
IPRY| 2 3 1,0 | II-2I ~
1 —2 lo -1
1 5 —4;0
~10 =7 9,0
11 0 0 010
0
0
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$3:t,t€R

—Tx94+923 = 0
Ty = %xg
Ty = %t
1 +5r9 —4x3 = 0
r1 = —bxy+ 4xs
= —b3t+4t
T = —1—7725
g [ 17
T = Iit| =t 21 .t € R\ {0}, npr. za t =7 imamo v; = 9
t 1 7
11 -1
Zadatak 3.34. Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice A = | -1 3 —1{.
-2 2 0
A 00 11 -1
M—-A = |0 X 0|—|-1 3 —1
[0 0 A -2 2 0
A—1 -1 1
= 1 A=31
| 2 -2 A
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k(\) = det(M — A)

A—-1 -1 1
= 1 A—=3 1
2 -2 A

= A=1DPA=3)+2+1-2-2-2(A—3)
= A=D[N=3\A+2]+A—-2-2-2\+6
= M-3N+22-A2+3X1-2-) +2

= A —4X? 4

= AN —4)\+4)

= A(A-2)

A1 =0, A3 = 2 < dvostruka svojstvena vrijednost

Sada trazimo pripadne svojstvene vektore:

)\120

(MI—A)w=0

Av =10
1 1 —QO 11 —ﬂo 11 —ﬂo
13 —1,0 | II+I ~ |0 4 —2,0 ~10 4 —2,0

2 92 0 .0 | II+2I 0 4 —2.0 | III-II 00 0.0

J]lz—t
$1+ZL‘2—$3:0 1
:>£U2:—t
4[L’2-2[L‘3:O 2
l’gzt
1
3t 1
v=|1t|,t € R\ {0}, npr. zat =2, v; = |1
t 2
Aoy =2
(/\2731—14)1]:0
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(2 —Av =0

1 -1 110 1 —1 110
1 =1 1,0 1II-I ~]0 0 0,0
9 -2 2,0 | HI-21 0 0 00

l‘lztl—tz

$1—[E2+1'3:0:>£B2:t1

T3 =ty
b —ty 1 1
v = t| =t |1 +ta| 0] .ti,t2 € R, (t1,t2) # (0,0)
to 0 1
—1 1
Npl". zat1:0,t2:1,v2: 0 izatlzl,tgz(),vg: 1
1 0

Teorem 3.3. Svaka matrica ponistava svoj karakteristi¢ni polinom, tj. k(A) = 0.

11 1
Zadatak 3.35. Koji od vektora x = 0| iy = [0| je svojstveni vektor matrice
0 1
1 -2 1
A= |0 2 3| zasvojstvenu vrijednost A\ = 17 Pokazite da matrica poniStava svoj
0 0 -1

karakteristi¢ni polinom.
Rjesenje:

Ax;/\x,za)\zl
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1 -2 1] [u 1 -2 1] [1
Ax = 0 2 3110 Ay = 0 2 3|10
0 0 -1 0 0 0 -1 1
11 [ 2
= |0 = 3| 7y
| 0 -1
x je svojstveni vektor za A = 1 y nije svojstveni vektor za A =1

E(\) = det(M — A)

A—1 2 —1
= 0 A—-2 -3
0 0 A+1
A—2 -3

= (-1
0 A+l

= A=1A=-2)(A+1)

E(A) = (A-I)(A-2D)(A+1)
0 —2 1] [-1 —2 1] [2 -2 1
= 1o 1 3| o o 3|0 33
0 0 -2/ 0 0 =3 |0 00
00 —9][2 —2 1
= oo -6/]0 33
00 60 00
(0 0 0
= |00 0
0 0 0

Zadatak 3.36. Pronadite svojstvene vrijednosti matrice A i provjerite je li vektor v svo-

jstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A ako je:

2 11 1
a) A=11 0 1|,v=1| 0],A=1
2 -1 3 -1
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2 11 1
b) A=13 0 3|,v=|=-3|,A=-1
31 2 0
Zadatak 3.37. Gaussovom metodom rijesite sustav:
r+y+ztw=2
—2r—4dy+z+tw=1

rT—yY—z24+w=>5
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Poglavlje 4

Nizovi 1 redovi

4.1 Nizovi

Definicija 4.1. Svaka funkcija f: N — A, gdje je A neki skup, naziva se niz.
e f:N—>N
e N>R
e f:N—=>Q
e a:N—R
Opéenito, niz a : N — R oznacavat ¢emo s (an), c-

Definicija 4.2. Za niz realnih brojeva (a,), .y kazemo da je ograni¢en ako postoji M € R,

M > 0 takav da je |a,| < M,Vn € N.

Zadatak 4.1. Ispisite prvih nekoliko clanova niza i odredite je li ogranicen, ako je

) an = —
=57
b) by = (1)
c) ¢ = r
n-+1
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Rjesenje:
1491
a) —, —,... Niz nije ogranicen.

3’579
b) —1,1,-1,1,...

Imamo npr. M = 2 jer je |b,| < 2,Vn € N,

3n+1 3n*+3
|fol = 3 <3

n?+1 n?+1
¢) 3,3,3,3,...

=3,Vn e N.

lgn] =3 <4,Yn € N.

Definicija 4.3. Za niz (a,),, .y kazemo da je
e padajuéi ako je a,1 < a,,Vn € N
e strogo padajuéi ako je a,y1 < a,,Vn € N
e rastudi ako je a, < a,.1,Vn € N

e strogo rastuéi ako je a, < a,41,Vn € N

102



e monoton ako je rastuci ili padajuci

e strogo monoton ako je strogo rastudi ili strogo padajuéi

Zadatak 4.2. Provjerite je li niz (strogo) rastudi ili (strogo) padajuéi:

) n
a) a, =
2n+1
b) by = —
n-+1
1
C) Cn_ﬁ
3 1
d) d, = 22
n?+1
Rjesenje:
) = =
a) a, =
" on+1
?
a, <
n? _
2n+1
n? _
2n+1
n*(2n+3) <
2n3 +3n? <
0 <
n
b) b, =
) n—+1
by,
n
n+1
n(n + 2)
n?+ 2n
0
1
C)anﬁ

Qpy1, VN € N
(n+1)
2(n+1)+1

n®>+2n+1

_— - (2 1)(2 3) >0
LIEL ) om0 +3)

2n+1)(n?+2n+1)

o +4An? +2n+n?>+2n+1

2n? +4n+1,Yn € N

< bp,VneN

n+1
n—+ 2

/-(n+1)(n+2)>0

< (n+1)(n+1)
< n?*4+2n+1
< 1,vneN

103



Cn > Cpi1,Vn €N

1 1

- > . 1) >0

n n+1 /n(n+)
n+1 > n

1 > 0,vneN

dy > dpy,Vn €N

3n+1 - 3n+1)+1

n?+1 (n+1)2+1

3n+1 3n +4 9

—_— > . D(n*+2n+2)>0
T S /- (n*+1)(n* +2n+ 2)

Bn+1)(n*+2n+2) > (Bn+4)(n*+1)
P +6n* +6n+n*+2n+2 > 3nd+3n+4n*+4
n?+5m—2 > 0,YneN
Definicija 4.4. Neka je (a,)nen niz realnih brojeva. Ako postoji L € R tako da vrijedi:

Ve > 0,3ng € Nyn > nyg = |a, — L| < ¢, kazemo da je L limes niza i oznacavamo sa

L = liIJIrl a,. Za niz koji ima limes kazemo da je konvergentan. Inace kazemo da je
n—-+0oo
divergentan.
L—c¢L L+c¢

lan, — Ll <e=>—-e<a,—L<e=L—-ec<a,<L+e¢

Limes niza je broj, takav da svaka okolina tog broja, kolikogod mala ona bila, sadrzi
beskonacno mnogo c¢lanova, a istovremeno je izvan te okoline najvise konactno mmnogo

¢lanova niza.

Svojstva konvergentnih nizova: Neka su (a,)nen 1 (by)nen dva konvergentna niza te

A= lim a,iB= lim b, Tada vrijedi:

n—-+4o0o n—-+40o

i) Niz (an + bpn),,cy je konvergentan i hrf (a, +b,) =A+B
n—-+0oo
ii) Za svaki c € R, niz (c- ay,), .y je konvergentan i lim (c-a,) =c- A

neN n——+oo
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iii) Niz (a, - by), - je konvergentan i lim (a,-b,) = A-B

neN

n——+o0o
. . ) . [ ay ) Lo G, A
iv) Ako je b, #0,Yn € Ni B #0, niz | — je konvergentan i lim | — | = —
b” neN n—+oo n B
. by, . . . bn\ _ B
v) Niz (an )neN je konvergentan 1 n1—1>r—i1-100 (an ) =A
1
— npr. za b, = §,Vn eN=— lirf Va, = VA
n——+0o0
Primjeri nekih limesa:
i) a, = A,¥n € N je konstantni niz i lir+n a, = A
n—-+0oo
. r. .. 1 : . .1
ii) a, = —1 lim — = 0 (Za bilo koji € > 0 odaberemo ny € N takav da je — < ¢ pa
n n—+oon 1 no
za n > ng imamo |a, — 0| = — < — < ¢)
n Un

iii) a, = ¢", zaneki ¢ € R

— |g| < 1 imamo da je lim ¢" =0
n——+00

— ¢=11imamo da je lim ¢" =1
n—-+o0o

— |q| > 1 niz divergira

— ¢ = —1 imamo niz —1,1,—1,1, .. pa divergira
iv) a, = /ni lim {Yn=1
n—-+00

V) a, = {/a,zanekia>01 lim Ya=1

n—-+oo

" 1\"
vi) a, = (1 + —) i lim <1 + —) =e
n n—-+o00 n

Teorem 4.1. Svaki ograni¢en i monoton niz je konvergentan.

Teorem 4.2. Neka su (a,)nen 1 (bn)nen konvergentni i neka je a, < b,,Vn € N. Tada je

lim a, < lim b,. Svaki ograni¢en i monoton niz je konvergentan.
n—-+o0o n—-+o0o

Zadatak 4.3. Izracunajte limese sljede¢ih nizova:

n

a) a, =
n+1
n+1

b) b, =
) n? -+ 2
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¢) cn n?+2
3 2
—1
d) dn_n +n
2n? 4+ 3
10\ 2
en[003) 63 o)
n n n

) B 1+42+---4+n n
g) gn = n1o 9
1 n
h) hn_<”+ )
n—1
i ln_smn
n
Rjesenje:
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lim a,
n—-+00

lim ¢,
n—-+4o0o

lim e,
n——+oo

lim b,
. n n—-+o0o
lim
n—+oo m + 1
. n n
lim e
n—t+ocomn+1 n
1
lim 1
n—4o00 1 + -
n
~—
—0
1
140
1
n*+n—1 JH;%

11m
n—too M2 42

ﬁ+n—1.ﬁ

n—4oo N2 42 " n?
1+ -5
IM1——L7ﬁ
n—+oo 1+ _2
n
—~—
—0
1+0-0
1+0
1
3 AN\*/5
e [(1+2) (-2 (5-)
n—+oo n n n

(1+0)(2—=07%0-1)
—4
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im
n—+oo N2 + 2
n+1 n?
im D —
n—t+oo N2 +2 n?

—0 —0

n—4oc  2n2 43 n3
—0 —0
A~ A=
1 1
LW
Jm 3
n n
~— =
—0 —0
1
0
+00



lim g, = lim
n—-+00 n—-+o0o

I -n n
im D —
n—+o2n+4 n
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1 n
lim h, = lim (”+ = (1%)
n—-4o00 n—-4o00 n — 1
Y n—1 N 2 \"
= 1m
nst+oo \n—1 mn-—1
2 n
= lim (1 + >
n——+00 n—1
. 1\"
n—-+o0o —_—
2
= lim (1 + ﬁ)
n——+oo —_—
2
1 anl 'n.—l>+oom
= liI_P <1+m) n—>—|—oo:>(n771)—>+00
n—-+o00 -
— engg-loo 1f%
= 62
. . sinn
lim 4, = lim
n—-+o0o n—-+oo n
—-1< sinn <1 /:mn
-t sinn <1/ lim
n n n n—-+0o0o
. -1 . sinn . 1
lim — < lim < lim —
n—+oo N n—-+4o0o n n—4+oo N,
0 0
lim 20—

n—-+oo n

Napomena: lim a, = lim a,;
n—oo n—oo

Zadatak 4.4. Za niz a,, odredite limes L te ny € N takav da vrijedi: n > ng = |a,—L| < ¢

ako je

—1)»

a) an:u%—lie:0.0Q,
n
2 _

b) an = o™ 2~ 0.001.

n2

Rjesenje:
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n—-+oo n—-+4oo n

= lim (="

n—-+4o0o n

—1)"
lim a, = lim <( ) —1—1)

+1

= 0+1
-1

Odredimo sada ng takav da je |a, — 1| < 0.02.

) <o
n

1
— < 0.02 .
n / "
1 < 002-n /:0.02
50 <

ng = 51

n

Svi ¢lanovi niza, od 51-og pa nadalje nalaze se u okolini (1 — 0.02,1 + 0.02)

R g N R
R —— 7
b)
. . 3n?—n
lim a, = lim
n—-+oo n—-+oo n2
o 3n?—n n?
= lim D —
n—-+oo ’n,2 n2
31
= lim
n—-+4oo 1
3—0
1

Odredimo sada ny takav da je |a,, — 3| < 0.001.
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2 _
T —n Ll o g0l
n2
2 9.2
3n”—mn =307 4001
nQ
‘__1 < 0.001
n
1
=< 0001 /om
n
1 < 0.00l-n /:0.001
1000 < n

Svi ¢lanovi niza, od 1001-0g pa nadalje nalaze se u okolini (3 — 0.001,3 4 0.001)

AN
/
3 3+ 0.001

4.2 Redovi

Definicija 4.5. Neka je (ap)nen niz realnih brojeva. S, = a3 +ag + -+ +a, = Y. a

kazemo da je n—ta parcijalna suma niza (a,)nen.

Definicija 4.6. Uredeni par (a,,S,), gdje je a, opéi ¢lan niza, a S, niz pripadajuéih

parcijalnih suma od a,, naziva se red.

Zadatak 4.5. Odredite op¢i ¢lan reda:

)1 1+1+1+
VAT T8 10
3 4 5 6
b)Z §+E+%+
Rjesenje:
1
a) a, =
2n + 2
n+2
b) ap = ——
) @ (n+1)2
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Zadatak 4.6. Odredite 3. i 4. parcijalnu sumu redova:

X n
2) ;::12"
b -
)nzzjln
Rjesenje
5.0n 1 n
r— Sy =
3 ,;12”—1 ! nzzzlzn_l
1 2 3 4
T 91-1 " 92-1 " 93—l - S3+2471
_ 1,203 _ou 4
1 2 4 4 08
o 13
4 4
4.1
Sy = -
301 ! n;ln
S3 = > -
n=1"7 1
= S5+ -
G 1,11 4
7 1723 11
11 T 6 4
Sg - s
6 25
12

Definicija 4.7. Za red (a,, S,) kazemo da je konvergentan ako je S,, konvergentan. Ako

postoji limes s = lim S, kazemo da je s suma reda (a,, S,) i piSemo
n—oo

9
S = E Qp,.
n=1

T
1 [PE
8 1
> 1 | 1 1 16
Primjer: )  — konvergirai >, — = 1. 2
n=1 2" =1 2"
1
4

Kriteriji konvergencije:
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i) Kriterij usporedivanja: Neka su ) a, 1 Y b, redovi i neka postoji K > 0 takav
n=1 n=1

daje0<a, < K-b,,Vn € N. Tada vrijedi:

- Ako red ) b, konvergira, konvergira i red >’ a,. <E a, < K bn)
n=1 n=1 n=1 n=1

- Ako red ) a, divergira, divergira i red > b,.

n=1 n=1

- Ako postoji lim fn # 0, onda oba reda »_ a, i Y. b, ili konvergiraju ili diver-
n—oo

n n=1 n=1
giraju.
00 a,
ii) D’Alembertov kriterij: Neka je > a, red s pozitivnim ¢lanovima i postoji lim o
q. Ako je:

o
- ¢<1,ondared > a, konvergira.

n=1
- ¢>1,ondared Y a, divergira.
n=1
- ¢ = 1, onda ne mozemo donijeti zakljucak.

o
iii) Cauchyjev kriterij: Neka je > a, red s pozitivnim ¢lanovima i postoji lim {/a, =
n—oo

n=1
q. Ako je:

- ¢ <1, ondared ) a, konvergira.

n=1

o
- ¢>1,ondared ) a, divergira.

n=1

- ¢ = 1, onda ne mozemo donijeti zakljucak.

iv) Leibnitzov kriterij: Neka je ) (—1)"a, alternirajuéi red. Ako vrijedi:
n=1
- a; >a >asz>---, tj. niz (a,) je padajudi i
- lima,=0
n—oo

onda red ) (—1)"a, konvergira.

n=1
Napomena:
i) Ako red ) a, konvergira, onda je lim a, = 0. Obrat ne vrijedi.
n=1 n—oo
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oo oo
ii) Ako red > |a,| konvergira, onda konvergira i red > a,. Kazemo da apsolutna
n=1 n=1
konvergencija povlaci obi¢nu konvergenciju.

Primjeri redova:
i) Geometrijski red ) ¢"
n=1
- konvergira, ako je |¢| < 1,

- divergira, ako je |q| > 1.

> 1 x 1 x 1
ii) Harmonijski red Zl — divergira. Red Zl —- konvergira ako je k > 1. Npr. red ) -
n= n= n=1
konvergira.

Zadatak 4.7. Ispitajte konvergenciju redova:

a) 21”11 b) 212+2i

¢) nil (2nil)2 d) :01 18141:22

°) 21 nd + Z:ZQ +5 2 21 2n2; :

8) §1<2n2—1)n h) ijln_’i

i) §1n <§>"+1 j) 212% (1 + %)TLQ

93 TP

n=1T n=1 n

Rjesenje:
a) 21 n Z 1

lim a, = lim =1, pa red divergira jer op¢i ¢lan ne tezi prema 0.

n—00 n—oo 1, +

© n+1

b) >

n=1 1" 2n
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n+2

li An+1 _ lim (n+§ll§n+l
n—00 (U n—00 Py
n(n+ 2)
= 1m
i n? +2n n?
= lm : —_
nooo 2n2 4+ 4n +2 n?

142
= lim —2

_ 1
= §<1

Prema D’Alembertovom kriteriju, red konvergira

1 o
5 prema kriteriju

2 Z (2n+ 1)2
(2n+1)

n=1
1

0 ———
~ (2n+ 1)2 -
usporedivanja.

> sinn

d
) mTew

| sinn|
1+n?
> 1
> — konvergira, pa konvergira i Z

n n=1 1 +n
apsolutna konvergencija povlaci i konvergenciju reda

> 1
— Kako ) — konvergira, to konvergira i )
n=1

n=1

1 1
<
sinn

—n?+1
| sin n| <
>» ba naposlijetku konvergira i Z

0<

n=1
0 o0 n2
) Zan_gln3+2n2+5

> 1

Znamo da > b, = > — divergira i vrijedi
n

n=1 n=1
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n2

dm g = Jm e
. nn3
- nh—>nczon3—|—2n2+5
) TL3 n3
= ot
= lim2;5
n—>001+5+$
1
~ 140+0

= 140

2

pa prema 2. kriteriju usporedivanja, red n;l m
> 2n—1
f
PO
2(n+1)—1
. an+1 ; P
lim = lim — =
n—oo a/n n—00 on
) 2n+1
= lim
. 2n+1 n
= lim D=
2412
= lim 5
1
= —<1
2

Prema D’Alembertovom kriteriju, red konvergira.

g)éz(2n2—1>n
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1

lim /a, = lim a;

n—o0 n—0o0

. o \"\"
= lim
i ((55) )

) n
= lim D —
n—oo2n+1 n
1
= lim il
_ 1 <1
2
Prema Cauchyjevom kriteriju, red konvergira.
< n!
h) —
n=1 3n
(n+1)!
aTL . n
lim = = lim 3nT1
n—00 n—oo =
nl-(n+1)
= lim 35’!"
n—o00 3
. n+1
= lim

= o0

Prema D’Alembertovom kriteriju, red divergira.

5 (5)

. An+1 .
lim = lim o
n—oo n—00 n - (%)n
4 . n+1
= — lim
3nooco N
= 4 >1
3

Prema D’Alembertovom kriteriju, red divergira.

2

S | 1\"
: — . (1+=
e (+n)
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2

: ol 1\"
v = g il (1+2)

1. 1\"
= —lim (1+—
2 n—o0 n

1
= —e>1
2
Prema Cauchyjevom kriteriju, red divergira.
[e’e] 2”
k) 2. 5%
n=1"N
2n+1
. a . 1)10
lim — —  lim (n;n)
n—00 (A n—o00 710

Prema D’Alembertovom kriteriju, red divergira.

[e%¢} 0 1
D X (=1)"a, = 3 (=1)"*=
n=1 n=1 n
- "
a1 > ay > ag--- i lima, = lim — =0
n—oo n—,oo N,

Prema Leibnitzovom kriteriju, red konvergira.

Zadatak 4.8. Odredite opdi clan i ispitajte konvergenciju reda:
3-1 3-2 3-4 3-8
a) %—i—w—i—%—kﬂ—i—---
2 4 6 8

b
) 2-3+4~9+8-27+16~81Jr

3. 201
Rjesenje: a) a, =
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. (] .
lim = lim —
n—0o n—oo 3 - 2"

I
[\)
T
0=
S

+ |3
—_
313

I
[\)
w
—
=
=

= 2.1
= 2.1
= 2>1

Prema D’Alembertovom kriteriju, red divergira.

2n

b) a, =
S =g

2(n+1)
lim An+1 B . on+1 . 3n+1

n—o0o (O, n— 00 2n

= —-<1

Prema D’Alembertovom kriteriju, red konvergira.

V2o2n —1

¢) i = G i
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2(n+1)—1
. Qny . (2(n+1)+1)!
lim —— = lim
n—00 (U, n—o0 \/2n — 1
(2n +1)!

) ( 2n + 1 1 )
= lim .

n+1 . 1
- lim

.o 2n+1 no 1
= lim :— - lim
nso2n—1 n n-ooo (2n + 2) (2n + 3)

o241 1
= lim T lim

o

/2 + ) 1
= — + lim
2—0 n—ooo (2n+2)(2n+ 3)

= 1-0
= 0<1

Prema D’Alembertovom kriteriju, red konvergira.

120



Poglavlje 5

Funkcije

5.1 Osnovni pojmovi

Definicija 5.1. Neka su X i Y skupovi, f pravilo preslikavanja elemenata skupa X u
Y. Ako Vz € X, 3Jly € y takav da je f(x) = y onda uredenu trojku (X, f,Y) nazivamo

funkcija i pisemo f: X — Y.

Bl

Definicija 5.2. Neka je (X, f,Y) funkcija. Skup X nazivamo domena, a skup Y kodomena
funkcije f.

Definicija 5.3. Skup Imf = {y € Y : 3z € X, f(x) = y} nazivamo slika funkcije.

Definicija 5.4. Skup I'y = {(z, f(z)),z € X} C X x Y nazivamo graf funkcije.
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Primjer: f: R — R f(z) = 2*

flx) = =?
Imf=Rt={zreR:z>0}

y

Definicija 5.5. Za dvije funkcije kazemo da su jednake ako imaju istu domenu, istu
kodomenu i isto pravilo.

Primjer:

fi:R=R, fi(z)=a?

fo: R = RT, fo(x) = 22

Definicija 5.6. Neka je f : X — Y funkcija. Za funkciju f; : A C X — Y kazemo da je

h# f

restrikcija funkcije f na A ako je fi(z) = f(z),Vo € Aioznacavamo f; = f|a. Za funkciju
fo: AD X — Y kazemo da je prosirenje funkcije f na A ako je fo(z) = f(z),Vz € X.

Definicija 5.7. Za funkciju f : X — Y kazemo da je injekcija ako Vri, 29 € X, 27 #
xo = f(x1) # f(x2) ili ekvivalentno, f(x1) = f(z2) = x1 = 2.

Definicija 5.8. Za funkciju f : X — Y kazemo da je surjekcija ako Vy € Y, dz €
X, f(z) =y, odnosno, Imf =Y.

Definicija 5.9. Za funkciju f : X — Y kazemo da je bijekcija ako je i injekcija i surjekcija.

5.2 Realna funkcija realne varijable

f:D—-RDCR

Prirodna domena funkcije (u oznaci D(f) ili Dy) je skup svih realnih brojeva za koje je

funkcija dobro definirana.

Zadatak 5.1. Odredite prirodnu domenu funkcije:

W 0= ooy ¢) f(z) = In(2z - 4)

b) f(a) = va? 5216 VIO ==

122



(z = 2)(z —5)
r#2ix#5= D;y=(-00,2)J(2,5) U (5, +o0) =R\ {2,5}
b) f(z) = Va? —bx+6

22 —br+6 > 0

Rjesenje: a) f(x) =

5+v5%2—-4-6-1 Y
T =
1,2 5.1
54425 —24
Ti2 = —7
2
.171:2 s [E2:3
Dy = (—00,2]U[3, +00)
c) f(x) =In(2x —4)
20 —4>0= x> 2
Df:<2,+00>
T
d r) =
) f(z) e w—
A
Yy
—224+3x—-2 > 0
1
—3+/32—4-(-2)-(-1)
T12 =
2-(-1) ~
/
3T 5
T12 = ) N%
/&
r1 =1 , Ty = 2 /
£
Q’
Df:<1a2>

Definicija 5.10. Neka je f: D C R — R funkcija. Kazemo da je f:
e (strogo) rastuéa ako z1 < xo = f(z1) < f(x2)(f(z1) < f(x2))
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(strogo) padajuéa ako x1 < zo = f(z1) > f(22)(f(z1) > f(72))

parna ako je f(—z) = f(z),Vz € D

neparna ako je f(—xz) = —f(z),Vz € D

periodi¢na ako Ja € R takav da je f(z +a) = f(z),Vo € D

e omedena ako IM € R, M > 0 takav da je |f(z)| < M,Vz € D, tj. —M < f(x) <
M,z e D

Definicija 5.11. Nekasu f: X CR —-Rig:Y C Imf — R funkcije. Kompozicija
funkcija f i g je funkcija h : X — R, definirana pravilom h(z) = g(f(x)). Kompoziciju
funkcija f i g oznacavamo: h = go f, odnosno (go f)(x) = g(f(z)).

Zadatak 5.2. Odredite fogigo f ako je:

a) f(z)=3xigr)=vVr—1

b) flz) = 220 gy = 2

z—1

Rjesenje: a)

(fog)(x) = f(g(z)) (go f)(z) = g(f(z))

= f(Vx-1) = g(32)
= 3Vz—1 = V3r—1
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(fog)x) = flg(x))

(fog)x) = [f(g(x)) (go f)(x)

Napomena: V22 = |z, (yz)’ =

5.2.1 Elementarne funkcije

Polinomi

Definicija 5.12. Neka su ag,aq,a2,--- ,a, € Ria, # 0. Funkciju f : R — R oblika

f(z) = apa™ + ap_12™" 1 + - -+ + ayx + ag nazivamo polinomom n-tog stupnja.

Svaki polinom f(z) = a,2™ + ay_12" ' + -+ 4+ a1 + ap moze se zapisati u obliku f(z) =

an(x —x1)(x — 29) - - - (x — ,,) gdje su xq, 3, ..., r, € C nultotke polinoma.

Ako je a + (7 nultocka polinoma f, onda je i @ — (i takoder nultocka tog polinoma, pa

1mamo:

(@ = (a+ Bi)) (x — (o = i)

(x —a— Bi) (zr —a+ pi)
(¢ —a)® = (Bi)° )
22 — 2ra + o + 32



odnosno, polinom mozemo rastaviti na linearne i kvadratne clanove s realnim koeficijen-

tima.

Racionalna funkcija

Definicija 5.13. Neka su P, () i Q,(x) polinomi m-tog, odnosno n-tog stupnja. Funkciju

oblika f(z) = Qm (:v) nazivamo racionalna funkcija.
n(x
Ako je m < n kazemo da je racionalna funkcija prava. Nepravu racionalnu funkciju
Pm (I‘) - . . St (ZL’)
flx) = ,m > n mozemo zapisati kao f(x) = R,,_,(z) + t<n
(z) 0n(2) (z) (z) 0n ()
.. P, (z ..
Rastav funkcije f(z) = 0n() na parcijalne razlomke:
n(T

Q. (z) faktoriziramo na linearne i kvadratne faktore:

e Ako se u faktorizaciji pojavi (z — x¢)®, onda u rastavu na parcijalne razlomke imamo

Ay n Ao n Ay
r—x9 (T —mp)? (x — x9)*

e Ako se u faktorizaciji pojavi (z? + ax + b)!, onda u rastavu na parcijalne razlomke

imamo
Alilf + Bl AQZL‘ + BQ Atl' + Bt

x2+aa:+b+(x2+am+b)2+. .+(x2+ax+b)t

Zadatak 5.3. Rastavite na parcijalne razlomke racionalnu funkciju

a) Q) = - 16

B 2x2 —3x+5
b) Q(z) = (x+2)(x —1)(z — 3)
¢) Qz) = :

(x —2)2(x2+ 1)

Rjesenje: a)
1 1 1

=16 (22 —D(@2+4) (z—2)(z+2)(a%+4)

1 A B Cx+ D ,
(r —2)(x+2)(22 +4) - $—2+x+2+ 2 + 4 [ (x—2)(z+2)(z° +4)
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= A(x+2)(z*+4) + Bz —2)(z* +4) + (Cx + D)(z + 2)(z — 2)

= A(2® + 4z + 222 + 8) + B(2® + 4w — 202 — 8) + (Cx + D)(2* — 4)

= Ax3+4Ax + 2A2% + 8A + Ba® + 4Bx — 2Bx? — 8B + Cx® — 4Cx + D2* — 4D
= *(A+B+C)+2*(2A—-2B+ D)+ x(4A+4B —4C)+ (8A -8B — 4D)

O VU U R U S

Dva su polinoma jednaka ako su koeficijenti uz odgovarajuce potencije jednaki.

A+B+C = 0
2A-2B+D = 0
4A+4B —4C = 0
8A—8B—4D = 1
(11 1 00] (11 1 00]
2 -2 0 1.0 2 -2 0 1,0 -2
| ~ | ~
4 4 —4 0'0| /:4 |1 1 -1 0'0]| -1
|8 -8 0 —4.1 | (|8 -8 0 —4:1] V-8l
(11 1 00 (101 1 00|
0 —4 -2 1.0 I-4v. o 0o 0 2 -1
| ~ | ~
0 0 -2 0'0]|:/(-2) 0 0 1 0'0
|0 16 -8 —41 | |0 —16 -8 —4, 1 | Vel
(101 1 00 | (1 1 100 ]
0 —16 -8 —4, 1 | I48I1 |0 —16 0 0, 1
| ~ |
00 1 0'0 [If2lVv [0 0 1 0! 0
(0 0 0 2 .-1] 0 0 02/ -]
1 1
D=-,0=0,B=——
Y Y 32
A+B+C=
1
A= —
32
1 1 1
1 _ . 3m _ _3m &
(x —2)(x+2)(22 +4) r—2 x+2 22+4
b)
222 — 3z +5 A B C
= Az +2)(x - 1)(z -3
(x+2)(x —1)(z —3) m—|—2+x—1+x—3 /@2 —1)(r=3)



202 =3z +5 = Alx—-1)(z-3)+Bx+2)(z—3)+Cx+2)(z—1)

20 —3x+5 = A(@®—4r+3)+B@®*—x—6)+C(2*+x —2)
202 —3x+5 = Ax® —4Ax +3A+ Ba® — Bx — 6B + Ca? + Cx — 2C
227 —3x+5 = 2*(A+B+C)+2(—4A-B+C)+ (3A—-6B—2C)
A+B+C = 2
—4A—-B+C = -3
3A—6B-2C = 5
11102 112 11102
—4 -1 1 ,-3| 1144 ~|0 3 5,5 ~103 5,5
3 -6 -205 | I-31 [0 —9 —5 —1 ] HI431 [0 0 10:14
C:% 3B+5C = 5 7 A+B+C = 2 -
3B = 5-5-¢ A = 219+§—g
3B = -2 A = =
) 15
b= 3
c)
(13—2)21(562—1-1) = a:il2+(a:—32)2+cx§j——f /(=2 +1)
1 = Az —-2)(2*+ 1)+ B(2*+1) + (Cz + D)(x — 2)?
1 = A@®—-22>+2—2)+ B>+ B+ (Cx + D)(2? — 4x + 4)
1 = Az®—2A22+ Ax — 2A+ Ba®> + B+ C23 + Dz? — 4Cx? — 4Dx + 4Cx + 4D
1 = 23(A+0)4+2*(-2A+B—-4C+ D)+ x(A+4C —4D) + (—2A + B+ 4D)
A+C = 0
—2A+B—-4C+D = 0
A+4C—4D = 0
—2A+B+4D = 1
(1 0 1 0 0] (10 1 010
21 —4 1.0 | II+21 01 -2 1.0
1 0 4 —430 m-1 |00 3 —430 b
|21 0 4 1] IvHaA [0 1 2 41| IV-TI




(10 1 0'0] (10 1 0'0]
01 -2 1.0 01 =2 1.0
| ~ |
00 3 —4'0 00 3 —4'0
(00 4 3.1 |Iv-imr |00 0 21
3
D = = B-20+D = 0 A+C = 0
3C —4D = 0 B = 20-D A = —C
3 4 3 4
- 4'_ B = 2-___ A — o
3¢ 25 25 25 25
4 1
C p— _— B pu— —_
25 5

Eksponencijalna funkcija

Definicija 5.14. Neka je a € R,a # 1,a > 0. Funkcija f : R — R", definirana sa

f(z) = a” naziva se eksponencijalna funkcija.

a®=1,YVa e R A

a®1tr2 — %1 . %2

1

a
a1l T2 —
a®2
a/xyxz — (aan)xQ a > 1 0<a< 1

Logaritamska funkcija

Definicija 5.15. Neka je a € R,a # 1,a > 0. Funkcija f : Rt — R, definirana sa

f(z) = log, x naziva se logaritamska funkcija.
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log,z=b<=da"=1x

log,(x1 - z2) = log, x1 + log, x2

loga <ﬂ> = loga T — loga T
T2

1
log, x = o8
log, a
log, b =
log, a

a°%:® = log, a® = x
log, 2" =n-log, z,Vn >0

log,z =Inz, e~ 2.71

Trigonometrijske funkcije
Sinus
sin: R — [-1,1], f(z) =sinx

Funkcija f(z) = sinz je

a>1

e periodi¢na: sinz = sin(x + 2k7), k € Z

\j

0<axl

e neparna: sin(—z) = —sinx
yﬂ
/\ 1 /\
3 -7 T 0 ™ T 3 2m ST SN
—5 2 7, 2 2 2
Kosinus

cos: R — [—1,1], f(z) = coszx

Funkcija f(z) = cosx je

e periodi¢na: cosx = cos(x + 2km), k € Z

e parna: cos(—z) = cosx
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N AN

3 - /T 0 ™ T 3 2 o7 3m
2 2 2 2 2
Tangens
tg: R\ {g +km, ke Z} — R, f(z) =tgx
Funkcija f(z) =tgz je
e periodi¢na: tgx =tg(x + km), k € Z
sin(—x) —sinz
e neparna: tg(—z) = = = —tgx
cos(—x) coS T
| | A | | |
| | Yy | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
I I I | I _
3r m 0 i T '3 o 57 J
s : : E E
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
Kotangens

ctg: R\ {km, k € Z} - R, f(z) =ctgz
Funkcija f(z) =ctgz je

e periodi¢na: ctgx =ctg(x + k), k € Z
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cos(—x) CoS T

e neparna: ctg(—z) = — = ——— = —ctgx
sin(—z) —sinz
! A ! ! !
| Y | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
-T AN 0 N 7 127 3Tz
2 ! 2 2 | 2 | 2 |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |

Arkus funkcije
Arkus Sinus

Funkcija sin : R — [—1,1], f(z) = sinx nije injekcija, pa nije ni bijekcija, no restrikcija
sin — [—1,1] je bijekcija. Za tako definiranu funkciju definiramo inverznu funkciju

[-3.3]

T

in: [—1,1] — [——,—}.

arcsin ] 55
T
in(sing) — 2. Ve € [__’_}
arcsin(sinz) = x, Va 53

sin(arcsinz) = x, Vo € [—1,1]

ol 3
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Arkus Kosinus

Funkcija cos : R — [—1, 1] nije injekcija, pa nije ni bijekcija, no restrikcija cos — [—1,1]
(0,7]

je bijekcija. Za tako definiranu funkciju definiramo inverznu funkciju arccos : [—1,1] —

[0, 7].

arccos(cosx) = x,Va € [0, 7]

cos(arccos ) = x,Vr € [—1,1]

A
Yy
» T
T
—1 0 1z

Arkus Tangens
Funkcija tg: R\ {g + km k€ Z} — R nije injekcija, pa nije ni bijekcija, no restrikcija

— R je bijekcija. Za tako definiranu funkciju definiramo inverznu funkciju arctg:

tg
(-3:3)

R (~5.3).

arctg(tgr) = x, Vo € <_§= §>

tg(arctgr) =z, Vo € R

Arkus Kotangens
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Funkcija ctg: R\ {kn,k € Z} — R nije injekcija, pa nije ni bijekcija, no restrikcija

ctg — R je bijekcija. Za tako definiranu funkciju definiramo inverznu funkciju arcctg:
(0,m)

R — (0, 7).

arcctg(ctgx) = z, Vo € (0, 7)

ctg(arcctgxr) = x,Vr € R

A
________________ P
2
0 v
Hiperbolne funkcije
Sinus hiperbolni
Funkcija sh: R — R definirana sa
she =2 _°
2
naziva se sinus hiperbolni.
Funkcija f(z) =shx je neparna: sh(—z) = ‘ 2_6 = _26 = —shz
A
Y
0 T

Inverz funkcije:
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flo) = S 2+ /(2)ZE—4-1-(—1)

2 tip = 2
y = c-¢ /-2 o 2yE Ay +4
2 tig = 5
2y = e"—e " [oe . 2y + /4 (1> +1)
12 =
’ 2
0 = ¥ —2ye® —1, t=¢e"
Y t 2 + 24/9% + 1
12 =
0 = 2—2yt—1 2

eC=y+Jy+liliet=y—/y>?+1

e’ =y — 1/y? + 1 odbacujemo jer je e* > 0

e“=y++y*+1 /In
Arsh: R > R, Arshy—1In <y VR 1)

Kosinus hiperbolni

Funkcija ch: R — [1, 00) definirana sa

% 4+ o2
chz = 5
naziva se kosinus hiperbolni.
Funkcija f(z) =chz je parna: ch(—x) = e_z;_ ¢ _< —1—26_‘” =chuz
A
)
1
re

Inverz funkcije:
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flx) = e’ 2y+/(2y)2—4-1-1

2 tip = 5
y = % /.2 L wEVIP
1,2 -
’ 2

= et [ oy /IEST
12 =
’ 2
2y +24/y? — 1
2

tip =

e =y+yr—lilie*=y—/y>?—1

e’ =y — +/y? — 1 odbacujemo jer je e* > 0

e“=y++y*—1 /In
Arch: [1,00) = R, Archy =In (y—i— VY — 1)

Vrijedi: ch®z — sh®z =1

T —z\ 2 T —z\ 2
hlr—sh?r — (¢ _(e—e”
2 2

e2;r + 26Tt + €—2z 62z — 2eTe™ T + 6—2$
4 4

621+2+e—2x_62m+2_e—2x
4

= 1

Tangens hiperbolni

Funkcija th: R — (—1,1) definirana sa

the = =
. chxr e*+4e®
naziva se tangens hiperbolni.
h(— —sh
Funkcija f(z) =thz je neparna: th(—x) = ihg—z; = ci ; = —thx
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A
Yy
R § SR
x=
_____ e
Inverz funkcije:
er —e”
= ——— l+y = e*(1—
f(z) - y (1-y)
xr __ - 1+ Y
e’ —e 2
— (% 4 o e = —= /In
y o= S e —,
1
ye* +ye t = e*—e T [.e” 2c = In <ﬂ)
L=y
x x 1 1
ye* +y = ¥ -1, Arth(y) = =In bt
2 11—y
Kotangens hiperbolni
Funkcija cth: R\ {0} — R\ [—1, 1] definirana sa
h xr —X
ctha — chr e +e
shx e*—e™®
naziva se kotangens hiperbolni.
. : ch(-z)  chzx
Funk =cth : cth(—x) = = = —cth
unkcija f(z) =cthz je neparna: cth(—xz) Sh(—z) ~ shz cthz
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A
Y
_____________ I o=
CC;
<ot
Inverz funkcije:
et +e " "
fla) = ——— e(y—1) = y+1
et —e
e"te” x —x 2z y_H 1
e = oy ¢ y—1 /1
ye —ye " = e*4e T [.e” 2c = In (y_ﬂ)
y—1
x _ x 1 1
ye* —y = e 41, Arcth(y) = =In <&)
2 y—1

Zadatak 5.4. Odredite prirodnu domenu funkcije:

2) flo) =4

b) f(z) = arctg%_g

e) f(zx) = arcsinVInzx

f) f(z) =In(2sinx — 1)

g) f(x)=Inv1—z+4+/In(l —2x)
1

W @) = 5

) fa) =t
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1 2 —1
1 1
Rjesenje: a) f(x) = e»?-4 + —
x
x #0 22 —4#0
22 #£4
rF#2ixF# =2

D; =R\ {-2,0,2}

b) f(z) = arctg%

Darctg:R .%'-3#0

x#3
Dy =R\ {3}

r—2>0 r+1>0 In(x+1) #0

x> 2 r>—1 r+1#e
r+1#1
x#0
Dy =[2,00)
d) f(z) = vV1I-10°
1-10">0
1. nacin: 2. nacin
1>10* /log 10° > 10°
logl > x 0>z
0>z
Dy = (—00,0]

e) f(x) = arcsinvInzx
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k) f(x) = arccos ’
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Dy =[1,€]
f) f(z) =In(2sinz — 1)

v
2sinz —1>0 om ™
2sinz > 1 ¢ L 0
. >1 -
sinz > =

2 X
s o
Dy= U ( = +2km, — + 2km
kez \ 6 6
g) f(z) =Inv1 -2+ /In(1 —x)
l1—x2>0 In(l1—2)>0
r <1 1—z>1
x <0
Df:<—O0,0]
h) fr) =
YT 302
4T 3.9 1240 t =20
t?—3t+2=0
3+v32—-4-2
90 £ 1 97 £ 9 tho = .
3+ v1
21%20 2907&21 t1’2: 2\/_
937&0 ZE7£1 tlzl, t2:2
Dy =R\ {0,1}
z+3
. )
) fx) = 22
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.T+3 —oo  —3 2 4o
>

2—=x c+3 | — |+ |+
2—x |+ |+ | —
Df_<_3’2> 13
e | T
1 I2—1
i) =esd =
r#0 22 —-1>0 r+2#0
2 >1 x # —2

< —liliz>1

Dy = (=00, =1JU[L, 00) \ {=2} = (=00, =2) U (=2, ~1JU 1, 0}

2x
k =
) f(z) ArCCosT——
1< 2z <1
1+z
2x 2
-1 < < 1
1+ 1+z
2 2
0 < X 41 v 0
1+x 1+2x
0 < 20+ 1+« 20 —1—x < 0
14+ 14+
3 1 —1
0 T + X < 0
1+« 1+«

—0o —1 7% 400 —o00 —1 1 +oo
r+1| — | — |+ r—1 -]+
I+x | — |+ |+ I+z || — |+ |+
3z+1 rx—1
e |t E= B Rl

1
€ (—oo,-1)J [—g,oo> x € (—1,1]
1
Df - <—OO,—1>U —§,OO ﬂ<—171]
1
Dr=|—.1
=[]

Zadatak 5.5. Odredite inverz i sliku funkcije
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a) f(z)=In(2sinx — 1) d) f(z)=2"
b) f(x) = arctgy/e” + 1 e) flx)=(x—1)>

c) flw)=3-2""+1

Rjesenje: a) f(z) = In(2sinz — 1)

f(z) = In(2sinz—1) Im = Dy
y = In(2sinz—1) /e 1< e’ +1 <1
ey = 2sinz-—1 B i 2 a
. eV +1 . : ;_ : <1
sinx = 5 /arcsin
eVl ef+1 <2
xr = arcsin <1
fy) = arcsineygL ! z =0

Im = Dj-1 = (—00,0]
b) f(z) = arctgv/e® + 1
m
Imf = D C [o,§>

f(r) = arctgyer +1 tg?zr—1 > 0
y = arctgver +1 /tg tg’z > 1
tgy = Ver+1 /)2 tgr < —lilitge > 1
tg?y = et 41 T ™ T
e’ = tgfy—1 /In e <_§7_Z>U<17§>
C 2 e i - (-5-DUGDINGD
fYz) = In(tg’z—1) ! v i

c) flz)=3-2"""+1
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y = 3.217041
3-207 = gy —1 Imf =Dy
. y—1 r—1
s = oL g, ; 0
1— = log, ——
v 082 3 x > 1
r = 1—log, % Imf = Dy-r = (1,00)
rx—1
fHz) = 1—log, 3
d) f(z) =2"
fl@) = 27
y = 2123 /10g2 Imf = Df,1
logoy = 2° [y r > 0
x = {/logyy Imf = D1 = (0,00)
fHz) = logyx
e) f(z) = (z —1)°
f@) = (@—1y
y (z-17° /g
r—1 = ¥y Imf:Df_1:]R
r = Yy+1

fHz) = Vel

Zadatak 5.6. Ispitajte (ne)parnost sljedecih funkcija:

W) f(z) = VT =1 Q) () =
b) f(z)=3% 1
1 ) fla) = —
0) f(z) =~
Rjesenje:
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a) f(—z) = /(-z)*—4
= 2 —4

= f(x) = f je parna.

b) f(-a) = 3%
— 3—l
— f nije ni parna ni neparna.
1
c) f(=z) = —
B 1
B x

= —f(x) = f je neparna.
L

8

= f(x) = f je parna.

Q) f-w) = ——

= f nije ni parna ni neparna.

5.3 Limes funkcije

Definicija 5.16. Neka je f : I C R — R funkcija i neka je zo € I. Ako postoji A € R
takav da vrijedi: Ve > 0,30 > 0 tako da |z — 2| < § = |f(z) — A| < ¢, onda kazemo da

f ima limes u tocki xo i pisemo lim f(z) = A.
T—T0
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¢ — okolina oko A
b

|
|
|
|
|
|
|
$

— — — — — =

Y

Zo
¢ — okolina oko xg

Definicija 5.17. Neka je f : I C R — R funkcija i neka je zo € I. Ako postoji A € R

takav da vrijedi: Ve > 0,30 > 0 tako da = € (xo — 6, x9) = | f(x) — A| < ¢, onda kazemo

da f ima limes u tocki zy slijeva i pisemo lim f(z) = A.
T—T0 "

Definicija 5.18. Neka je f : I C R — R funkcija i neka je xqg € I. Ako postoji A € R
takav da vrijedi: Ve > 0,30 > 0 tako da x € (x,x¢ +0) = |f(x) — A| < ¢, onda kazemo

da f ima limes u tocki xy zdesna i pisemo lim f(z)=A.
T—T0

Funkcija f ima limes u tocki xy ako postoje limesi slijeva i zdesna u toj tocki i jednaki

su.

z+1, <1
Zadatak 5.7. Neka je f: R — R zadana s f(x) = . Postoji li
3, v>1

a) lim f(x)

r—1—

b) lim f(x)

z—1t

) lim f(x)

a) Vrijedi da je lim f(z) = 2. Naime, za bilo koji

Tz—1—
£ > 0 odaberimo 0 = . Tada lako vidimo da ¢im je 3 —

r € (l—0,1) imamodaje f(x) =x+1€ (2—¢,2+¢).

Dakle, svaka tocka iz lijeve d-okoline od 1 preslika se u

e-okolinu oko 2.
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b) Vrijedi da je lim+ f(z) = 3. Sli¢no kao pod a), za bilo
z—1

koji € > 0 odaberimo § = ¢, pa ¢im je z € (1,1+9), 3 o

ocito je f(z) =3 € (3 —¢,3 +¢), odnosno svaka tocka

iz desne d-okoline od 1 preslika se u e-okolinu oko 3.

- —_ —_ — - — - — — -

c) Kako je lim f(z) = 21 lim f(z) = 3, pa imamo da je lim f(z) # lim f(x), tj.

z—1- z—1+ z—1~ z—1+
lim f(x) ne postoji.
z—1

Primjer:

e lim —=0
r——+00 I

e lim — =0 f(a;)zl

T——00 I xXr

e lim — =+
z—0t T

e lim — = -0
r—0— T

s
e lim arctgx = T 2
r——+00 2

. s
e lim arctgr = ——
T——00 2

146



e lim tgxr =+o0
T3

e lim tgx = —o0
z—>g+

e lim Inx =+
r——+00

e lim Inz = -0
z—0t

sin x

elim =1

z—0 X

sin x

=0

e lim
r—+oo I

: 1\*
e lim (1 + —) =e
T—r—+00 e

k xT
e lim (1 + —> = eF
r——+00 €T

- — — — — — — — — —

SR

f(x)=lnzx

\J

Zadatak 5.8. Odredite sljedece limese:

(z+1)?
m —-7
zoto0 241

100
b) lim i
T—r+00 1‘2 —1

a)

2 —br+1

I
c) lim 3x+7

r—r+00

e) lim
T—>—+00 x4+ 1
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x3+1 9 sin
f) lim . r*—2x+3\ *
r——1 x2+1 O) i‘% <I2_3I+2
22— Tz +10 i
g) 1 5 , -1
T—5 — 25 1
1
h hmﬁ
r—1 x—l

z—0 X I x4+ 1
1) 1 Sin xr U $—1>r—~1-rloo1/x2_’_x_'_]_
r—2 X x
. ) i 22 +3r+1
v im (————
m) lim ST z—+00 212 — 1
r—+o00
2 xT
sin bx . 227 + 1)
: z) lim
) :1013(1) sin 2z ) T=+00 < z? — 3
Rjesenje:
. (z+1)? 2 +2r+1 a?
a) hm2— = lm ————: —
R N | x—+00 2 +1 xr2
L1424 4
= lim Tt
r—400 1+ pol
1
pr— -_— = 1
1
100 2 100
b) lim R T
z—too 2 —1 22 z—too 1 — =
0
= - = 0
1
22 —br+1 22 o 1-534 5
¢) im ———:— = lim 3 -
z—+oo  3x+ 7 x? e
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2_1 2 1 1
d) lim =~ 2 = lim —2
z—4o00 1 — X2 ,172 I_H_OOP_E
o 1 1 x~>+oo\
0" x?
= —00 pag%2
. 222 —-3rx—4 2? . 2-3_4
e) lim — 3 = lim —2—%
T—+00 xr+1 x T—+00 14_9%4
2
1
= 2
341 -1 +1
f) m L limﬁ
z—1722 4+ 1 z——1 (—1)2 +
_ v
2
= 0
o ox2 =T+ 10 25—-354+10 O
g) lim — = _— = —
a—=5 12 — 25 25 — 25 0

22— b5 — 2z + 10
e=5  (x —5)(x+5)
z(x —5) —2(x — 5)

= 1
235 (z—5)(z +5)
_ hm(x—5)(x—2)
w—>5($—5)(1’+5)
r—2
= lim
z—=5x +5H
S
= lim ——
z—=5H+5H
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i) li

m
z—0

rx—1 J,‘—]_

vVi+z—1

Ji+z—1

= lim

10
1-1 0
1—-1 0
x =t

r—>1=t—>1

ot —1
lim
112 — 1

t—1
lim

e (E— 1)+ 1)

lim ——
=1t +1

1

2

1-1 0
1—-1 0

1+az=t°
r—0=>t—1
. Vit — 1
Y 1
-1
1m
t—>112 — 1

t—1)F*+t+1)

e (= D)(E+1)

t2+t+1
m ————-
t—1  t+1

[\CRGV]
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_ 2—vr—3 24++Vx -3

T oot 2249 24z -3

lim 22_( x—3)2

#=7 (22 — 49) (24 v — 3)

= lim [

T (e —T)(@+7) (2+ vz - 3)

~1

(T+7)(2+V7-3)

1
o6

k) lim =

z—0 x

Vitr—+y/1—x (%:g>

. VI+r—V1—-2 Vi+tz+V/1—-x
= lim .

z—0 x Vit +V/1—x
(I - (R
z—0 x(\/l—Hv—l—\/l—x)

! l4z—-14+=2
im

=0z (V14 z++/1—1)
I 2x

im

=0z (VI+z++/1-2)

2

= i
xlgtl)\/1+x+\/1—x

B 2

VI 0+V1I-0

= 1
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sin x

m) lim
r—400 €T

1 <
1
—— <
x
1
lim —— <

sin bz

n) lim —
z—0 Sin 2z

* Opéenito, za A € R, lim

=0
sinx < 1 / T x
sin x 1 .
< - / lim
€T €T Tr——+00
. sinx ) 1
lim lim —
r—+o0 x——+oco I
sin x
lim < 0
r—4+00
sin x
lim = 0
r—+o0
0
0
sin bx
. == b
= ig% sii:gx ’ ﬁ
2x
sin 5
= lim =22
2 70 S 2
2
5 1
2 1
5
2
sin Az Ar =t
x—0 A:L‘

r—>0=t—0

sint

lim —

t
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)i r—1\" i
1m = 1m
b z——4o00 \ T + 1 T—+00

(24" 240"
r) lim = |—
=0\ 3 —x 3—-0

)1 r—1 z+1 1-1 2
im = |—
Yo\ o 1—1

= ((x et 1>)x+1
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t) lim

T—r+00

u) lim
T—r—+00

v) lim
T—+400

z) lim
T—>+00

sin— = sin0

z+1

V2 tr+1

SHES

2243+ 1\"
222 — 1

222 +1\" _
2 -3 N

AN

lim (
r—1

z+1

>x+1

2x2+1‘x
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Poglavlje 6

Derivacija

6.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 6.1. Neka je f : I € R — R funkcija i neka je xo € I. Kazemo da je f
[(@)=f(z0)
Zo

derivabilna u tocki xy ako postoji lim ==— i piSemo:

T—T0

o) — tim L2 = F0)

T—x0 T — o
Zadatak 6.1. Neka je f : R — R zadana s :
a) f(x) = ¢ (konstantna funkcija) c) f(z) =a?

b) f(z) ==z d) f(z) =cosx

Odredite f'(x).

Rjesenje:
a) f'(zg) = lim —f(:v) — f(wo) = lim c-¢
T—rT0 T — ﬂ’jo rT—x0 U — ,I’O
= lim
T—=r0 T — T
= 0
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b) f/(ZEo) — lim f(x) - f(370) —  lim T — X
T—x0 T — X z—=x0 T — T
= lim1
T—rT0
= 1
_ 2 .2
C) f/(x()) — llm f(l‘) f(l'o) — hm r CCO
T—20 T — To z—x0 T — Lo
— tim (x — z0)(x + x0)
Tr—TQ T — :L'O
= Jim (@ + o)
= 2!170

COSX — COS X

d) f'(z¢) = lim f@) = f(xo) = lim

T—x0 T — X =0 T — To
. Tty . r—y
cosx — cosy = —2sin sin
2 2
. —2sin % sin #57
= lim
T—T0 T — :L‘O
. —sin &£ gip 2550
= lim ——
0 Raamild}
2
c T—X
sin
= lim (—sinZ£2) lim ——2—(x)
T—T0 T—T0 R0
T — g x) = lim (—sinw)-l
sin =X =1 ( ) T—T0 2
lim ——2  — 2
T—xg -
T—T0 —_—
$—>$0:>t—>0 _ s xo+xo
= — Sin Y
. sint
= lim—
=0 1 = —sinxg
=1

Nastavljajuc¢i ovaj postupak i za druge funkcije dobivamo:
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Tablica derivacija:

flz) | f'(z) f(x) f'(z)
1
c 0 tgx 5
cos? x
1
T 1 ctgx ——
sin® z
2" | na™ ! || arcsinx !
V1—a22
a a*Ilna || arccosz | —
V1 — 22
e e arctg
& 1+ 22
| ! t 1
ne - arcctgr | —
T & 1+ 22
sinz | cosz shx chzx
cosz | —sinzx chzx shx

Zadatak 6.2. Odredite f'(z) za

a) f(r)=a°—423+ 22 -3

1 1 1
b) f(l') = 1—31’3“—1'2 ZlA
azr’® + bx + ¢
2¢ + 3
d) f(x)7x2—5x—|—5

2 1

2w —1 =z

g) f(z) =5sinz + 3cosx

Rjesenje:

Pravila deriviranja:

h) f(z) = sinx + cosx

Sinx — cosx

i) f(x) =x - arcsinx
) fz)=(z=1)-¢
) fa) =5

T2

1
n) f(x)z;—i—anx—i—%

o) f(x)=x-shz
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20 —da® + 22— 3

Sxt —4-32%2 42

S5t — 1222 + 2

1 1 1

Z—§x3+$2—1x4
3

—5.1324‘21’—13}3

—z? +2x — 28

axb +bx + ¢

1/a2_’_bZ

1 6
—— (ax® +bxr + ¢
\/@2—1—62( )

1
——— (6ax® +b
\/a2+62( )

2r+ 3
2 —5x+5
(22 4 3)(2* — bz + 5) — (2 + 3)(2* — bz + 5)’

(22 — bx + 5)?
2(x* — 5z +5) — (22 + 3)(2x — 5)
(2 — 5x + 5)?
222 — 10z + 10 — 422 + 10z — 62 + 15
(22 — bx +5)?

—22% — 62+ 25

(22 — bx + 5)?

2
2?2 i f@) = 925_:0
2r - 2% — 22.2%1n2

20-27" +2%-27% - In2- (—1) fl(x) = 55
2¢  2*-In2 2" (2z —2*In2)
290 2:1: - 22:1:
2 — 22In 2 B 2¢ — 22In 2

22: - 2:E
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20 —4(2x — 1) + 272

5 4 n 1
x _——_—— —
(2x —1)2 a2

Hsinx + 3cosx

Hcosx — 3sinx

sinx + cosx
sinxz — cosx

(cosz —sinz) (sinx — cosx) — (cosx + sinz) (cos x + sin x)
2

(sinz — cos )

— (cosx — sinz)® — (cosz + sinz)

(sinz — cosz)?

—cos?x +2coszsinz —sin?x — cos?x — 2cosxsinx — sin’ x

(sinz — cosz)?

—2(cos? z + sin® )

(sinx — cos z)*
—2

(sinz — cos )

T - arcsin x

. T
arcsinr +

1 — 22
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e
@ = 5
e’ x?—e” 21
) = S
zre*(x — 2)
ez —2)
= ~
) f(x) = e€"cosx
f'(x) = e"cosx+e*(—sinx)
= e*(cosx — sinx)
2
T
m) f(z) = —
2rxlngy — 2% -1
/ _ x
/() In®
22z —1)
B In®z
1 1
n) f(z) = ) P
T T
1 2 % -x —Inx
f@) = 2T 5
2 Iz
or 2P

o) f(x) = z-shz
f'(x) = shz+axchze

Zadatak 6.3. Odredite f'(z) za
1
a) f(z) = arctg (1 + ;)

b) f(x) =+vV1—22

c) f(x) =2x+5cos®x

e) f(x) = Varcsinz

) f(x) = Vae T
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8) f(r) = arcsin h) f(z) = In(1 - 22)
i) f()=vinzr+1+n(yz+1)

Rjesenje:

a) f(x) = arctg (1—|— é) g(x) = arctgz, h(z)=1+ i, f=goh

/ _ 1 '
/() 1+0+520+J
1 ~1
T+1+2+L5 22
1 -1

20242z 41 -2
2 X

x? -1
202 +2r +1 a2

—1
202 + 21 + 1

b) ) = VI-a? g(e) = V&, hz)=1-2% f=goh

-2z

24/1 — 22

—T

V1— 22

c) flx) = 2x + 5 cos® g(m)zz?)’ h(z) = cosz, f(z)=2z+5(g0h)(z)
f'() = 2+5-3cos’z-(—sinx)

= 2—15cos?zsinx
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Tr—2

2 +1

\/W_ (.ZT) - 2)21/112_’_1 2z
2 +1

22 +1—a242z
241

e
20 4+ 1
(224 1) (22 + 1)2
2¢+1
(x2+1)3

varcsin x

1 1
2v/arcsinz /1 — 2

vrer +x

1
— (" +xe” + 1
2\/[E6x—|—$( )
et +zxe® +1

2\/xer +x

.1
arcsin —
T
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i) f(x) = VInzr+1+In(\/z+1)

1 1 1 1
2Vlnz+1 = Vr+1 2z
1

1
_l’_
20vInz+1  2yz(Vx+1)
1 1

_.I_
2cv/Inz +1  2x+2x

Logaritamsko deriviranje koristimo kada se argument funkcije x nalazi i u bazi i u

eksponentu.

fl@) = g(z)"® /In
In(f(x)) = hz)n(g(z)) /'

—f(z) = h’(x)ln(g(w))Jrh(W)ﬁg’(m) /- f(x)
g ()
g9(z)

f'(@) = [fx) | W (2)In(g (z)) + h(z)

Rjesenje:
2) fl@) = o /In
Inf(z) = xlnz /!
L g = lnz+x- = - flz
mf () = lz+ = /- f(x)
flx) = 2°(lnz+1)
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b) f(z) = (sinz)” /In

W f(r) = wln(sing) /
ﬁ (2) = ln(sinx)+xsirllxcosx /@)
f'(z) = (sinz)"[In(sinz)+ - ctgx]
c) flz) = <1+i>x /In
nf(@) = ol (1+%) /
ﬁf’(m) _ 1n(1+§>+x-1i%-;—21
0 = (1) /- f@)

flz) = (1 + %)x {111 (1 + i) + w:rlJ

6.2 Tangenta i normala krivulje

Definicija 6.2. Tangenta kruvulje (z, f(x)) u tocki z¢ je pravac koji dodiruje krivulju u

tocno jednoj tocki u nekoj okolini tocke xg.

Definicija 6.3. Normala kruvulje (z, f(z)) u tocki xy je pravac okomit na tangentu te

krivulje u tocki xg.

f 900)
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Derivacija funkcije f u xy jednaka je nagibu tangente na graf f(x) u tocki zo, odnosno

f/(ZL‘()) = k.
Uoc¢imo i da je yo = f(xo) pa izlazi da je jednadzba tangente ¢

te.y —yo = k(xz — o).

Ako vrijedi da je p; Lps, onda su njihovi koeficijenti smjera negativne recipro¢ne vrijednosti,

-1
ki = T pa je jednadzba normale u tocki x
2
Flao) = (o~ w0)
n..y — f(xg) = T — Tp).
Y 0 F(x0) 0

Zadatak 6.5. Napisite jednadzbu tangente i normale na krivulju y = /x u tocki s apscisom
r=4.

r=4=y= Vi =2

T(xo,y0) = T(4,2)

1 1 1 A n
,.23 = = ,4 = —= -
1 —
k’t:—ikn:—4 Q¢ — — — — — — — — — y_\/g
4 " |
1 |
1 - .
t...y:Z—Lx+1 4 \

y—2=—4(x —4)
n..y = —4x + 18
Zadatak 6.6. Odredite jednadzbe svih tangenti na graf funkcije f(z) = 2! — z + 3 koje

prolaze ishodistem.
Rjesenje:
f(x) =42® -1

Pronadimo koordinate diralista D(xg, o).
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tey—yo = f'(wo)(z — x0)
Kako je O(0,0) € t imamo:

A
t9
0— (2§ —w0+3) = (423 —1)(0— )
—zg+x0—3 = —dag+xo (-15) [/t
3z = 3
ro=1=y=3 1 2og=—-1=>9Y=5
y =y = f'(w0) (x — o) 0.0

y—3=3x—-1) y—5=-5(x+1)

t1..y = 3z ty..y = —dx

Zadatak 6.7. Odredite jednadzbe tangenti povucenih iz T'(9, —2) na graf funkcije f(x) =
1

x—5
Rjesenje:
—1
/ _
f (LE) - (LL’ o 5>2

Pronadimo koordinate diralista D(zg, yo)-
t.y—yo = f(zo)(z — )
Kako je T'(9, —2) € ¢t imamo:

1 -1

P T el S
—2(wg—5)*—x0+5 = —-9+ux
—233(2)+20x0—50—x0+5 = —94x
—222 +18290—36 = 0 /:(-2)
2 —9r9+18 = 0
To=0=>9y=1 1 x0=3:>y0:—%

Y —yo = f'(xo)(w — w0)

1 1
Y (x — 6) Y+ 5 4(35 3)
t +7 t L + L
Ly = — Yy =——x+ =
1---Y x 2-.-Y 1 4



t

-1
Zadatak 6.8. Odredite jednadzbe tangenti na graf funkcije f(z) = x_+3 paralelnih s
x

pravcem p...y = x — 2.

Rjesenje:
, (x =1 (x+3)— (x—1)(z+3)
fla) = (z +3)2
o r+3—-z+1
B (x+3)2
B 4
(x4 3)2

Pronadimo koordinate diralista D(z, yo).

t.y—yo = [f'(zo)(z — o)
Kako je t||p imamo da je ky = 1 = f'(z0)

ﬁ = 1/ (2+3)7
(rg+3)* = 4
ro+3 = £2
To=—0=>Yp=3 1 xg=—-1=9y=-—1

Y —yo = ["(zo)(z — 20)
y—3=x+95 y+l=x+1
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Zadatak 6.9. Odredite jednadzbe tangenti na graf funkcije f(x) = 23

paralelnih s pravcem p...y = 12x — 12.
Rjesenje:

f'(z) = 32%* — 62 + 3

t.y—yo = f(zo)(z — o)
Pronadimo koordinate diralista D(zo, yo)-
Kako je t||p imamo da je k; = 12 = f'(x)

322 —6x90+3 = 12 /:3
3 —219—-3 = 0

To=3=>Y =0 1 x0=—-1=>79y=—11
y—yo = f'(x0)(x — x0)

y—>5=12(z —3) y+11 =12(x + 1)
ty..y =12z — 31 to..y =12z +1

168
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Zadatak 6.10. Odredite a i b tako da pravac y = —2x + 13 bude tangenta parabole
f(x) = —2® + ax + b u tocki a) D(3,7) i b) D(1,11).

Rjesenje:
fl(x)==2x+a

a)

flxo) =k
F) = -2 e
-2-34+a = -2
a = —2+6
a = 4
Yo = [f(o) i
7T = —3*4+4-3+0b fla)= L2? + 42 + 4
7T+9-12 = b
b = 4
flz) = —2® + 4z + 4
b)
fwo) =k \
) = -2 1,11)
—2-14+a = -2 ~
a = 0 N:
;
Yo = [f(zo) é/i
11 = —1+4+0-1+0 ™ N
1+1 = b X
b = 12

flz)=—2?+12
Zadatak 6.11. Odredite jednadzbu normale na graf f(x) = €** + ¢® — 2 u tocki u kojoj

graf sijece os x.
Rjesenje:
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Odredimo koordinate D(zy,0).

flxg) = e*0 e —2 (t=e")
2+t—2 = 0
t+2t—t—-2 = 0
t+2)(t—1) = 0
t=-2 ii t=1

€ =1 mno e" # =2 jerjee” >0
Zo =0
D(0,0).
fl(x) = 2> +¢e®
fo =3
1
y—0= —g(x —0)
1
..y = =5

Zadatak 6.12. Zadana je funkcija f(z) = —
x

+4

i7(2,1) tocka na grafu funkcije. Odredi-

te povrsinu trokuta Sto ga zatvara tangenta na graf u toj tocki s koordinatnim osima.

Rjesenje:

Odredimo jednadzbu tangente u D(2,1).

f'(xo) = %
2 = ﬁz—g
y-1 = —5@-2)
t.y = —%1:—1—2

Odredimo sjecista ¢ s koordinatnim osima:

0 1 + 2 1 0+ 2
= ——X _ —— .
2 ¥y=73
r =4 y=2
T,(4,0) 1,(0,2)
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Zadatak 6.13. U kojoj tocki krivulje y = In(2z + 1) treba postaviti tangentu tako da ona

zatvara kut o« = 30° s osi 27
Rjesenje:

Trazimo diraliste D(zg,yo) pri cemu je f'(zq) = k = tga.

1
300 = —
tg /3
1
L =
V3
, B 2
fi(x) = w1
1 2
V3 2xp+1 A
v3 0 F(z) = In(22 + 1)
2w0+1 = 23
200 = 2v3-—1
xo = 3 ! /ﬁi g
o - 2
flzg) = ln(? (\/5—%)—1-1)
= In2v3
t...y—1n2\/§ = L(x—\/§-|—1>
V3 2

171



6.3 Lokalni ekstremi

Definicija 6.4. Neka je f : I C R — R i neka je g € I. Ako postoji € > 0 takav da je

f(zo) < f(x),Yx € (g — &, 20 + €) onda kazemo da f u xy ima lokalni minimum.

Definicija 6.5. Neka je f: I C R — R i neka je o € I. Ako postoji € > 0 takav da je

f(zo) > f(x),Yx € (g — &,20 + €) onda kazemo da f u xy ima lokalni maksimum.

A

M,

/ \Y

mo
Nuzan uvjet za lokalni ekstrem u zo: f'(z9) = 0. Ako f ima '
lokalni ekstrem u zy onda je f'(zg) = 0 i za xy kazemo da je
stacionarna tocka. y=1
No, to nije dovoljan uvijet: za npr. f(x) = 2> +1u zg =0 /
vrijedi f'(z) = 3z% 1 f'(0) = 0, no funkcija nema ekstrem u 0. -
+
5
I
&
~

Ako funkcija f na intervalu

k<0 e raste, onda je f'(x) > 0,Vr € [
e pada, onda je f'(z) <0,Vx €]

e ima ekstrem u zg € I, onda je f'(xy) =0

y

k>0

Neka je xq stacionarna tocka, tj. f'(x¢) = 0. Ako je
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o f"(x9) >0, onda f u zyima lokalni minimum
e f"(x09) <0, onda f uxyima lokalni maksimum

e f"(xy) = 0, onda racunamo derivacije dok ne dobijemo k takav da je f*(zo) # 0.

Ako je
— k paran, i
* f¥(zo) <0, onda f u ry ima lokalni maksimum
* f*¥(xg) > 0, onda f u zy ima lokalni minimum
— k neparan, onda f u xy nema ekstrem

Zadatak 6.14. Odredite ekstreme i intervale rasta i pada funkcije:

a) f(z) = 2%z —12)? _ .z
D 1) = s
Loa_ b2 &) flz) = ——
b) f(x)zzx —x’ = 2%+ 1 218
f) f(x) =2z —In(1+z)
% —2x + 2
c) f(z)= o1 g) f(x) =x — arctge
Rjesenje: a)
fx) = 22(z—12)? Odredimo stacionarne tocke:
= ,1'2(1'2 — 24z + 144) 43 — 722 1288z = 0 / -4
= o — 2423 4 14422 23— 1822 + 722 0
fix) = 42 — 7222 + 288z (e® ~182+72) = 0
r(x? =122 —6x+72) = 0
z(r—12)(x —6) = 0

.351:0,.7}'2:12,1'3:6

—00 0 6 12 “+o00

=1+ = ]+

FINT AN A
m M m
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Funkcija f ima u 0 i 12 lokalni minimum, a u 6 lokalni maksimum. Karakter ekstrema

mozemo odrediti i preko druge derivacije:

f(z) = 122* — 144z + 288
f"(0) = 288 >0, pa f u0 ima lokalni minimum.
f"(6) = =144 <0, pa f u 6 ima lokalni maksimum.
f7(12) = 288> 0, pa f u 12 ima lokalni minimum.
b)
Ly 5 2
flz) = il — 227 +1
fl(x) = 23324z
Odredimo stacionarne tocke: Teo oL 0 e
=T [
2 — 322 —dx =
2 FINT AN A
r(x*—3r—4) = m M m

r(x? —dr+x—4) =
rr—4)(x+1) =

IE1:0712:4,I‘3:—1

o O o O

Funkcija f ima u —1 i 4 lokalni minimum, a u 0 lokalni
maksimum. Intervali rasta su (—1,0) i (4, 4+00), a inter-

vali pada su (—oo, —1) i (0,4)
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x2—2r+2
r—1

RA {1}
(22 —2)(x — 1) — (2% — 22 + 2)

(z —1)
2% — 20 — 20 +2— a2+ 20 —2
(x—1)2
x? — 2
(x —1)
A
|
|
|
|
|
|.
|
of | 2
0|
|
|
|
|
|
2 2z _ 0
1+ a2 (1+a2)2
R ry = 0
9 —00 0 +o0o
T !
(1 + 22) =]+
FINT A
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Odredimo stacionarne tocke:

x? — 2

)
(x—1)

22 —2x = 0
r(r—2) = 0

xlz(),:l,‘2:2

—0o0 0 ‘1 2 4o

ple - io]+]

1IN
M m

Funkcija f ima u 2 lokalni minimum, a u 0 lokalni mak-
> simum. Intervali rasta su (—o0,0) i (2, +00), a intervali

pada su (0,1) i (1,2)

Interval rasta je (0,4o00), a in-
terval pada je (—o00,0). U tocki
x = 0 funkcija ima lokalni mini-

mum.



4 Odredimo stacionarne tocke:

) = —
/(@) 2+ 8 —4x _ 0
D; = R (22 4+ 8)va? +38
—4r = 0
1
f/(l’) _ _4'2 x2+8.2x -0
— x2+8 T =
. —4.17 —00 0 +oo
(a2 + 8)Va% + 8 A
Pl

Interval pada je (0,+00), a interval rasta je (—oo,0). U tocki 2 = 0 funkcija ima lokalni

maksimum.
f)
fz) = z—In(1+z) Odredimo stacionarne tocke:
T =0
Df - <_17 +OO> 1+x o
1 r, = 0
/ 1 1
—1 0 +o00
1+z A ‘ T ‘
N
g)
f(z) = =z — arctge 2 1
=0
1+ a2
Dy = R
1 no= 0 0 =
f/(ZL‘) = 1= 1 + {L‘2 —00 0 +oo
I
1+a? e
m Raste na cijeloj domeni. Nema

lokalnih esktrema.

Zadatak 6.15. Ispitajte ekstreme funkcije f(z) = 2% - e~** pomocu f”.
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Rjesenje:

— 4, —a? —
fz) = a*-e™, Dy=R Odredimo stacionarne tocke:
fla) = 4% e hat e (<20) (g 9ty = o) e £0
= e " (4a® — 22P)
(4 -22%) = 0
Kandidati: 21 =0, 3 = —V/2, 23 = /2
flz) = e (=2x)- (4a® — 225) + e - (1222 — 10z%)

= e (=8z' 4+ 42%) + e - (1222 — 10z%)
= e (4ab — 182" + 1222)

f'0) =0
" _ —x2(_ QT 5 3
FVE) = e (16) <0 ;lﬂif); : (e] (—8z" + 602° — 962° + 24x)
"(e__ — -2 (_ -
J1(=v2) e (716) <0 fV(z) = e *(162% — 17625 + 4922* — 33622 + 24)

u ++v/2 ima lok.maksimum
/ fV(0) = 24>0

f u 0 ima lok. minimum

6.4 Konveksnost 1 konkavnost

Definicija 6.6. Neka je f: I CR — R ineka je J C I. Ako vrijedi: Yz, 25 € J je

() < S st

onda za f kazemo da je konveksna na J.
Definicija 6.7. Neka je f: I CR — R ineka je J C I. Ako vrijedi: Va1, 25 € J je
f <$1 +$2) > f(z1) + f(z2)

2 2 ’

onda za f kazemo da je konkavna na J.
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A Tocka T u kojoj graf mjenja oblik iz konvek-
f(z) <0 snog u konkavni i obratno naziva se toc¢ka

infleksije. Ako je:
e f’(x) >0, onda je f konveksna,

e f"’(x) <0, onda je f konkavna;

f'(x) =0

e f’(xg) = 0, onda je zy kandidat za

tocku infleksije.

Nuzan uvjet za tocku infleksije u zy je

f"(zo) = 0, no to nije i dovoljan uvijet.

Zadatak 6.16. Odredite tocke infleksije i intervale konveksnosti i konkavnosti za:

a) f(z) = (22 — 3z +2)e” ) fla)=; 21+1

b) f(z)=xn’z

Rjesenje: a)

flz) = (*=3x+2)", D;=R
fl(x) = (22 —3)e" + (2* — 3w+ 2)e”
f(x) = 2"+ (22— 3)e” + (2x — 3)e” + (2* — 3 + 2)e”
= (24+2r—3+42r—3+ 1% — 3z +2)e”
= (2 +1—2)e"
Odredimo tocke infleksije: A
(22 +2—2)" = 0/:e"#0 T;,
?+2r—x-2 = 0 |
w(z+2)—(x+2) = 0 | r, |
(x—1(z+2) = 0 —2 1\/'

Kandidati: z; =1, 29 = —2
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o -2 1 4o Intervali konveksnosti su (—oo, —2) i (1, +00), a interval

[+ ‘ — ‘ + ‘ konkavnosti je (—2,1).Tocke infleksije su T;, (—2, 12¢2)
f HU‘H‘U‘ i T;,(1,0).
b)
f(z) = zln’z, D;=(0,+00)
fl(x) = 1n2x+2xlnx~i
= In*z+2Inx
f(x) = 21nx~1+g
5 r
= E(lnx +1)

Odredimo tocke infleksije:

%(lnx—l—l) = 0/-3#0

\
T;
lnz = -1
|
. o >
e

1
Kandidati: z; = —
e 1

: 1
Pt Interval konkavnosti je <07—>, a interval konveksnosti je
e
f// N ‘ 1 -
f H N ‘ U ‘ <g,+00>. Tocka infleksije je T; (g,g)‘
c)
f(z) ! D, =R
T = @ — —
32417 f
—6z
/ _ _ "o
/ (f) (3$2_‘_1)2
f"(2) —6(32% +1)* + 63 - 2(32* + 1) - 6z
i =
(322 +1)4
o (32?2 + 1) [-6(322 + 1) + 722?)]
- (322 +1)*
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—182% — 6 + 7227
(3224 1)3

541% — 6

(322 +1)3

Odredimo tocke infleksije:

4% — 21 1)3
(322 +1)3 6
922 = 1
1
2 — -
T
N 1 1
Kandidati: z; = 372 =3

1 1
Intervali konveksnosti su <—oo, ——> i <——, —|—oo> , a inter-

11 3 3
i 11 13
7+ | = —1—‘ val konkavnosti je <—§,§>.ToékeinﬂeksijesuTi1 (_571)
flulnlu . 13
STl (19
A
T T,
| |
| |
| |
1 1 -
3 3

6.5 Primjena ekstrema

Zadatak 6.17. Konopcem duljine 12 m treba omediti dio ravnog terena oblika kruznog

isjecka najveée moguce povrsine. Kolika je ta povrsina?
Rjesenje:

:%.OO:%.QTW:@T

l
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Kako je, prema uvjetu zadatka [ + 2r = 12, odnosno [ = 12 — 2r imamo:

rl
Pgr = 5
Per(r) = 7’(122— 2r)
= 6r—r?
Maksimum ove funkcije je najveca
povrsina koju trazimo. :
Prir) = 6-—2r
0 = 6-—2r
r r
r = 3
P'gi(r) = =2
P'gi(3) = —-2<0

P u 3 zaista ima maksimum.
Trazena povrsina je:
3(12—-2-3
Prr(3) = 3(12-2-3)
2
= 9cm?
Zadatak 6.18. U polukrug polumjera » = 2 cm upisite jednakokra¢ni trapez maksimalne

povrsine takav da je a = 2r. Kolika je povrsina tog trapeza?

Rjesenje:
a = 4

2

- =)

! 2
2

c

— (J4-=

v 4
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_ (d+¢) J16—¢
a 2 4

1
= 1_1(4 +c)V16 — 2

Maksimum ove funkcije je najveca povrsina koju trazimo.

1
. z(m”‘”@

16 — ¢* —

|

e

(vi=e

()

(16 4c — 2¢2 )
V16 — 2

] =

1
216 — 2 (_QC))
(440
V16 — 2

—4 2 +o00

ZEM CAV16 — 2 P,+‘—‘
0 4(\/16—02 ) / . pr‘\‘
0 = 16—4c—2 M
0 = 2+2c-38 P u 2 zaista ima maksimum.
ci=-—-4icy; =2 Trazena povrsina je:
¢1 = —4 odbacujemo jer ¢ > 0 P(2) = 2(4 +2)V/16 — 22
= 3V3
Zadatak 6.19. U lik omeden parabolom y = —a? 4+ 12 i osi = upisujemo pravokutnik

maksimalne povrsine. Kolika je povrsina tog pravokutnika?

Rjesenje:
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P = ab
P(r) = 2x(—2?+12)

(z, —2? +12)
= —22° 4+ 24x

Maksimum ove funkcije je najveca

povrsina koju trazimo.

Pl(x) = —6x2+24
0 = —622+24
? = 4
1 =—21ix9=2
x1 = —2 odbacujemo jer x > 0
P'(z) = —12z
P'2) = =-24<0
P u 2 zaista ima maksimum.
P(2) = —2-234+24-2
P(2) = 32

Zadatak 6.20. U lik omeden grafom funkcije f(x) = /12 —z i koordinatnim osima

upisujemo pravokutnik maksimalne povrsine. Kolika je povrsina tog pravokutnika?
Rjesenje:
P = ab
P(z) = z/12—x T

Maksimum ove funkcije je najveca

(:c, V12 — :17)

povrsina koju trazimo.
P(xz) = V12—z+uz-

212 —z) — =z
212 —

24 — 3z

212 —

1
o0I2—1

y

(1) g
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24 — 3z
0 = —— o/ =
= ! v

0 = 24-—3x
ol P8) — 8/12—8
0o 8 12 = 16
plel
PN
M

P u & zaista ima maksimum.

Zadatak 6.21. Zicu duljine 12 m savijamo u oblik jednakokracnog trokuta. Kolika je

maksimalna povrsina tog trokuta?

Rjesenje:
av |
o = a—+2b
2 = b - a_2 oy \b
4 12 = a+2b :
4b% — g2 a = 12-2b
b - . 0
2 2
(12 — 20) ( /4b2—(12—2b)2)
1
Pb) =
o) .
2_ _4p2
2(6—b) ( [ 4b 1441—48b 4b )
- 2

4(12b—36
= (6 — b)y/ 21230
= (6—b)v12b— 36

Maksimum ove funkcije je najveca povrsina koju trazimo.
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P'(b) = —\/M+212<6_b)

vV 12b — 36
6(6 —b)
= —/12b—- 36 + ———=—
126 — 36
B —(12b — 36) + 6(6 — b)
B 120 — 36
18+ 72
v/12b — 36
—18b + 72
0 = ——— -4/ 12b — 36
=5 R
Pl+]-]
0 = —18+72 »
|71\
b = 4 M
P u 4 zaista ima maksimum.
P4) = (6—4)v/12-4-36
= 2V12
= 43

Zadatak 6.22. U polukuglu radijusa R upisan je stozac s vrhom u centru baze polukugle.

Odredite radijus baze stosca maksimalnog volumena.

Rjesenje:
R* = v2+4?
22— R 2
1
VS == gB -V
1
= —r’r-v
3
Lo o
= 3 (R?—v°)m-v
V(v) = g (R*v — v®)

Maksimum ove funkcije je najveca povrsina koju trazimo.
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Vi) = Z(R—30%)
3 L. e
- Trazeni radijus je:
0 = g(R2—3v2) 22— R2_ 2
2 R2

2
v - ? T2 _ R2_<R\/§>
3

R+/3
v ;,/_ = R2_3_R2
N 9
T
V" (v) g(—6v) _ ERQ
3
= -2
" .o Y2, V3
g (BY3) _ L, BVE Va3
3 B 3 B \/BR
-3
Vu R\/g ima maksimum.

Zadatak 6.23. Na paraboli y = 22 + 1 odredite onu tocku koja je nabliza tocki A <O, g) :
Rjesenje:
Neka je T'(x,y) tocka na paraboli y = z? + 1.
AT,A) = \Jl@=02+(y—3)
= \/xQ—i—(xQ—l—l—g)z
= \/1,2 + (22 — %)2
= \/x2+x4—3x2+%

dx) = @/x4—2x2+%

Maksimum ove funkcije je najveca povrsina koju trazimo.
423 — 4x
d'(z) =

4
473 — Ax

2,/:E4—2m2+%

0 = dx(z*-1)

2, /at — 222 4 2

186



Kandidati: 1 =0, 2o =1, 23 = —1

T1(0,1) = d(T},A) = \/(0—0)2+(1_é)2 _

Do o

|5

Ty(1,2) = d(Th,A) = \/(1_0)2+(2_§)2 _

|5

Ty (—-1,2) = d(Tp,4) = \/(_1_0)2+(2_§)2 _

Najblize paraboli su tocke T5 i T5.

T3 15

-
|

Zadatak 6.24. Tockom T'(1, 3) polazemo padajuéi pravac koji s koordinatnim osima zat-

vara trokut najmanje povrsine. Koliki je koeficijent smjera tog pravca?
Rjesenje:

Tocka B je sjeciste pravca p i osi y = B(0,b).

Tocka A je sjeciste pravca piosixz = A (—g, 0).

Kako je T' € p imamo 3 =a -1+ b, odnosno b = 3 — a.

A
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po_ 1b,
2 a Pla) = =1
1 —b? 2a? 2 9
= 5 T 9 1 P”(a) _ _5
—(3—a)? VT w2 9
Pla) = —, L9 Y = oy
— 94 6a — a2 2 2a? 1
- 2a a2 = 9 -3 >0
-9 a
= 5, 3 — 3 a = 3
Minimalna povrsina dobije se za pravac y = =3z 4+ 6. k = —3

Zadatak 6.25. Neka je trokut AABC' takav da je a = %, te b+ ¢ = 100 cm. Odredite

duljinu stranice ¢ tako da povrsina trokuta bude maksimalna.

Rjesenje:
1
PA pu— —-C-/l)
. v 2
SN — = —
6 b _ L. L
a 1 v 2 2
2 v |
2 b — (100 c)
1 4
B P(c) = 1 (100¢ — ¢*)
1 ] 1 ,
P'(c) = 7-(100 =2¢) P'e) = 7:(-2) P(50) = (10050 — 50°)
1
0 — i.(loo_gc) _ _% = 7+ (5000 = 2500)
c = P"(50 _ _= - -
(50) 5 <0 4
c = 950

_ 2
P u 50 ima maksimum. = 625cm

6.6 L’Hospitalovo pravilo

Neodredeni oblici limesa su:

e — —
oo’ 0
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e ()-00
® 00— OO
.007100’000

Ako je lim 1) oblika 0 ili ﬁ, onda je
z—z0 g(x) 0 o0

f@) . fl@)
im —= =1 )
A gl@) ~ ok (@)

Ako je lim f(z)-g(x) oblika 0-00, onda je lim f(lx) oblika 9, a lim @ oblika 2.

T—T0 rT—r0 —— Ty —— o0
g(x) f(x)
Zadatak 6.26. Izracunajte sljedece limese:
1 n_ 1 .« .. sinx —sint
a) lim d+or-1 j) lim ——
z—0 X x—t r—t
T —sinw . tgr —sinx
im ——— k) lim =———
b) glclg(l) 3 ) IIL% Sin3 T
In2—-Inzx
. chzx—1 1) lim ————
¢) lim -——— +~0In2+Inz
1 1
) x3 m) lim | —— —
d) lim —on z—0+t \ & sinx
z—+o0 e4%
1 T
Inzx ; - _
e) lim — n) E_}rr% <lnx lnx)
r—+oo I
o 216 0) xlgglJr (shz -Inz)
vod 22 4 2 — 20 p) lim (z - In*z)
r—0
Inx
g) lim 1
a1y —1 r) lim (x-ln(e—l——)—x)
. T—+400 €T
h) lim ¢ _ € ) _1
z—0 Ssinx S lim (1‘ e «2 — :B)
r——+00
i) lim @t —b t) lim (z?-27%)
r—0 x T—+00
Rjesenje:
1 m—1
a) lim % — (9)
x—0 X 0
=M im nd+ o)™ il
xz—0 1
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(1+ )"t
x—0 1

. chx—1 0
¢) lim —— = —
=01 — cosx 0

oy e (0)
z—0 SIn & 0

chx

=LH " lim
2—0 COS T

1

I’H
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. Inzx (—i—oo)
e) lim — = —
z—+oo M “+00
1
=" lim z -
T—+o0o ™
1 1
= — lim —
n r—+oo "
1
— 2.0
n
= 0
21
£) 1 zZ-16 0
a—4 12 + 1 — 20 0
_UH iy 2z
r—4 2,]: -+ 1
_ 8
B 9
. Inz 0
g) lim = -
z=>1x — 1 0
1
=LV lim £
rx—1 1
= 1
T __ ,—T 0
h) lim ¢ — (_)
z—=0 sinx 0
=LH  {im e ter
z—0 COSZ
B 2
N 1
= 2
xT bl‘
i) lim ¢ = (9)
z—0 €T O
_UH iy a*Ina —b%Inb
z—0 1
a
= In —
"
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i) lim sinz — sint _ <Q)

Tt x—t

ter — s
k) lim g 3sma: _ <9>

z—0  sin®x 0
L coszx
_I’'H : cos?z
= lim <=5
z—0 3 sin“ x cos T
1 — cos® 0
. cos® T
= hm 2—3 = —
z—0 3sin” x cos’ & 0
2 .
LH 3cos®xrsinx
= im — -
2—0 6 sin z cos* z — 9sin® z cos? x
3cos? rsin x
= lim R 5 —5
2—0 3 cos? x sin z(2 cos? x — 3sin” z)
. 1
= lim 5 —5
z—0 2 cos? x — 3sin“x
1
2
In2—-Inz 00
) lim ——— = —
z=0In2 +Inx 00
_1
=LH  {jyy =z
x—0 1
T
= -1

m) lim (1_ ! ) — (400 — (+09))

z—0t \z sinx
. sinx —x 0
= Im — = | =
z—0t T sinT 0

, . cosz — 1 0
=t lim —— = =
z—0t silnx + x cosx 0
, . —sinx
=L'H " ]im -
z—0+t COSXT + COST — xSINT
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)t

1 T

Inz Inz

o) lim (shz-Inz)

z—0t

p) lim (z1n’z)

x—0

)

I’H

= | O

= (00—00)

l1—=z

) 0
= lim ==
z—1 Inz (0)

=1
= hmT
z—1 =

x

= it

= —1

(0-00)

o Inzx
lim — =
z—0t —

shx

1
T

lim

z—0t —chz

sh?z
. sh?z
lim
z—0+ —xchax

. shz
— lim — -
z—0+t chx

— lim thz

z—0t

=)
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r)

lim
T—r+00

1 00
2
=LH  lim %
x—0 =
= e
= 0
1 . 1
{xln(e%——)—x} = lim [:U (ln(e—l——)—l)}
T T—>+400 T
In(e+1)—1 0
= lim — (c 1’”) = (—)
T—+400 P 0
()
===
_LH lim e+ P ZL‘2
Tr—+400 1
a2
. 1
= lim T
T—+00 e + p
B 1
N e

_L’'H
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t) lim (2?27%)

r—r-+00

L’H

I’H

Limese oblika 0%, 1% i 0o” svodimo na L’Hospitalovo pravilo logaritmiranjem:

lim f(z)9®)

T—rT0

lim In (f(2)9®))

T—T0

lim g(z)In f(x)

T—T0

Zadatak 6.27. Izracunajte limes lir% (cos2x)
z—

; 5 _
ilil(l) (cos2x)= =
InA =

_LH
InA =
A =

. T 00
lim — = (—)
x—+oo0 2T o0
2x (oo>
im = (—
z—+oo 2% In 2 00

2 . 1
5 lim —
In® 2 z—+4o00 27

0

A /In
In A
In A
3
12 .

(1°)=A /In
lim <ln (cos 2x)z%>
x—0
li 3 In(cos 2x) = 0)
limg — In(cos x) = (00
. 3lncos2x (0)
lim — = | =
x—0 ,TQ 0
. 31 —(—2sin2x)
llm COS 2T
x—0 2;13

. sin2x 1
—6 lim - lim

z—0 21 z—0 COS 2%
—6-1-1
—6
o6

195



6.7 Asimptote

Vertikalne asimptote
Pravac x = ¢ je vertikalna asimptota funkcije f: I C R — R ako je

lim f(z) =400 ili lim f(z)=+o0

T—ct T—sc™

Primjer: f(z) = %, Dy =R\ {0}

) 1
hm+ — = +0o0
20 516 = = = 0 je vertikalna asimptota
lim — = -
x—0— T

Napomena: Vertikalnu asimptotu trazimo u prekidima i na rubovima domene.
Horizontalne asimptote
Pravac y = ¢ je lijeva horizontalna asimptota funkcije f : I C R — R ako je
lim f(z)=-c.
a——o00

Pravac y = ¢ je desna horizontalna asimptota funkcije f : I C R — R ako je

lim f(z)=-c.
r—r+00
Primjer: f(z) = arctgz, Dy =R
f
y
777777777777777 f S 7T
2 lim arctgzr = —
r—400 2
T . ™
lim arctger = ——
T——00 2
,,,,,,,,,,,,,,, T
2
T . . . ™o .. . .
=5 je desna horizontalna asimptota, a x = —5 je lijeva horizontalna asimptota.
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Kose asimptote

Pravac y = kx + [ je lijeva kosa asimptota funkcije f : I C R — R ako je

k= lim @:kil: lim [f(z) — kz]

r——00 I T——00

Pravac y = kx + [ je desna kosa asimptota funkcije f : I C R — R ako je

k= lim Mil: lim [f(x)— kx]

r—t+oo I T—>+00

Napomena: Ako f ima lijevu(desnu) horizontalnu asimptotu, onda nema lijevu(desnu)

kosu asimptotu i obratno.

Zadatak 6.28. Odredite sve asimptote funkcije:

“+1 203 + 52 + 3z + 2
) J0) = gy ) o) = T
b) f(a:)=% g) f(z) = /2%(6 —x)
2x% 4 2 2 63
) fla) = arctge” h) fo) =
d) f($)=$ i) f(z) =x + 2arcctgx
: x—2
e) f(z)=—Inz+2 ) f(x):xz—ﬂ

RjeSenje: a) Dy = R, pa f nema vertikalnih asimptota.

k = limM

r—too I
2+ 1
m ——-——:
z—+oo x(3x2 + 1)
2 4+1 23
1m L
zotoo 323 + 2 a3

1+ %
111
m%ioo3—|—:%2
1

3

I = lim [f(x)— kx|

z—+o00

. 2+ 1 1
im |————— -z
r—+00 3%2 +1 3
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. 33 4+3-32%—=2
= lim
e—too  3(322+1)
. 3—x
lim ———
r—+oo 91‘2 —+ 3

= 0

Yy = §x je kosa asimptota.

3+ 2r—1
b =—— D, =R\{-1
) f@) = = Dy =R\ {-1)
23+ 2r—1
li = l _—
Jm o) = m =
—4
= lim —
z——1— 0~
= +OO
I f( ) I 3+ 2r—1
im r) = m —
r——1t rz——11 213 + 2
i —4
= im —
z——1+ 0t
= —00
xr = —1 je vertikalna asimptota
i f B 3 4+2r—1
1
2
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1
y=5 je horizontalna asimptota

3 +2r—1 A
fay =20
2x° + 2 |
|
|
|
I 1
| y=5
_________ it e b
| J
|
|
|
|
|
x = —1l
|
|
|
¢) f(xz) = arctge”, Dy =R
Nema vertikalnih asimptota.
+oo
li = i tg e”
An fe) = lim e &) )
o ? .
2 o T T T = = = = = P -
o T
lim f(z) = lim arctg €® flz) = arctge
T—r—00 T 00 N e’ = O
0 Y
= 0

T
Yy = 5 je desna horizontalna, a y = 0 lijeva horizontalna asimptota.

Kako f ima lijevu i desnu horizontalnu asimptotu, nema kosih.

Q) f(x) = =5, Dy =B\ {0)
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li = lim —
i) = B
= —|—OO
I _ 1
A= e !
flz) = 22 -
x = 0 je vertikalna asimptota y = 0
lim f(z) = lim 1 z=0
T—F00 r—300 1‘2
= 0

y = 0 je obostrana horizontalna asimptota

Kako f ima lijevu i desnu horizontalnu asimptotu, nema kosih.

e) f(x) =—Inz+2, Dy = (0,400)

li = lim (—1 2
AT = )

= —(—00) +2

A

x = 0 je vertikalna asimptota
S = p et )

= —00
f nema horizontalnih asimptota. f(x) =—Inz+2

| ) -

=400 I T—400 €T o0

_LH j z=0

= 0

Kako 0 ne moze biti koeficijent smjera kose asimptote, zaklju¢ujemo da f nema kosih

asimptota.
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~ 22% 452 + 3z + 2

f D;,=R
) f(x) 22+ 1 y f
Nema vertikalnih asimptota.
k = lim M
r—+oo I
223 +522 43742
= lim 2+l
r—to0 x

20 + 52 + 30 +2 o?

242+ 4+ 5
= im
r—+o00 1+ é
2
p— _—— 2
1
L= im (@)~ k]
. 223 + 522 + 3z + 2
= lim — 2z
r—+00 332 —+ 1
23 4+ 522 +3v+ 2 —22% — 22
= lim
r—+00 1‘2 —+ 1

5224+ +2 ' x?

R
= lim ———*

T—Fo0 1+ x_12
= 5
Pravac y = 2x + 5 je kosa asimptota funkcije f, pa zaklju¢ujemo da f nema horizontalnih

asimptota.

g) f(z) = /2%(6 — z), Dy = R, pa f nema vertikalnih asimptota.
Eo= lim 1O

r—too X

i /612 — 13
= lim —4m8—

x—+00 x
= lim ¢/—=——1
r—+00 xX

= -1
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lim [f(x) — kx|

r—+oo

lim [V62% — 2%+ z] = (00 + )

r—+oo

lim [\3/ 622 — 23 + :1:'] .

r—+o00
/o —141 0
)

8 =8 =

lim
r—+o00

=LH " lim T
r—+oo -3
2
= o—
= 2
Pravac y = —x + 2 je kosa asimptota funkcije f, pa zaklju¢ujemo da f nema horizontalnih
asimptota.
2?2 — 62+ 3
h) f(z) = —_—3 s =R\ {3}.
. 22 —6x+3 —6 . 22 —6r+3 —6
lm ——— = — im —m = —
=3~ T —3 0~ z—=3+t x —3 0+
= 400 = —00

Pravac z = 3 je vertikalna asimptota.

. flx
k = im Q
r—+oo I
22 —6z43
= lim —=%3
r—*+o00 x
. 2 —6x+3 22
= lim —
r—+oo 12 — 31 T2
6 3
= lim L=t
rx—to0 _3
xT
= 1
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) {x2—6x+3 }
= lim -z
r—+oo T —3
. 2P —6rx+3—-22+32
= lim
r—r+o00 £L'—3
—3r+3

Pravac y = x — 3 je kosa asimptota funkcije f, pa zaklju¢ujemo da f nema horizontalnih

asimptota.

i) f(z) = v+ 2arcctgx, Dy = R, pa f nema vertikalnih asimptota.

. T
kL = lim —f( ) ke = lim _f(:v)
r—+00 X r——00 I
. r + 2arcctgx ) T + 2arcctgx
= lim ——mM>=2— = lm ———=>—
T—+00 €T T——00 X
2 Ot 2 7Tt
r
= 14 lim carccle® = 14+ lim carecte
T—+00 €T T—>—00 T
b= i [f(r) kel

= xEI—iI-loo [z + 2arcctgx — ]

= lim 2arcctgx
T—r+00

= 0

ly, = lim [f(z)— kx]

T—r—00

= lim [z + 2arcctga — 2]
T——00

= lim 2arcctgx
Tr——00

= 27

Pravac y = x + 27 je lijeva kosa, a y = x je desna kosa asimptota
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r—2

j) flx) = TET D¢ =R, pa f nema vertikalnih asimptota.
T+
lim f(z) = lim T2 T fo_ﬂoof(iU) = (v —x)
T—>+00 z=too /2 4+1 x ] —r—92
) = lim ——:—
o I 1—5 z=too /2 +1 T
o x—l>r—l¥1<>o 1+ 1 1 _ 2
V z? =  lim —%X
= -1
A
y=1
/— -
y=-1 __________ % ___________
x —2\_,
) =
fle) z?2+1
Pravac y = 1 je desna horizontalna, a pravac y = —1 je lijeva horizontalna asimptota.

6.8 Tok funkcije

Zadatak 6.29. Odredite prirodnu domenu funkcije, nultocke, tocke ekstrema, intervale

rasta i pada, asimptote, te skicirajte graf funkcije:

W [ =7 __1‘)13 ) flo) =
d) f(z) =2 arccos —
72— r—2
b) f(z) = €x21 e) f(x):$2—+2
3 —4

Rjesenje: a) f(x) = (z — 1)3
Domena: Dy =R\ {1}

Nultocke:
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3
—4
x _ 0
(x—1)°
-4 = 0
2 = 4
To = \?/4_1
Ekstremi:
3 —4 Odredimo stacionarne tocke:
flx) = 3
(z—1)
322+ 12 =
o B2(r— 1) — (P — 4)3(x — 1)° S 0
fi) = w1y 322 = 12
@123 — 1) — 3(2® — 4)) v = 4
B (x —1)8 Ty =—2, x9 =2
. 31‘3 — 3:152 — 3.773 + 12 —0 ) 1 2 400
- P-leiel]
_2,2 i
. 12 ANV
(x —1)* m M
Funkcija f u 2 = —2 ima lokalni minimum i f(-2) = 9’ au x = 2 lokalni maksimum i
f(2)=4
Asimptote:
% —4
li = i
A f@) = e
-3 -4 23
B ]
3 _ 4 r—xoo (]
lim f(z) = lim T ‘
r—1t r—1t (l’ — 1)3 = 1
=3
0+ Pravac y = 1 je lijeva i desna horizontalna
= —00

Pravac x = 1 je vertikalna asimptota

asimptota, pa f nema kosih asimptota.
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x?—1

b) fla) =
Domena: Dy =R
Nultocke:
flx) =0
2
—1
x : _ 9
ew
22—-1 = 0
2 = 1
g = +1
Ekstremi:
Odredimo stacionarne tocke:
, 22 e — (22 — 1)e* - 21 dr — 23 = 0
f(x) = 62‘T2
2¢(2—2%) = 0
_ “ (2¢ — 247 + 22) 21 =0, 22 = V2, 13 =—V2
62x2
—00  — 0 V2 o 4o
Az — 207 e ’
T T flel=]+]-
AN~ TN
M m M
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Funkcija f u # = 0 ima lokalni minimum, a u z = —v2 i = /2 lokalni maksimum.
L.

FV2) = F(=v2) = 5 1 £(0) = —1.

Asimptote:

Nema vertikalnih asimptota.

. . x? =1 00
b 2
=L Jim z 5
x—+oo 20 - €%
1

Pravac y = 0 je lijeva i desna horizontalna

asimptota, pa f nema kosih asimptota.

M M
T T
_/2 1 1 2 y=0

m
In?z
) fla) ="
Domena: D; = (0, +00)
Nultocke: Ekstremi:
In?z
2
n2xr = 0 flo) = 21nx-%-2:p—lnx
Inx = 0 t
. o= 1 _ Inz(2 —Inz)
22
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Odredimo stacionarne tocke:

Inz(2—-Inz) = 0
r, = ¢€°
r, = 1
Ty = e

0 1 e? —+o0
i A
N AN

m M

Funkcija f u z = 1 ima lokalni minimum i f(1)

4
2\ _
f(e?) = o
Asimptote:
In?z
li = i
Jim fla) = =

:+OO

Pravac x = 0 je vertikalna asimptota

2

In“ x 00
s = ()
, 21 L1
=L lim G
r——+00

0, aux = €2 lokalni maksimum i

Pravac y = 0 je desna horizontalna asimptota, pa f nema kosih asimptota.



A
o
I
8
\M
1
1
d) f(x) = 2 arccos
T —
Domena:
1
Darccos [ 171]:>_1< <1
z—1
1
-1 < < 1
- -1 r—1 =
T 2—x
0 < < 0
I | r—1 =

Nultocke:
flx) = 0
2 arccos = 0
r—1
1
= 1
z—1
Trog = 2
Ekstremi:
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> 0

f nema ekstrema i raste na cijeloj domeni.

Asimptote:

Nema vertikalnih asimptota.

lim 2 arccos
r—+00

lim f(x) =

r—F00

= 2arccos0

_ .7
2

xr —

Pravac y = 7 je lijeva i desna horizontalna asimptota, pa f nema kosih asimptota.

f(0) = 2arccos(—1) = 27

f(2) =2arccos1 =0

r—2
e I) = ———
) @)= =
Domena:
Dy =R
Nultocke:
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—2
x _ 9
x?+2
r—2 = 0
g = 2
Ekstremi:
Odredimo stacionarne tocke:
flz) = o2
Vit +2 w = ; 2z~ 0
x4+ 2)Vart 42
Va2 —(r—2) —~A—=-2
P R e e == B 242 = 0
x? 42
X1 = —1
22 4+2—x% 42z
= ﬁ —o0 -1 +o0
2 42 I ‘ n ‘
B 24 2x
(@ +2)Va2 1 2 FIN] 7
Funkcija f u 2 = —1 ima lokalni minimum i f(—1) = —/3.
Asimptote:
Nema vertikalnih asimptota.
elo o dm f@) = (ze ()
lim f(z) = lm ——:— 9 T
T—+400 zo4oo (/2 +1 x — lim -z
e o Pl
= lim —= -1-2
oS4l — lm =
_ X T—>+00 /1_‘_&%
= -1
Pravac y = —1 je lijeva, a pravac y = 1 desna horizontalna asimptota, pa f nema kosih

asimptota.
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Zadatak 6.30. Odredite prirodnu domenu funkcije, nultocke, tocke ekstrema, intervale

rasta i pada, tocke infleksije, asimptote, te skicirajte graf funkcije:

a) f(x)=x-e ¢) fla)=a?-270

b) f(z) =z —2arctgx d) f(z) = arcsin(e” — 1)

Rjesenje: a) f(x) =z - e 2
Domena: Dy =R\ {0}
Nultocke: Jedina moguca nultocka bi bila xy = 0, no nije jer 0 nije u domeni.

Ekstremi:

@) = woe

> 0

Funkcija nema ekstreme i raste na cijeloj domeni.

Tocke infleksije:

_a 2 2 1 4
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Odredimo tocke infleksije:
22t +4 = 0
2 = 2

Kandidati: z; = \/5, To = —/2

Intervali konveksnosti su <—oo,—\/§> i <0,\/§> , a intervali konkavnosti su <—\/§,O> i
(V2, +00).

Asimptote:
lim f(xr) = lim z- e o
z—0~ r—0~
1
‘ = i -
lim f(x) = lim z- e 3 = 4oo-1
z—0t z—0t
= =+

=0 Nema horizontalnih asimptota.

Nema vertikalnih asimptota.

. _ 1
= lim x(e x2—1>:(oo-0)
r—+oo
_1
e a2 0
= lim — =1z
r—+o00 0
2
_LH iy 2 €
r—+oo —%
xT
=2 -
= lim :

Pravac y = x je kosa asimptota.
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b) f(z) =x — 2arctgx
Domena: Dy =R

Nultocke: zog =0

Ekstremi:
Odredimo stacionarne tocke:
flz) = z—2arctgx 2-1 = 0
2 2 = 1
flle) = 1———
() l'2+1 ZL'1:—1,$2:]_
— 1+ ZE2 —2 —0o0 -1 1 +oo
- ——
o dEAEES
v —1
- 5 P N A
¢+ 1 [P
Funkcija f uz = 1 ima lokalni minimum i f(1) = 1— g, te u x = —1 ima lokalni maksimum
s
i f(—1)=—=—1.
(1) =7
Tocke infleksije:
filz) = 2r(x? + 1) — (22 — 1)2x
(224 1)2
2@+ 1-2"+1)
(22 + 1)2
B 4x
(224 1)2
Odredimo tocke infleksije: e 0 e
dr = 0 -1+
v =0 flalvl

Interval konkavnosti je (—00,0), a interval konveksnosti je (0, +00).
Asimptote:

Nema vertikalnih asimptota.
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. T —2arctgzw
lim ————
xr—*+o0o

2
— i (1_ arctgx)
T—Fo00 X
= 1

lim [f(z) — kx|

T—r+400

ll =
= lim [z —2arctgx — ]
T—r+00

= lim (—2arctgz)

T—r+00

_ 5.7
2

= -7

ly, = lim [f(x)— kx]

T——00

= lim [z —2arctgx — ]
Tr——00

= lim (—2arctgz)
T—r—00
— 9. T
2

= 7

Pravac y = x + 7 je lijeva kosa, a pravac y = x — 7 je desna kosa asimptota.

¢) f(z) =a? 27
Domena: Dy =R

Nultocke: o =0

Ekstremi:
fo) = a2
) = 20-27"+2%-27%In2- (-1)

= z-27*"(2—2zIn2)
= (2z—2%In2)-27"

Odredimo stacionarne tocke:

1'120,272:

In2
—00 1 o —+o00
i R
PN
m M

2
Funkcija f u xz = 0 ima lokalni minimum i f(0) =0, teu x = ™ ima lokalni maksimum
n

2 4 2
i — | = —— - 92 Iz,
lf(ln2) In*2 1
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Tocke infleksije:

() = 27%(2—-2zIn2)+ 2z — 22In2)(—27"1n2)

= 277(2—-2rIn2—2zIn2 + 221n*2)
= 27%(2—4rIn2+ 2%1n*2)

0 = 2772 —4rIn2+22In*2)

4In2+ /16102 — 81?2
T12 = 2
2In"2
_ 4ln2+2y2In2
a 21n°2
Asimptote:

Nema vertikalnih asimptota.

lim 2?.-27* =
Tr—+00

L’H

L’H

lim z2-2°*
T—r—00

Pravac y = 0 je desna

Provjeravamo ima li f

k e

Nema kosu asimptotu.

d) f(z) = arcsin(e® — 1)

2

. xX (0.8}
lim — <: —)
z—+oo 2% o0

. 2z 00
lim <: —)
z—+oo 2% In 2 00
2

lim 5
z—+o00 2% In* 2

0

oo - 2T

+0o0

horizontalna asimpotota.

lijevu kosu asimptotu:

lim G
T——00 X

x2. 27"

lim
Tr—r—00 T

lim z-27*%
Tr—r—00

00 - 2T® = —0

216

—00 xr1 xro 400
f// _ +‘
flulnlu]

M
m 2
In2



Domena:

Daresin = [-1,1] = -1 <e*—1<1
-1 < e*—1 ef—1 < 1
T < 9

(a)
IN
Q

8
Q)

Dy = (—o00,In2]

Ekstremi:

1—(er—1)2
Funkcija f nema ektrema i stalno raste.

Tocke infleksije:
61’
fix) =

T __ p2x
2e e

Nultocke:
e?—1 =
e’ =

T =

(2e* — 2¢%)

T, \/ﬁ T, 1
) = e 2e e R

2eT — 621‘

T T 2z e’ (ez_eh)

e’ - \/2e¥ — et — Norrer
20T — 62:1:

eT (261_621)_61(61_821)
\/26"”7621
20T — 62:1:

ex(2€x _ e2ac) _ e:v(eac _ 6238)

(zew _ 621‘)%
62:6
- >0
(26;v _ eQw)%

Funkcija f nema tocku infleksije i konveksna je na cijeloj domeni.

Asimptote:

Nema vertikalnih asimptota.



lim arcsin(e® —1) = arcsin(0— 1)
T—>—00

2

™. .. . .
Pravac y = —5 je lijeva horizontalna asimpotota.

Nema kosu asimptotu.

VN

In2
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Poglavlje 7

Neodredeni integral

Definicija 7.1. Nekaje f: I CR — R. Za F' : I — R kazemo da je primitivna funkcija
funkcije f ako je
F'(z) = f(z),Vz € 1.

Uoc¢imo da, ako je F' primitivna funkcija funkcije f, onda je skup svih primitivnih funkcija

od f dan sa F' + ¢, gdje je ¢ € R konstanta.

Definicija 7.2. Skup svih primitivnih funkcija od f nazivamo neodredeni integral i

oznacavamo sa | f(z)du.

Tablica vaznih integrala:

1) [ @i | 1@ | [t
xm+1
™ me R\ {-1} m+1+c sinx | —cosz +c

1 )

- In|z|+c cosx | sinz+c¢

x

1 t + L t +

arctg r + ¢ x+c
1+ 22 & cos? x &

! ina -+ ! tgx +
S arcsin x + ¢ —ctgx +c
VI—22 sin? z s

a” +c shz chzx

Ina
e e+ ¢ chz sh z
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Pravila integriranja:
o [ @) £ g@)de = [ f@rinx [ gas

o/(c-f(x))dx:c-/f(x)dx

Zadatak 7.1. Odredite sljede¢e neodredene integrale:

.9 2
9 _ [sn"z [ 1l—cos"x 1
°) /(tg I)dx_/cosza:dx_/ cos? dr = / (COSQZE

(3e)* 3re”
d) [ 3%etdr = [ (3e)" = —
>/ car /( =@ marilC

7.1 Metoda supstitucije

 tmaw sa=g0)
/f(:}c)dx— dt = ¢'(z)dx _/f

Zadatak 7.2. Odredite sljedece neodredene integrale:

t=5x—2

dx
a)/—
Vor —2 dt = 5dx :s%:d;c

1o
N

220
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1

(97'(@) - FIr=T0)]



2

t=x
b)/:n-?x2d$ = dt
dt = 2xdx :>§:xdx

1 t
= [ 7t
]

7t
= om7 ¢

ck/mqmmm - it
k

d)/3x2dx _ t=x

1+ af dt = 3x%dx

B / dt
N 1+ ¢2

= arctgt+c

= arctgx® +c

e) /COS \/Eda; v

= dx dx
V' dt = — = 2t = ——
SN NG

= 2/costdt

= 2sint+c
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= 28inyz+c

f)/tgxdx = /Smmdx
cos

t =cosx

dt = — sin zdx

@
t

= —Injt|+c

= —In|cosz|+c

dx sin xdx
) | ———— = | Y/
CoSZT -sinx CoST - sin“x
1 1
= / C———dx
ctgr sin“x

t=ctgx

dt

= —In|t|+c¢
= —lInfctgz|+e¢

t—10
t=2rx+10 == ——

h) /:::(23: +10)0dz = P
dt = 2dx =— =dx

2
1 [t—10

= - [ —— -t
2/ 2

= —/(t“ — 10t at

2 10)12 2 10)!
(2x + 10) 5(2z + 10) iy

48 22
222




dr ?=e"—1=e"=1>+1
i)/— = otdt
et —1 2tdt = e*dr = =dx

B / 2tdt
B tt2+1)
_ 2/ dt

241

= Z2arctgt+c

= 2arctgy/er* —1+c

)/ dx B i/ dx
J 22 4 g2 ) (§)2+1

2 +1

1 / adt
a2 ) 241
1 / dt
oa ) 2+1

1
= -—arctgt+c
a

1 x
= -—arctg— +c¢
a a

S — 1/¢10_l—ﬁ

t =
a

T
a
1 a dt
a ) 1—t2
= arcsint—+c
x

= arcsin— + ¢
a
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Zadatak 7.3. Odredite funkciju F' takvu da je F'(z) = (+1)3 te F'(0) = 1.
xe+

Rjesenje:
F(x) = /de
/(12 + 1)3
t=a+1

dt:2xd$:>%:xdx

B 1 dt
2/ 4
1
= 5-(—2)-1&’5—1—0
1
2+ 1
F(0) L +
= - c
02+1
1 = —-1+4+c¢
c = 2
F(z) ! +2
T) = —
241

Zadatak 7.4. Odredite sljedece integrale:
2 +1 x? 1
dr = —d —d
2) / vz /\/E v / Sz

= /xgdx—i-/x_;dx

2 5 1
= g:m +2z2 4+ ¢

t—1
t=3z+1 = T=—a
b)/:c(3:n+1)5dx =
dt =3dx = da::%
= E.ﬁ.ﬂ
3 3
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c) /a:\/mm‘

225

1/Bz+1)7" (Bzr+1)°
5( 7 6 e
t—1
t=2z+1 = x:T
13
dt = 2dx :>dx:%
t—1 dt
o=
/2 Vi
1 3 1
— tf—f) dt
4/(2 2
1/2 2
2z+1)2  (2z+1)2
— c
10 6
t=2"+1 = 2°=t—-1
dt = 2z dx :@:xdx
1
5/\/¥'(t—1)dt
1 3
— tz —t2)dt
5 [ =t
L2528
2\5" 7 3 ¢
2 1§ 2 3
@+Di (@Dt
5 3



sin
e) 5 dx
cos® x

t =cosx

dt = —sinx dx
dt
3

—t2+c

2 cos? ¢

7.2 Metoda parcijalne integracije

/udvzuv—/vdu

Zadatak 7.5. Odredite sljedece integrale:

a)/xe"”dm =

b) /xsinx dx

U=2x du = dz

dv=¢e"dz v=2¢"

ret — /em dx

et — et + ¢

U=z du = dz
dv=sinzdr v=—coszx
—xcosx—i—/cosx dx

—xcosx +sinx +c¢
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c)/xlnxdm =

d)/lnxd:v =

e) /arctg x dx

d
u=Inzx du:—x
x

2
dv =z dx v:x—
2

22Inzx x? dx
2 2 x
2] 1

T 211913 —E/xda:

2?Inx x2+

-~ +4ec
2 4
d
u=Inz du:—x
x

dv=dx v==x

1
xln:p—/x-—dx
z

zlnx —x +c

tgz d dx
u = arctgx du=
& 1+ 22
dv = dx V=21
x
tg T — d
x arctg /1—1—;172 0
t=1+2°
dt = 2x dx
; 1 [dt
rvarctgr — = [ —
8T

1
xarctgx—51n|t|—|—c

1
x arctg x — 5111(1 +2?) +c
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f) /e”” sinx dx

/

2

— —

) [

e*sinz dx
e*sinz dx

e*sinz dx

cos(Inz) dx

cos(Inz) dx

cos(Inz) dx

U =sinx du = cosz dx

dv=¢€e"dr v=¢"
exsinx—/egccosxdx

u=cosr du=—sinzdx

dv=¢€e"dr v=¢"

e*sinx — <em cos T — /ex(— sin x) d:c)

exsinzt—e”cosa:—/exsinxdx
e’”sinx—e‘”cosx—/emsinxdx
e’sinx —e*cosx

—e®(sinx — cosx) + ¢

_sin(l

u=cos(lnz) du= w dx

dv = dz
x cos(lnx) /m —sin(inz) da:
x cos(lnx) —i—/sm (Inz)d

u=sin(lnz) du= cos(In ) dx

x
dv =dx V=2
. cos(Inz)

x cos(Inz) 4+ | z sin(lnzx) — [ x- — dx

)
x cos(Inz) + z sin(lnz) — s(lnx) dx

x cos(lnz) 4+ z sin(lnz) — /cos(lrm dx
) /co

x cos(lnz) + z sin(Inz)
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/cos(ln r)dr = %x(cos(ln z) +sin(Inz))

u=Inzx du:d—x
h)/ﬁlnxdm‘ = 2$
dv = \/z dx v:§x%
2 2 1
2
= —xglnx—g/x;dx
3 3
2 g1 4 3,
= —_ 2 [ 2
3:1: nx 91’ c
2=z
i)/arctgﬁda; =
2t dt = dx
= Q/arctgt-tdt
u:arctgt du:mdt

1
dv=td = —¢2
v X v 2

t? 1
= t.arctgt—2 [ —-
arctg /2 112

14+t2—1

= t.arctgt — [ ———dt

1+ ¢? 1
= 2. arctgt — dt — dt
arctg (/1+t2 /1+t2 )

= {?.arctgt — (t — arctgt + c)

= t?.arctgt —t+arctgt+c

= zarctgy/r — /T + arctg\/r + ¢
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j)/ln(1+x2)dg; =

k) /(x2+3x)sinxdx =

u = In(1+ 2?) du:1+x2d:1:
dv =dx V=2
2
— 2
= xln(1+x)—2/1+m2das

1+ 22 1
- xln(1+a:2)—2(/1+x2dm—/1+x2dx)

= zIn(l+2?%) — 2z + 2arctg z + ¢

u=2x"+3r du=(2x+3)dr

dv=sinzdr v=—coszx

= —(x2+3x)cosx+/(2x+3)cosxdx

u=2x+3 du =2 dz

dv=cosxdr v=sinz

= —(x2+393)cos:l:—|—(2x+3)sinx—2/sinxd1’

= —(22+3x)cosx + (22 + 3)sinz + 2cosx + ¢

u=t du = dt

dv=etdt v=¢

2t-et—2/etdt

2t - et — 2el 4 ¢
2,/7 - eV® — 2eVT 4 ¢
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7.3 Integriranje racionalnih funkcija

Zadatak 7.6. Odredite sljedece integrale:

1 =2r+1
a)/ dr =
2r+1 dt = 2 dx

1 /1
YR
2/t

1
— —Inft
5 Inft|+c

1
= §ln|2m—|—1]+c

3z +1 3x 1
b)/xz—i-ldx B /x2+1dx+/x2+1dx

t=x+1

dt =2z dx
3/dt+ tgx +
= — [ —+arctgz+c
2] s
3
= Eln|t|+arctg$+c

= —In(2?+1) +arctgx + ¢

DO

dz
C —_—mm =
)/x2+:v—|—1 /x2+x+}l+%
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2 2t
= % arctgﬁ +c
V3

V3

+c

20? =3 dt = 4x dz

Lfd

4 t

L in ) +
= —In c
4

1
= Zln|2:v2—3|+c

e)/aﬂdle - /(:c—zc)lfwrz):(*)

1 A B N
x2—4 x—2+x+2 / (@ )
1 = A(x+2)+B(zx—2)
1 = 2(A+B)+2A-2B
0 = A+B
1 = 2A-2B
1 = 4A
=
B — _1t
4

—
*
~
I

1/ dx _1/ dx
4 r—2 4 T+ 2

= M
= 4n:17 4nx C

232



f)/ dz _ t=x—a
(z —a) dt = dz

1 [dt
4w

t—p+l

—p+1

1 1 N

= . c

—p+1 (z—a)P-b

dz . . .
Napomena: Integral | —————— rjeSavamo rastavom na parcijalne razlomke, ako je
ar? + bxr + ¢

d
D = b* — 4ac > 0. Inace, ako je D < 0, zapisujemo gauobliku/—x.
12 + a?
Zadatak 7.7. Odredite sljedece integrale:
—? 4z +1
—r?+x+1 A B C
S — (r—1)3
(x —1)3 x—1+(a:—1)2+(:17—1)3 / (z=1)
—2?+zx+1 = A@*-22+1)+Blz-1)+C
—r*4+x+1 = A+ 2(-2A+B)+A—-B+C
A = -1
—24+B = 1=DB=-1
A-B+C = 1=C=1
() = _/ dx _/ dx / dx
B r—1 (x —1)2 (x —1)3
= —Inlz-1[+ L ! +
- r—1 212" °
z? 41 z?+1
b)/—x“—xf‘dx = /—x3(x—1)dx_(*)
2?2+ 1 A B C D 5
— T = =4 = —1
3z —1) a:+3:2 x3+x—1 vle—1)
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?+1 = A(@@®—2*)+ B(z*—1z)+C(x — 1) + D2?

?+1 = 2*(A+D)+2*(—-A+B)+2(—-B+C)-C
—-C =1 =0=-1
-B+C = 0 = B=-1
—A+B =1 = A=-2
A+D = 0 = D=2

dx dx dx dx
— 9| Z=_ [ =_ [ =49
(+) /x /332 a:3+ /x—l
1

1
= 2Injz|+ -+ -—= +2Injz-1|+c
r 222

r? —12 r? —12
C)/x(x2—4)dx - /x(x—Q)(x+2)dx:<*>

2 — 12 A B C
-~ cx(z — 2)(x + 2
z(z —2)(z + 2) x+x—2+x—|—2 / ez —2)(z+2)
2 =12 = A(2* —4) + B(2? + 2x) + C(z* — 2x)
?—12 = 2*(A+B+C)+2(2B-2C)—44
—4A = —-12 = A=3
2B-2C = 0
A+B+C = 1
B-C =0
B+C = -2
B = -1 =C=-1

dz dz dz

_ 3 2= _
(+) /m /:C—Q /x+2
= 3lnjz|—In|z —2|—Injz+2|+¢

:lnx

3
x2—4‘+c
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d)
dx

/m4—16

1

4 — 16

dx

A

N /u—m<

B Cx+D

x4 2)(z? +4)

= (%)

a:—2+x+2+

A+B+C = 0
2A-2B+D = 0
4A+4B —4C = 0
8A—8B—4D = 1
(11 1 0 0] [
2 -2 0 1.0
| ~
4 4 —4 00| /:4
(8 -8 0 —4.1 | I
(11 1 00 [
0 —4 -2 1.0
| ~
0 0 -2 00
0 16 —8 —4.1 | IV—4II i
1
D=-—  C=0
8
4B=1
8
B=——
32
() = 1 dz dz 1
32 ) x-2 32) x+2 8

32

2+ 4

(z—=2)(x+2)(2* +4)

A(z® + 22% + 42 + 8) + B(x® — 22 + 4o — 8) + (Cz + D) (2 — 4)
A(x® + 22° 4+ 42 + 8) + B(a® — 22° 4+ 42 — 8) + C2® — 4Cx + Da* — 4D
3 (A+ B+ C)+2*(2A—2B+ D)+ x(4A+ 4B — 4C) + 8A — 8B — 4D

11 1 0'0)

2 -2 0 1.0/ II-21

11 -1 030 m-1
§ =8 0 —4:1 ] IV-8I

11 1 0'0]

0 -4 -2 1.0

0 0 -2 030

0 0 0 -81|

—4B-2C+D=0 A+B+C=0

1

A= —
32

/ dx
2+ 4

1 1 1 T
-1 —9l — 1 92| — — z
n|x | 9 n|x+ | 16arctg +c

2
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z3 (2 +z+1)=0-1
—(2® 4+ 2* + )
—r? —x
—(=z*—2—1)

f)/2x3+3x2+m—1
(22 + 2z + 2)?
203 + 322+ — 1
(22 + 2z + 2)?

203 + 322+ —1
208 + 322+ —1
203 + 322+ —1

A

2A+B
2A+2B+C
2B+ D

Ax+ B
2+ 22 + 2

Cx+ D
(22 + 22+ 2)

5 /-(:B2+2.17+2)2

(Az+ B)(2* +22+2)+ Cx+ D
A3 + 2Ax% + 2Ax + B2 +2Bx + 2B+ Cx + D
Az + 2°(2A+ B) +2(2A+2B+C)+2B+ D

2

3 = B=-1
1 = C=-1
-1 = D=1
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2t 1
dt —3 dt —
/t2+1 /t2+1
—_——

/ 20 — 1 d—l—/ —r+1 d
—ax T
xe + 20 + xe + 20 +
249 2 242 2)2

/ 2x — 1 da:—l—/ —r+1 i
(x+1)2+1 ((x+1)2+1)°

t=x+1 =ax=t—-1
der = dt

2t — 3 ~t+2
/2 dt+/—+2dt
?+1 (t2+1)

J/

(&

t 1
—dt+2/—dt
/ (t2 4 1)° (t2 +1)°

J/

N
-~

A O

2t
/t2+ 1dt

w=t*+1

dw = 2t dt

dw
w

In|w|+¢

In(t? + 1)

—/ﬁdt

w=1t>+1

dw:2tdt:>d7w:tdt
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= arctgt+

1
= —arctgt
2arcg+

1
(2 +1)
_t/ﬁ+1—ﬁﬁ
B (t2 +1)°
t?+1
[t/
(t2+1) (
1
_dt_
/t2+1 /

dt = v=-—

2(£2+ 1)

t-t

t
212 +

1)

In(t* + 1) — 3arctg t +

(#2+1)°

=

2

1 1
In(t* + 1) — 3arctg t + m +2 (—arctgt +

In(t* + 1) — 2arctgt +

In(z? + 2z + 2) — 2arctg (z + 1) +

1
2(£2 1 1)

202+ 1)

t2
+1)

dt

du = dt
1
2(t2+1)

1
— —arctgt

2
+ arctg t +

142t
+c

2¢+ 3

t
@~

1)
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w=t—1

dw = dt
B / dw
N w2 + 32
1 ¢ w+
= —arctg —+c
3 e
1 ) t—1+
= —arctg— +c¢
3 18 T3
1 et —1
= —arctg +c

3

7.4 Integriranje iracionalnih funkcija

Zadatak 7.8. Odredite sljedece integrale:

)/ dx x:t6
a _— =
2V + Vx dr = 6t° dt

B / 6t° dt
a 2t3 + 12

B 67" dt
A2t +1)
63 dt
- / T
61 :(2t+1):3t2—gt+%
— (663 + 3t?)
—3t?
(32— )
3¢
- (Gt+3)

|
(S
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() =

3
/ 32331 gy
1 2% +1

= t3—§t2—|——t—§ L
B 4 4) 2t+1
3 3
= ﬁ—zﬁ+—t—§mﬂﬁ+ﬂ+c

3 3 3

T+ 2
b) [ —=dzx
) V4 — x?
C)/\/ex—ldm

T 1
—dx+2/—dq:
/\/4—x2 V4 — x?
t=4— 22

dt
t:—2xd:1::>—5:xd$

d

1/ dt 1
S A

2) Vit VA4 — x2

1
~3 77/t + 2arcsin g +c

—v4 — 22 + 2arcsin g +c

tP=e"—1
2t dt

2t dt = e dx
t2+1

/ 2t dt

t.

24+ 1
t2

2/ dt
241

?4+1-1
2/+_dt
t24+1

g/dt_g/ L o
241

2t — 2 arctgt + ¢

dx

= ¢ =t>+1

=dx

24/e* — 1 —2arctgy/e* —1+c
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/ln(x + Va2 + 1) dx

o) /e\/Qerl dr —

( u=In(z+Va2+1)

du=— < +Z—x)dx
T+vVal+1 2Va?+1
- = ! ( i —Hv)dx
| Vaz+1
1
= x
( 22 +1
= xln(w+\/:v2+1)—/ C_dr
2?2 +1
t=a?+1
dt =2z dx
dt
= zln(z+ Va2 + )—— 7d:v

= Iln(x—i-\/m)—i-Z\/%—i-c

= zhn(x+vVa2+1)—vVa2+1+c

2—_9r+1
tdt =2 dx

/e -tdt

u=rt = du=dt

dv=etdt = v=e¢

tel — /et dt

tet —el 4+ ¢
V2 + 1 eV2etl _ gv2etl 4
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Invz+ 3
voe+3

dx

?=xr+3
2t dt = dx

Int
/7.2;%

2/1ntdt
dt

u=Int = duz;

dv=dt = v=t

2tlnt—2/f'%

2tInt — 2t + ¢
2V +3-InvVr+3—-2vV/r+3+c¢

(Ethsny TV

I A AL

N NG
= 2/(t+1)sintdt

u=t+1 = du=dt

dv=sintdt = v = —cost

— _2(t+1)cost+2/costdt

= —2(t+1)cost+2sint+c

= —2(y/r+1)cos/r+2sin\/r+c

2=e"-1 = =t>+1
2t
t2+1
(jQ/F/H-t. 2t gt
t24+4  £2+T

t2
2 dt
/ t2+4

Adt=e"dz = dt = dx
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24+ 4

(- )
244

1 t
— 2(t-42,§arctg§>+c

t?+4—4
_ 2/+_dt

ver —1
= 2(\/61—1—2arctgeT)+c

7.5 Integriranje trigonometrijskih funkcija

Prisjetimo se nekih jednakosti koje vrijede za trigonometrijske funkcije:
i) sin’x + cos?z =1

ii) sin(2z) = 2sinx cosx

2

2x —sinzx

iii) cos(2z) = cos

1
iv) sinxcosy = 5 [sin(x — y) + sin(z + y)]

1
v) sinzsiny = 3 [cos(z — y) — cos(z + y)]

1
vi) coszcosy = 3 [cos(x — y) + cos(z + y)]

Ako zbrojimo jednakosti i) i iii) dobijemo:

1 2
vii) cos’z = M7
2
Ako ih oduzmemo dobijemo:
1— 2
viii) sin?z = —C;S< ?)

Zadatak 7.9. Odredite sljedece integrale:

a)/sinzxdas = /%S(Qx)dm

1 1
= 5/ daz—i/cos@a:) dx
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S VO P
= 2.17 4S1HZL‘ C

1 2
b)/coszxdx = /H+(x>d:r

1 1
= 5/ dx—|—§/cos(2:c) dx

_ +1'(2)+
= 2$ 481111‘ &

t=kx

¢) / sin(ka) do = J

dt = kdzx = —t:dx

k
1

1
= ——cost+c
k

1
= cos(kx) + ¢

1
Napomena: Sli¢no se dobije i /Cos(k‘x) dx = Z sin(kz) + ¢

a) / in(3z) cos(22) dr  — % / sin(3z — 22) + sin(3z + 2¢)] da

= %/[sinx+sin(5x)] dx

1 1
= —jcsr— 5 cos(bx) + ¢

e) /sim2 reoslzdr = / (2sinz cosz)* dx

I N

/ sin?(2x) dx
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f)/cos4xd$ = /(H#Sm)yczx

/ (1 + 2cos(2z) + cos*(2z)) da

1
4
1 1 1. 1 2
4_1 +Z.Z.551n(2x)+1/cos (ZIE)dZE

1 1 1 /1 4
= A—lx+zsin(2x)+1/—'—c+(x)dx

— o+ sin(2e) + 22+ — sin(dr) +
= 4[[’ 48111 T 81; 32Sln Xz C

3 1 1
= 3% +7 sin(2z) + 3 sin(4z) + ¢

g) /sin5 x dx /smx sin z dx

/smx (1 — cos?® z)? dx

t =cosx

= —sinx dx

= 1—t2
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— —/(1—2t2+t4)dt

2 1
= —t+t3—=t°
+3 5 +c

3

2 1 5
= —cosx—l—gcos x—gcos T —+c

h) / Vsin*zrcos* v dr = / V'sin® x cos® x cos & dw
= / Vsin® 2(1 — sin? x) cos = dx

t=sinz

dt = cosx dx

= /\/t_3(1 — %) dt

- /(tg—t;> dt

25 2
= —t2 — —t
) 9

N[

+c

2 2
= g\/sin5x— §VSin9:c+c

_ sin(In ) t=Inz
i) /—x dr = o dz
x

= /sintdt
= —cost+c

= —cos(lnz)+c¢

Napomena: Integrale oblika / Va? — 22 dr rjeSavamo supstitucijom x = a - sint, a
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integrale oblika / Va? + z? dx supstitucijom x = a - sh t.

r=a-sint
j) /\/&2—x2d:€ =

dr =a-costdt

/\/aQ—aQSmQt-a-costdt
= a2/\/1—sin2t~costdt

= a2/\/Cos2t~costdt

= a2/cos2tdt

_ a2/<l+cos(2t)> ot
2

= %/ —i—cos 2t dt

a
= — t—— 2t
2( Sln )+

r=ua-sht

dr =a-chtdt

= /\/a2+a25h2t-a-chtdt
— aQ/\/1+sh2t-chtdt
= CLQ/\/Cth-Chtdt

= aQ/chztdt
_ a2/<1+(:2h(2t)) @t
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| ],

(1+ ch(2t)) dt

a2
2

(t + %Sh (2t)) +e

x
Promotrimo supstituciju ¢ = th. Tada je:

1 1
dt = Qx-—dx
cos® 5 2

o
N8

sin? 24 cos® % J cos

2cos? 2 " cos?

N8

= —th% 1 dx
2

?+1
= + dx
2

2.dt
t2+1

T
: — an(a. _>
SIn xr S1n ( B

. T
= 2-sm§cos—

3 T x
sin 5 cos g
1

|
[N
N8 [o]8]

T T
S1n 3 COS 5 ) COS

sin? $ +cos? § " cos?

ey
tg?s +1
2t
2 +1

cosr = cos<2-£)
2

x ..
= cos? 5 sin? =

2
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Dakle, kod supstitucije t = tgg vrijedi:

2 dt . 2t 1—¢t2

= ———
. 24+ 1 t24+1 24+ 1

Zadatak 7.10. Odredite sljedece integrale:

a)

(1 — o2 )
2dt
/ CcoS dr - dr — .
1+ coszx 1+t
1—¢2
cosSxT =
\ 1+t2/
_/ = 2dt
- 12 2
1+1+1t2 1+1
_/ = 24t
- 142412 2
e 1+t
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2
= ~1
/( +1+t2) dt

= —t+2arctgt+c

= —tg> + 2arct (t —x)+
arc C
85 g t83

x
= —@§+x+c

b)

/ dx B }
8 —4sinz + 7cosz

2dt
o 1+t2 .
o 8t 7W

1+t2 142
2 dt

8—|—8t2 8t+7 7t2

8t+—15

s
-2 s - )
i?) t—5/ (t=3)(t -5

1 = A(t—5)+B(t—3)
1 = t(A+B)—5A—3B

0 = A+B
1 = —-5A-3B
1
4 = =
B 1
)

(*)__l/iJrl/i
a 2/ t—-3 2J) t-5
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11 |t 3|+11 |t — 5|+
211 211 C

t_
Inli=2
2

3 +c

1. |tgg —5

tgs —3
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Poglavlje 8
Odredeni integral

Teorem 8.1. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na segmentu [a, b]. Tada vrijedi

Newton-Leibnizova formula:
b
[ @) do = F®) - Fla)

gdje je F' bilo koja primitivna funkcija od f.

Svojstva odredenog integrala:

. /f(:c)da::O
o /bf(x)dx:—/af(x)dx
. /Cf(x)dx:/bf(a:)dx—i-/cf(:c)d:c,VbE<a c)
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. /f(w) dx = 0, ako je f neparna na [—a,d]

o /f(x) dr = 2/f(x) dx, ako je f parna na [—a,a]
—a 0

8.1 Metoda supstitucije u odredenom integralu

Zadatak 8.1. Odredite sljedece integrale:

jus

)jcosxdm t=sinx r=0 +— t=0
a —_— =
) 1 +sin’z dt = cosx dx x:g — t=1
1
B / dt
B 1+¢2
0
1
= arctgt’
0
= arctgl — arctg0
o
4
) )L BP=r-2 = t=Vr-2 =3 — t=1
J V(=22 +3 3¢ dt = da =29 — (=3
PR
t
= - 3t dt
/t2+3
1
3
t J
/t2+3 (*)
1
tt (P +3)=t"—3
—(t* + 3t?)
—3t?
—(=3t*—9)
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In2

3<%t3_3t+7arctg%) 1

3(% 33_3'3‘*’%““%%)—3(%-13—3-1+%arctg%>
3<3\/§-§>—3<é—3+3\/_-%)

3\/§W+8—3\/2§7T

8+3\/2§7T

P=e"—1 = =241 2=0 > t=0

C)/‘ex_ldx - 2 di

0

Adt=¢"dr = ——=dr z2=In2 — t=1
241

1
/ 2t dt
= o —
2 +1
0
1
2 dt
241
0

B / F1-1
B 241
0
/1
0

= 2
< t2+1) at

1
= 2(t—arctgt)

0

= 2(1—arctgl) —2(0 — arctg 0)

_ 9_T
2
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- 1

V9 —-2Inzx tht:—z—dq: r—et s =1
x
1
_ _/@
¢
3
3
~ [

¢ d 2=9_-2lnz = t=+9—2Inz x=1 ~ t=3
d)/
X

1

8.2 Metoda parcijalne integracije u odredenom inte-

gralu

Zadatak 8.2. Odredite sljedece integrale:

1

u=ux = du=dx
a)/xewdx =

; dv=¢e"dr = v=c¢"

1

1
—/exdx
0

0

= ze”

1
= (1-et=0-¢e% —¢”

0

= e— (el — €%

= 1
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1
b) /5(7262z dx
0

d) /ln:v dx

u =z’ = du=2zxdx

1
dv=e*dr = v= 56233

1
! 1 2 Qxd
0 Z xre X
0

15626233
2

1
1 1 1
§~62— 51‘6%0—5/621(11'
0
1 1 1
— e — — e+~ (e — )
1
1(62—1)
u=a = du=32>dx
dv=e**dr = v=—e**
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f)

S —
w3

rcosx dx

(e-lne—l-lnl)—xe
1

e—(e—1)
1
2x d
_ u=In(l+2% = du:li;
dv = dzx = v==1
i d
1 2z dx
— oln(1+2?) —/
zln( +x)0 Tt
0
! 2
= 1112—2/ :B dx
14 22
0
! 2
1 —1
= 1n2—2/+x—dx
1+ 22
0
1
In2 2/ 1 1 d
= In2-— — T
1+ 22
0

ln2—2<1—z>

In2 —2(z — arctg z)

1

0

4
n2—24 2~
= n p— —
2
U=2z = du=dz
dv=cosxdr = v=sinz
_ 5
zsinxQ—/sinmda:
0
0
T ,7T+ 3
— .sin — + cosx
2 2 0
T
——1
2
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s

g)/emsin:pdx =

0

U =sinx = du=coszdx

dv=¢e"dr = v=2¢e"

™

iy
—/excosx dx
0

0

= ¢e%sinx

u=-cosr = du= —sinxzdzx

dv=e"dr = v=2¢"

T /ex(— sinx) dx
0

= —|ée*cosx

0
s
= —e"cosm+e’cos0— | e sinz dx
1 1
- 0

/egcsinxdx = 1+e”—/emsinxdx

0 0
2/emsinxdx = 1+¢€"

0

s 1 x

/exsinxdx = te

2

0

1
h)/me‘””dm =

, dv=e"dr = v=—e"
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8.3 Nepravi integral

1. tip: Integrand f nije ograni¢en na podrucju integracije. Neka je f : [a,b) — R

neprekidna i hI})l f(x) = +o00. Ako postoji L = lirzl f(x) dx kazemo da nepravi in-
x—b— c—b—

tegral konvergira i pisemo:
b c
/f(a:) dr = lim [ f(z)dx

c—b—
a

Inace, kazemo da divergira. Slicno postupamo i u sluc¢ajevima kada f(z) — —oo i za

slucajeve kada f nije ogranicena u a.

Zadatak 8.3. Odredite sljedece integrale:

1 b

d d 1
a) /—:c = lim /—x Integral je nepravi jer ———= — +oo kad x — 1.
V1 — 2?2 b—1- ) /1 — 22 V1 — 22
0 0

b
= lim [ arcsin :17‘
b—1— 0

= lim (arcsin b — arcsin 0)
b—1-—

=
O\JH
w| o
B
I
j.—
SE
5

_ 3
2
1 1
/ dx . dx
¢c) [ — = lim [ —
x a—0+ x
0 a
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1
= lim (ln\x!‘ )
a—0t a

= lim (In1—1Ina)

a—07t

= 0 (-o0)

= 400 = integral divergira

Napomena: Ako se tocka u kojoj funkcija nije definirana ne nalazi na rubu nego unutar

segmenta integracije, onda se interval rastavi na dva intervala s tom tockom kao grani-

com.
i d 0 d / d
T T T
-
21 21 0
b 1
) dz . dzx
= lim — 4+ lim —
bso— | a2 a0t | a2
—1 a
16 11
= lim (—— )—i— lim (—— )
b—0- zl-1 a—0+ T la
.o —1 o1
= lim — -1+ lim — -1
b—0— a—0t a
HJF,_/ T

= +o00 = integral divergira

2. tip: Podrugje integracije je neograniceno. Neka je f : [a,+00) — R neprekidna. Ako
b

postoji L = bliin f(z) dz kazemo da nepravi integral konvergira i pisemo:
— 400

b——+o00

70f(x) dz = lim /b f(z) da

Inace, kazemo da divergira. Sli¢no postupamo i u sluéajevima kada f : (—oo,b] — R i

f:(—00,400) — R.

Zadatak 8.4. Odredite sljedece integrale:

260



—+00

o |

—00

dzx
1+ 22

b
. dx Pt dz
= im im
a——o00 14+ 22 bo4oco 1422
0

= lim (arctgaj

. dx
lim —
b—+o00 T
1

lim (ln x
b—+o00

lim Inb
b—+o0

400

)

0 +o0

B / dx +/ dx
N 1+ 22 1+ 22

—00 0
0

a

a——00

0 b
) + lim (arctg az‘ )
a b—+o00 0

= lim (arctg0—arctga) + lim (arctgb— arctg0)
——

A= =00 N N’ b—400 N —
0 T z

-z 0

»

= 7
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Poglavlje 9

Primjena integrala

9.1 Povrsine ravninskih likova

f(x) £(x)
/_T\
/ | ﬂ//
B /1—4 glz) |
) | _ ! .
a b / a b
P= / f(z) dz P = / (f(2) - gla)) de

Zadatak 9.1. Odredite povrsinu lika omedenog krivuljom:
a)y=+v1—2a%iosiuz.
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Odredimo sjecista krivulja:

Vi—a2 = 0
1—-22 = 0

2 = 1
T =—11xy=1

1
P = /\/1—x2dx
)

T =sint r=—1

dx = cost dt rz=1

b)y=a(x—1)(z —2)iosiz.

R
)

us
= = —
2
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y = z(x—1)(x—2)
- @)
= 2% —22% — 2?4+ 2z

= 23 —322+ 22

P = (LEB — 322+ 2$) dx

O\H

1

1
ZI4 —x3—|—x2> .

I
B =

1
P:P1—|—P2:§

P,

Zadatak 9.2. Odredite povrsinu lika omedenog krivuljama:

a)y=lhriy=In’z

Odredimo sjecista krivulja:

In’z = Inz
In®z—lnz = 0
Inz(lnx—1) = 0

lnz=0ilnz=1

ry=1lizg=c¢e

P = /(lnx—anI) dz

e

1
= /lnxd:c—/ln2:cd:c
1

1

-~

A O
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€ e

A = /lrmda: O = /lnzxdx

1 1

d 2Inz d
u=Inzr = du = & u=1Inlr = du:ﬂ
= x — x
dv=dr = v=ux dv=dr = v==x
e dx 9 1€ r 2Inx dx
= zxlnz| — | z-— = zIln"z| — | - —
1 x 1 X
1 1
= e—(e—1) e
= e—2/1nxdw
- 1 J
—_———
A
= e—2
P = 1-(e—2)
P = 3-—e¢
2 . 1
b)y=—x —2x+11y:—§x
Odredimo sjecista krivulja: A
1
2?2 —2x+1 = —§$ y = lx y:—m2+2x—1
3 - __
—x2—§x+1 = 0 /- (-2
202 +3x -2 = 0 ‘ p
-3 E4/3—-4-2-(-2) 5 1
2= 4 | 2
-3 +£+25 / é ’ >
T2 = —— -
4
$1:—2i$2:§

D=

1
P = /(—x2—2x+1+§x) dx
— /(—xg—;x—}-l) dx
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13+ 112
48

125
48

8 . x?

Vv=mrgv=7

Odredimo sjecista krivulja:
8
x2+4
rt+ 422 -32 =
ot + 822 — 42?2 - 32 =
2?(2* + 8) — 4(2* + 8)
(2?2 —4)(22 +8) =
(x —2)(x + 2)(2? + 8)
I = —21 To = 2

[\C} SS——

1 1
= <4arctg 1- Th 23) - <4arctg (—1) — o (—2)3)
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B T 82 - 7"8_2
- (vam) (7 5F)

4
= 2m— =

d)y=2*4+2r-3iy=—-20-3

A
™
/
N
. L N +
Odredimo sjecista krivulja: Y
2?2 +2r—3 = —2x-—3 ///
2 +4r = 0 >
(e +4) = 0 o/
I = —4 i T = 0
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Odredimo sjecista krivulja:
e’ = e

r = 0

(e“” — e_“) dx

1
P/
0

= (e"+e™®)

1

0

= (el+e )= (2 +¢Y

1
= e+ -—-2
e

flz=2—y—y*iosiy

=2-y—-y
Odredimo sjecista krivulje s osi y: 1
2—y—y> = 0 -
Vv+y—2 = 0 P
y+2)y-1) = 0

y1 =21y =1
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9
2

Zadatak 9.3. U presjecnim tockama pravca y = 0 i parabole y = 22 — 4 povucene su

normale na parabolu. Odredite povrsinu odredenu normalama i parabolom.

Yy =2z, pajey(2) =4, ay(-2) =—4

Normala na parabolu u tocki T7(—2,0) je

Normala na parabolu u tocki 75(2,0) je

1
y—0 = Z(x+2) y—0
1 +1
ni..y = -T+— Na...
1---Y 4 9 2--Y
Kako je P,
A
P —
2
y=_1\ 1 V)t
Try ~r+¥9 = 2/
xg
= 0
) ’
| - 2(-g
\
AN
_ 2<

Zadatak 9.4. Odredite povrsinu omedenu krivuljama k;..

—x?+4x —31osiz.

Odredimo nultocke krivulja:

—2?+6x—5 =
—2?+br+x—5 =
—z(x —5)+ (r—5) =

(—z+1)(@—5) =

0

—x?+4r—3

—224+3x+2x—3

—z(x —3)+ (z — 3)

(—z+1)(x—

269

3)

1
)

1 1

173

1
Z—lx—ir——x —|—4) dx

22 ——x+ )da:

Y = —x% 4+ 6x — 5, ky..

= P,, dovoljno je racunati samo P;.

(
(



1'1:111‘2:5 {L'lz]_iflfgzg

3 5
P = /(—x2+6x—5—(—x2+4x—3)) dx+/(—x2—|—6x—5) dx
3

1

3 5
= /2x—2 dm+/ —x% + 6x — )da:
1 3
2_9 ’ 1 3 5 ;
= (2*— x)’l+<—§ + 32% — :1:)’3
27
= (9-6—-1+2) —|—( 75—25—|—§—27+15)
= 4+(—%+38>
3
_ o4 10
3
28
3

Zadatak 9.5. Odredite povr§inu omedenu krivuljom k...y = 2x—22, tangentom na krivulju

u tocki T’ (— —) 1osix.

Odredimo nultocke krivulje i jednadzbu tangente:

2r—22 = 0 y = 2-2x

z2—z) = 0 y’(%) = 1=k



. 3 1
r1=01i29 =2 y—é—1 = 1lz—-

\
| =
M| — — —
(]
\

11
32 24
T
96

Zadatak 9.6. Odredite povrsinu omedenu krivuljama k;..y = 62% — bz — 1, ky..y =

: 1
cos(wx),x=01x:§.
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Za x=01x == imamo: Odredimo nultocke parabole:
cos0 = 1 62> -5z —1 = 0
T
cosg = 0 622 —6x+x—1 = 0
6r(x—1)+(x—1) = 0
(6x+1)(z—1) = 0
— 1' _1
I = 61.1‘2—
1
2
P = /(COS(W.’E)—6.’L‘2—|—5.’IJ+1) dx
0
= lsin(w:v)—2:U3~|-§x2+x :
N T 2 0
1.~ 1 5 1 0
= — S —_— = — —_ —_
e BV I
B 1+7
o718

9.2 Volumen rotacijskih tijela

Volumen tijela dobivenih rotacijom oko osi x:

f(z) \\
( g9(z)

7
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mzw]f@fm xa:¢fuwf—amﬂdx

Volumen tijela dobivenih rotacijom oko osi y:

Y f(x)

i
(LY

A e T
7 A7

Ako je z = f(y) i tijelo je dobiveno rotaci-

jom oko osi y na segmentu [c,d], onda je

d
vzn/j@f@

1
V1 + 22

Zadatak 9.7. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom funkcije f(z) =

oko osi x na segmentu [1, \/g]




1 A B D
;+—+%—+ /-x2(1+x2)

x2(1 + 22) x2 1422
1 = A(®+2)+ B(l+ 2%+ Ca® + Da?
1 = 23(A+0C)+2*(B+D)+Ax+ B
B =1
A =0
A+C = 0 = C=0
B+D = 0 = D=-1
V3

1 1
= 7| ——= — arct \/§+—+arct1
NERINEAL AR

W
a3

Zadatak 9.8. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljom

T

y =e % pravcem x = L i koordinatnim osima z i y, oko osi z.

L

V, = 7T/6_2xd£lf

T T
= —— —€
2 2

Zadatak 9.9. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama

2L

y=x%1iy=/T, oko osi z.
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Odredimo granice integriranja:

? = z /2

4

=
t—2 = 0

r(xd—1) = 0

iz —1(z*+2+1) = 0

$1:0il’2:1

3T
10

Zadatak 9.10. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama

y=a%>—-2x+2,y=—2x+61osiy, oko osi .

Odredimo sjecista krivulja:

22 —2x+2 = —2x+6 :

—_—

?—4 = 0 |
$1:—2i$2:2

v, = W/Q[(—2m+6)2—(x2—2x+2)2} dz
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(40" — 242 + 36 — 2" — 4 — 4+ 42° — 42” + 82| du

[—x4 + 423 — 422 — 162 + 32} dz

S, S ——,

) 4 -
= 7 —5x5+x4—§m3—8x2+32x

- 10

- ) i
= m|-p 32416 -8-32+464) —0

—256
— 4 b T
T ( 8 + 5 > 0

464w
15

Zadatak 9.11. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljom

y = sinx i osi z, na segmentu [0, 27, oko osi z.

Kako imamo dva jednaka volumena, dovoljno je racunati jedan.
V., = 2 W/sinzxd:c

0

™

_ 2W/1—C(2)S(2$) i
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1 1
= 7 (7‘1’— §sin(27r) -0+ ésiHO)

Zadatak 9.12. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama
Y=+, y=+/2—x1osi x, oko osi z.

X%

I
S/

7

I\\\\Qkk\\\“"‘

Ul

1 2
V., = W/\/EQCZJT—F?T/\/Q—xde
0 1

1 2

= 7r/xdx—|—7r/(2—x)dx

2

Zadatak 9.13. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama

I
y—x,y—x,x—elosmc,ooo&x.
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Odredimo sjecista krivulja:

= R R

0 1
- x51 16
I
0 1
. ™ ™
= g——+7r

Zadatak 9.14. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog kruvuljom

y =sinx i osi z, na segmentu [0, 27], oko osi y.

g 2
Vy, = 27r/xsinxdm—27r/xsina:dx
0 T
u=2x = du=dx
dv=sinxdr = v=—coszc
™ ™ 2 2
= 2n | —xcosx -l-/cosxd:v—i—xcosx —/cosxdw
0 0 ™ s
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T 2
= 21| —mcos(m) + 0+ sinx| + 2w cos(27) — wcos(m) — sinx
0 T

= 8r?

Zadatak 9.15. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljom

y? =4x ix =4, oko osi y.

5
Y
= 16y — -
7r(6y 80)
—4
1024 1024
= 4 20 g — 22
7T(6 20 +6 80)
1024
= 128 — ——
(2= )
512
= —
5)

Zadatak 9.16. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama

y=12%—2x+2 y=—2x+61osiy, oko osiy.
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Odredimo sjecista krivulja:

2?2 —2r+2 = —20+6
-4 = 0
I = —21 To = 2
2
v, = 27r/x[—2ac+6— (2* =22+ 2)] da
= 27r/x —z? 4 4
= 27r/ —x 4 4:1:
0
2
= 27 <—1x4 + 2x2>
4
0
= 27 (—4+238)
= 8m
22 P
Zadatak 9.17. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom ehspe — + o = 1 oko osi

x.
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2y )
St =1 /b
b22
af F2 = B
y2 _ b2_b2‘22
a

Uoc¢imo da, ako je a = b = r, promatrano tijelo postaje kugla, a rezultat zadatka nam daje

4
dajeV = §r37r.

Zadatak 9.18. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom kruga x? + (y — b)? = r?,
gdje je r < b, oko osi .

Rotacijom kruga dobije se torus.

?+(y—-0?2 = r?
(y—b)?* = r*—a’ /¢
Yy = b—+r?2—2a?

yas = b+ Vr?2—a?
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T

— [ @

-r

'

wj<(b+m)2— (b— r2—x2)2> dx

T

ﬂ/(bz+2bm+7z—xz—bz+2bM—rz+zz> dx

4b7r/\/7"2 — 22 dx

) T
r=rsint r=-r = t=——

dt = rcostdt

T
r=r = t=—=

%
= 4b7r/\/r2—r281n2t-rcostdt

vl

%
4r2b / V1 —sin®t-cost dt

wols

Ar2br [ cos®t dt

42 1 + cos(2t)

dt
2

| |
[NE] \mla INJE] \wla
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2r2bm | (14 cos(2t)) dt

\w\:

VB

(VB

2r2bm (t + %sin(%})

VB

|

1
2r2bm (f + —sin(m) + 573 sin(—7r)>

2 2

2r2b?

9.3 Teziste

Neka je f : [a,b] — R neprekidna. Koordinate tezista T' lika omedenog grafom ove funkcije

1 osi & dane su formulama:

b b f(r)
zf(x) dz x)? dz |
forwi ffapd ‘
= L=y B
ff(x) dx 2ff(x) dx ‘ :
; —

Zadatak 9.19. Odredite teziste homogenog lika gustoce
f(z) =sinx na [0, 7] i osi x.

™

fxsinx dx

0
T

1 omedenog grafom funkcije

m s

s
[sinz dzx
0
iy
u=2x = du=dzx
rsinz dr =
, dv=sinzdr = v=—cosx
T ™
= —xrcosx —l—/cos:cdx
0 0

283

/sinx dx

0

— COST

1—(=1)



™
= mw+sinx = 2
0

= 7
T
rr = §
fsin2xdx
yr = 07r—
2 [sinz dzx
0
" 11— cos?
[sin*zdr = /ﬂd.%
0 2
0
11 "
= <—x—zlsin(2x)>
0
1
= =7
2
T
yr = g

T T
Imamo da su koordinate tezista T = < )

7'
A
f(z) =sin(x)
= i
8 . >
0 T
2 \

Koordinate tezista lika omedenog grafovima neprekidnih funkcija f i g na segmentu [a, b]

i pravcima z = a i x = b dano je formulama:

fo (f@) - 9(a)) da Fir@? — o)) da
T = i yr == 5
J (F(@) = ga) da 2 [ (f(2) - gla) da
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/—r\
] |
| o |
— T I g(x)
| |
a{ b =

Zadatak 9.20. Odredite teziste homogenog lika gustoée 1 omedenog kruznicom z%+y? = 2

i parabolom y = 22

Odredimo koordinate sjecista krivulja:
Yy = A /9 — 2 I I

[

2 = 2-—2a? / i : .

[

[

y

1 1
a2 -2 = 0 !
=1, 22==7 | |
| |
I = —1, To = 1
1
[z (V2—a?—2?) dz
rr = _11
[ (V2 —2%—2?) do
1
1
/:v <\/2 —x?— :172> dr = 0 jer je podintegralna funkcija neparna.
1
rr = 0

yr = 1

/((m)z—(lﬂf) v = /(2_1«2_934) i
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44
15

1 x:\/§sint = r=—-1— t=—
/(\/2—x2—x2> de =

21 de = V2costdr = z=1+ t=

™

A I N

1
= 2/cosztdt—§x3

= ot Lane
= 2 4 Sin

T mw 1
= 2{=—4+=4+—-(1+1
(8+8+4( +1)

-1

INE]

Jus
4

3

2
3

N——" &I

3m+ 2
6

yr = 5z

44
Imamo da su koordinate tezista T'= ( 0, ———— |.
157 4 10

Zadatak 9.21. Odredite teziste homogenog lika gustote 1 omedenog grafovima funkcija

f(x) =¢€"1g(x) =1— 2* na segmentu [0, 1].
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1
Jz(e" —1+42?) dx

$T—01

[ (e —1+2?) dx

0

1

[ (e* =14 22 — 2*) da
yT—O

1
2 [ (e —1+2?) do
0

/x(ew—1+x2) dr =

o

/(62“”—1—1—2332—:1:4) de =

[e=]

/(ef”—1+x2) dr =

[e=]

g9(x)

y

/

xe dx+/ x+x3) dx

o _

U=2x = du=dz

dv=¢e"dr = v=2¢"

1 1

1
/e””dx+(——x —|—4x>
o

0




3e—5H

9 15¢? — 31
Koordinate tezista: T = < € )

12e — 20" 60e — 100

Neka je f : [a,b] — R neprekidna. Koordinate tezista T' tijela dobivenog rotacijom grafa

funkcije f oko osi x dane su formulama:

x7=*———— 1 yr =0 zbog simetrije.

Tijelo dobiveno rotacijom oko osi y ima koordinate tezista:

fdyf‘l(y)2 dy

xrp = 0 zbog simetrije 1  yp = <

[ 5w dy
i kf(
/////// l \ \

////l f’%,
///L// //”

N
Zadatak 9.22. Odredite teziste homogenog tijela gustoée 1 koje se dobije rotacijom
funkcije f(z) = e* na segmentu [0, 1]:
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a) oko osi x
rT

1

/336233 dx

0

1

/ 2 dx

0

[ xe* dx
)
o 1
[ e* dx
0
U=z = du=dz
dv=e**dx = v=—e**

1
1 1
= 59{:62“’ — §/e2x dx
0 0
. 1
— -, 1 L2 O T2z
e 46
0
B ez e? n 1
2 4 4
e?+1
4
1
— _62x
0
ez 1
2 2
ez —1
2
241
Imamo da su koordinate tezista T" = i,
2¢2 — 2

b) oko osi y

()
e’ /ln r=0 — y=1
T r=1 — y=e
Iny
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yr

yIn®y dy

——.

/1n2 y dy

[yIn®y dy
1

th2 y dy
1

1

v=Iny = du=2lny--dy
Yy

1,

dv=ydy = vzéy

e

—/ymy@

1

Logy2
—y°1
2yny

(&

2
%—/ﬁmy@

1

1
u=Iny = du=-dy
Yy

1
dv=ydy = U:§y2

e (1, |7 17
C | i2my| —= [ ya
9 2y ny Q/yy
1 1
e (e
2 2 4
1
e? —1
4

1
uw=1Iny = du:2lny«§dy

dv=dy = v=y
y1n2y‘e—2/1nydy
1

1
e

e—2/1nydy
1

1
u=Iny = du=—dy
Y

dv=dy = v=y
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e_/edy
1

1
- eafemof)

= e—2(e—e+1)
= e—2

= e—2|yhy

21
Imamo da su koordinate tezista T" = (O, Z 8)'
e —

Zadatak 9.23. Odredite teziSte homogenog tijela gustoce 1 dobivenog rotacijom podrucja

omedenog krivuljama f(z) = 2% i g(z) = % na segmentu [0, 1].

a) oko osi

1

Ofx(ac‘l—%) dx

T =
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Koordinate tezista: T = <§, 0

b) oko osi y
y = [fl@) y
y = a° / Vi y =
Vi o= 2 =
7y = g y) =

2

O —

2y —y) dy+ [(1—y) dy

m\»—t%)_‘

1 1
/y(2y—y) dy+/y(1—y) dy =
0 1
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Koordinate tezista: T = (O, l)

9.4 Duljina luka ravninske krivulje

Duljinu luka krivulje y = y(z), = € [a, b] odredujemo po formuli:

sszmdm

a

Zadatak 9.24. Odredite duljinu luka krivulje y = ch x na segmentu [0, 1].

/

y = shx

1
s = /\/1+sh2ardx
%
= /\/ch2xdx
0

1
= shax
0

= sh1l-shO

e—e !

2
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Zadatak 9.25. Odredite duljinu luka krivulje y*> = 2% na segmentu [0, 1].

1
/ 4 5
s = / 1—|—§x’§d:c
0

J/

~
Nije jednostavno integrirati!

Krivulju éemo promatrati kao x = z(y)

v o= a2
€T = \/y?’:y%
= 34

9 9 4
- 1Y W7 gt W
y=0—t=1 y=1—=1t=—
13
4 4
= —/ﬂdt
9
1

Zadatak 9.26. Odredite duljinu luka krivulje y = In x na segmentu [\/5, \/g}

y = Inx
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—_
+
&Ml —_
I
8

8
2

&l\')

+

—_
QL
S

Il
%\% %\& §\§ SR
8 &M
+
§‘»—

{t21—|—m2 = z=Vt2-1
- tdt
dt =2xder =

Viz —1

3
B /‘ t tdt
J V2—1 V2 -1

3 2
t
- [
2
2 -1
( —+1> "
2 —1
3
t—l—/ ! dt = (x)
t-1DE+1)
2 2
A

B
= — 4 — (=1
1 i / ( )

(S

I
w\w

3

-

=

= A{t+1)+B(t—1)
= t(A+B)+A-B

+B
- B

Il
D= s s
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x:\/g = =2

=dr z=+V8 — t=3



3

1 dt
(%) = /dt+ /t—l t—i—ldt

3
= ¢ +—1 t—1
2[l| |

2

——In|t+1
2 S+ 1

2

= 3—-2+4 - ln2——ln1——ln4+ ln3

1 2.3
B T
Ty

13
~ 14-In>
tang

Zadatak 9.27. Odredite opseg kruznice radijusa R.

A
22 +9y? = R?
y= VR —a? /\;
y:zm

Zbog simetri¢nosti je dovoljno rac¢unati na segmentu [0, R].

/ 2
T
1+R2—w2d$
T

RZ_ 2 2
LoTEE g
— X

O\?d o\:u

R
1
- Ro/ﬁdf

R

"
= R-arcsin—
R

0
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Oy =

O, =

y=¢€
y/:ez
]
1
t2—1
1
1

R - arcsinﬁ — arcsin9
R R

R - (arcsin 1 —arcsin 0)
———

Inv/8
= /\/1+62xdm
Inv3
14 e =¢ = =11 x:ln\/gHt:\/l—l—eln‘/gQ:Z
- ¢t
2’ dx = 2tdt = dx=t2_ z=InV15 — t=1\/1+enVi =4

4 2
¢
- dt
/t2—1
2

4
?2—-14+1
2 —1
2
4 4

1
= Q/dt+2/—(t—1)(t+1)dt:(*)
A B ,
= it /E

= A(t+1)+B(t—-1)
= t(A+B)+A-B
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0 = A+ B
1 = A-B
1
A - 5
B - -1
2
4 4 4
1 1
= ¢ - _
(+) +2/t 2/
2 2 2
1 1
= (4—2)+5(1113—1111)—5(1115—1113)
Inb
= 24+ In3 - —
+ In 5

Zadatak 9.29. Odredite duljinu krivulje T3+ y% =1

) ) / A
{L‘g—’—yg:l /

1
1
€T3
0
1
= /a: 3 dx
0
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o = 4-

DO | W

o = 6

9.5 Oplosje rotacijske plohe

9.6 Teziste luka krivulje
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