Metoda konacnih razlika
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Numerika za ODJ 2. reda

Rjesavamo problem ravnoteZe Zice, to jest,

—(p()u' (%)) + q(x)u(x) = f(x),

uz rubne uvjete:

u(0) = 0 (lijevi kraj je pritvrséen),
u'(1) = 0 (desni kraj je slobodan) ili u(/) = 0.

Pretpostavljamo da je napetost konstantna: p(x) = p i rjeSavamo:

=0uzu(0)=J(/)=0,

" _MUX f(x)
u"(x) > (x) +
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Postupak:

@ Podijelimo segment [0, /] na n jednakih malih dijelova $irine h = % to
jest,
O=xo<x1i=xg+h<..<xp=xp—1+h=1

e Uvodimo oznake u(x;) = uj, v'(x;) = u}, u"(x;) = v/, za
i=0,1,...,n. |z Taylorovog razvoja znamo da je

1
uir1 = u(xjt1) = u(x;+h) = uj+h- u,’-+§h2u,'-’, zai=0,1,...,n—1.
Analogno, vrijedi da je

1
ui—1=u(xi—1) =u(x; —h)~uj—h-u + §h2u;’, zai=1,2,...,n.
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Zbrajanjem ta dva izraza dobivamo

il = 2ui + uji—1

] h2 )

ai=12..,n—1.

Dakle, uz oznake f; = f(x;) i gi = q(x;) diferencijalna jednadzba
u"(x) — q(x)u(x) + f(x) =0 (p=1) u totkama x;,i = 1,2,....,.n—1
prelazi u sustav od n — 1 jednadZbi:

Uiyl — 2U; + uj—1
12

—qjui + £, =0,
to jest,

—ui1+(2+ h2q,-)u,- — Uiyl = Wf, i=1,2,....n—1.
Iz rubnih uvjeta dobivamo:

up = 0 (lijevi kraj pri¢vrséen)

Un — Up—1

0="1J()=d(xp) = U = P —, tj., Up = Up_1.
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Sve skupa, dobili smo sustav od n— 1 jednadzbi s n — 1 nepoznanica

A(h)u = b(h)},
gdje su
2+ hPq -1 0 0 0 .. 0
—-1 2+ h%qo —-1 0 0 .. 0
A(h) = 0 -1 2+4h%qg -1 0 0 :
0 0 0 . 0 =1 14 h%gp
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fih? uy
f2 h2 un

2
fo—1h Upn—1

Napomena:

U slu¢aju da rjeSavamo problem ravnoteZe Zice s konstantnom napetosti p
i ako su rubovi pri¢vrééeni, tj. u(0) = u(l) = 0, problem se rjeSava
potpuno analogno; umjesto ug =0 i u, = up—1 imamo ug = u, = 0.
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Rijesite metodom konaé&nih razlika:
a) u"(x) — x?u(x) + x =0 na [0,1], ako je h = 0.25 (n = 4) i
u(0) = /(1) =0,
b) u”(x) — u(x)+x =0na [0,1], ako je h=10.25 (n = 4) i
u(0) = u(1) =0.




je (a):
jesenje (
Rj

2
= = = = = X".
)
i q(X
|
X
f(X)
1,
5, X4
0.
X3
0.5,
5, X2 {
0, X1
X0
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Rjesenje (a):
x0=0,x =025 x=05x3=075,x=1, f(x)=x i q(x)=x%
Dakle, rjeS8avamo sustav
—ui1+ (24 hq) —ujp1 = h°f;, za i=1,2,3.
Sustav glasi

—Up + (2 + hqu) — Uy = h2f1
—u + (2 + hPq2) — uz = h°hH
—tp 4 (1 + hq3) — ug = h*fs.
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Iz rubih uvjeta imamo ug =0i uy =0 = u3 = uy:

1 1
2 — =

( +256)”1 Y2 = 6a

1

_ 24 Ny — tr = —
ul—l-( +64)U2 u3 T
9 3

_ 1+~ >
o+ (14 55505 = 55

Slijedi

up =0, ug = 0.0842, up = 0.153, u3 = 0.193, uy = 0.193.
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Rjesenje (b):

x0=0,x1=025x =05 x3=075, xa=1,f(x) =x i q(x)=1.
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Rjesenje (b):
x0=0,x1=025x =05 x3=075, xa=1,f(x) =x i q(x)=1.
Dakle, rjeS8avamo sustav
—ui_1+ (24 hq) —ujp1 = W°f;, za i=1,2,3.

Iz rubih uvjeta imamo ug =0 i uy = 0:

1 1

24 = _ il

( + )Ul Uy = 64

1 1

—u1+(2+ 16)”2— U =35
1 3

— 2 —.

ur + ( +16) ~ 64

Slijedi
up = 0, u; = 0.0348, up, = 0.0563, uz = 0.05, ug = 0.
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Valna jednadzba (eksplicitna shema)

Promatramo problem oscilacija konstantno napete Zice u sredstvu bez
otpora i bez utjecaja vanjske sile:

0?u(x, t) _ 2 0?u(x, t)
ot? ox?

uz rubne i poletne uvjete:

u(0,t) = u(/,t) = 0 (lijevi i desni kraj je pri¢vricen),
u(x,0) = a(x) (zadani potetni polozaj),
du(x,0)

5 = B(x) (zadana pocetna brzina).
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Postupak:

e Podijelimo segment [0, /] na n jednakih malih dijelova Sirine h = % U
ovom problemu imamo i vremensku dimenziju koja nije ogranicena;
vrijedi t € [0, +00 >, pa umjesto podjele na n jednakih dijelova
uzimamo proizvoljan korak Sirine 7.

[0, /] je podijeljen totkama x;,i = 0,1, ..., n:
O=xp<x1=x0+h<..<xhy=xp_1+h=1,
[0, +00 > je podijeljen to¢kama t;,i =0,1,2,...:

O=th<th=th+T<b=t+7<...

Uocimo da je (i=0,1,...,n), a (j=0,1,2,...).
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@ Zanima nas $to se dogada s vrijednostima funkcije v u to¢kama
(xi, tj) = (ih,jT) koje zovemo (i, ) — ti &vor.
Oznatimo u(x;, tj) = ujj, i =0,1,....,n, j=0,1,2,.... |z rubnih
uvjeta imamo:

ujo = Q(Xi) = &,

8u,~0 N N .
ot B(x;)) =B, zai =0,1,...,n.

du; - P ‘ : :
o 5 aproksimiramo kao i prije pomocu Taylorovog polinoma:

Ouip U1 — Ujo
ot T

to jest,

‘Uil =ujp+ 708 =i + 706 ‘, zai=0,1,...,n.

o Iz uvjeta u(0,t) = u(/,t) = 0 imamo



Kao i prije, aproksimacijom Taylorovim polinomom dobijemo

2
0 U(X,', tj) Uiy — 2U,’J + Uiy

ox2 h? ’
d%u(x;, tj) o Uij—1—2uij+ ujj
ot? T2 '
. . 2 2, .. .
Sve skupa, aproksimacija jednadZbe % = cza—x‘g’ u &voru (/) glasi

Uij—1 = 2Uij + Uijer _ pUi-1j = 2Uij + Uit
2 = h2 :

zai=1,.n—-1ij=23, ..

jerjeza j=0, ujp=«a; (i=0,1,....,n),
azaj=1ljeup=0a;+76; (i=0,1,...,n).
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Dakle,

22 2¢2 2¢2
Upjy1 = —Ujj_1+C 0 u,-_1,j+2(1—c 1) )u,-,j—i—c 1) Uit1j,

gdje je 0 = 7.

Pokazuje se da mora vrijediti da bi rjegenje bilo stabilno.
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Rijesite sljedeéi rubni problem:

uz rubne uvjete

u(0,t) = u(l,t) =0,
u(x,0) = %sin(wx),
du(x,0)
ot 0

ako je h=7=10.25(n=4).




Rjesenje:

b=—-—=1—= Ujj+1 = —Ujj1tui—1jt+uiy1j za i=1,2,3,j=2,3,...

>
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Rjesenje:

(5:%:1 = Ujj+1 = —Ujj-1t+Uji—1jt+uir1j za i=1,2,3,j=2,3,...

Iz rubih uvjeta imamo

(1) woj=uj=0za,;=0,1,2,...
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Rjesenje:

6= % =1 = Ujj+1 = —Ujj1tui—1jt+uiy1j za i=1,2,3,j=2,3,...

Iz rubih uvjeta imamo
(1) woj=uj=0za,;=0,1,2,...
(2) upp=ca;zai=0,1,2,34 tj.

1 1
wo = 0, ugo = ¢ sin % = 0.088, s = 7, uso = 0.088, uso = 0.
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Rjesenje:

6= % =1 = Ujj+1 = —Ujj1tui—1jt+uiy1j za i=1,2,3,j=2,3,...

Iz rubih uvjeta imamo
(1) woj=uj=0za,;=0,1,2,...
(2) upp=ca;zai=0,1,2,34 tj.

1 1
wo = 0, ugo = ¢ sin % = 0.088, s = 7, uso = 0.088, uso = 0.

3) vn=a;i+7Bi=aj=upzai=0,1,234.
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Rjesenje:

T . .
6= E =1 = Ujj+1 = —Ujj1tui—1jtuir1j za 1= 1,2.3,j=2,3,...

Iz rubih uvjeta imamo
(1) woj=uj=0za,;=0,1,2,...
(2) upp=ca;zai=0,1,2,34 tj.

1 1
oo = 0, tg = = sin ~ = 0.088, g = =, 30 = 0.088, uso = O.
8 4 8
(3) up=a;+78i=a;=ugzai=0,1,234
Uoc¢imo jos da su zbog simetri¢nosti rubnih uvjeta i rjeSenja simetri¢na, tj.

upj = ugj i uyj =uzjzaj=0,1,2...
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0 (j=0) | 0.25 (j=1) | 0.5 (j=2) | 0.75 (j=3) | 1 (j=4)

(i=0)

(i=1) | 0.088 | 0.088
05(@=2) | 0125 | 0125
(i=3)
(i=4)

0.088 0.088
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U1 = Up1 + U1 — u1p = 0+ 0.125 — 0.088 = 0.037 = u3p
Upyo = U171 + u31 — upg = 0.088 + 0.088 — 0.125 = 0.05 itd.
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U1 = Up1 + U1 — u1p = 0+ 0.125 — 0.088 = 0.037 = u3p
Upyo = U171 + u31 — upg = 0.088 + 0.088 — 0.125 = 0.05 itd.

) Pl o (=0) | 0.25 (j=1) | 0.5 (j=2) | 0.75 (j=3) | 1 (j=4)
0G=0)| o0 0 0 0 0
0.25 (=1) | 0.088 | 0.088 0.037 | -0.037 | -0.088
05 (=2) | 0125 | 0.125 0.05 005 | -0.125
0.75 (1=3) | 0.088 | 0.088 0.037 | -0.037 | -0.088
1G=8) | 0 0 0 0 0
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Vodenje topline (eksplicitna shema)

Promatramo problem provodenja topline kroz homogeni $tap (toplinski
kapacitet i koeficijent provodenja su konstantni) bez vanjskog prijenosa
topline:

du(x,t)  ,0%u(x,t)
ot ox2

uz rubne i poletne uvjete:

u(0, 1)
u(x,0) = g(x) (poletna distribucija topline).

u(l,t) =0 (lijevi i desni kraj su na konstantnoj temperaturi 0°C),
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Postupak:

o Podijelimo segment [0, /] na n jednakih malih dijelova irine h = L.
Opet imamo i vremensku dimenziju koja je beskonatna
(t € [0,+00 >), pa umjesto podjele na n jednakih dijelova uzimamo
proizvoljan korak Sirine 7.

[0, /] je podijeljen totkama x;,i = 0,1, ..., n:
O=xp<x1=x0+h<..<xhs=xp_1+h=1,
[0, +00 > je podijeljen to¢kama t;,i =0,1,2,...:

O=th<h=th+T<b=t+7<...

Opet je (i=0,1,..,n), a (j=0,1,2,..).
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Zanima nas $to se dogada s vrijednostima funkcije u(x,t) u totkama
(xi, tj) = (ih,jT) koje zovemo (i, ) — ti &vor.

Oznatimo

u(xi, tj) = uj, i=0,1,...,n, j=0,1,2,...ig(x;) =g, i=0,1,....n. Iz
rubnih uvjeta imamo:

uio =g(x) =g, zai =0,1,...,n,
upgj = up; =0, za;=0,1,2,....
Kao i prije, aproksimacijom pomo¢u Taylorovog polinoma dobivamo:

2
Ou(xi, ) _ ui-1j = 2ujj + Uiy1,

~

aXZ h2 )
u(xi, tj) _ ujj+1 — Ujj
ot T ’
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. . . . . . 2 . ..
pa aproksimacija diferencijalne jednadzbe % = cz% u &voru (i)
glasi:

Ujj+1 — Uj _ C2 Ui—1, — 2U,‘j + Uit1,j
T h? ’
zai=12..,n—1,ij=12,..
Dakle,

Ujj+1 = C2(5u,',1,j + (1 — 2C25)u,j + C2(5u,'+17j

za | = 1725"'7,7_1 IJ: 1727"" ngeJe 0= %

Da bi postupak bio stabilan, mora vrijediti c?6 < % to jest

(korak po vremenu mora biti mali u usporedbi s korakom po prostornoj
koordinati).
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Rijesite sljededi rubni problem:

u  0%u

ot ox?

uz rubne uvjete
u(0,t) = u(1,t) =0,

u(x,0) = 3x if x € [0, 3]
’ —3x+3 ifxe[31]

akoje h=1(n=5)i1=15.




Rjesenje:
b= p=lic=1
Kakoje c®?=1i6 =

< 1, dakle metoda je stabilna.
1
1

2!
imamo:

1
Uij+1 = gUi-1 + 5 i + 2 Uit

1
:Z(u;_1J+2u;7j+u;+1J) za i=1,234j=0,1,2,...
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Rjesenje:
b= p=lic=1
Kakoje c®?=1i6 =

< 1, dakle metoda je stabilna.
1
1

2!
imamo:

1
Uij+1 = gUi-1 + 5 i + 2 Uit

1
:Z(u;_1J+2u;7j+u;+1J) za i=1,234j=0,1,2,...

Iz rubih i poetnih uvjeta imamo

(1) uoj:U5j:Ozaj:O,1,2,...

25 /40



Rjesenje:
b= p=lic=1
Kakoje c®?=1i6 =

< 1, dakle metoda je stabilna.
1
1

2!
imamo:

1
Uij+1 = gUi-1 + 5 i + 2 Uit

1
:Z(u;_1J+2u;,j+u;+1J) za i=1,234j=0,1,2,...

Iz rubih i poetnih uvjeta imamo
(1) Upgj = U5j:023j:0,1,2,...
(2) ujp=gzai=0,1,2,3,45, tj.

tgo = 0, u1g = 0.3, upg = 0.6, uzg = 0.9, uge = 0.6, usg = 0.
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. 0 (j=0) | 0.01 (j=1) | 0.02 (j=2) | 0.03 (j=3) | 0.04 (j=4) | 0.05 (j=5)
0 (i=0) 0 0 0 0 0 0
02 (i=1) 03
0.4 (i=2) 0.6
0.6 (i=3) 0.9
0.8 (i=4) 0.6
1 (i=5) 0 0 0 0 0 0
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u11 = — (uoo + 2u10 + uxg) = 0.3

up = = (19 + 2upo + u39) = 0.6 itd.

I NG NG
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1
uj] = Z (Uoo + 2uqg + Uzo) =0.3

1 )
U2 = (u10 +2u20 + u30) = 0.6 itd.

« t 0 (j=0) | 0.01 (j=1) | 0.02 (j=2) | 0.03 (j=3) | 0.04 (j=4) | 0.05 (j=5)
0 (i=0) 0 0 0 0 0 0
0.2 (i=1) 0.3 0.3 0.3 0.29 0.275 0.251
0.4 (i=2) 0.6 0.6 0.5625 0.5218 0.48 0.439
0.6 (i=3) 0.9 0.75 0.6625 0.587 0.523 0.467
0.8 (i=4) 0.6 0.55 0.4625 0.3968 0.345 0.303
1(=5) 0 0 0 0 0 0
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EKSPLICITNA SHEMA - vrijednosti u vremenu t se dobivaju preko
vrijednosti u ranijim vremenima.

Problemi s eksplicitnim shemama:

@ korak po vremenu, 7, mora biti mali u usporedbi s korakom po
prostornoj koordinati; u suprotnom se nagomilava greska
zaokruZivanja

@ numeri¢ka nestabilnost

@ treba balansirati i pogresku metode i pogresku zaokruZivanja
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Vodenje topline (implicitna shema)

Promatramo problem provodenja topline kroz homogeni $tap (toplinski
kapacitet i koeficijent provodenja su konstantni) bez vanjskog prijenosa
topline:

du(x,t)  ,0%u(x,t)
ot ox2

uz rubne i poletne uvjete:

u(0, 1)
u(x,0) = g(x) (poletna distribucija topline).

u(l,t) =0 (lijevi i desni kraj su na konstantnoj temperaturi 0°C),
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[u(x+ h, t+ k) —2u(x,t + k) + u(x — h, t + k)]+

+

1 /;A[u(x—i- ht) — 2u(x, ) + u(x — b, £)], A € [0,1].

2
t - - . . .
lzraz 2 gf:; ) aproksimiramo teZinskom sredinom centralnih razlika po x u

trenucima tit+k=t+ At. Za A= % to je obi¢na aritmeti¢ka sredina,
a za A = 0 dobijemo eksplicitnu shemu.

Ovdje je problem 3to ne znamo u(x, t + k), ali za fiksirani trenutak t; i
i=1,...,n—1 dobijemo linearni sustav od n — 1 jednadzbi s n — 1
nepoznanica iz kojeg dobijemo aproksimaciju funkcije u unutra3njim
¢vorovima mreze, ujj.

Pocetni uvjet: ujp =gj, i =0,...,n, — sustav jednadzbi za

uir, i =1,...,n—1 kojeg rije§imo — ... do zadnjeg indeksa.

Dakle, u svakom vremenskom trenutku rjeSavamo linearni sustav.
Prednost je numeri¢ka stabilnost, tj. moZzemo uz grublji vremenski korak
dobiti istu to¢nost.



Elipti¢ki problemi (membrana)

Promatramo problem ravnoteZe pravokutne, homogene, izotropno napete
membrane Q = [a, b] x [c, d] ili Poissonovu jednadZbu, to jest:

‘Au(x,y) =g(x,y),|na Q

ulog = h(x,y),

gdje je g(x,y) = —@ za vanjsku silu f i napetost p.
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Postupak:

o Segment [a, b] podijelimo na n jednakih dijelova &irine h = 2=2 i
segment [c, d] podijelimo na m jednakih dijelova Zirine k = d;f

Dakle, Q podijelimo na n - m jednakih dijelova (pravokutnika). Totke
koje smo dobili na segmentima [a, b] i [c, d] su redom:

xi=a+ih, i=0,1,..., n,
yj=c+jk, j=0,1,...,m.

Totku (x;, yj) = (a+ ih, c + jk) zovemo (i, j)-ti &vor mreZe.

Uvodimo oznake:
U(Xiayj) - Uij7g(Xi7yj) = gfj7h(Xf7_yj) - hlj
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@ Taylorovim polinomom aproksimiramo parcijalne derivacije 2.reda:

2
0 u(x,-,yj) - Ui—1, — 2U,‘j + u,-+1,j

~

Ox? h? ’
a2U(Xi,yj) L Uij—1— 2Uij + Ujj+1
Oy? k2 '

Aproksimacija jednadzbe Au(x,y) = g(x,y) u &voru (i,j) je dana sa:

Ui1j = 2U5 + Uiv1j | Uijo1 = 2UjF Uij
[z K2 ~ &

Zbog jednostavnosti uzimamo h = k i sredivanjem dobivamo:

U1+ ujr1j — duj+ U1+ uijo = hggl,

zai=1,...n—-1 j=1...m—1.
Iz rubnog uvjeta slijedi: ujj =hjjzai=0ilii=nilij=0ilij=m.
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Rijesite:

Au = 8x%y?

na Q =[-2,2] x [-2,2] uz ulgpg = 0 ako je korak h = 1.




Rijesite:

Au = 8x%y?
na Q =[-2,2] x [-2,2] uz ulgpg = 0 ako je korak h = 1.

Rjesenje:

Iz rubih uvjeta imamo

(1) uoj=usj=0zaj=0,1,2,3,4
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Rijesite:

Au = 8x%y?
na Q =[-2,2] x [-2,2] uz ulgpg = 0 ako je korak h = 1.

Rjesenje:
Iz rubih uvjeta imamo

(1) uoj=usj=02za;=0,1,2,3,4
(2) Ujp = u,-4=Oza i=0,1,2,3,4.
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Uotimo da je funkcija g(x,y) = 8x2y? simetri¢na, dakle mora biti
U1z = U31 = U11 = U33 [ U2 = U21 = U3 = U32.
Rjesavamo sustav
Uiy1j + Ui—1j + Uijy1 +ujj1 —4uij = hzg,"j, =123, j=1,23.

Zbog simetrije dovoljno je pogledati sustav za ¢vorove (3,3), (3,2) i (2,2).

) (3,3) DUz + Up3 4 U3g 4 Uu3p —4uzz3 =g33 =8
© (3,2)tuso+up+uz+uzp —4uzpp =g3=0
) (2,2) SU3p + U + Up3 + Uy — 4y = g =0
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Dobijemo sustav

2U32 — 4U33 =8
U2 +2u33 —4usx =0
4U32 — 4U22 =0

Cije je rjeSenje uzz = —3, upp = —2 i uzp = —2.
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Dobijemo sustav

ZU32 — 4U33 =8
U2 +2u33 —4usx =0
4U32 — 4U22 =0

Cije je rjeSenje uzz = —3, upp = —2 i uzp = —2.
S 2620 | 1G=D) | 0G=2) | 1(=3) | 2(=4)
-2 (i=0) 0 0 0 0 0
1 (i=1) 0 3 2 3 0
0 (i=2) 0 2 2 2 0
1 (i=3) 0 3 2 3 0
2 (i=4) 0 0 0 0 0
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Uotimo da prilikom rje3avanja Laplaceove jednadzbe Au(x,y) =0
dobijemo sustav jednadZbi

[

uij =~ (Ui—1j + Uit1j + Uij—1 + Uijt1) |

4

Dakle, vrijednosti u unutarnjim &vorevima su srednje vrijednosti u
susjednim &vorovima.
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Domacéa zadaca

Rijesite sljededi rubni problem:

uz rubne uvjete

U
{x if x €[0,0.2]

1(1—x) ifxe0.2,1]
0,

8
ako je h=7=0.2(n=25).




Domacéa zadaca

Rijesite sljededi rubni problem:

ou 5%u

ot ox?

uz rubne uvjete

u(0,t) = u(1,t) =0,
u(x,0) = 4x(1 — x),

akoje h=14 (n=10)i6=¢.
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Domacéa zadaca

Rijesite:

Au=0
na Q = [0, 3] x [0, 3] uz rubne uvjete

u(0,y) = u(x,3) =u(3,y) =0, u(x,0)=—sin—

ako je korak h = 1.
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