Metoda kona&nih elemenata
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e RjeSavamo problem ravnoteZe Zice [0, /] bez elasti¢nog otpora
sredstva, tj. g(x) = 0.

@ Dakle, rjeSavamo jednadZbu

(P()u'(x)) + f(x) =0},

pri Cemu je p(x) napetost Zice, a f(x) gustoéa vanjske sile koja
djeluje na Zicu.
o Rubni uvjeti: Zica je u lijevom kraju pri¢vricena, tj. vrijedi u(0) =0,
a u desnom kraju slobodna, tj. /(1) = 0 (ili pri¢vrséena, tj. u(/) =0).
@ Za razliku od metode konaénih razlika koja kao rjeSenje ne daje

funkciju, veé aproksimaciju vrijednosti u odredenim to¢kama
(¢vorovima), ova metoda daje funkciju koja aproksimira rjedenje.
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Postupak:

(1) Podijelimo segment [0, /] na n jednakih dijelova Sirine h = % tj.

O=x<xx=x+th<x=xx+h<---<xy=xp_1+h=1.

(2) Priblizno rjesenje trazimo u obliku

up(x) = Z civi(x)|, xel0,1],
i=0

pri ¢emu su
c,C1, ' ,cn € R konstante,

pi: R — R konatni elementi.

3/22



Konadni elementi

@ konacni elementi su funkcije koje su razli¢ite od nule na malim
komadima u [0, /]

linearni elementi

Slika: Linearni kona¢ni elementi
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Konadni elementi

@zai=0
X411, xo<x<x4
_ h 9 = = )
#o(x) { 0, inace,

-

Xg h X1
@zai=n

en(x) =

%—n—i—l, Xp—1 < x < Xp,
0, inace,
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Konadni elementi

ezai=1,---,n—1

F—i+1, x_1<x<x,
QO,‘(X): _%+I+17 X; < x < Xiy1,
0, inace,

@ uocimo da vrijedi

pa slijedi | up(xj) = ¢j|zaj=0,1,...,n
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e Iz lijevog rubnog uvjeta u(0) = O slijedi u,(0) = .

o Konstante cy, - - - , ¢, ¢éemo izralunati rjeSavajuéi sustav

n
E k,'j(:j:b,', i:].,...,n,
J=1

odnosno u matri¢nom obliku

kir ki 0 --- 0 a by
koir koo koz --- 0 @ | | b
0 0 0 -+ knn Cn b,

e Matrica K = [k;j] se zove matrica krutosti.



Koeficijenti k;;

o Koeficijenti kj; ratunaju se na sljede¢i nadin

/
szlpwmmwﬁusz

.

1 [
) p(X)dX7
e
- / p(x)dx,
Xl+1

e Otito vrijedi kjj = kjjzai,j=1,...,n

j=i-1,
j=i+1,
i=j#n,
i =j=n,
inace



Slobodni ¢lanovi b;

Slobodni €&lanovi b; za i = 1, dots, n odreduju se prema formulama
I
b; = / f(x)pi(x)dx
0

Xj P Xi+1 B%
/ f(x)(h—i+1>dx+/ f(x)<—h—i-i—i-1>dx7 i #n,
Xi—1 . Xx,- |
/ f(x)<—n+1>dx, i=n.
Xn—1 h
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Napomena

U slu¢aju da rjeSavamo problem ravnoteze Zice s pri¢vrs¢enim rubovima,
tj. u(0) = u(/) =0, postupak je potpuno analogan. U tom slu¢aju je

COZCnZOa

a ostale konstante ¢; dobijemo iz sustava

n—1
EE: kUCJ =b;, i=1,...,n—1.
j=1
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Rijesite jednadzbu ((x + 5)u/(x))’ + x> = 0 na [0,5], uz rubne uvjete
u(0) = u/(5) = 0, metodom kona&nih elemenata ako je h = 1.

Rjesenje:
@ Zadana je napetost p(x) = x + 5 i gustoéa vanjske sile f(x) = x>.
@ Razmak medu ¢vorovima je h =1, iz Cega slijedi da je n = % =b5.

@ Cvorovi mreZe konaénih elemenata su

x=0, xx=1, xx=2, x3=3, x4=4, x5=05.

@ Aproksimativno rjeSenje trazimo u obliku

5
U5(X) == ZC,'QO,’(X) .
i=0




@ |z rubnih uvjeta imamo ¢y = 0.

@ Konstante ¢q, ¢, ¢3, ¢4 i ¢5 ¢emo izradunati iz sustava

5
Zk,'jCj:b,', i:1,2,3,4,5.
Jj=1

o Koeficijenti kj; ratunaju se na sljede¢i nadin

1 X2 2
ki1 = h2/ p(x)dx = / (x +5)dx =12,
0

X0
1 [ 2
kip = _hz/ p(x)dx = —/ (x +5)dx = koy = —6.5,
X1 1
ki3 = k31 = k14 = ka1 = kis = ks1 =0,

X3

1 3
kop = e p(x)dx = / (x +5)dx = 14,
X1 1
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1 X3 3
ko3 = _h2/ p(x)dx = —/2 (x +5)dx = k3p = —7.5,
X2

kog = kao = kos = kg2 = 0,

1 Xa 4
k33 = /72/ p(x)dx = / (x +5)dx = 16,
2

X2

1 [ N
k3gq = _/12/ p(x)dx = —/ (x 4+ 5)dx = k43 = —8.5,
X3 3

k3s = ksz = 0,

1 X5 5
Kaa = e / p(x)dx = / (x+5)dx =18,
X 3

3

1 X5 5
kas = _ﬁ p(X)dX = —/ (X + 5)C|X = kgg = —9.5,

X4 4
1 X5 5
kss = /72/ p(x)dx = / (x +5)dx = 9.5.
4

X4
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o Koeficijenti b; odreduju se prema formulama:
5

by = /0 f(x)p1(x)dx
1 2
_/ (x—1+1)dx+/ x3(—x—|—1—i—1)dx:1.57
1

5
/ f(x)p2(x)dx
0

2 3
/x x—2+1)dx+/ x3(—x 42+ 1)dx =9,
1 2

5
b= [ F(x)n
0

3 4
/X X—3+1dx+/ 3(—x +3+1)dx = 28.5,
2 3

5
b= [ (s
0
4 5
/x x—4—|—1)dx—|—/ x3(=x + 4+ 1)dx = 66,
3 4



5
bs = / f(x)ps(x)dx
0
5
= / X3(X -5+ ].)dX = 51.5.
4

@ Konaéno, rjeS8avamo sustav jednadzbi:
12¢; — 6.5¢0 = 1.5,
—6.5¢1 + 14¢c) — 7.5¢3 = 9,
—7.5¢, + 16¢c3 — 8.5¢4 = 28.5,
—8.5¢3 + 18¢4 — 9.5¢c5 = 66,
—9.5¢4 + 9.5¢5 = 51.5.

@ Rjesenje sustava je odredeno programskim paketom
MATHEMATICA® i glasi:

c1 = 28.4545, ¢, = 52.3007, c3 = 71.7674, ¢4, = 85.5909, ¢5 = 91.0119.



@ Dakle, priblizno rjesenje ima oblik

us(x) = 28.4545¢p1(x) + 52.3007¢p2(x) + 71.7674¢3(x)
+ 85.5909¢4(x) + 91.0119¢s5(x).

@ Totno rjesenje rubnog problema dobiveno pomoéu progamskog paketa
MATHEMATICA® glasi:

1 2 1
u(x) = —325.5214—1 <5OO(5+X)—75(5+X)2+??(5+x)3—4(5+x)4>_
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1 2 3 4 5

Slika: To&no rjeSenje i priblizno rjeSenje dobiveno metodom konaénih elemenata



Rijesite jednadzbu (x?u/(x)) + x +2 = 0 na [0, 1], uz rubne uvjete
u(0) = u(1) = 0, metodom konatnih elemenata ako je h = 0.2.

Rjesenje: Razmak medu ¢vorovima je h=0.2 = % napetost je

p(x) = x?, a gustoca vanjske sile f(x) = x + 2. Cvorovi mreze konatnih
elemenata su

x=0, xx=02, =04, x3=06, x,=08, x5=1.

Aproksimaciju rjeSenja traZimo u obliku

5
U5(X) = Z C;(p,'(X) .
i=0

Iz rubnih uvjeta imamo ¢y = ¢cs = 0. Konstante c¢j, ¢, ¢3 i ¢4 ¢emo
odrediti iz sustava

4
> ki =bi, i=1,2,34|
j=1




Koeficijenti kj; racunaju se na sljedeci nacin:

1 X2 0.4
ki1 = /12/ p(x)dx = 25/ x2dx = 0.5333,
0

X0

1 X2 0.4
kiy = / p(x)dx = —25/ x?dx = kpy = —0.4667,

h2 X1 0.2
1 X3 0.6
koy = 15 / p(x)dx = 25 / x?dx = 1.7333,
X1 0.2
1 X3 0.6
koz = ~ 13 p(x)dx = —25/ x?dx = k3p = —1.2667,
X2 0.4
1 X4 0.8
k33 = e / p(x)dx = 25 / x?dx = 3.7333,
X2 0.4

1 X4 0.8
k3a = _/72/ p(x)dx = —25/ x°dx = ka3 = —2.4667,
X3 0.6

1 X5 1
kaq = 2/ p(x)dx = 25/ x?dx = 6.5333,
h X3 0.6
ki3 = k31 = kia = ka1 = kog = kg2 = 0.



Koeficije?ti b; odreduju se prema formulama

blz/o f(x)p1(x)dx
0.4

0.2
/ (x +2)(5x — 1+ 1)dx +/ (x +2)(=5x + 1 + 1)dx = 0.44,
0 0.2

b= [ F(0ea(00x
0.4 0.6
= / (x—|—2)(5x—2—|—1)dx+/ (x +2)(=5x +2+ 1)dx = 0.48,
0.2 0.4
1
b= | s
0.6 0.8
= / (x+2)(5x—3+1)dx+/ (x +2)(—=5x + 3+ 1)dx = 0.52,
0.4 0.6
1
by = /0 f(x)pa(x)dx
0.8 1
:/ (x+2)(5x—4+1)dx+/ (x + 2)(=5x + 4 + 1)dx — 0.56.
0.6 0.8
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e Konatno, koeficijenti ¢;,i = 1,2,3,4 odreduju se iz sustava jednadZbi:

0.5333¢; — 0.4667c, = 0.44,

—0.4667c1 + 1.7333¢c; — 1.2667c3 = 0.48,
—1.2667co + 3.7333¢c3 — 2.4667c4 = 0.52,
—2.4667c3 + 6.5333¢c4 = 0.56.

@ Rjedenje sustava je odredeno programskim paketom
MATHEMATICA® i glasi:

1 = 2.2161, ¢ = 1.5895, ¢3 = 0.9796, c; = 0.4556.

@ Dakle, priblizno rjesenje ima oblik

| us(x) = 2.2161¢1 (x) + 1.5895¢05(x) + 0.9796¢3(x) + 0.4556504(x) |
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Domacéa zadaca

Rijesite problem ravnoteZe Zice duljine / = 3, napetosti p(x) = x> + x, na
koju djeluje vanjska sila linijske gustoce f(x) = x — 1 ako su rubovi Zice
pri¢vrs¢eni, metodom konaénih elemenata uz korak h = 0.5.

Rijesite problem ravnoteZe Zice duljine / = 2, napetosti p(x) = x, na koju
djeluje vanjska sila linijske gustoée f(x) = 3x? ako je lijevi kraj Zice je
pri¢vrécen, a desni slobodan, metodom konaénih elemenata uz h = 0.4.
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