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Oscilacije mehanic¢kih sustava

Osnovni pojmovi

Iz statike znamo da je neki mehanicki sustav (u tekstu skra¢eno "“mehanizam”) u
polozaju stabilne staticke ravnoteze, ako u tom polozaju ima minimalnu potencijalnu energiju.
Tom polozaju odgovara i minimalna ukupna energija (zbroj kineticke i potencijalne energije).
Pocetna staticka ravnoteza promatranog mehanizma, moze se naru$iti nekim vanjskim
uzrokom koji ¢e povecati ukupnu energiju mehanizma. Nakon uklanjanja tog uzroka do¢i ¢e
do ucestalog gibanja mehanickog sustava oko polozaja stabilne ravnoteze. Gibanje ¢e nastati
zbog djelovanja elasti¢nih sila 1 sila gravitacije koje teze povratku mehanickog sustava u
ravnotezni polozaj. Takvo gibanje nazivamo slobodnim oscilacijama. Ukupna mehanic¢ka
energija sustava za vrijeme slobodnih oscilacija ostaje saGuvana (konstantna).

Jednostavan primjer slobodnih oscilacija prikazan je gibanjem kuglice koje nastaje po
zakrivljenoj glatkoj podlozi, nakon pocetnog pomaka iz ravnoteznog polozaja (slika 1).

Slika 1. Oscilacije kuglice

Ako u mehanickom sustavu nakon uklanjanja pocetnog uzroka oscilacija, osim
elasti¢nih i gravitacijskih sila djeluju i neke druge vanjske aktivne sile, ili ako je njihovo
djelovanje jedini uzrok oscilacija, tada nastaju prisilne oscilacije.

Za vrijeme oscilacija mogu biti prisutni razliciti neelasti¢ni otpori gibanju: (sile trenja,
viskozni otpor sredine u kojoj se sustav giba, unutarnji otpori samog sustava i drugi). U tom
slu¢aju kazemo da je mehanicki sustav disipativan, a njegove oscilacije su prigusene.

Ovisno o uzroku oscilacija i postojanju otpora za vrijeme gibanja razlikujemo:
-Slobodne neprigusene oscilacije
-Slobodne prigusene oscilacije
-Prisilne nepriguSene oscilacije
-Prisilne priguSene oscilacije

Prolaz mehanickog sustava kroz ravnotezni polozaj za vrijeme oscilacija moze se
ponavljati u jednakim intervalima vremena. U tom sluaju kazemo da su oscilacije
periodic¢ne, a trajanje jednog vremenskog intervala u sekundama, naziva se period i oznacava
slovom T.

Oscilacije o kojima se govori u okviru ovog kolegija ogranicene su pretpostavkom, da
u svakom trenutku udaljenost od ravnoteznog polozaja mozemo prikazati s dovoljno malom
velicinom, tako da ih linearni pristup dovoljno to¢no opisuje.
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Stvarni mehanic¢ki sustavi sastavljeni su od vise razlicitih elasti¢nih tijela. Stvarno
tijelo deformira se pod djelovanjem vanjskih sila. Tijelo kojem deformacije u potpunosti
nestaju nakon uklanjanja optereéenja, nazivamo idealno elasti¢no tijelo (rije¢ idealno se
cesto izostavlja).

Apsolutno kruta tijela u mehanickom sustavu mogu biti spojena s elasticnim tijelom.
Sila u takvom spoju naziva se elasti¢na sila. Elasti¢na sila, u idealno elasticnom tijelu
posljedica je njegove deformacije, i linearno je proporcionalna s deformacijom (Hookeov
zakon).

Idealno elasti¢no tijelo mozemo prikazati s elasticnom oprugom bez mase. Opruga
duljine Lo, optere¢ena nekom silom F, deformira se za neku veli¢inu X. Elasti¢na sila F,
kojom opruga pruza otpor deformaciji, proporcionalna je toj deformaciji.

Konstanta k je specifi¢ni otpor deformaciji, naziva se krutost opruge i definira se kao
sila koja oprugu moze deformirati (produZiti ili skratiti) za jedini¢nu duljinu. U skladu s tim
jedinica za krutost je N/m, N/cm, KN/m,...

Tn
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Lo+X X

Slika 2. Idealno elasticno tijelo

U nekom spoju moze biti vise elasti¢nih tijela. Ona medusobno mogu biti povezana u
paralelnom ili serijskom spoju. U oba slu¢aja mogu se zamjeniti jednom oprugom
ekvivalentne krutosti ke. Ekvivalentna krutost odreduje se doslovnom primjenom definicije
krutosti. Na sl. 3 prikazan je paralalan, a na sl. 4 serijski spoj dviju elasti¢nih opruga razli¢itih
krutosti ki 1 ko, i jednakih duljina L.

F ki = Fi Fei1 Fei=ke X
—W/V\,— " <VVWW—> Fel,lfkl X1
%W_% B Lotx Fei2=kz X2
k
2 F, Fel2 Fei=Fei1+ Fel2
Lo+X <NV Ke X=Kk1 X+ k2 X
B Lotx
ke =k1+ ko

Slika 3. Paralelni spoj
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Slika 4. Serijski spoj k, = 1
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Spoj prikazan elasti¢nim tijelom bez mase, moze se na isti na¢in zamijeniti oprugom
ekvivalentne Krutosti.

Na slici 5 prikazana je materijalna tocka mase M, spojena elastiénim Stapom
zanemarive mase, upetim u podlogu.

Promatraju se oscilacije materijalne tocke okomito na smjer osi Stapa. Elasticnu
konzolu treba zamjeniti oprugom ekvivalentne krutosti. U skladu s definicijom krutosti,
trazimo silu kojom treba opteretiti konzolu na vrhu, da bi progib imao jedini¢nu veli¢inu
(uzimamo samo utjecaj savijanja na pomak o).

E,l lF 5= L
‘ T M 3-E-I "
T \jé e
P - " NE M

Slika 5. Spoj elasticnim tijelom bez mase

Broj koordinata (skalarnih veli¢ina) Xi(t), i=1,...n, potrebnih za potpuno opisivanje
gibanja mehanickog sustava u svakom trenutku, naziva se broj stupnjeva sloboda gibanja.

Sva tijela u stvarnim mehanickim sustavima, deformabilna su i1 imaju neku
raspodijeljenu masu. Za opisivanje gibanja takvog sustava potreban je veliki broj koordinata
(teorijski beskonacan), §to zbog nedovoljne toc¢nosti ostalih utjecaja u prakti¢noj primjeni
nema smisla. Tijekom gibanja javljaju se otpori €iju veliinu, zakonitost promjene, 1 uzrok,
nije uvjek moguée toéno opisati. Cesto se i uzrok oscilacija ne moze to¢no opisati.

Zbog toga se oscilacije stvarnih sustava, za prakticne potrebe analiziraju na
pojednostavljenim mehanickim (uglavnom matematickim) modelima. NajeS¢e se masa
pridruzuje apsolutno krutim tijelima, a spojevi su idealno elasti¢na tijela bez mase.

Ako je mehanicki sustav sastavljen od viSe apsolutno krutih i idealno elasti¢nih tijela
povezanih u kinematicki lanac, 1 njegov je polozaj u bilo kojem trenutku odreden samo s
jednom koordinatom (n=1), kazemo da je to sustav s jednim stupnjem slobode, ili
jednostupanjski sustav.
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Svaki mehanizam s jednim stupnjem slobode, u kojem su zanemareni otpori gibanju i
nelinearni utjecaji, mozemo prikazati modelom koji se naziva linearni harmonijski oscilator.

Linearni harmonijski oscilator

Linearni harmonijski oscilator prikazuje se s jednom elasticnom oprugom krutosti K
Cija se masa zanemaruje, 1 materijalnom tockom mase m. To je osnovni mehani¢ki model
konzervativnog sustava s jednim stupnjem slobode x(t). Zakon gibanja x(t), rjeSenje je
diferencijalne jednadzbe kojom je opisano gibanje mase m.

a) b)

[}
) > XX, (1) y v g

M mo
[}
| v
glatka podloga

l x(1), x(t), X(t)

Slika 6. Model linearnog oscilatora

Diferencijalna jednadzba slobodnih neprigusenih oscilacija

Diferencijalna jednadzba gibanja ovog sustava moze se odrediti na vise nacina:
1. Primjenom jednadzbi dinamicke ravnoteze,
2. Primjenom zakona o o¢uvanju energije,
3. Primjenom metode virtualnog rada.

1.Primjena dinamicke ravnoteZe (prema principu D Alamberta)
Za vrijeme gibanja u horizontalnoj ravnini, na materijalnu to¢ku djeluje promjenjiva
elasti¢na sila i inercijalna sila. Masa opruge se zanemaruje.

Da bi uvjet dinamicke ravnoteze primjenili na model prikazan na slici 6. a), potrebno
je odrediti sve sile koje djeluju na materijalnu tocku u trenutku ¢ # 0.

I - O OF

Fu %Ql g

Slika 7. Sile za vrijeme gibanja modela a)

Reakcija podloge 1 vlastita tezina su konstantne i medusobno su u ravnoteZi.
Deformacija opruge odredena je otklonom iz ravnoteznog polozaja, tako da je elasti¢na sila

F, =k-x(t).
Inercijalna sila proporcionalna je masi i ubrzanju
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F =m-X(t).
Uvjet dinamicke ravnoteze je

Fi+ F¢ =0.
Nakon supstitucije dobije se diferencijalna jednadzba gibanja mehani¢kog modela prikazanog
naslici 6 a):
m-X+k-x=0.
Ako uvjet dinamicke ravnoteze primjenimo na model prikazan na slici 6 b), potrebno
je prvo odrediti deformaciju opruge u statickom ravnoteZznom polozaju, oko kojeg materijalna
tocka oscilira (slika 8).

t=0 t#0

v mg Fel

k

-
g\i/ /l\ I ORIORIC i ’E‘ |
T. 0o

mg

Slika 8. Sile za vrijeme gibanja modela b)
U nekom trenutku t, elasti¢na sila je proporcionalna krutosti i deformaciji opruge u
tom trenutku:
I:el =k '(Xst + X(t)) :
Inercijalna sila je kao i u modelu a), proporcionalna masi i ubrzanju u tom trenutku
F =m-X(t).
Uvjet dinamicke ravnoteZe je
Fi+ Fe — mg = 0.
U ovu jednadZbu uvrstimo vrijednost inercijalne i elasticne sile i dobijemo
m-X(t)+k-x, +k-x(t)-mg=0.
Konstantni dio elasti¢ne sile u ravnotezi je s teZinom materijalne tocke, tako da je
diferencijalna jednadzba slobodnih oscilacija modela b) identi¢na jednadzbi slobodnih
oscilacija modela a)

m-X+k-x=0.

Mozemo zakljuciti da kod odredivanja diferencijalne jednadzbe oscilacija smijemo
zanemariti postojanje gravitacijskih sila.
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2. Primjena zakona o oCuvanju energije

Za vrijeme slobodnih oscilacija pocéetna energija uvedena u mehanizam ostaje
sacuvana. Ona se izmjenjuje izmedu elasticne opruge i mase, odnosno prelazi iz energije
deformacije u kineticku energiju, 1 obratno.

Ve¢ je pokazano da diferencijalnu jednadZzbu oscilacija mozemo jednostavnije odrediti
ako ne uzimamo u obzir utjecaj gravitacijskih sila (model prikazan na slici 2 a).

U nekom trenutku t, ukupna energija sustava sastoji se od zbroja kineticke energije i
potencijalne energije:

Euk = Ek+Ep

E,. ~Lmox +1kx? = const.
2 2

Derivacija ukupne energije po vremenu mora is¢ezavati:

oE
—“k:m-X'~)'(+k-x-)'(=0,

ili
(m-%+k-x)-%=0.

Jednadzba je zadovoljena u svakom trenutku t, samo ako izraz u zagradi is¢ezava, §to
odreduje ve¢ poznatu diferencijalnu jednadzbu oscilacija

m-X+k-x=0.

3. Virtualni rad, Hamiltonov princip, Lagrangeove jednadzbe gibanja

Ako diferencijalnu jednadzbu oscilacija pomnozimo s virtualnim pomakom ox,
dobijemo jednadZzbu virtualnog rada elasti¢ne i1 inercijalne sile izvrSenog za vrijeme tog
pomaka.

(m-X)X+(k-x)ox=0

Pomak x se mjenja s vremenom, §to znaci da je varijacija pomaka Jx odredena izmedu
dva poloZaja, dakle za dva razliCita trenutka t; i to, pa gornju jednadzbu mozemo integrirati po
vremenu.

t, t,
J(m-x-s0)dt+ [ (k-x- 5)dt =0
t t

dv = Xdt
t, &
—jm>’<5>'<dt

5]

. : . . V=X .
Nakon parcijalne integracije prvog integrala uz . dobije se xmdx
U =maoX

4

du = modxdt

uz X = %(&) i zbog isCezavanja dx na granicama integracije, dobije se
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t, t,
— [(m-x- &)t + [ (k- x-ox)dt =0,
t t;

52 2
Stojeuz E, = me I E, = % jednako integralu varijacije:

t
| 8(E,—E,)dt=0.
t1
Ako se u ovaj izraz doda i virtualni rad nekonzervativnih sila (kojih u nasem modelu
nema) dobiva se jednadzba koja je u dinamici poznata kao Hamiltonov varijacijski princip.

Hamiltonov princip pokazuje da je razlika kineticke i potencijalne energije nekog
sustava nastala u odredenom intervalu vremena zbog rada nekonzervativnih sila u tom sustavu

f5[Ek(t)— E,(t)ldt + féwnc(t)dt =0.

t

Ex i Ep predstavljaju ukupnu kineticku i potencijalnu energiju a Wy ukupni rad svih
nekonzervativnih sila u promatranom sustavu. Prikazani uvjet se moze primjeniti na bilo koji
sustav (linearni ili nelinearni), uz odgovarajuce odredenu energiju.

U statickom slucaju gubi se ovisnost o vremenu, i kineticka energija isCezava. Dobiju se
jednadzbe statiCke ravnoteze opisane uvjetom minimuma potencijalne energije

Ako se pomaci prikazu pomocu generaliziranih koordinata, potencijalna energija E(t)
proizvoljnog sustava moze se opisati odabranom grupom koordinata X; .....Xn, a kineticka
energija Ex(t) u opcem slucaju moze biti prikazana funkcijom polozaja i brzine.

Virtualni rad svih nekonzervativnih sila na virtualnim pomacima nastalim zbog
varijacije grupe generaliziranih koordinata, prikazuje se kao linearna funkcija varijacija
generaliziranih koordinata:

OMWne=Q1 K1+ Q2 o+ ... + Qn &y

Koeficijenti Qj nazivaju se funkcije generaliziranih sila za odgovarajucu koordinatu X;.

Ako ovako odredenu  kineticku 1 potencijalnu energiju, te varijjaciju rada
nekonzervativnih sila uvrstimo u Hamiltonove jednadzbe, primjenjuju¢i varijaciju po svim
koordinatama, dobiju se poznate Lagrangeove jednadzbe gibanja:

d(ﬂ TV _o =12 ...

_ — __+_
dt\ ox, ) ox; Ox

Za odredivanje generaliziranih sila Q;, potrebno je naéi oWy, odnosno odrediti rad svih
nekonzervativnih sila u sustavu (koje djeluju unutar ili izvan elasti€nog tijela), za vrijeme dok
se mehanickom sustavu daju virtualni pomaci oX;.
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Zakon gibanja (slobodne neprigusene oscilacije)

Zakon gibanja x(t), odreduje se iz rjeSenja diferencijalne jednadzbe kojom je opisano
gibanje mase.
m-X+k-x=0

X'+£-x=0
m

Uvodi se konstanta @ = \/E , da bi se jednadzba napisala u obliku
m

K+ w”-x=0.

Postupak kojim dolazimo do rjesenja diferencijalne jednadzbe poznat je iz
matematike. RjeSenje je harmonijska funkcija ovisna o vremenu i tri konstante w, Ci, i Ca.

X(t)=C,-Cos(w-t)+C, -Sin(w-t)

Konstante C; i C; odreduju se iz pocéetnih uvjeta koji su opisani kao uzrok oscilacija:

-pocetni pomak X(t=0)=xo, —> C1=Xo
-pocetna brzina X (t=0)=vo,. —> C,=—
Uz uvjet da su pocetni pomak Xp 1 pocetna brzina Vy razliciti od nule dobije se
V .
X(t) =X, -Cos(w-t)+->-Sin(w-t).
0]
Uvodenjem novih konstanti: A= \/Cl2 + sz , la= ArCTan(C—l), rjesenje se moze napisati
2

i u obliku:
X(t)=A-Sin(w-t+«a).

Prema oznakama na sl. 8, zakon gibanja odreduje otklon od ravnoteznog poloZzaja u
bilo kojem trenutku t.

Konstanta A odreduje maksimalni otklon od ravnoteznog polozaja, naziva se
amplituda oscilacija i ovisi 0 uzroku oscilacija.

Konstanta @ = ,/— (mjeri se radianima po jedinici vremena), ovisi samo o Krutosti i
m

masi promatranog mehani¢kog sustava, i naziva se vlastita frekvencija sustava ili kruzna
frekvencija. Vlastita frekvencija ne ovisi o polozaju mehanickog sustava u prostoru, odnosno
o0 ravnini u kojoj sustav oscilira.

Kao Sto se moze vidjeti 1z izvoda, vlastita frekvencija modela a) koji oscilira u
horizontalnoj ravnini, jednaka je vlastitoj frekvenciji modela b) koji oscilira u vertikalnoj
ravnini, ako oba modela imaju jednaku masu i krutost. Mozemo zakljuciti da sile gravitacije
nemaju utjecaj na vlastitu frekvenciju linearnog harmonijskog oscilatora. Polozaj mase u bilo
kojem trenutku t; odreden je superpozicijom statickog progiba i otklona X(t;).
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Naziv kruzna frekvencija dolazi od usporedbe s gibanjem tocke po kruznici radiusa A,
konstantnom kutnom brzinom . Kruzno gibanje odredeno je zakonom ¢(t) =@, + @-t .

Ako je srediSte kruznice u ishodiStu, udaljenost tocke od osi y za a = ¢,, u svakom
trenutku odredena je veli¢inom

X(t)=A-Sin(o-t+a),

Takvo  gibanje po  kruznici
prikazano je na slici 9, tako da su crtane
uzastopne projekcije  vektora polozaja

v . . . . o 't
tocke, na smjer osi X, u jednakim | \I
intervalima vremena At=1/8(s). / A

Na taj naéin odreden je poloZaj X(t)

tocke u trenutcima T

t=tia+ Az, i=1,..12, =0 NS

Prikazane tocke leze na krivulji A Sin(@) X(t)
odredenoj zakonom NI

X(t)=A-Sin(w-t+a).

O
\9

Period oscilacija T je vrijeme T o
potrebno da tocka dode u pocetni polozaj, >
(Sto znaci da jednom obide kruznicu) ¢

p=w-1=2r. = O

o)
10

O
O

Ova relacija odreduje vezu izmedu perioda
1 kruzne frekvencije:

t

T= w0 Slika 9. Harmonijsko gibanje
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Primjer
Mehanicki sustav sastoji se od Stapa mase m, kruznog diska mase 2m i opruge Krutosti
k. Stap je jednim krajem zglobno vezan na nepomiénu podlogu a na njegov drugi kraj zglobno
je vezan kruzni disk. Na rub diska namotano je uze. Jedan kraj uzeta vezan je za nepomic¢nu
podlogu, a drugi kraj uZeta nastavlja se na oprugu koja je vezana za nepomi¢nu podlogu, kao
Sto je prikazano na crtezu. Treba odrediti:
a) diferencijalnu jednadzbu slobodnih oscilacija tocke B
b) vlastitu frekvenciju slobodnih oscilacija prikazanog mehani¢kog sustava.
c) zakon malih oscilacija tocke B, koje ¢e nastati nakon djelovanja impulsa S, ako
prije djelovanja impulsa mehanizam miruje u vertikalnoj ravnini.
d) Zakon malih oscilacija toc¢ke B koje ¢e nastati nakon djelovanja impulsa S, ako se
istovremeno s djelovanjem impulsa ukloni veza koja pridrzava disk tako da teZine
tijela ne opterecuju oprugu te je opruga prije pocetka gibanja nedeformirana.

R=0.25L
Pomaci za vrijeme oscilacija
mehanizma, prikazani su na slici 10. Stap
mase m rotira oko nepomicne tocke A, a
disk mase 2m oko svog trenutnog centra
rotacije P.
Momenti tromosti mase Stapa i
diska na centre rotacija su
A P

i ; R A

I, =$2m-R* =3m-R?.

05L
| |

Pomaci za vrijeme oscilacija:

Slika 10 . Prikaz mehanizma
Rjesenje:

a) Diferencijalna jednadzba oscilacija moze se odrediti na bilo koji od opisanih
nacina.

1. nacin: Primjenit ¢e se energetski pristup, odnosno svojstvo konzervativnih sustava,
da ukupna mehani¢ka energija za vrijeme slobodnih neprigusenih oscilacija ostaje
nepromjenjena.

E =E, +E, = const.

Kineticka energija u bilo kojem trenutku gibanja mehanizma, posljedica je rotacije
koja ovisi o veli¢ini otklona x, odnosno o brzini X.

Potencijalna energija sastoji se od potencijala elasti¢nih sila E,°; (opruga), i potencijala
gravitacijskih sila E,%; (teZina Stapa i teZina diska), a mjerena je od nivoa c; koji odgovara
stanju nedeformirane opruge.

E,=ES+E,’
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p

E°=%k-(2x)2:2k-x2
ES= X_2 -5
) _—m-g-z— m-g-x+cl_—§m-g-x+cl
, 5
E, =2k-X —Em-g-x+c1
Opruga je u pocetnom ravnoteznom polozaju deformirana zbog djelovanja

gravitacijskih sila. Pomak x u stanju ravnoteze naziva se Xs, 1 moze se odrediti iz uvjeta
minimuma potencijalne energije:

dE
_p:0:4k.x_§m.g fy X:XSt:
dt 2

00| U1

m-9
-

Otklon x(t) za vrijeme oscilacija uobicajeno se mjeri od ravnoteznog poloZaja, $to
znaci da se veli¢ina ukupnog pomaka moze prikazati pomocu superpozicije stalnog, statickog
udjela xg, i promjenjivog x(t).

Ako u izrazu za potencijalnu energiju ukupni pomak prikazemo na taj nacin, dakle
umjesto X zamjenimo Xs+X(t) 1 uvrstimo static¢ki otklon Xs, nakon sredivanja dobijemo izraz

koji odgovara potencijalnoj energiji mjerenoj od ravnoteznog nivoa Cj.

25m?g?

E, :2k-(xSt+x)2—gm-g-(xst+x)+cl =2k -x* - +¢, =2k -x*+c¢,.

Potvrdeno je da gravitacijske sile ne utjecu na promjenjivi dio potencijalne energije za
vrijeme oscilacija u vertikalnoj ravnini, nego mjenjaju vrijednost konstantnog dijela
potencijala (iz ¢; u ¢,). I1zbor nivoa konstantnog potencijala, od kojeg se mjeri promjenjivi dio,
je slobodan i nema utjecaja na diferencijalnu jednadzbu oscilacija jer se konstante gube nakon
deriviranja ukupne energije po vremenu.

E:§m->'<2+2k-x2+c2 _const./ 3
3 dt

5 - : 5 .

5m-2-x-x+2k-2-x-x=0 = (gm-x+2k.x)-2x:0

Da bi jednakost bila zadovoljena u bilo kojem trenutku t, mora biti

Em-5<'+2k-x:0,
3

X+—x=0.
m

2. Nacin: Umjesto prikazanog postupka, vlastita frekvencija, a time i diferencijalna
jednadzba, mozZe se jednostavnije odrediti redukcijom zadanog mehanickog sustava na
linearni harmonijski oscilator mase m, i krutosti k;. U tom sluc¢aju mora biti zadovoljen uvjet
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ekvivalencije energije reduciranog harmonijskog oscilatora i energije stvarnog sustava u bilo
kojem trenutku.

Koristimo ve¢ odredene izraze za kineticku i potencijalnu energiju Eyx i E,, zadanog
mehani¢kog sustava:

-Ekvivalencija kineticke energije

Ex,r =Ex

1 2 9 .2 10
=m, -X*==m-X = m ==—m
2 3 3

-Ekvivalencija potencijalne energije (uzima se samo utjecaj elasti¢nih sila)
Ep'r:Ep
Ekr X =5k-(2-x)2 =k =4k
2 2

Vlastita frekvencija linearnog harmonijskog oscilatora odredena je izrazom

6k
= [— j— w=,—.
m 5m

Sada se lako odredi diferencijalna jednadzba oscilacija:

K+ w’x=0 = X‘+%x:0.
5m

3. Nacin: Diferencijalnu jednadzbu oscilacija mozemo odrediti i primjenom metode
virtualnog rada. Poznato je da za mehanicki sustav pod djelovanjem sila u ravnotezi vrijedi:

D> W =0.
Zadanom mehanizmu, koji u nekom trenutku za vrijeme gibanja ima otklon x od
ravnoteznog polozaja, dajemo virtualni pomak oJx, i postavljamo uvjet dinamicke ravnoteze.

T - U tom slucaju za vrijeme gibanja
¢ virtualni rad vrSe sile inercije, gravitacijske
Lr In€a b R sile 1 elasti¢ne sile. Gibanje tijela odredeno
/Z- . ‘ S g f'.\.P.gp je rotacijorr_l oko pozngtih_ centara rc_Jtacije,
\l/ mg / tako da umjesto rada sila inercije uzimamo
5L 5L ’ rad njihovih momenata oko tih centara, i
! | tako jednadzba virtualnog rada postaje
| jednostavnija. Moment sila inercije mase
P Stapa na tocku A, prikazan je s
......... ™ Yo+ X s
A B e el [ lnea =12
néx J '
20x a moment sila inercije diska na to¢ku P, s
Slika 11. Pomaci i sile (momenti) lp&p =lp %

Ia i Ip, Veé su odredeni momenti tromosti.
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Elasti¢na sila u promatranom trenutku ima veli¢inu Fg=k 2(Xs+X), gdje je Xs vec
. o s . Sm-
ranije odreden staticki progib: Xy = ry Tg :
U skladu s navedenim oznakama ukupni virtualni rad svih sila odreden je sa

mg-%+2mg-5x—IA-gA-%(—IF,-gF,-%—Fel 2% =0.

Nakon supstitucije poznatih veli€ina i sredivanja dobije se jednadzba
1. .
(—gm-x—Sm'x—4k-xj~5x =0.

Uocavamo da se rad gravitacijskih sila opet ponistava s virtualnim radom konstantnog
dijela elasti¢ne sile. Za ox#0, izraz u zagradi mora izCezavati, te se diferencijalna jednadzba
slobodnih oscilacija zadanog mehanizma dobije sredivanjem tog izraza.

X‘+§£-x=0
5m

b) Trazena vlastita frekvencija w dobije se iz faktora uz x, jer je diferencijalna
jednadzba svedena na oblik:

X+o'x=0 = o= Sk :
S5m
C) Zakon oscilacija odreden je rjeSenjem diferencijalne jednadzbe u kojem pocetni

uvjeti Xo i Vo ovise o poc¢etnom uzroku oscilacija, opisanom u tekstu zadatka.

X(t) = X, - Cos(@-t) + -2 - Sin( 1)
[0}

U trenutku t=0 sustav miruje u ravnoteznom polozaju (od kojeg se myjeri X), Sto
uvjetuje da je “izmjereni” pocetni pomak Xo=0.

Pocetna brzina Vg posljedica je djelovanja impulsa S, koji ¢e u trenutku t=0 promijeniti
koli¢inu gibanja mehanic¢kog sustava.

Pokazano je na planu pomaka, da se masa Stapa 1 masa diska rotiraju oko razli€itih
centara rotacija. Da bi se mogao primjeniti stavak impulsa za tijelo u rotaciji, sustav se mora
rastaviti, pa se uvodi unutarnji impuls S;, koji vanjski impuls S prenosi sa Stapa na disk.

Djelovanje impulsa na tijelo u rotaciji oko nepomicne osi C objasnjeno je prije.
Moment impulsa na os ¢, mijenja moment koli¢ine gibanja tijela $to pisemo jednadzbom
.-, -1, -0 = MC<§>.

c c

Jednadzbe ovog oblika mogu se napisati za Stap i za disk:

St

o S Stap rotira oko tocke A (oko osi okomite
A FRY. \l/ ‘ na ravninu crteza):
/C m B ¢ Vo
L
oSt oot E R )
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Disk rotira oko to¢ke P (odnosno osi

okomite na ravninu crteza kroz to¢ku P)
R=0.25L

7.

Zbog razdvajanja mehanizma i zasebnog promatranja rotacije svakog tijela, potrebno
je osigurati kompatibilnost gibanja.

Uvedena je oznaka Vo za brzinu u zglobnom spoju $tapa i diska (to¢ka B). To je
traZzena pocetna brzina.
Veli¢ina Vg odredi se eliminacijom iz sustava jednadzbi (1), (2), (3).

Zakon oscilacija glasi:

x(t)— -Sin(w-t) = %— \/57m Si (\/7 1)

x(t) =0.136931-S - \/— Si (\/— 1)

d) U trenutku t=0, sustav miruje pridrZan tako da opruga nije deformirana. To znaci da
prema slici 11, uz oznaku X=X¢=0y=Xo, mora biti

Xst+Xo=0.

Pocetna brzina nastaje od djelovanja impulsa pa ostaje ista kao u rjeSenju pod cC).
Zakon oscilacija odreden je funkcijom:

X(t) = - 5”‘ gc (\/7 t)+0.136931-S - \/— Sln(\/— 1).




