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1.1 Osnovno o matricama
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Definicija (3.1)

Svako preslikavanje sa skupa {1,2,...,m} x {1,2,...,n} u polje R ili C
nazivamo matrica.
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Definicija (3.1)
Svako preslikavanje sa skupa {1,2,...,m} x {1,2,...,n} u polje R ili C
nazivamo matrica.

a1 d12 o d1(n—1) aln
a1 d2 c d(n—1) a2n
A=
aij
L 9ml  am2  °° dm(n—1) 9mn |
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Definicija (3.1)
Svako preslikavanje sa skupa {1,2,...,m} x {1,2,...,n} u polje R ili C
nazivamo matrica.

a1 a2 - d1(p-1) 9ln
a1 d2 c d(n—1) a2n
A= ' ' ajj je element u i-tom retku i
aij
adml  9m2  *°° 9m(n—1) 9mn

Jj-tom stupcu
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Definicija (3.1)

Svako preslikavanje sa skupa {1,2,...,m} x {1,2,...,n} u polje R ili C
nazivamo matrica.

a1 d12 o d1(n—1) aln
a1 d2 c d(n—1) a2n
A= ' ' ajj je element u i-tom retku i
aij
aml  d4m2  °° dm(n—1) 9mn |

Jj-tom stupcu

Matrica A je tipa m x n(A € R™*") pa ima m redaka i n stupaca. S aj;
oznacavamo op¢i &lan matrice A.

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 3/118



Kvadratna matrica je matrica tipa n x n (ima jednak broj redaka i
stupaca).
Glavna dijagonala kvadratne matrice sadrzi elemente a1, azo, ..., ann.
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Kvadratna matrica je matrica tipa n x n (ima jednak broj redaka i
stupaca).

Glavna dijagonala kvadratne matrice sadrzi elemente a1, azo, ..., ann.
Gornje trokutasta kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi
ispod glavne dijagonale 0, tj. a; =0,/ > j.
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Kvadratna matrica je matrica tipa n x n (ima jednak broj redaka i
stupaca).

Glavna dijagonala kvadratne matrice sadrzi elemente a1, azo, ..., ann.
Gornje trokutasta kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi
ispod glavne dijagonale 0, tj. a; =0,/ > j.

123
Primjerr A=10 4 5
0 06
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Kvadratna matrica je matrica tipa n x n (ima jednak broj redaka i
stupaca).

Glavna dijagonala kvadratne matrice sadrzi elemente a1, azo, ..., ann.
Gornje trokutasta kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi
ispod glavne dijagonale 0, tj. a; =0,/ > j.

123
Primjerr A=10 4 5
0 06

Donje trokutasta kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi
iznad glavne dijagonale 0, tj. a; =0,/ <.

100
Primjer: A=12 3 0
4 5 6
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Dijagonalna kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi izvan
glavne dijagonale 0, tj. a; = 0,/ # j.
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Dijagonalna kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi izvan
glavne dijagonale 0, tj. a; = 0,/ # j.

10
Primjerr A=10 3
00

o O O
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Dijagonalna kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi izvan
glavne dijagonale 0, tj. a; = 0,/ # j.

10
Primjerr A=10 3
00

o O O

Posebno, za a;; =0,/ #j i a; =1,i € {1,2,...} imamo jedini&nu
matricu.
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Dijagonalna kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi izvan
glavne dijagonale 0, tj. a; = 0,/ # j.

100
Primjer: A=10 3 0

0 06
Posebno, za ajj = 0,/ #
matricu.

Jjiai=1i€{1,2, ..} imamo jedini¢nu

10
Primjer: A= 0 1
00

= O O
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Dijagonalna kvadratna matrica je matrica kojoj su svi elementi izvan
glavne dijagonale 0, tj. a; = 0,/ # j.

100
Primjer: A=10 3 0

0 06
Posebno, za ajj = 0,/ #
matricu.

Jjiai=1i€{1,2, ..} imamo jedini¢nu

10
Primjer: A= 0 1
00

= O O

Nul matrica je matrica kojoj su svi elementi 0, tj. a; = 0,Vi,;.
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Transponirana matrica matrice A je matrica A za koju vrijedi
ajj = bj;, Vi, j, gdje su aj; elementi matrice A, a bj; elementi matrice
AT

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 6/118



Transponirana matrica matrice A je matrica A za koju vrijedi

ajj = bj;, Vi, j, gdje su aj; elementi matrice A, a bj; elementi matrice
AT

Primjer: A=

gl W =
(o) IE N (O
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Transponirana matrica matrice A je matrica A za koju vrijedi

ajj = bj;, Vi, j, gdje su aj; elementi matrice A, a bj; elementi matrice
AT

Primjer: A= > 4 6

gl W =
(o) IE N (O

:>AT_[1 3 5]
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Za kvadratnu matricu A vrijedi:
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Za kvadratnu matricu A vrijedi:

o A je simetri¢na ako je AT = A (a3 = aj;, Vi, )
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Za kvadratnu matricu A vrijedi:
o A je simetri¢na ako je AT = A (a3 = aj;, Vi, )

o A je antisimetri€na ako je AT = —A (a; = —aj;, Vi, ))

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 7/118



Za kvadratnu matricu A vrijedi:

o A je simetri¢na ako je AT = A (a3 = aj;, Vi, )

o A je antisimetri€na ako je AT = —A (a; = —aj;, Vi, ))
1 2 7
Primjer: A = 2 4 8
7 8 9
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Za kvadratnu matricu A vrijedi:

o A je simetri¢na ako je AT = A (a3 = aj;, Vi, )

o A je antisimetri€na ako je AT = —A (a; = —aj;, Vi, ))
1 2 7 1 2 7
Primjerr A= | 2 4 8 | =AT=| 2 4 38
7 8 9 7 8 9
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Za kvadratnu matricu A vrijedi:

o A je simetri¢na ako je AT = A (a3 = aj;, Vi, )

o A je antisimetri€na ako je AT = —A (a; = —aj;, Vi, ))
1 2 7 1 2 7
Primjerr A= | 2 4 8 | =AT=| 2 4 8 | =A
7 8 9 7 8 9
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Za kvadratnu matricu A vrijedi:

o A je simetri¢na ako je AT = A (a3 = aj;, Vi, )

o A je antisimetri€na ako je AT = —A (a; = —aj;, Vi, ))
1 2 7 1 2 7
Primjerr A= | 2 4 8 | =AT=| 2 4 8 | =A
7 8 9 7 8 9
0o 2 -7
B=|-2 0 8
7 -8 0
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Za kvadratnu matricu A vrijedi:

o A je simetri¢na ako je AT = A (a3 = aj;, Vi, )

o A je antisimetri€na ako je AT = —A (a; = —aj;, Vi, ))
1 2 7 1 2 7
Primjerr A= | 2 4 8 | =AT=| 2 4 8 | =A
7 8 9 7 8 9
0o 2 -7 0o -2 7
B=|-2 0 8 | =B"=|2 0 -8
7 -8 0 -7 8 0
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Za kvadratnu matricu A vrijedi:

o A je simetri¢na ako je AT = A (a3 = aj;, Vi, )

o A je antisimetri€na ako je AT = —A (a; = —aj;, Vi, ))
1 2 7 1 2 7
Primjerr A= | 2 4 8 | =AT=| 2 4 8 | =A
7 8 9 7 8 9
0o 2 -7 0o -2 7
B=|-2 0 8 |=B"=|2 0-8|=-B
7 -8 0 -7 8 0
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1.2 Operacije s matricama
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MnoZenje matrice skalarom )\ € R

A:(aU),)\ER:)\-A:()\-aU)

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 9/118



MnoZenje matrice skalarom )\ € R

A:(aU),)\ER:)\-A:()\-aU)

a1 412 -+ din

a1 a2 -+ ap
A=

dml dm2 " dmn
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MnoZenje matrice skalarom )\ € R

A:(aU),)\ER:)\-A:()\-aU)

a1 ar - ain Aai1r Aar
a1 ax -+ an Aaz1  Aax
dml a4m2 *°° amn )\aml )\am2

)\al,,
)\22,,

Aamn
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Zbrajanje matrica istog tipa

A, B € Rmxn
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Zbrajanje matrica istog tipa
A, B € Rm™*"
A= (aj), B = (bj) = A+ B = (aj + by)
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Zbrajanje matrica istog tipa

A B € R
A= (ay), B = (bj) = A+ B = (a; + by)
ail awx - ain b1 b2
a1 ax» -+ axn by1 b
AvB = |7 +
dml am2 *°° 3amn bml bm2
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Zbrajanje matrica istog tipa

A B e R™*n
A = (aj), B = (bj) = A+ B = (aj + bjj)
ail awx - ain bir b -+ bip
a1 ax» -+ axn b1 b - bop
A+B = . . + . .
18dml dm2 - dmn bmi bm2 -+ bmn
[ a1+ b1 @+ b - aiy+ bin
B a1+ b1 ax+ b - ax+ by
| dml +bmi @m2+bm2 - amn+ bmn

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 10/118



MnoZenje matrica

Za A€ R™" i B € R"™P definiramo A- B = C = (cix) € R™*P

n
cik = Y _ aj - by
j=1
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Primjer: A=

N = W=
w O O O

N = W=
w O O O
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1 5
LS S _ 3 6 4x2 _ 10 2x3
Primjer: A= 1 0 eR ’B_[Ol 1]E]R

2 3

(D
3 6 21 0

AB =11 9 { 1 1]
2 3
5
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€R4X2,B:|:2 O:|E]R2><3

S 1
Primjer: A= 0-1 1

N = W=
w O O O

1
=
1

N~ W
w O O

1210
0+1| 1

[1-24+5-0 1-1+5-(-1)
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1 5
HERE _ 3 6 4x2 _ 210 2x3
Primjer: A= 1 0 eR ’B_[Ol 1]E]R

2 3

(D
3 6 2 10

AB =11 9 '{0—1 ]

2 3

[1-24+5-0 1-1+5-(-1) 1-0+5-1
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1 5
HERE _ 3 6 4x2 _ 210 2x3
Primjer: A= 1 0 eR ’B_[Ol 1]E]R
2 3
1 5
e NEEK:
1 0 01 1
| 2 3

[1-24+5-0 1-1+5-(—1) 1-0+5-1
3:2+6-0
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Primjer: A=
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Primjer: A=
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1 5
HERE _ 3 6 4x2 _ 210 2x3
Primjer: A= 1 0 eR ’B_[Ol 1]E]R
2 3
1 5
3 6 2] 1 0
e {la}s 2]
2 3

[1-24+5-0 1-1+5-(—1) 1-0+5-1
3-24+6-0 3-1+6-(-1) 3-0+6-1
1-2+0-0
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1 5
HERE _ 3 6 4x2 _ 210 2x3
Primjer: A= 1 0 eR ’B_[Ol 1]E]R
2 3
1 5
3 6 2 (1] 0
e [o42]
2 3

[1-24+5-0 1-1+5-(—1) 1-0+5-1
3-24+6-0 3-1+6-(-1) 3-0+6-1
1-240-0 1-1+0-(-1)
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1 5
HERE _ 3 6 4x2 _ 210 2x3
Primjer: A= 1 0 eR ’B_[Ol 1]E]R

2 3

1 5
3 6 2 10

e 1318

2 3

[1-24+5-0 1-1+5-(-1) 1-0+5-1
3-24+6-0 3-1+6-(-1) 3-0+6-1
1-240-0 1-140-(-1) 1-0+40-1
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1 5
... |36 42 o | 2 10 2%3
Primjer: A= 1 0 eR ’B_[Ol 1]E]R
2 3
1 5
3 6 21 0
AB =11 '{a 11]

[1-2+5-0 1-1+5-(-1) 1-0+5-1
3-24+6-0 3-1+6-(-1) 3-0+6-1
1-240-0 1-140-(-1) 1-0+40-1
2:2+3-0
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Primjer: A=

w
N
_|_
(@)
o
N = W
[ay
+
[@))
—~~
|
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1 5
LS S _ 3 6 4x2 _ 2 1 2x3
Primjer: A= 1 0 eR ’B_[Ol 1]E]R
2 3
[1 5
36 2 1|0
s = 5ol o B
23
[1-24+5-0 1-1+5-(-1) 1-0+5-1
. 3.246-0 3-1+6-(—1) 3-0+6-1
~ |1-240-0 1-140-(-1) 1-0+0-1
2-24+3-0 2-1+3-(-1) 2-0+3-1
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1 5
HES S _ 3 6 4x2 _ 10 2x3
Primjer: A= 1 0 eR ’B_[Ol 1]E]R
2 3
[1 5
3 6 2 10
AB =11 9 '{0—1 1]
|2 3
[1-24+5-0 1-1+5-(—1) 1-0+5-1
32460 3-146-(-1) 3-0+6-1
~ |1-240-0 1-140-(-1) 1-0+0-1
2.243.0 2-1+3-(-1) 2:0+3-1
(24 5
— 6-3 6 4x3
= |21 0|°E
| 4-1 3
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Zadane su matrice A =

31

-1 2| eR¥*2iB=
Izratunajte 2A+ BT,

[2 0 1]€R2X3_
3 -1 1
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Zadane su matrice A =

31

-1 2| eR¥*2iB=
Izratunajte 2A+ BT,

[ 2 0 1] c R2X3.
01 -1 1
Rjesenje:
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Zadane su matrice A =

31
1 2| er2ip=| 2 9 1 g
-1 1 3
01
Izratunajte 2A+ BT,
Rjesenje:
2-A+BT =
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31

Zadane su matrice A= |—1 2| e R3*2 | B = 2 07 € R2x3,
-1 1 3
01
Izratunajte 2A+ BT,
Rjesenje:
31
2-A+BT = 2.|-1 2
01
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31

Zadane su matrice A= | -1 2 €R3X2iB:[ 2 0 1]€R2X3.
-1 1 3
01
Izratunajte 2A+ BT,
Rjesenje:
31 T
2-A+BT = 2.]-1 2| + 201
01 -1 1 3
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31

Zadane su matrice A= |—1 2 €R3X2iB:[ 2 0 1]€R2X3.
-1 1 3
01
Izratunajte 2A+ BT,
Rjesenje:
31 T
2-A+BT = 2-|-1 2 +{_f (1) ;]
01
6 2
= -2 4
0 2
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20 2 0 1
Zadane su matrice A= |—1 2| e R3*2 | B = [_1 ] € R?*3,
01

Izratunajte 2A+ BT,

Rjesenje:
31 T
2-A+BT = 2.|-1 2 +{_f (1) ;]
01
6 2 2 -1
= |-2 4/ +(0 1
0 2 1 3
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31
Zadane su matrice A= |—1 2| e R3*2{ B = [ i ) 1] € R2x3,
0 1 -
Izratunajte 2A+ BT,

Rjesenje:

2-A+BT = 2.
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31
Zadane su matrice A= |—1 2| e R3*2{ B = [ i ) 1] € R2x3,
0 1 -
Izratunajte 2A+ BT,

Rjesenje:

2-A+BT = 2.
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2 1 4
Zadane su kvadratne matrice A= (2 1 2| iB=|—-4
2 1

Izratunajte A- B i B - A.

1 21 4 11
A-B = 21 2|-1-4 20
1 2 3 1 21
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Zadane su kvadratne matrice A = € R3%3,

1 21 11
21 2iB=|-4 2 0
1 2 3 2 1

=

Izralunajte A- B i B - A.

71

A-B = |21 2|-]44,2 0
1 2 3 112 1
4-8+1
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1 21 4 1 1
Zadane su kvadratne matrice A= [2 1 2| iB=|—-4 2 0| e R3*3,
1 2 3 1 21

Izralunajte A- B i B - A.

‘@) 1
A-B = 2 1 2(-]1-412|0
1 2 3 112]1

4-8+1 1+4+2
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1 21 4 1 1
Zadane su kvadratne matrice A= [2 1 2| iB=|—-4 2 0| e R3*3,
1 2 3 1 21

Izralunajte A- B i B - A.

v 1l
A-B = 2 1 2(-1-4 210
1 2 3 1 2|1

4-841 1+4+42 14041
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1 21 4 1 1
Zadane su kvadratne matrice A= [2 1 2| iB=|—-4 2 0| e R3*3,
1 2 3 1 21

Izralunajte A- B i B - A.

1 21 411 1
a8 = [213] |42 0
1 2 3 112 1

4-841 1+4+42 14041
= [8-4+2
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1 21 4 1 1
Zadane su kvadratne matrice A= [2 1 2| iB=|—-4 2 0| e R3*3,
1 2 3 1 21

Izralunajte A- B i B - A.

1 21 4 (1|1
a8 = [213] |-4l2f0
1 2 3 112]1

4-841 1+4+42 14041
= |8—4+42 2+42+4
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1 21 4 1 1
Zadane su kvadratne matrice A= [2 1 2| iB=|—-4 2 0| e R3*3,
1 2 3 1 21

Izralunajte A- B i B - A.

1 21 4 1|1
a8 = [213] |4 20
1 2 3 1 2|1

4—-8+1 14442 14+0+1
= 8—4+2 24+2+4 24+0+2
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1 21 4 1 1
Zadane su kvadratne matrice A= [2 1 2| iB=|—-4 2 0| e R3*3,
1 2 3 1 21

Izralunajte A- B i B - A.

1 21 411 1
A-B = |21 2|-]44, 2 0
12 1

4—-8+1 14442 14+0+1
= 8—4+2 24+2+4 24+0+2
4—-8+3
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1 21 4 1 1
Zadane su kvadratne matrice A= |2 1 2| iB=|—-4 2 0| e R3*3,
1 2 3 1 21
Izralunajte A- B i B - A.
1 21 4 (1] 1
A-B = 2 1 2|-|1-4 2|0
1021

4-8+1 1+4+2 1+40+1
= [8—4+2 24244 240+2
4-8+3 1+4+6
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1 21 4 1 1
Zadane su kvadratne matrice A= [2 1 2| iB=|—-4 2 0| e R3*3,
1 2 3 1 21

Izralunajte A- B i B - A.

1 21 4 1|1
A-B = |21 2|-]1-4 210
121

4—-8+1 14442 14+0+1
= 8—4+2 24+2+4 24+0+2
4—-8+4+3 14446 14043
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1 21 4 1 1
Zadane su kvadratne matrice A= [2 1 2| iB=|—-4 2 0| e R3*3,
1 2 3 1 21

Izralunajte A- B i B - A.

12 1 4 1 1
A-B = |21 2|-|-4 20
12 3 121

[(4—-8+1 1+4+2 1+0+1
= 8—4+2 24+2+4 24+0+2
4—-8+3 1+446 1+0+3

3 7 2
= 6 8 4| eR3x3
-1 11 4
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oy}

>

I

|
=~
NN =
= O
=N =
N~ N
w N =
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@11 M2

B-A = |—-4 2 0| 2|1 2
1 21 12 3
[(4+2+1
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@
B-A = —4 2 0f-12|1] 2
1 21 112 3

[44+24+1 841472
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@ 2
B-A = —4 2 0f-12 1|2
1 21 1 2|3

[(4+2+1 8+1+2 4+2+3
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RS
N N =
N =N

[ 1] |1 1
1 |1 3

[ 4+2+1 8+1+2 4+2+3
= |-4+4+0
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4 1 1 11(2]1
B.a = |20 |21 2
1 21 112 3

[ 44241 8+1+2 44243
= |-4+4+0 -8+2+0
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4 1 1 1 2|1
B.A = |20 |21
1 21 1 2|3

[ 4+2+1 8+1+2 4+2+3
= |-44+4+0 -8+2+0 —4+4+40
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[ 4 1 1 112 1
B-A = —4 2 0f-12|1 2
a2y (Y23

[ 4+2+1 8+1+2 4+2+3
= |-44+4+0 -8+2+0 —4+4+40
| 1+4+1
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411
B-A = |-4 20

@2

[ 4+2+1 8+1+2 4+2+3
= |-44+4+0 -8+2+0 —4+4+40
| 14441 24242

=N =
N = N

1
2
3
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411
B-A = |-4 20

@2

[ 4+2+1 8+1+2 4+2+3
= |-44+4+0 -8+2+0 —4+4+40
| 1+44+1 24242 1+4+43

=N =
N = DN
W N =
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N
==
—= N
N = DN

1
2
3

|
=
NN

[ 4+2+1 8+1+2 4+2+3
—4+440 —-8+2+0 —4+4+0
| 1+44+1 24242 1+4+43

7 11 9
0 —6 0| € R¥3
6 6 8
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(-3 7 2

A-B = 6 8 4| eR3*3
-1 11 4
(7 11 9

B-A = |0 -6 0| cR3x3
6 6 8
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(-3 7 2

A-B = 6 8 4| eR3*3
-1 11 4
(7 11 9

B-A = |0 -6 0| cR3x3
6 6 8

A- B # B - A= mnoZenje matrica nije komutativno.
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Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
AT .BiA-BT.
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Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
AT .BiA-BT.

Rjesenje:

AT =
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Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
AT .BiA-BT.

Rjesenje:
3

AT — 1| e R3X1,
2
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Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
AT .BiA-BT.

Rjesenje:
3

AT = |1] € R3><1 BT —
2

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi



Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
AT .BiA-BT.

Rjesenje:
3 2

AT: 1 €R3><1 BT: -1 €R3X1
2 1
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Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
AT .BiA-BT.

Rjesenje:
3 2

AT = [1| eR¥>*1 BT = | 1| e R3*!
2 1

AT .B=
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AT .BiA-BT.

Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
Rjesenje:
3 2
AT = |1]| eR¥LBT = |—1| eR3X
2 1
3
AT . B =

1

2 -1 1] =

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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AT .BiA-BT.

Rjesenje:

Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
3
AT =

1| € R?’Xl,BT —
2

2
3
AT .B= |1l -

~1] e R3><1
1

-3 3
4

6
2 -1 1]= {2 -1 1| eR¥3

-2 2
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AT .BiA-BT.

Rjesenje:

Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
3
AT =

1| € R?’Xl,BT —
2

2
3
AT .B= |1l -

—1| e R3x1
1
A-BT =

-3 3
4

6
2 -1 1]= {2 -1 1| eR¥3

-2 2
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AT .BiA-BT.

Rjesenje:

Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte
3
AT =

2

1| € R?’Xl,BT —

2
3
AT . B =

1] -

~1] e R3><1
1

-3 3
4

6
2 -1 1]= {2 -1 1| eR¥3
A-BT=131 2]-|-1

-2 2
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Zadane sumatrice A=[3 1 2]iB=[2 -1 1] € RM3. Izratunajte

AT .BiA-BT.
Rjesenje:
3 2
AT: 1 €R3><1 BT: -1 €R3X1
2 1
3 6 -3 3
AT-B= [1{-[2 -1 1]= |2 -1 1| eR®3
2 4 -2 2
2
A-BT:[3 1 2]- -1 :[7]€R1X1
1
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2 -1
0 4

Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [

] € R2x2,
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vrijedi A- I =1-A=A

Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [2

-1 2x2
0 4] € Rex=,
Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) 1] jedini€na matrica i

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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vrijedi A- 1 =1-A=A
f(A)

Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [2

-1 2x2
0 4] € Rex=,
Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) 1] jedini€na matrica i
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2 -1

Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [o p

] € R2x2,

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) (1)] jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A
f(A) = 2A2+3A—4f
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [

2 -1

2x2
0 4] € Rx<,

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) (1)] jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A

f(A)

2A% 1 3A — 4]

o s

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [

2 -1

2x2
0 4] € Rx<,

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) (1)] jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A

f(A)

2A% 1 3A — 4]

>l e el
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [

2 -1

2x2
0 4] € Rx<,

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) (1)] jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A

f(A)

2A% 1 3A — 4]

>l e el el
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [(2) _ﬂ € R?*2,

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) (1)] jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A

f(A) = 2A243A-—4]
2 —1] 2 -1 2 -1 10
= 2fp )l el el

4 —6
- 2'[0 16]
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [(2) _ﬂ € R?*2,

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) (1)] jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A

f(A) = 2A2+3A—4]
2 —1] [2 -1 2 -1 10
S R (O R A R

_ L[+ 6] .6 -3
N 0 16/ " [0 12
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [(2) _ﬂ € R?*2,

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) (1)] jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A

f(A) = 2A2+3A—4]
2 —1] [2 -1 2 -1 10
S R (O R A R

o i KA B
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [2 _1] € R?*2,

0 4

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) ﬂ jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A
f(A) = 2A2+3A—4f

S I R RS A R
SEN i Y e R

8 -12
- o 32
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [2 _1] € R?*2,

0 4

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) ﬂ jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A
f(A) = 2A2+3A—4f

S I R RS A R
SEN i Y e R

8 —12] [6 -3
- [0 32] +[o 12]
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [2 _1] € R?*2,

0 4

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) ﬂ jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A
f(A) = 2A2+3A—4f

S I R RS A R
SEN i Y e R

= [0+l o4
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [2 _1] € R?*2,

0 4

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) ﬂ jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A
f(A) = 2A2+3A—4f

S I R RS A R
SEN i Y e R

- [l
|

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022.
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Odredite f(A), ako je f(x) =2x> +3x —4i A= [2 _1] € R?*2,

0 4

Rjegenje: f(A) = 2A% +3A — 4/, gdje je | = [(1) ﬂ jedini€na matrica i
vrijedi A- I =1-A=A
f(A) = 2A2+3A—4f

S I R RS A R
SEN i Y e R

- [l
|

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022.
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2
3 6

Za matricu A = [1

] € R?*? odredite matricu B € R?>*? tako da vrijedi

A-B=0.
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Za matricu A = [:1)’ g] € R?*? odredite matricu B € R?>*? tako da vrijedi
A-B=0.
Rjesenje:
_|a b 2x2
B= [C d] eR
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Za matricu A = [:1)’ g] € R?*? odredite matricu B € R?>*? tako da vrijedi
A-B=0.
Rjesenje:
_|a b 2x2
B= [C d] eR

ool -
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Za matricu A = [1

2

A-B=0.

3 6] € R?*2 odredite matricu B € R?*? tako da vrijedi

Rjesenje:

_|° b c R2X2
c

B

o = e

d

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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Za matricu A =

A-B=0.

[:1)’ g] € R?*? odredite matricu B € R?>*? tako da vrijedi

Rjesenje:

d

B=|? b eree
C

oo = |

|

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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c d
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Za matricu A = [:1)’ g] € R?*? odredite matricu B € R?>*? tako da vrijedi
A-B=0.
Rjesenje:
_|a b 2x2
B= [C d] eR

0 0
00
_ a+2c b+2d
~ |3a+6¢c 3b+6d

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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Za matricu A = [:1)’ g] € R?*? odredite matricu B € R?>*? tako da vrijedi
A-B=0.
Rjesenje:
_|a b 2x2
B= [C d] eR

0 o] 1 2) fa b

0 0o 3 6 c d
_ a+2c b+2d
~ |3a+6¢c 3b+6d

a+2c=0
b+2d=0
3a+6c=0
3b+6d=0
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Za matricu A = [:1)’ g] € R?*? odredite matricu B € R?>*? tako da vrijedi
A-B=0.
Rjesenje:
_|a b 2x2
B= [C d] eR

0 o] 1 2) fa b

0 0o 3 6 c d
_ a+2c b+2d
~ |3a+6¢c 3b+6d

a+2c=0

b+2d=0 a=—2c
-

3a+6¢c=0 b= -2d

3b+6d=0
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Za matricu A = [:1)’ g] € R?*? odredite matricu B € R?>*? tako da vrijedi
A-B=0.
Rjesenje:
_|a b 2x2
B= [C d] eR

0 o] 1 2) fa b

0 0o 3 6 c d
_ a+2c b+2d
~ |3a+6¢c 3b+6d

a+2c=0

b+2d=0 =2 _ _

* ., AT :>B:[2C 2d],VC,deR
3a+6c=0 b= -2d c d
3b+6d=0
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1.3 Vektorski prostori matrica
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Svojstva zbrajanja matrica

Za sve matrice A, B, C € M,,, vrijedi:

z1 asocijativnost: (A+ B)+ C=A+ (B + (),
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Svojstva zbrajanja matrica

Za sve matrice A, B, C € M,,, vrijedi:
z1 asocijativnost: (A+ B)+ C=A+ (B + (),
z2 komutativnost: A+ B =B + A,

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022.



Svojstva zbrajanja matrica

Za sve matrice A, B, C € M,,, vrijedi:
z1 asocijativnost: (A+ B)+ C=A+ (B + (),
z2 komutativnost: A+ B =B + A,

z3 nul matrica je neutralni element: A+ 0,,, =0,,, + A= A.
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Svojstva zbrajanja matrica

Za sve matrice A, B, C € M,,, vrijedi:

z1
z2
z3
z4

asocijativnost: (A+ B)+ C=A+ (B+ (),
komutativnost: A+ B =B + A,
nul matrica je neutralni element: A+ 0,,, =0,,, + A= A.

postojanje inverza: Za svaku matricu A_)postoji matrica A’ takva da

vrijedi A+ A" = A"+ A= 0,,,. Matricu A’ zovemo suprotna matrica i
oznatavamo jes A’ = —A.
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Osnovne operacije — mnoZenje matrice skalarom

Definicija

Za matricu A = [ajj] € My, i skalar A € R definiramo matricu

AA = [bjj] € M, s elementima bjj = Aajzasvei=1,..mj=1,..

, n.

Za sve matrice A, B € M, i sve skalare a, 8 € R vrijedi:

ml distributivnost na zbrajanje matrica: «(A+ B) = aA+ aB
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Osnovne operacije — mnoZenje matrice skalarom

Definicija

Za matricu A = [ajj] € My, i skalar A € R definiramo matricu

AA = [bjj] € M, s elementima bjj = Aajzasvei=1,..mj=1,..

, n.

Za sve matrice A, B € M, i sve skalare a, 8 € R vrijedi:
ml distributivnost na zbrajanje matrica: «(A+ B) = aA+ aB

m2 distributivnost na zbrajanje skalara: (o + §)A = aA+ A
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Osnovne operacije — mnoZenje matrice skalarom

Definicija

Za matricu A = [ajj] € My, i skalar A € R definiramo matricu

AA = [bjj] € M, s elementima bjj = Aajzasvei=1,..mj=1,..

, n.

Za sve matrice A, B € M, i sve skalare a, 8 € R vrijedi:
ml distributivnost na zbrajanje matrica: «(A+ B) = aA+ aB

m2 distributivnost na zbrajanje skalara: (o + §)A = aA+ A
m3 homogenost: «a(BA) = (af)A.

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi

ak. god. 2021./2022.

22/118



Osnovne operacije — mnoZenje matrice skalarom

Definicija
Za matricu A = [ajj] € My, i skalar A € R definiramo matricu
AA = [bjj] € M, s elementima bjj = Aajzasve i=1,...mj=1,..n.

Za sve matrice A, B € M, i sve skalare a, 8 € R vrijedi:

ml distributivnost na zbrajanje matrica: «(A+ B) = aA+ aB
m2 distributivnost na zbrajanje skalara: (o + §)A = aA+ A
m3 homogenost: «a(BA) = (af)A.

m4 postojanje jedinice: 1-A=A.
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Definicija vektorskog prostora

Neka je S neprazan skup na kojem imamo operacije zbrajanja + i
mnoZenja sa skalarima - tako da vrijedi :
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Definicija vektorskog prostora

Neka je S neprazan skup na kojem imamo operacije zbrajanja + i
mnoZenja sa skalarima - tako da vrijedi :

Q@ zasvea,beSjea+bes,
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Definicija vektorskog prostora

Neka je S neprazan skup na kojem imamo operacije zbrajanja + i
mnoZenja sa skalarima - tako da vrijedi :

Q@ zasvea,beSjea+bes,
@ zasvakiace Sisvaki A€ RjeX-a€ S,
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Definicija vektorskog prostora

Neka je S neprazan skup na kojem imamo operacije zbrajanja + i
mnoZenja sa skalarima - tako da vrijedi :

Q@ zasvea,beSjea+bes,
@ zasvakiace Sisvaki A€ RjeX-a€ S,

© operacije zbrajanja i mnoZenja sa skalarom zadovoljavaju svojstva
z1-z4 i m1-m4

Tada kaZemo da je skup S vektorski prostor. Elemente skupa S ponekad
zovemo vektori, iako to ne moraju biti vektori u geometrijskom
smislu.
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1.4 Linearna nezavisnost
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Linearna nezavisnost matrica

Definicija

Za matrice A1, Aa, ..., A, kaZemo da su linearno zavisne ako postoje
skalari A1, Ao, ..., A, € R takvi da je A\{A1 + XA+ -+ A\,A, =0 bar
jedan od skalara A1, A2, ..., A, je razliéit od nule.
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Linearna nezavisnost matrica

Definicija

Za matrice A1, Aa, ..., A, kaZemo da su linearno zavisne ako postoje
skalari A1, Ao, ..., A, € R takvi da je A\{A1 + XA+ -+ A\,A, =0 bar
jedan od skalara A1, A2, ..., A, je razliéit od nule.

Matrice A1, Az, ..., A, koje nisu linearno zavisne su linearno nezavisne.

v
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Primjer: Provjerimo linearnu zavisnost iduéeg skupa matrica:

SRR ERNE
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Primjer: Provjerimo linearnu zavisnost iduéeg skupa matrica:

10 0 2 11
“lo o= g e
Pitamo se postoji li neka linearna relacija medu matricama, dakle postoje li
skalari o, 8,7 € R t.d je

aA+ pBB+~C =0,

a da nisu svi skalari nula. Ovdje 0O predstavlja nul-matricu [8 8]
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Ra¢unamo:

10 +8 0 2 n 114 |00
“lo o 30770 1l |0 o
a 0 0 26 v vl |00
R R N R

a+vy 28+~ |0
35 ¥ o0
Kako su dvije matrice jednake samo ako su im elementi jednaki,

zaklju¢ujemo odmah da je § =0 te v = 0. Odmah dobivamo i o = 0.
Zaklju€ujemo da su matrice A, B, C linearno nezavisne.

o
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1.5 Determinanta kvadratne matrice
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Definicija (3.2.)

Determinanta kvadratne matrice je preslikavanje det : R"*" — R koje
matrici pridruzuje realni broj na sljedeéi nadin:
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Definicija (3.2.)
Determinanta kvadratne matrice je preslikavanje det : R"*" — R koje
matrici pridruzuje realni broj na sljedeéi nadin:

QO n=2:

a b
ZaA—[C d]
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Definicija (3.2.)
Determinanta kvadratne matrice je preslikavanje det : R"*" — R koje
matrici pridruzuje realni broj na sljedeéi nadin:
Q n=2:
Za A= [a b] definiramo det A = 'a
c d c

b

d‘:adbc
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Definicija (3.2.)

Determinanta kvadratne matrice je preslikavanje det : R"*" — R koje
matrici pridruzuje realni broj na sljedeéi nadin:

Q n=2:
Za A= 2 definiramo det A = 2 = ad — bc
c d c d
Q@ n>3:
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Definicija (3.2.)
Determinanta kvadratne matrice je preslikavanje det : R"*" — R koje
matrici pridruzuje realni broj na sljedeéi nadin:

QO n=2:

Za A= [a b] definiramo det A = 'a g
c d c

d
© n > 3:Laplaceov razvoj po bilo kojem retku ili stupcu
Za matricu A € R"*" definiramo Aj;,i,j € {1,2,...,n} kao matricu
dobivenu od A nakon izbacivanja i-tog retka i j-tog stupca.

= ad — bc
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Definicija (3.2.)

Determinanta kvadratne matrice je preslikavanje det : R"*" — R koje
matrici pridruzuje realni broj na sljedeéi nadin:

QO n=2:
Za A= [a b] definiramo det A = 'a
c d c

b
d
© n > 3:Laplaceov razvoj po bilo kojem retku ili stupcu
Za matricu A € R"*" definiramo Aj;,i,j € {1,2,...,n} kao matricu
dobivenu od A nakon izbacivanja i-tog retka i j-tog stupca. Razvoj
po i-tom retku:

= ad — bc

det A= (—1)"" - a;-det(Ay)
j=1
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Definicija (3.2.)

Determinanta kvadratne matrice je preslikavanje det : R"*" — R koje
matrici pridruzuje realni broj na sljedeéi nadin:
QO n=2:
Za A= [a
c

d d:ad—bc

© n > 3:Laplaceov razvoj po bilo kojem retku ili stupcu
Za matricu A € R"*" definiramo Aj;,i,j € {1,2,...,n} kao matricu
dobivenu od A nakon izbacivanja i-tog retka i j-tog stupca. Razvoj
po i-tom retku:

b] definiramo det A = 'i g

det A= (—1)"" - a;-det(Ay)
j=1

Razvoj po j-tom stupcu:
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10 0 2 1 1]
olo o +o s o= 3 -
a 0 0 28 R
o o)+l B0l
[a+’y 2/B+’Y]

33 Y
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Izralunajte sljedeCe determinante:

a)

21 -1
31 =2 =
10 1
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Izralunajte sljedeCe determinante:

a)

21 -1
31 =2 = 2
10 1
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Izralunajte sljedeCe determinante:

a)

2 1 -1
31 —2| = 2-‘(1) _ﬂ
10 1
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Izralunajte sljedeCe determinante:

a)

2 1 -1
31 —2| = 2-‘(1) _ﬂ—l
10 1
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Izralunajte sljedeCe determinante: I

a)

2 1 -1

31 —2| = 2-‘(1) _ﬂ—l-’i’ _i‘
10 1
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Izralunajte sljedeCe determinante: I

a)
2 1 -1
1 -2 3 -2
31 -2 = 2-‘0 1’—1-’1 1'+(—1)
10 1
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Izralunajte sljedeCe determinante: I

a)
2 1 -1

1 -2 3 -2 31
31 -2 = 2-‘ ’—1-’ '+(—1)' ’
Lo 1 0o 1 11 10
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Izralunajte sljedeCe determinante: I
a)

2 1 -1

1 -2 3 -2 31
31 -2 = 2-‘ ’—1-} '+(—1)-' ’
Lo 1 0o 1 11 10
2(1-0)—1(34+2)—1(0-1)=2-5+1
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Izralunajte sljedeCe determinante: I
a)

2 1 -1

1 -2 3 -2 31
31 -2 = 2-‘ ’—1-} '+(—1)-' ’
Lo 1 0o 1 11 10
201-0)—13+2)—1(0-1)=2-5+1= -2
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2. nadin:

21 -1
31 =2
10 1
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2. nadin:
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2. nadin:

1
1

1
2

- (_1)3+1.1.' B ‘+(_1)3+3.1.‘

31

= 1(-2+1)
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2. nadin;

1
1

1
2

S R PR R

31

= 1(-2+1)+1(2-3)
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2. nadin:

1 -1 2 1
_ _1\3+1 1. _1\3+3.1.
= (-1)%1.1 '1 _2‘+( 1)3+3.1 ‘3 1‘
= 1(-2+1)+1(2-3)
= -1-1
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2. nadin:

1 -1 2 1
_ _1\3+1 1. _1\3+3.1.
= (-1)%1.1 '1 _2‘+( 1)3+3.1 ‘3 1‘
= 1(-241)+1(2-3)
= -1-1
= -2
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3 10 2
0 1 3 -4
2 01 0"
1 -5 0 -3
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-3 10 2
0 1 3 —4f
2 01 o0
1 -5 0 -3
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{3 10 2
00 1 3 —4f
2 01 o0f
150 -3
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{3) 10 2
0, 1 3 —4
2 01 o0f
1J 5 0 -3
10 2
(-1)3*t.2.1 1 3 -4
-5 0 -3
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-3 1(0] 2
0 13| -4
2 01 o0
1 —5[0] -3
10 2
(-1)3*t.2.1 1 3 -4
-5 0 -3
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-3 1(0] 2
0 13| -4
2 01 o0
1 —510] -3
10 2 -3 1 2
=(-13t.2.] 1 3 —4/+(-1)3*3.1-] 0 1 -4
-5 0 -3 1 -5 -3
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-3 1(0] 2
0 13| -4
2 01 o0
1 —510] -3
10 2 -3 1 2
=(-131.2.] 1 3 —4/+(-1)3*3.1-] 0 1 —4|=()
-5 0 -3 1 -5 -3
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10 2
1 3 —4f =
-5 0 -3
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1 (0] 2
13| -4 =
-5 10/ -3
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1 (0] 2
1|3 —4] = (-1)**2
-5 (0] -3
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1 (0] 2
1|3 -4 = (-1)**2.3
-5 (0] -3
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1 (0] 2

1 3 -4 = (-1)**2.3

~5 (0] -3
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1 (0] 2

1 3 -4 = (1)2+2-3.‘

~5 (0] -3

1 2
-5 -3
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10 2
1 3 —4] = (1)2+2-3.‘

-5 0 -3

1 2
-5 -3

= 3-(-3+10)
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10 2

1 3 -4 = (1)2+2-3.‘_é _g‘
-5 0 -3
= 3-(-3+10)
= 21
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-3 1 2
0 1 -4 =
1 -5 -3
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-3 1 2
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-3 1 2
O - e
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-3 1 2
0 1 -4 = (-1)**7?.1
I -5 -3
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-3 1 2

0 1 -4 = (1)2“-1.‘_3 2

1 -3

‘ + (—1)*+3
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-3 1 2

0 1 -4 = (1)2“-1.‘_3 2

1 -3

RECHENE
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-3 2

0 1 -4 = (1)2“-1.‘ L3

RECHENE
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3 1 (2
0 1 —4 - (1)2+2-1-H _§‘+(1)2+3-(4).‘_f _;‘
1 -5 3
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-3 1 2
0 1 —4) = (1)2+2-1-‘
I -5 -3

-3 2

1 -3 1 -5

RAC L C N

= 1-(9-2)+4(15-1)
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-3 1 2

0 1 -4 = (1)2“-1.‘_3 2

1 -3 1 -5

RAC L C N

= 1-(9-2)+4(15-1)

= 63
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-3 10 2
0 1 3 —4
2 01 0
1 50 -3
10 2 -3 1 2
=(=131. 2. 1 3 4|+ (1331 0 1 —4|=(%)
-5 0 -3 1 -5 -3
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-3 10 2
0 1 3 —4
2 01 O
1 -5 0 -3

10 2 -3 1 2

=(-13*1t.2.] 1 3 —4|/+(-1)3*3.1-] 0 1 —4

-5 0 -3 1 -5 -3
=2.21+1-63
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-3 10 2
0 1 3 -4
01 0
1 50 -3
10 2 -3 1 2
=(-13*t.2.] 1 3 —4|/+(-1)3*3.1-] 0 1 -4
-5 0 -3 1 -5 -3
=2-21+1-63
=105
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c) (sami)
2 8 0
0 0 -6 — (—1)23.(—6).>
1 —4 2 ‘1 —4
= (-1)-(-6)-(2-(-4)—-1-8)
= 6-(—16)
= —9%
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d) (sami)

2 -1

g 1 -1 Z’ L2
= (-n*t.5.13 1 2

03 12 0 13

00 13
— 243 L2 343 1 -1
S (RN - EYRIEIEN )
= 5.(-1-(1-2-3-2)4+3-(1-1-3-(-1)))
= 5.(-1-(-4)+3-4)
= 5-.16

80
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NN O W

N

N = =

= = O N

—= s

sy

w W N

3 14 3 12
(=123 (=112 1 1|+(-1)>**-6-12 1 3
2 21 2 -2 3
11 2 1
_1\1+1 2., _1\14+2 1. _1\1+3 . 4.
(-1)t*t.3 ‘72 1‘4—( =1 ‘2 1‘4—( nie.a-

3.(1:1—(=2)-1)—(2-1—-2-1)+4-(2-(-2) —2-1)
3.3-0+4-(—6)

~15
13 2 3

_1)\1+1 . _1\142 1. _1\14+3 .9 .

(—1)1+1.3 ’_ 3’+( 1) 1‘2 3‘+( 2|

3.(1-3-(-2)-3)—(2:1-2-3)+2-(2-(-2)—2-1)

3.9-0+2-(—6)

15

—-15+6-15

75
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f)

Q W N~

sami)

o n O

or~rT N

O 01 O

0 2 a
(-D*1.d-10 b 0
c 45
341 2 a
—d - (—1)3 'C"b 0
—dc-(2-0—a-b)
—dc - (—ab)
abcd
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Svojstva determinante

© Zamjenom dva retka(ili stupca) determinanta mijenja predznak.
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Svojstva determinante
© Zamjenom dva retka(ili stupca) determinanta mijenja predznak.

@ Ako su svi elementi nekog retka ili stupca 0, determinanta je O.
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Svojstva determinante
© Zamjenom dva retka(ili stupca) determinanta mijenja predznak.
@ Ako su svi elementi nekog retka ili stupca 0, determinanta je O.

© Ako su dva retka ili stupca matrice jednaka ili proporcionalna,
determinanta je 0.
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Svojstva determinante
© Zamjenom dva retka(ili stupca) determinanta mijenja predznak.
@ Ako su svi elementi nekog retka ili stupca 0, determinanta je O.

© Ako su dva retka ili stupca matrice jednaka ili proporcionalna,
determinanta je 0.

© Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na
dijagonali.
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Svojstva determinante
© Zamjenom dva retka(ili stupca) determinanta mijenja predznak.
@ Ako su svi elementi nekog retka ili stupca 0, determinanta je O.

© Ako su dva retka ili stupca matrice jednaka ili proporcionalna,
determinanta je 0.

© Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na
dijagonali.

© Binet-Cauchy: det(A- B) =detA-detB
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Svojstva determinante
© Zamjenom dva retka(ili stupca) determinanta mijenja predznak.
@ Ako su svi elementi nekog retka ili stupca 0, determinanta je O.

© Ako su dva retka ili stupca matrice jednaka ili proporcionalna,
determinanta je 0.

© Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na
dijagonali.

Binet-Cauchy: det(A- B) =detA-detB

@ Dodavanje jednog retka(stupca), pomnoZenog nekim skalarom,
drugom retku(stupcu), ne mjenja determinantu.

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 41/118



Svojstva determinante
© Zamjenom dva retka(ili stupca) determinanta mijenja predznak.
@ Ako su svi elementi nekog retka ili stupca 0, determinanta je O.

© Ako su dva retka ili stupca matrice jednaka ili proporcionalna,
determinanta je 0.

© Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na
dijagonali.

©

Binet-Cauchy: det(A- B) =detA-detB

@ Dodavanje jednog retka(stupca), pomnoZenog nekim skalarom,
drugom retku(stupcu), ne mjenja determinantu.

@ Mnozenje retka(stupca) skalarom A mjenja determinantu za faktor A.
Posebno, det(AA) = A¥™ det A

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 41/118



Svojstva determinante
© Zamjenom dva retka(ili stupca) determinanta mijenja predznak.
@ Ako su svi elementi nekog retka ili stupca 0, determinanta je O.

© Ako su dva retka ili stupca matrice jednaka ili proporcionalna,
determinanta je 0.

© Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na
dijagonali.

Binet-Cauchy: det(A- B) =detA-detB

©

@ Dodavanje jednog retka(stupca), pomnoZenog nekim skalarom,
drugom retku(stupcu), ne mjenja determinantu.

@ Mnozenje retka(stupca) skalarom A mjenja determinantu za faktor A.
Posebno, det(AA) = A¥™ det A

Q detA=detAT
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1.6 Rang matrice
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Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice.
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Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice.

Oznaka: Za A € R™*" rang matrice ozna¢avamo s r(A), pri ¢emu je
r(A) < min{m,n}.
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Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice.

Oznaka: Za A € R™*" rang matrice ozna¢avamo s r(A), pri ¢emu je
r(A) < min{m,n}.

Reducirani oblik matrice (eliminacija donjeg trokuta) dobiva se
elementarnim transformacijama.
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Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice.

Oznaka: Za A € R™*" rang matrice ozna¢avamo s r(A), pri ¢emu je
r(A) < min{m,n}.

Reducirani oblik matrice (eliminacija donjeg trokuta) dobiva se
elementarnim transformacijama.

Broj nenul redaka reduciranog oblika matrice nam daje rang.
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Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice.

Oznaka: Za A € R™*" rang matrice ozna¢avamo s r(A), pri ¢emu je
r(A) < min{m,n}.

Reducirani oblik matrice (eliminacija donjeg trokuta) dobiva se
elementarnim transformacijama.

Broj nenul redaka reduciranog oblika matrice nam daje rang.

Elementarne transformacije su:
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Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice.

Oznaka: Za A € R™*" rang matrice ozna¢avamo s r(A), pri ¢emu je
r(A) < min{m,n}.

Reducirani oblik matrice (eliminacija donjeg trokuta) dobiva se
elementarnim transformacijama.

Broj nenul redaka reduciranog oblika matrice nam daje rang.
Elementarne transformacije su:

© zamjena dvaju stupaca (redaka) matrice
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Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice.

Oznaka: Za A € R™*" rang matrice ozna¢avamo s r(A), pri ¢emu je
r(A) < min{m,n}.

Reducirani oblik matrice (eliminacija donjeg trokuta) dobiva se
elementarnim transformacijama.

Broj nenul redaka reduciranog oblika matrice nam daje rang.
Elementarne transformacije su:
© zamjena dvaju stupaca (redaka) matrice

@ mnoZenje retka (stupca) skalarom razli¢itim od 0
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Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice.

Oznaka: Za A € R™*" rang matrice ozna¢avamo s r(A), pri ¢emu je
r(A) < min{m,n}.

Reducirani oblik matrice (eliminacija donjeg trokuta) dobiva se
elementarnim transformacijama.

Broj nenul redaka reduciranog oblika matrice nam daje rang.
Elementarne transformacije su:

© zamjena dvaju stupaca (redaka) matrice

@ mnoZenje retka (stupca) skalarom razli¢itim od 0

© dodavanje stupca (retka) nekom drugom stupcu (retku)

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 43/118



Rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice.

Oznaka: Za A € R™*" rang matrice ozna¢avamo s r(A), pri ¢emu je
r(A) < min{m,n}.

Reducirani oblik matrice (eliminacija donjeg trokuta) dobiva se
elementarnim transformacijama.

Broj nenul redaka reduciranog oblika matrice nam daje rang.
Elementarne transformacije su:

© zamjena dvaju stupaca (redaka) matrice

@ mnoZenje retka (stupca) skalarom razli¢itim od 0

© dodavanje stupca (retka) nekom drugom stupcu (retku)

Za A € R™" vrijedi: r(A) = n <= detA #0.
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=12 0 1 -1
002 O

i odredite joj rang.
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=12 0 1 -1
002 O
i odredite joj rang
Rjesenje:
Ac E§3><4
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Svedite na reducirani oblik matricu

i odredite joj rang.

0
Rjesenje:

AcR¥>* = r(A) <3
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=12 0 1 -1
002 O

i odredite joj rang.

Rjesenje:

AcR¥>* = r(A) <3
121 1

A=12 0 1 -1
002 O
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=12 0 1 -1
002 O

i odredite joj rang.

Rjesenje:

AcR¥>* = r(A) <3
121 1

A=12 0 1 -1 -2l
002 O
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=1(2 0 1 -1
002 O
i odredite joj rang.
RjeSenje:
AcR¥>* = r(A) <3
1 21 1
A=1(2 0 1 —1| -2 ~
002 O
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=1(2 0 1 -1
002 O
i odredite joj rang.
Rjesenje:
AcR¥>* = r(A) <3
1 21 1 1 2 1 1
A=1(2 0 1 -1 -2l ~ |0 -4 -1 -3
002 O 0o 0 2 0
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=12 0 1 -1
002 O
i odredite joj rang.
Rjesenje:
AcR¥>* = r(A) <3
121 1 1 2 1 1
A=1(2 0 1 -1 -2 ~ |0 —4 -1 =3| /:(-4)
002 O 0o 0 2 0
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=12 0 1 -1
002 O
i odredite joj rang.
Rjesenje:
AcR¥>* = r(A) <3
121 1 1 2 1 1
A=1(2 0 1 -1 -2 ~ |0 —4 -1 =3| /:(-4)
002 O o 0 2 0| /:2
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=12 0 1 -1
002 O
i odredite joj rang.
Rjesenje:
AcR¥>* = r(A) <3
1 2 1 1 1 2 1 1
A=1(2 0 1 -1 -2 ~ |0 —4 -1 =3| /:(-4)
002 O o 0 2 0| /:2
[1 2 1 1
~lo1
0 0 10
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Svedite na reducirani oblik matricu

121 1
A=12 0 1 -1
002 O
i odredite joj rang.
Rjesenje:
AcR¥>* = r(A) <3
1 2 1 1 1 2 1 1
A=1(2 0 1 -1 -2 ~ |0 —4 -1 =3| /:(-4)
0 02 0 o 0 2 0| /:2
[1 2 1 1
~10 1 3 3| =rA)=3
0 0 10

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 44 /118



Odredite rang matrice

O OO =
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= = = O O
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Rjesenje:

1 2000
1 2000
0 01 3 4
0 012 3
0 010 3
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Rjesenje:

1 2000
1 -2 0 0 0 -l
0 01 3 4
0 012 3
0 010 3
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Rjesenje:
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O OO NN

== = OO
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wWw w s OO

2
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Rjesenje:
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Rjesenje:

1 2000 1 2000

1 -2 0 0 0| Il 0 —4 00 0| /:(—4)
0 01 3 4 ~ |0 01 3 4

0 0123 0 0 1 2 3 Iv=I
0 0103 0 0103
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U ovisnosti o parametru A odredite rang matrice
31

1 4
A=

N = >
N N
==
~N ©
W W =

I
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Rjesenje: r(A) <4
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Rjegenje: r(A) < 4



Rjesenje: r(A) <4
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Rjesenje: r(A) <4
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36 9
A= 14 8 12
2 7

U ovisnosti o parametru a € R odredite rang matrice

(0}
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U ovisnosti o parametru a € R odredite rang matrice

36 9
A= 14 8 12
2 7 «
Rjesenje:
(3 6 9] /:3 (1 2 3
A= 4 8 12| /:4 ~ 1 2 3| ll-l
2 7T « 12 7 «of -2l
[1 2 3 (1 2 3
~ 00 0 el ~ 01 %‘6
0 3 a—6 :3 0 0 0
= r(A) =2
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1.7 Inverzna matrica
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Definicija

Za matricu A € R"*" ka%emo da je regularna ako postoji A~ za koju
vrijedidaje A-A™1 = A1 A= /. Za A~! kaZemo da je inverzna
matrica matrice A.

Vrijedi: A € R"™" je regularna <= r(A) = n <= det(A) # 0.
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-3 1 -1
Odredite inverz matrice A = 10 1
-2 2 3
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b o a1
d] pokazite da je A™* = Jet A [

. a
Za matricu A € R?%2 = [c

:

—C al’
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1

—C al’

Za matricu A € R?X2 = [i 3] pokaZite da je A~! = [

d —b
" detA

Rjesenje:
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1 —
Za matricu A € R?X? = [i 3] pokaZite da je At = det A [—i S] '
Rjesenje:
A A1
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T detA|—c a

1 _
Za matricu A € R?*2 = [i 3] pokaZite da je A™1 = [ ¢ b] .

Rjesenje:

A-AL

det A
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T detA|—c a

1 _
Za matricu A € R?*2 = [i 3] pokaZite da je A™1 = [ ¢ b] .

Rjesenje:

A-AL

detA
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Za matricu A € R2*2 = [i b] pokaZite da je A™! = . [ d _b].

d T detA|-c a
Rjesenje:
1 a b
. _1 = .
AA det A [c d]
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Za matricu A € R2*2 = [i b] pokaZite da je A™! = . [ d _b].

d T detA|-c a
Rjesenje:
1 a b
. _1 = . .
AA det A [c d]
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. 2x2 |4 b o . -1 1 d —b
Za matricu A € R*< = [c d] pokazite da je A™* = det A [—c NE
Rjesenje:
1 a b d —b
. _1 f— . .
A det A [c d] [—c a]
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. 2x2 |4 b o . -1 1 d —b
Za matricu A € R*< = [c d] pokazite da je A™* = det A [—c NE
Rjesenje:
1 a b d —b
. _1 f— —_— .
A det A [c d] [—c a]
B 1
~ ad — bc
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Rjesenje:

Za matricu A € R?X2 = [i 3] pokaZite da je A1
A-AL

1

detA [

1 d —-b

" detA |—c al’
a b _ d —-b
c d —c a
1 ‘ad—bc
ad — bc

0

0

ad — bc]
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Rjesenje:

Za matricu A € R?X2 = [i 3] pokaZite da je A1
A-AL

1

detA [

_1
a b

" detA
_ d
c d —
1

[d—b

—C a]'
—b

c a

‘ad—bc 0

ad — bc 0 ad — bc
- 10 |

= 1y 1| =
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Odredite inverz matrice A = E’ g]
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Rjesenje:

1. nadin:
3 8,1 017 liel (1 7,0 1
1701 13 8'1 0] -3l
(1 7,0 1
|0 -13'1 =3 ] /:(-13)
1 7, 0 17 I=71
0 1'3 3
< [reE ]
10 13 13
7 -8
ar— |5 ]
L13 13
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2.nadin:

detA=13
17 -8

-1 _ =

A _13[—1 3]
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Odredite inverz matrice A =

0 1
10
11
11

= =
O R = =
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r 2 1 1 1
oo S 1
~ i 2 3% 3
oo1o0, & I 21
o001 1 ¥ %
r_z 1 1 1
S A
A= T3
P11 3
L 3 3 3 3
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Rijesite matri¢nu jednadzbu A- X = B ako je A = [1 3] i B= [20 30].

3 4 35 40

Rjesenje:
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Rijesite matri¢nu jednadzbu A- X = B ako je A = [1 3] i B= [20 30].

3 4 35 40

Rjesenje:

Al A-X = B
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Rijesite matri¢nu jednadzbu A- X = B ako je A = [1 3] i B= [20 30].

3 4 35 40

Rjesenje:
AL/ A-X = B

ALl A X = AL.B
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3 4

RijeSite matri¢nu jednadzbu A- X = B ako je A = [1 3] i B= [20 30].

35 40

Rjesenje:

AL

A-X

Al ALX

= Al.B AL AX=1- X=X

o 5 = = =

PENE
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RijeSite matri¢nu jednadzbu A- X = B ako je A = [1 3] i B= [20 30].

3 4 35 40

Rjesenje:

AL

A-X

Al ALX

= Al.B AL AX=1- X=X

PENE
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RijeSite matri¢nu jednadZbu A- X = B ako je A = [1 3] i B= [20 30}

3 4 35 40

Rjesenje:

AL/

detA= -5

A-X

Al A X

AL A X=]-X=X

o 5 = = =
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RijeSite matri¢nu jednadZbu A- X = B ako je A = [1 3] i B= [20 30].

3 4 35 40
Rjesenje:
AL/ A-X = B
A1l.A. X = A1l.B ALl A X=]. X=X
X = Al.B

o 5 = = =
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[ 4 —3] [20 30
-3 1] [35 40
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Q=

[ 4 —3] [20 30
-3 1] |35 40

o R
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Rijesite matri¢nu jednadZbu:
i)X'A=B,A=[3 1]iB=[_1 2]

2 4 1 -2
.. 3 0. 11
||)B~X—I—A,A—[1 2]|B—[_3 2]
1 3. 1 0
|||)A-X-B—I,A—[2 5]|B—[_1 _1]
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1.8 Sustavi linearnih jednadzbi
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Definicija (3.4.)

Linearna jednadzba s varijablama xi, xo, ..., x,, je jednadZba oblika
aix1 + axxo + - - - + apx, = d, gdje su a1, a, ..., a, koeficijenti, a d je
konstanta, aj, d € R, Vi.
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2x2 + x3 +

0

Rijesite sustav: x =0
X1 + X2 — X3 = 0

27 + x + x3 + x4 = 0
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2x2 + x3 +

X4

X4

0
0
0
0

Rijesite sustav:
X1 + X2 — X3
2x1 + x2 + x3 +
Rjesenje:
X1
Neka je x = X2 ,
X3
X4
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2+ x3 + x4 =
X1 + X2 — X3 =
2x1 + x2 + x3 + xzg =

Rijesite sustav:

0
0
0
0

Rjesenje:
X1 0
Neka je x = | 2| b= |9] e maxt
X3 0
X4 0
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X1 — x3 + 2x¢ = 0
Rijegite sustav: 20 + x3 + x4 = 0

29 + x + x + x4 = 0
Rjesenje:
Nekajex = 1= o] “®77A= 11 1 1 of ©F
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X1 — x3 + 2x¢ = 0
Rijegite sustav: 20 + x3 + x4 = 0

2q + X2 + X3 + x4 = 0
Rjesenje:
Nekajex = 1= o] “®77A= 11 1 1 of ©F

Opcenito, A€ R™" x e R™1 i pc R™LiA.x=b.

Elementarnim transformacijama dovodimo matricu A do reduciranog

oblika.
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x1—x3+2x4 = 0
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x1—x3+2x4 = 0
x2—x4 = 0
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x1—x3+2x4 = 0
X2 — X4 =
x3+5xa = 0

o
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X1 —x3+2xqg =
X2 — X4

x3 + bxy

- 16X4 =

o O O o

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 68 /118



X1 —x3+2xqg =
X2 — X4

x3 + bxy

- 16X4 =

o O O o
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X1 — X3 + 2X4 =0 0
x>—x4 = 0 |0
x3+5x4 = 0 = X= 0

- 16X4 =0 0
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3x1 + 2xp + 4x3
Rijesite sustav:

2x1 +x + X3
Rjesenje:

=0
X1 + xo + 3x3
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.

3 2 4 0

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 69 /118



3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.

3 2 4 0
2 1 1 0
1 1 3 0
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.

3 2 4,07 Il
2 1 1.0 ~
1 1 310
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.

3 2 4,07 Il 1 1 3.0
2 1 10 ~ 2 1 1.0
1 1 310 3.2 410
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.

3 2 4,07 Il 1 1 3.0
2 1 10 ~ 2 1 10| n-2
1 1 310 3.2 410
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.

3 2 4,07 Il 1 1 3.0
2 1 10 ~ 2 1 10| n-2
1 1 310 3.2 410 -3
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.

3 2 4,07 Il 1 1 3,0
2 1 10 ~ 2 1 10| n-2
|1 1 310 3.2 410 -3
1 1 3,0
~ 0-1-5'0
| 0 -1 =510
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.

3 2 4,07 Il 1 1 3,0
2 1 10 ~ 2 1 10| n-2
|1 1 310 3.2 410 -3
1 1 3,0
~ 0-1-5'0
| 0 =1 =510 | I
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3x1+2x0+4x3 = 0
Rijesite sustav: 2x1+x0+x3 = 0
x1+x+3x3 = 0

Rjesenje: Elementarnim transformacijama dovodimo matricu [ A b } do
reduciranog oblika.

3 2 4,07 I+l 1 1 3,0
2 1 10 ~ 2 1 10| n-2
|1 1 310 3 2 4710 [ -3l
1 1 3,07 1 1 3,0
~ 0-1-5'0 ~ 0 -1 -5'0
| 0 =1 =510 | I | 0 0 010
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x1+x+3x3=0
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x1+x+3x3=0
—x»—b5x3=0
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x1+x+3x3=0
—x»—b5x3=0
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x1+x+3x3=0

—x»—b5x3=0

(2) = xp = —bx3

X1 = 2x3
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x1+x+3x3=0

—x»—b5x3=0

(2) = xp = —bx3

X1 = 2x3

Kako imamo dvije linearno nezavisne jednadZbe, a tri nepoznanice, rjeSenje

sustava Ce biti parametarsko. Uvedimo parametar t i neka je x3 = t.

Zapisimo rjeSenje u matri¢nom obliku.
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x| = 2t
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x| = 2t
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x| = 2t
—bt

X2
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x| = 2t

xp = —bt
x3 =1t
X1
xX=1| x
X3
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x| = 2t

xp = —bt
x3 =1t
X1
xX=1| x
X3

=t |-5 |, teR
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x| = 2t
xp = —bt
x3 =1t
X1
xX=1| x
X3

=t |-5 |, teR

Skup rje¥enja sustava je {(2t, —5t,t) : t € R}. U ovom slu¢aju kazemo da
sustav ima jednoparametarski skup rjesenja.
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x| = 2t
xp = —bt
x3 =1t
X1
xX=1| x
X3

~

=t |-5 |, teR

Skup rje¥enja sustava je {(2t, —5t,t) : t € R}. U ovom slu¢aju kazemo da
sustav ima jednoparametarski skup rjesenja.

Homogeni sustavi (b = 0) uvijek imaju barem trivijalno rje3enje.
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x1—x3+2x4 = —3

Rijegite sustav: 20 +x3+x4 = 1
X1 + Xp — X3 = -1
2X1 + X0 +x3+ x4 = 3

u}
)
I
il
it
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x1—x3+2x = -3

e s 2 _ 1
RijeSite sustav: Xo + X3+ Xa
x1+x—x3 = -1
2X1+X2+X3+X4 = 3
Rjesenje:
(10 -1 2,-3 10
02 1171 0 2
11 -1 0,=1 | Il 01
(21 11" 3] Iv=2l 01
(10 -1 2,-3 10
01 0 —2: 2 01
02 1 1, 1| IN-2l 00
L0 1 3 =3' 9] IVl 00
(10 -1 2,-3
01 0 -2 2
00 1 5,-3
0 0 0 -16'16

WHROH WO R KR

2, -3
11| e
-2, 2
-39
2, -3
-2 2
5, -3
—~1' 7] V=3l
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X1—x3+2x4 = —3 1
Xp — 2Xg4 = 0 = 0
x3+bxg = 0 2

—16x, = 16 -1
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0
Rijesite sustav: 2x—y+3z = 3
0

X—=2y—z =
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X+y+z = 9
2x+4y -3z = 1
3x+6y—5z = 0

Rijesite sustav:

Rjesenje:
(11 1,9 11
2 4 31| -2l ~ 0 2
|36 —510 ] II-3I 0 3
11 1, 9
~ 0 2 -5,-17
00 —5! =3
X+y+z=
X
2y =5z=-17\ _ y
1 3 Z
22772

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi

ak. god. 2021./2022.

3
=31

75/118



2x =2z = 6

e y+z =1
Rijesi sustav: X+2—2z = T
3y+3z = 0

u}
)
I
il
it
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2x—2z = 6
s _ y+tz =1
Rijesi sustav: X+ —z = 7
3y+3z = 0
Rjesenje:
(2 0 —2,67 /:(2) 1 0 -1,3
01 1:1 01 1:1
21 -1,7 21 —=1,7 | IN=2l
| 03 3'0 |03 3'0
1 0 —-1,3] 10 -1, 3
01 1:1 01 1: 1
01 1,1 | =l 00 0, O
|03 3'0 ] V=3Il |00 0'-3
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X—z = 3
Y +g i (1) = Sustav nema rjesenja (zbog 0 = —3)
0 = -3
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Rijesite sustav:

2x+y
2x + 2y

Poglavlje 1

Matrice i linearni sustavi




Rijesite sustav: 2x+y = -3
2x+2y = =2
Rjesenje:
(1 3, 1 (1 3, 1
2 1,-3 | -2l ~ 0 -5, — /:(=5)
L2 21 =2 ] 1lI=2l | 0 41 -4 ] /:(-4)
1 3.1 (1 311
~ |0 11 ~ |0 1)1
| 0 111 =11 0 0'0
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2x+z = 3
Rijesite sustav: X—y—z
3x —y

I
=
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Rijesite sustav: x—y—z =1
3x—y =
Rjesenje:
2 0 1,37 I« (1 -1 —1,1]7
1 -1 -1!1 ~ 2 0 1!3] -2l
|3 -1 014 3 -1 014 ] -3l
(1 -1 —1,1] 1 -1 —1,17
~ 0 2 31 ~ 0 2 31
0 2 311 1=l |0 0 010
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x—y—z =1
2y+3z = 1 = z=t
0 = 0

2y+32=1:>y:% %:%—%t

X—y—z=1=x=1+4y +z:1+%—%t+t=%—%t
3_1 3 1

x 2 ~at 2 -2

y| = |i-3¢t| = |3+t |-3|.teRr

z t 0 1
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Sustav linearnih jednadzbi je rjeSiv ako i samo ako matrica tog sustava i
njegova proSirena matrica imaju isti rang, tj. r(A|b) = r(A).
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x+2y+4+3z =
Gaussovom metodom rijesite sustav: 2X—y—z =
x+3y+4z = 6

= Ol
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x+2y+4+3z =
Gaussovom metodom rijesite sustav: 2x—y—z =1
x+3y+4z = 6

Rjegenje:
1 2 3.5 (1 2 3i 5
2 -1 —1/1] -2l ~ 0 -5 -9 | Il
1 3 416 ] - 0 1 |1
1 2 3, 5 (1 2 5
~ 0 1 1! 1 ~ 0 1 1
|0 =5 —71—=9 | lI+5ll _00—2|—4 /:(=2)
[1 2 3.5
~ 0111 r(A) = r(Alb) = 3.
|00 112
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x+2y+3z = 5
y+tz =
Z =

N =

y+z=1—y=-1

X+2y4+3z=5=—=x=5-3z-2y=5-6+2=1
X 1
y| =1-1
z 2
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3x—y+3z = 4
Gaussovom metodom rijesite sustav: 6x —2y+6z = 1
5x+4y = 2
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3x—y+3z = 4

Gaussovom metodom rijesite sustav: 6x —2y+6z = 1
5x+4y = 2

Rjesenje:

(3 —1 3.4 3 -1 3., 4

6 —2 6,1 | ll-2I ~ 0 0 0, =7 | Il

5 17 14

5 4 012 ] =3I 0 3 -5'-3

3 -1 3, 4
~ |0 5% r(A) =2+ r(Alb) =3

0 0 0" =7

Sustav nema rjesenje.
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Gaussovom metodom rijeSite sustav:
X1+2x0+2x3+3x4 + x5 =
2x1 — X3 — X4 + bxs
X1 + 2x2 + 6x3 — x4 + 5x5
X1 —2x0 +5x3 — 12x4 + 12x5 = —

II
_ W N W
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Gaussovom metodom rijeSite sustav:

X1 + 2x2 4+ 2x3 + 3x4 + X5
2x1 — X3 — X4 + bxs

X1+ 2xo + 6x3 — x4 + bxs

X1 — 2xo + 5xz — 12x4 + 12x5

Rjesenje:

== N

1
0
0
L 0

NN ON

2
—4
0
0

2
-1
6
5

2
-5
1
8

3 1, 3 1 2
-1 50 2|2 0 —4
-1 5, 3| =l 0 0
—12 12'-1] IV-I |0 —4
31, 3 1 2
-7 3! -4 N 0 —4
-11, 0 0 0
-8 8' 0] Iv-8ll 0 O

-5 =7 34| -2
4 —4 4, 0| /:4
3 -15 11' -4 | IV—II
2 31, 3
5 —7 34
1 =11, 0
0 00' 0
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X1+2x%+2x3+3x4+x5 = 3

—4xy — 5x3 — Tx4 + 3x5

x4 =t1, Xs =t, t1, b €R

X3 — X4 + X5
X3
X3

—4xy — b5x3 — x4 + 3x5

— 4X2
—4xo
— 4X2

X2

= —4
X3—X4+X5 =0
0 =0
0
X4 — X5
t1 — b
= —4

= —4+45x3+7Tx4—3x3

= —4+4+5t1 —5th+ 7t — 3

= —4+12t1—8t2/2 (—

= 1-3t1 +2b

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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xX1+2x%+2x3+3xa+x5 = 3

X1 = 3—2X2—2X3—3X4—X5
X1 = 3—2(1—3t1+2t2)—2(t1—t2)—3t1—1.'2
xy = 146t —4t, —2t1+2t, —3t;1 — b
x1 = 14+t —3b
1+t —3b 1 1 -3
1-3t1 + 26 1 -3 2
X = t1 — to = (0] +t 1|+t |-1]|,t, R
t1 0 1 0
to 0 0 1

Dvoparametarski skup rjesenja.
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1.9 Svojstveni vektori i svojstvene vrijednosti
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Definicija (3.5.)

Svojstvena vrijednost matrice A € R"*" je skalar A € R za koji postoji
vektor v A0 takodaje A-v =X\ v.

Definicija (3.6.)

Svojstveni vektor matrice A je vektor v koji pripada svojstvenoj
vrijednosti A.

Definicija (3.7.)

Polinom k(\) = det(A/ — A) nazivamo karakteristi€ni polinom matrice A.

Nultocke karakteristicnom polinoma su svojstvene vrijednosti matrice.
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Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice A = [
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: . .. S . 1 -1
Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice A = [ ] .

2 4
Rjesenje:
A0 1 -1
I I
o A-11
- -2 A—4
k(A) = det(\ — A)
M —5X+6 = 0
A—1 1 741
= ‘_2 )\_4’ )\1,)\2 — 5+ 52416
— 5f1
= (-1 -4)+2 Ande =%
= AN -4\ A+4+2 AM=2 , =3

= X -5)\+6
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Sada traZimo pripadne svojstvene vektore:

A=2

Av
Av — Av
(M —A)v

X1+ X2
—2x1 — 2xo

R\ {0}

o O >
<

0

(R
> [

——r——1
o O O o
L Tan— =

0 —t
—=x1=-—-X,0=teER=—=v= t,te
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2x14+x = 0
—2X1 — X2 =0

xXo=—-2x1, x1=t€eR

v = [_;J teR)\ {0}
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Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice A = [

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi



Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice A = [

A0 3 2
Al=A = [0 )\]_[—1 o]
Rjesenje:
 A=3 =2
- 1 A
k(A) = det(AM—A
) ( ) N —3\+2 = 0
A—3 =2 o 1+/32-4.1.
_ ' . )\‘ )\1,)\2 — 3:|: 32 4-1-2
At =
— (A—3)A+2 . 2
A=1 , X=2
= AN -3\+2
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Sada traZzimo pripadne svojstvene vektore:

)\_
(A — A)v =0

(ol=1a) B =l

—2X1—2X2 = 0
x1+x = 0
X =—x1, x1=t€eR

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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—x1—2x = 0
x1+2x = 0

x1=—2x,x=t€eR

v = [_zj teR\ {0}
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2 0 3
A_

Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice
2 2 2f.
3 0 2
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Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice

2 0 3
A=12 2 2|.
302
A 0 0] [20 3
M—A = |0 X 0l—-|222
00 A] [302
A-2 0 -3
= | 2 A-2 -2
3 0 A-2
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A1

det(\ — A)

A—2 0 -3
-2 A=2 =2
-3 0 AX=2
A—2 —1

(_1)2+2(>‘ - 2) -3 \N=2

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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Sada traZimo pripadne svojstvene vektore:

A1 =2
(Al — A)v =0
0 0 -3 X1 0

2 0 2| |xl|=1]0

-3 0 O X3 0
—3X3:0 X1:0

—2x1 —2x3=0p = xp =1t
—3x1 =0 x3=20
0

v=|t|,teR\{0}
0
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A2=5

(Mol — A)v =0
3 0 -3 X1 0
-2 3 2| -[x| =10
-3 0 3 X3 0
3x; —3x3 =0 3=t
—2x1+2x0 —2x3 =0 :>X1:X3
—3x1—3x3=0=0 X2:§t

t
v=|3t|,teR\{0}
t
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A3 =-1

(A3l — A)v =0

-3 0 -3] [x 0
2 -3 2| |x|=]0
-3 0 -3 |x 0

—3X1 — 3X3 =0 X1 = —X3

—2x1—3x —2x3 =0 = x =0

—t
v= 0|,teR\{0}
t
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1 -1 1
Odredite svojstvene vrijednosti matrice A= [1 1 -1
1 -1 1
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= -1 -1 1
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k(\) = det(\ —A)

A-1 1 -1
= | -1 A-1 1
-1 1 A-1
B (,1)1+1(A71 )\Il )\1 ‘+( 1)1+2 1 )\i1’+( 1)1+3(71)‘:1 AI].’
= (A=D1 -1 -[FA-D+1]-(-1+1-1)
= (,\71)(/\272,\+171)7( A+2)—A+2
= A-1(-2)+r-2-r+2
= (A-1DA(A-2)

AM=12X=0 A3=2
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Odredite barem jedan svojstveni vektor matrice A koji pripada svojstvenoj
vrijednosti A ako je:
1 3 1
a) A= |1 4 —4lirx=-1
1 -2 4
5 4 —4
b) A=11 3 3|iA=1
2 0 -9
4 4 6
c) A=13 3 —-1|liAx=2
1 -3 -5
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Rjesenje:

A=—1
(M—Ay = 0
(=1—Av = 0
(I+Av = 0

1 00 1 3 1 [x1 ] [0]

001 1 -2 4]/ |x] 0]

2 3 1] [xd] [0]

1 5 —4] |x = 0

1 =2 5_ X3 _0_
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(2 3 1,0] (1 5 —4,0]
1 5 —4 : 0 [l ~ 2 3 1 : 0 -2l
|1 -2 510 |1 -2 510 -1
(1 5 —4,0] (1 5 —4,0]
0 -7 9 : 0 ~ 0 -7 9 : 0
[0 =7 910 ] =N |0 0 0'0 |
x1+5x —4x3 = 0
—Tx2+9x3 = 0 =t teR
x4+ 9x = 0 x1+5x—4x3 = 0
o = % o= St
X2 _ gt X1 = —57t+4t
X1 = —17715
17 17
x=1| 32t | =t| 2 |, teR\{0}, npr. zat =7 imamo v; = 9
t 1 7
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Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice

11 -1
A=1-1 3 -1
-2 2 0
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Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice

11 -1
A= (-1 3 —-1|.
-2 2 0
(A 0 0 11 -1
Al—A = 0 A 0| —|]-1 3 -1
0 0 X -2 2 0
Rjesenje: -
A—-1 -1 1
= 1 A—-3 1
| 2 -2 A
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= det(A — A)

A-1 -1 1
= |1 a-31

2 -2 A

A—3 1 A-3
SR N e Ry

A=—1PA=3)+2]+1—-2-2-2(A—13)
A=1)[M=3A+2]+X-2-2-2X+6
= AN -3A2 420 - A2 430 -2 -2\ +2
A3 — 402 4

A(A2—4)+4)
= A(A—2)?

, A23 = 2 < dvostruka svojstvena vrijednost
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Sada traZimo pripadne svojstvene vektore:

A =0
(Ml —=A)v=0
Av =0
11 -1.0 11 -1,0

-1 3 —-1'0 [+ ~ 0 4 -2'0

| -2 2 0]0 1421 0 4 —2]0 11—l
~ |04 -2,0

_0 0 010_ 4X2*2X3 = 0
X1 = %l’ -%t 1
Xy = %t —= v = %t ,te R\ {0}, npr.zat=2, vy = |1
x3 = t _t 2
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A2’3 =2

(Aol —A)v =0
(2l —A)v =0
1 -1 1, 1 -1 1.0
1 -1 1,0 NI ~ |0 00,0
2 -2 210 -2l 0 00'0
X1=t —t
x1—X+x3=0=x =1
X3 =12
t1 — to 1 -1
v = t =t |1|+t| Of,t1,t2 € R,(t1,t2) # (0,0)
to 0 1
-1 1
Npr. zat; =0,tb =1, v, = Olizatr=1,tp =0, v3 = |1
1 0
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Svaka matrica ponistava svoj karakteristi¢ni polinom, tj. k(A) = 0.

11 1
Koji od vektora x = | 0| i y = |0]| je svojstveni vektor matrice
0 1
1 -2 1
A= 10 2 3| za svojstvenu vrijednost A = 17 PokaZite da matrica
0 0 -1
poniStava svoj karakteristi¢ni polinom. |
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Rjesenje:

Axé)\x,za)\zl

1 -2
Ax = [0 2
0 0

11

- |o

0

X je svojstveni vektor za A =1

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi
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0 0 -1
2
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k(A)

det(\ — A)

A—1 2 -1
= 0 A—2 =3
0 0 A1

A-2 -3
B (A_l)‘ 0 A+1’

= A=-1DAN=-2)(A+1)

Poglavlje 1 Matrice i linearni sustavi ak. god. 2021./2022. 112 /118



(A=) (A=21)(A+1)

0 —2 1][-1 —2 1][2
o 1 3|0 o 3|0
0o 0o —2/| 0o 0o -3]]0
0 0 —9][2 —2 1

00 —6/[0 33
00 6/|0 00
0 0 0

000

0 00
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Pronadite svojstvene vrijednosti matrice A i provjerite je li vektor v
svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A\ ako je:
2 11 1
a) A=|1 0 1|, v=| 0, A=1
2 -1 3 -1
2 1 1 1
b) A=1|3 0 3|, v=|-3|, A=-1
3 1 2 0
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110

Zadana je matrica A= |0 1 0| i B = A? — MA. Odredite A € R tako
101

da matrica B bude singularna (nije regularna).

Rjedenje: B = A% —)\A

[1 1 0] 1t 1 0 A A0

= |01 0[]0 1 0]—-1]0 X O
1 0 1f (1 0 1 A0 A
[1 2 0] A A0

= |01 0f[—|0 A O
12 1 1] A0 A
[1—-X 2—) 0

= 0 1-A 0
12— A 1 1-A
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= 0 1-) 0
2— A 1 11—\
- (—1)3“(1—»'15A fii\
Y E
= (1-))3
A=1
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Zadana je matrica A =

N D=
> O W

2
5]. Odredite A € R tako da matrica A
1

bude regularna.
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Gaussovom metodom rijeSite sustav:
X+y+z+w=2

—2x—4y+z+w=1
X—y—z+w=5
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