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Fourierovi redovi

Neka je f beskona&no puta derivabilna funkcija, to jest, funkcija klace C*°.
Tada je dobro definiran red 3~ £200) (x — x0)7. Ako taj red jos i
konvergira prema funkciji f na nekoj okolini to¢ke xp, onda kaZemo da je

njegova suma »_ .~ f(ni’(!x‘))(x — xp)" Taylorov red funkcije f u totki

xo € R. Dakle, f(x) =>"72, f(")n(!XO)(X — Xp)" na nekoj okolini oko xp, to

jest, f(x) = >, f(”;(!xo)(x — xp)" na nekoj okolini oko xg.
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Prosirenja funkcija

e (i) PERIODICKO PROSIRENJE
Neka je f : [-7,5) — R funkcija koju Zelimo perioditki progiriti na
cijeli R.
To &nimo tako da definiramo funkciju  : R — R sa
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o (ii) PARNO PROSIRENJE
Neka je f : [0,5) — R funkcija koju Zelimo parno progiriti na cijeli R.

To &inimo tako da definiramo funkciju f:R—>Rsa

Flx) = f(x), x€[0,%),
f(—x), x € (—%,0],

i sada f periodiki progirimo na R kao u (/).
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e (iii) NEPARNO PROSIRENJE
Neka je f : [0,5) — R funkcija koju Zelimo neparno prosiriti na cijeli
R.
To &inimo tako da definiramo funkciju f:R—>Rsa

Flx) = f(x), x €[0,%),
—f(—x), x € (—3,0],

i sada f periodiki progirimo na R kao u (/).

E Nz I A ’ 3 L = F 3
-3

Dakle, svaku periodi¢ku funkciju na R s periodom 7 je dovoljno promatrati
na [—7, %), a svaku funkciju definiranu na [~7, 5) moZemo po
periodi¢nosti prosiriti na R.
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Teorem (Dirichlet)

Neka je f : R — R periodi¢ka funkcija s periodom 2L, neprekidna osim u
kona&no mnogo to¢aka na [—L, L] i u svakoj tocki ima lijevu i desnu
derivaciju. Tada se f moZe razviti u Fourierov red oblika

—30+Z<ancos —X + b, sngTx>

za svaku tocku neprekidnosti od f. Fourierovi koeficijenti se raunaju na
sljedeci nacin:

1 L
— = [ f(x)d
ao 20 o (X) X,
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Teorem (Dirichlet)

1 L
= L/L f(x)cosnwadx i

1 L
:/ f(x)sinn—wxdx za neN.
L/, L

Ukoliko je xp tocka prekida funkcije f, vrijedi:

f + f(xo+) nm
(%0 )2 0 -|-Z<ancos —Xxg + b, sin — [ 0>.
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0, —7m < x <0,
x, 0 < x <,

Odredite Fourierov red funkcije f(x) = {

to jest, njenog perioditkog prosirenja f.

Rj. Otito je 7 = 2L = 27r. Ra&unamo
2

1 (7 1 0 T 1m 7r
ao f(x)dx—%(/ de—l—/0 xdx)—§7—z,

=] g
ap = 1 /7T f(x) cos(nx)dx = 1 /ﬂxcos(nx)dx = i(cos(mr) -1)
R T Jo n’m ’
b, = 1 /7r f(x)sin(nx)dx = 1 /ﬂxsin(nx)dx = —Ecos(mr).
T ) x 7 Jo n
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Dakle,

=7+ Zl (%(cos(nﬂ) ~ 1) cos(nx) — %cos(mr)sin(nx)),

za x # (2k+ 1), k € Z.
U totkama oblika x = (2k + 1)m, k € Z Fourierov red poprima

vrijednost:

f((2k+1)nt) + f((2k+1)7~)  7+0 7

2 2 2
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Zadatak

-1, —m<x<0,

Odredite Fourierov red funkcije f(x) =
1, 0<x<m,

to jest, njenog periodickog prosirenja f.

Rj. Otito je 7 = 2L = 271.

Nadalje, otito je da je funkcija f neparna, to jest, f je neparna. U tom
slu€aju su uvijek ag = 0 i a, = 0 jer u raunu za navedene koeficijente
imamo integral neparne funkcije na simetri¢noj domeni.

Dovoljno je izra¢unati samo b,. Imamo:

b, = 1 /7r f(x)sin(nx)dx = l( — /0 sin(nx)dx + /O7T sin(nx)dx)

g - m -

_ %(1 ~ cos(nm)).
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Dakle,

f(x) = i (%(1 — cos(nm) sin(nx)),
n=1

za x # km, k € Z.

U totkama oblika x = km, k € Z Fourierov red poprima vrijednost:

flkrt)+ f(kn™) —1+1 _

> =— 0.
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Zadatak

2

Odredite Fourierov red funkcije f(x) = x*, za x € [—m, ], to jest, njenog

periodi¢kog prosirenja f .

Rj. Otito je 7 = 2L = 27.

Nadalje, uotimo da je funkcija f parna, to jest, f je parna. U tom sluéaju
je uvijek b, = 0 jer u ralunu za te koeficijente imamo integral neparne
funkcije na simetri¢noj domeni. Dovoljno je izraunati samo ag i ap.
Imamo:

1 [T r [, w2
a0 = o _Wf(x)dxzﬁ/_ﬂx dxf?,

ap = 71T/7T f(x) cos(nx)dx = 727(/; x? cos(nx)dx) = (—1)”%.

—T
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Pogledajmo radun zadnjeg integrala.

5, 7 u=x* dv = cos(nx)dx
(/ x? cos(nx)dx) = 1 =
T\ Jo du =2xdx v = - sin(nx)dx

= 2()(25|r1(17X) . i/oﬂxsin(nx)dx) =

T n 0
2 . 2 - . m
_ E(ﬂ' sin(nm)  0%sin(n-0) 2/ xsin(nX)dX> =
T n n nJjo
u=x dv=sin(nx)dx
= 1 -
du — dX vV = —E COS(nX)dX

_ 2;2( ~ xcos(nx)

T 1 m
o + ”/o cos(nx)dx) =

m™ n n
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)=

_ _i< _ meos(nm)  0-cos(n-0) 1 <1 sin(nx)>

nm n n
_ 4cos(nm) 4 . 4cos(nm)
= T — ﬁ (Sln(n’ﬂ') — Sln(n . 0)) ni ( 1) —
Dakle,
+ 42 cos(

za sve x € R (nema totaka prekida).
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Fourierov red po sinusima i kosinusima

Neka je f : R — R periodi¢ka funkcija s periodom L (dakle, moZemo je
razviti u klasi¢an Fourierov red).

Pretpostavimo da nas zanima njen Fourierov red samo po
a) sinusima
b) kosinusima.

To &inimo na sljedeéi nadin:

a) prosirimo funkciju f po neparnosti do funkcije f s periodom 2L i onda
f razvijemo u Fourierov red

b) progirimo funkciju f po parnosti do funkcije fs periodom 2L i onda f
razvijemo u Fourierov red
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Odredite Fourierov red funkcije f(x) = {0

po
a) sinusima,
b) kosinusima.

Rj. a) Prosirimo funkciju f po neparnosti do funkcije fl
Ocito je L = 7w pa imamo

2 nm

by = 2 /Oﬂ £(x) sin(nx)dx — 2(/0 sin(mx)dx +0) = > (1~ cos("7).

m s

f(x) = Z i(1 — cos(n%))sin(nx).
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b) Prosirimo funkciju f po parnosti do funkcije fl
Otito je L = w pa imamo

1 (7 1/ (2 1
— = | fx)dx==(["d ~
ag 77/0 (x)dx 7f</0 x—i—O) 5

2 " 2 [z 2
a, = / f(x) cos(nx)dx = — /2 cos(nx)dx = — sin(n—ﬂ )
™ Jo 0 2

™

Dakle,
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