
MATEMATIKA 3 10.7.2023.

Ime i prezime:

1. (15 bodova) Te²ka homogena ºica mase m = 8 i duljine l = 4 napeta je horizontalno
utegom mase M = 5 na kraju x = 0. Na dio (2, 4] djeluje sila s koe�cijentom elasti£nosti
q(x) = 2. Odredite progib ako je drugi kraj ºice pri£vr²¢en.

2. (15 bodova) Izra£unajte temperaturu izoliranog ²tapa duljine l = 3 koji ima koe�cijent
toplinskog kapaciteta γ = 3 i koe�cijent provo�enja δ = 12, ako su rubovi ²tapa tako�er
izolirani, a inicijalna distribucija temperature je dana s

u(x, 0) = cos(πx) na [0, 3].

3. (15 bodova) Rije²ite problem slobodnih oscilacija ²tapa £iji su krajevi nehomogeni zglo-
bovi:

u(0, t) = 10,
∂2u

∂x2
(0, t) = 6, u(10, t) = 10,

∂2u

∂x2
(10, t) = 12.

Po£etna brzina je ψ(x) = 0, a po£etni poloºaj je

ϕ(x) = sin(3πx) +
x3

10
+ 3x2 − 40x+ 10.

4. (15 bodova) Rije²ite problem ravnoteºe kruºne membrane polumjera R2 = e4 s kruºnom
rupom polumjera R1 = e u sredini, ako je napetost membrane p = 3 i na membranu
djeluje vanjska sila gusto¢e f(r) = 3r3 (progib ne ovisi o kutu), uz rubne uvjete u(R1, ϕ) =
u(R2, ϕ) = 0.



Tablica derivacija

f(x) f ′(x) f(x) f ′(x)

C 0 ctg − 1
sin2 x

xα αxα−1 arcsinx 1√
1−x2

ex ex arccosx − 1√
1−x2

ax ax ln a arctg x 1
1+x2

lnx 1
x

arcctg x − 1
1+x2

loga x
1

x ln a
shx chx

sinx cosx chx shx

cosx − sinx thx 1
ch2 x

tg x 1
cos2 x

cthx − 1
sh2 x

Tablica integrala

f(x)
∫
f(x)dx f(x)

∫
f(x)dx

1 x+ C cosx sinx+ C

xα xα+1

α+1
+ C, α 6= −1 1

sin2 x
− ctg x+ C

ex ex + C 1
cos2 x

tg x+ C

ax ax

ln a
+ C 1

1+x2
arctg x+ C

1
x

ln |x|+ C 1√
1−x2 arcsinx+ C

sinx − cosx+ C 1√
x2±1 ln

∣∣x+√x2 ± 1
∣∣+ C

Ortogonalnost trigonometrijskih funkcija: za svaki l > 0 vrijedi:

∫ l

−l
sin(

nπx

l
) sin(

mπx

l
)dx =


l, m = n 6= 0 i m,n ∈ Z,
0, m = n = 0,

0, m 6= n i m,n ∈ Z,∫ l

−l
cos(

nπx

l
) cos(

mπx

l
)dx =


l, m = n 6= 0 i m,n ∈ Z,
2l, m = n = 0,

0, m 6= n i m,n ∈ Z,∫ l

−l
cos(

nπx

l
) sin(

mπx

l
)dx = 0, ∀m,n ∈ Z.

Trigonometrijski identiteti

sin2 x+ cos2 x = 1

sin(2x) = 2 sinx cosx

cos(2x) = cos2 x− sin2 x

sinx cos y =
1

2
[sin(x− y) + sin(x+ y)]

sinx sin y =
1

2
[cos(x− y)− cos(x+ y)]

cosx cos y =
1

2
[cos(x− y) + cos(x+ y)]


