Matematika 2 1. rok, 18. 6. 2025.

Zadatak 1 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe
(a) (7 bodova) cos?zy’ = y,uz uvjet y (Z) = 1,
(b) (8 bodova) " — 3y + 2y = 62 — 9.

Rjesenje.  (a) Separiranjem varijabli dobivamo

dy  dx
y  cosix’

Sada integriramo obje strane

1 1
/—dy:/ s—dr
Y cos?

In|y| =tanz + C

Eksponenciranjem obiju strana dobivamo

‘yl _ etanx+C _ BC . etanx

odakle slijedi da je rjesenje oblika
Y = Cetan:c’

za neki C' € R koji odredujemo pomocu pocetnog uvjeta y (%) = 1.
Uvrstavanjem i sredivanjem dobivamo

x 1
1= Ae™7 = Ael = de — A=

)
(&

pa je konacno rjeSenje

tanx—1

y(r) =e

b) Najprije rijesimo homogenu jednadzbu y” — 3y’ + 2y = 0. Karak-
Jprije Iij g J Y Y Y
teristi¢na jednadzba je

M—3A4+2=0 = A-1)(A—2)=0,
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pa su rjeSenja A1 = 1,2. Slijedi da je opce rjeSenje homogene
yp, = Cre® + Che™.

Sada trazimo partikulrano rjeSenje y,. Buduéi da je desna strana
dane jednadzbe polinom prvog stupnja, znamo da je partikularno rjesenje
oblika y, = Az 4+ B za neke A, B € R. Derivacije su

y,=A, y,=0,
pa uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobivamo

0-3A+2(Az+B)=6x—9
2Axr +2B —3A =06x —9

Usporedujuci koeficijente dobivamo

2 =6 — A =3
2B—3A=-9 — 2B-9=-9 — 2B=0 — B =0,

Dakle je y, = 3z. Slijedi da je opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe

y(x) = Cre” + Che®™ 4+ 3z, CO1,Ch € R,
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Zadatak 2 (a) (10 bodova) Odredite i skicirajte prirodnu domenu

funkcije
f(z,y) =Inzy + /4 — 2% — y*

(b) (15 bodova) Odredite lokalne ekstreme funkcije

1 1
flz,y) = gmg + zy — 6x + §y2.

Rjesenge. (a) Buduéi da je domena prirodnog logaritma (0, 0c0) te
domena funkcije drugi korijen [0, +00] dobivamo sustav nejednadzbi

xy > 0,
4—z*—y*>0.
Druga jednadzba opisuje krug 22 + y? < 22, dok iz prve nejednadzbe

slijedi da je domena strogo u prvom ili tre¢em kvadrantu (gdje su pred-
znaci isti). Stoga je domena funkcije f skup

2

(b) Najprije trazimo stacionarne tocke. Ra¢unamo parcijalne deriva-

cije:
of
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Stacionarne tocke su rjeSenja sustava:

{ﬁ+y6—o {ﬁ+y6—o
<~
r+y=20 Y= —x

Uvrstavanjem y = —z u prvu jednadzbu i sredivanjem dobivamo
-2 —-6=0 <= (r—3)(z+2)=0.

RjeSenja su x = 3 i x = —2, pa su stacionarne tocke (3, —3) i (—2,2).
Sada rac¢unamo druge parcijalne derivacije:

foz =22, fp=1, fou=1
Hessian u tocki (x,y) jednak je
D(x,y) = faafyy — (foy)’ =22-1—-1" =20 —1.
Za tocku (3, —3) imamo:
feo=6>0, D=2.-3—-1=5>0,
pa je (3, —3) lokalni minimum. Za tocku (—2,2) pak imamo
foo=—-4<0, D=2-(-2)—1=-5<0,

pa je (—2,2) sedlasta tocka. Zakljucak: funkcija f ima lokalni mini-
mum u tocki (3, —3) i sedlastu tocku u (—2,2). L
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Zadatak 3 (20 bodova) Skicirajte podru¢je omedeno krivuljama z? +
y? =4y, 2> +9y* =2y, y = v iz = 0 i odredite povrsinu tog podrudja.

Rjesenje.  Imamo
2y =dy = 2P+ (y—2)* =4,

4yt =ye= i+ (y— 17 =1

Dakle, rije¢ je o kruznicama sa sredistima u (0,2) i (0, 1), s radijusima
21 1 pa trebamo izracunati povrsinu izmedu njih omedenu jo$ pravcima
r=01y=ux:

Prelazimo na polarne koordinate x = rcosy, y = rsiny. Jednadzbe
kruznica postaju

22 +1y? =2y =1r? =2rsinp = r = 2siny,

22 +y? =4y = r? = 4drsinp = r = 4sin .
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Rac¢unamo povrsinu

Z pdsing z 1 4sinp
P = / / rdrdp = / [—r2] dy
T 2sin g

1 2 2sin

2 2 1—cos?2
:/ 6Sin2g0d90:/ Gﬂdgo

= 2
4 4

1 3

=3 {gp — —Sin2g0]
2 1

3w n 3

42

- o 3T 3
Dakle, povrsina zadanog lika iznosi T + | L)
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Zadatak 4 Zadano je vektorsko polje
. 1
i(0.,) = (costan) + yz.cos(oy) 4027 +ay).
z

(a) (12 bodova) Pokazite da je polje @ potencijalno i odredite njegov

potencijal .
/deﬁ
r

pri demu je T’ duzina od tocke A(1,1,1) prema tocki B(m, 1, ).

(b) (8 bodova) Izracunajte

Rjesenje.  (a) Ra¢unamo rotaciju vektorskog polja @

i j K
= 9 9 9
rot a = ox oy 0z

ycos(zy) +yz wcos(zy) +xz 1+ ay
= (z — x, —y + y,cos(xy) — xysin(xy) + z — cos(xy) + xysin(zy) — 2)
— (0,0,0).

Kako je rot @ = 0 slijedi da je vektorsko polje @ potencijalno.
Sada trazimo funkciju ¢ takvu da vrijedi

dp
5g = yeos(zy) +yz, (1)
0y

— 2
Iy x cos(zy) + zz, (2)
dp 1
3. =2t )

Integriramo (1) po x:

o(x,y,2) = /(ycos(xy) +yz)dr = /ycos(xy) da:Jr/yzda:

= sin(zy) + zyz + C(y, 2).
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Dobivenu jednadzbu deriviramo po y i usporedujemo s (2):

Dy oC oC
a—y—xcos(xy)erera—y — 9 0 = C=0C(z2).

Kona¢no, deriviramo po z i usporedujemo s (3):

1
99 _ dc dC—;:>C(z):lnz+C.

0z Y+ dz :>E_

Stoga je potencijal ¢ od @ jednak

o(x,y,z) =sin(zy) + 2yz+Inz+C, CeR.

Za (b) dio imamo dva moguca pristupa:

(b1) Krivulju T' parametriziramo sa 7(t) = (¢,1,t), t € [1, 7], ja je
derivacija jednaka 7(¢) = (1,0, 1). Sada ra¢unamo integral

/ﬁ i di /I a(F(t)) - 7 (t) dt
[ Gt 1,1) - (1,0, 1) dt
/j <cos(t) + t, tcos(t) + 12, % + t> +(1,0,1) dt

T 1
/ COSt—|—2t—|—zdt
1

=% 4+ Inm — 1 —sin(1).

(b2) Racunamo pomocu potencijala ¢ izracunatog u (a):

[ ddit = o(B) - p(A)
T

=% +In7 —sin(1) — 1.
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Zadatak 5 (20 bodova) Odredite tok ® vektorskog polja
a(z,y, 2) = xy*i + ze"] + 22’k

kroz zatvorenu plohu omedenu paraboloidom z2 4 3%+ z = 1 i ravninom
z = 0. Skicirajte zadanu plohu.

Rjesenje.  Najprije skiciramo plohu

Volumen omeden zadanom plohom najjednostavnije je opisati u cilin-
driénim koordinatama (p, g, z). U cilindriécnom koordinatnom sustavu
imamo p = 22 + y? pa jednadzba paraboloida 2% + y? 4+ z = 1 prelazi u
2z =1— p% Slijedi da je zatvoreni volumen opisan sa
0<p<2m, 0<p<l, 0<z<1-p

Racunamo divergenciju polja a:
d(zy?) N d(ze") N O(zx?)

ox Oy 0z
=2 + 0+ a?

divad =
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Sada rac¢unamo tok ¢

@://adﬁz///dwadxdydz
5 Q
27 1 1—p?
=/ / / p* - pdzdpdy
0 0 0
2 1 1—p?
:/ dz/ p3/ dzdp
0 0 0

2r [ pP(1—p*)dp
0

1 1 s
or(-—~) =21
7T(4 6) 6

—



