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2.1 Osnovno o vektorima
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Skalarne veli¢ine - one veli¢ine odredene jednim brojem (npr. duljina,
povriina, masa, toplina...)

Vektori - za silu, akceleraciju je osim broja potrebno znati i smjer.

Orijentirana (usmjerena) duZzina /ﬁ je duZina za koju se zna pocetna
tocka A i zavr$na tocka B.

B D

E /ﬁ = @ = Eﬁ su ekvivalentne usmjerene
duzine
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Definicija (1.1.)
Skup svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih duZina nazivamo
vektorom.

Geometrijski, vektor je zadan:
@ duljinom ili modulom

@ pravcem nosiocem na kojem vektor leZi, tj. smjerom

© orijentacijom
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s
"

—
/ﬁ, @, ﬁ, GH su vektori istog smjera.
(leze na istom ili na paralelnim pravcima)

/ﬁ, @ i ﬁ su iste orijentacije.

—
/ﬁ i GH su suprotne orijentacije.
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Dva su vektora jednaka ako imaju istu duljinu, smjer i orijentaciju.

AA = @ = 0 ... nulvektor (vektor kojemu je poetna totka ujedno i
krajnja)
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Zbrajanje vektora

Pravilo trokuta:

Pravilo paralelograma:
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Oduzimanje vektora
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Svojstva zbrajanja i oduzimanja

© 0 0 ©
Ly
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MnoZenje vektora skalarom

Neka je & vektor i A € R.
@ 3i \3su kolinearni.
S EENE
Q Ako je
® ) >0, tada su 3i \J iste orijentacije.

@ )\ <0, tada su a'i A3 suprotne orijentacije.

QL

1—’
—
2/
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Svojstva mnoZenja vektora skalarom

-,
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Prikaz vektora u koordinatnom sustavu

-

i,j...jediniéni vektori na koordinatnim osima

AB

= axi+ay)

L
Il
YB — YA

= (xg—xa)i+ (vB — ya)J

&l = Ja+a

ax = Xg — XA i a, = yB — ya...skalarne komponente vektora

Ay

.

i Ay =TB— T4

i

f .vektorske komponente vektora
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F=AB = (x5 — xa) + (v& — ya)j + (25 — za)k
EENERE R
a, \\\
N \\\\
\\ "~ B(zp,yB, 2B)
N 1
. A(T 4,94, 24) |
k e ! ]
I Ay
i T :
1 // |
'y |
_______ S |
ay .
Iy
____________________ 7
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Odredite AB | |/@| ako je:
a) A(_lv 1)a B(2a 3)
b) A(1,1,1),B(4,5,7)

Rjesenje: a)

7 — AB

&l = (Ja+a
= (8 —xa)i+ (vB —ya) _ Vi
= 3i+2/ - V13
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Rjesenje: b)
i - AB
= (xg —xa)i + (v — ya)j + (28 — za)k

= 3/ +4j+6k

&l = /a2 + a2+ a2

= V32+4246°
= 61
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Jedini¢ni vektor

Jedini&ni vektor vektora 3 je vektor ag

istog smjera i orijentacije kao &, a duljine 1.

&

I
E‘ L
S
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Dan je vektor &= 2/ + 2/ + k. Odredite &.

Rjesenje:

i = JRrgea

— 1/224_224_12

= /9=3

s o 4

R Fi
= 2P+ 24 iR
- 373/ T3
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2

2. 25 1o N L .
Za vektor ag = §I + 3 + §k' skalari uz i,j i k su kosinusi smjera tj.
2 cos 3
cosa = —,cosf = =,cosy = —.
3 37173
T
I
|
|
|
Y |
|
B\
a !
1 //
e
| L7
1.7
___________ -
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— —

Ako je 3= i+ 2]+ k,b=1i—j+ 2k izratunajte 3+ b, 3— b, 33, |3], &,

—

te kosinuse smjera od a

F+b = 2i+j+3k

ag 17~|— 217—1- IE

0 = = = =

5F = 3k V6 V6T Ve
- — — 6.“ 6.“ 6_’

33 = 3i+6j+3k = £,+\/__J+£k

6 3 6
al = vi+4+1 L V6 V6 . V6
KOSII’]USI stera: — = | —
- 6 63 6
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Dane su tocke A(2,2,0) i B(0,—2,5). Pronadite /ﬁ |/ﬁ| i /ﬁo.

Rjesenje:
AB = 27— 4] +5K
AB| = VAT 16425
N
= 35
—2v5- 45 V5.
ABy = Y2y Vo, Vog
0 T ANE
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Dana su redom tri uzastopna vrha paralelograma ABCD: A(1, —2,0),
B(2,1,3) i C(—2,0,5). Odredite vrh D i duljinu dijagonale BD.

Rjesenje:
D(x,y, z)
AD = BC
,l_) __________ C
)/ (X—].)F—l— (y+2)f—|—z/?: —4i— j+ 2k
x—1=-4 y42=-1 z=2
A B X =—-3 y = -3
D(-3,-3,2)

BD — —57— 4] — K

y@y=\/25+16+ =42
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2.2 Linearna nezavisnost vektora
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Neka su a1, a3, ..., a, vektori i a1, s, ..., an € R skalari.

Za relaciju: a1a1 + a0as + ... + apan = 0 uvijek postoji trivijalno rjesenje
a1 =ay =...=a, =0.

Ako je to ujedno i jedino rje3enje, onda kaZzemo da su ai, a3, ..., a, linearno
nezavisni.

Definicija (1.2.)

Neka su a1, ay, ..., ap vektori i a1, ao, ..., a, € R skalari. Ako vrijedi:

oa1al +oapar+ ... tapan=0 << a1 =arx=...=a, =0,

onda su vektori aj, a3, ..., a, linearno nezavisni.
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@ n=1: 3je linearno nezavisan < 3# 0.
@ n=2: 7ibsulinearno zavisni <= 3\ € R, \ # 0 tako da je
g = Ab. 3i b su kolinearni.

© n=23: 3 bicsu linearno zavisni < Ja, 5 € R, barem jedan # 0
tako da je ¢ = ad+ fb. &, bi ¢ su komplanarni.

Geometrijski:

@ 2 vektora su linearno nezavisna akko ne leZe na istom niti na
paralelnim pravcima.

@ 3 vektora su linearno nezavisna akko ne leZe u istoj ravnini niti u
paralelnim ravninama.
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Odredite A € R takav da vektori 3= 2/ + 3] i b = Ai — j budu kolinearni.

RjeSenje: &'i b kolinearni = linearno zavisni = Ja € R tako da je
a= ab.

2 + 317: A — af

a=-3\=—
E:%Qf—f
5=-3b
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Ispitajte linearnu (ne)zavisnost vektora:
a) &=4i+2/+5k
b= —f—i— K
¢ =5k
b) =i+J
b=—i+2+k
c= 3f+ k )
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Rjesenje: a)
0 = ad+pBb+n¢
— (47 + 2]+ 5K) + B(—j + k) + v(5k) =

= 4ai+ (2o — B)j+ (5a+ B +59)k

4a=0=a=0
20-p=0=0=0
S5a+pB+5y=0=7=0

3, bi € su linearno nezavisni.
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ad+ Bb+~¢

(=1
I

= (a—B)i+(a+28+3y)i+(B+7)k

a-B=0 = a=§
a+28+3y=0
364+3v=0 = f[B=-—v
a=p=-7 v€eR
Sustav ima beskonano mnogo rjeSenja, pa su vektori linearno zavisni.
(¢=3a+b).
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Zadani su vektori:

=i + (2A + 1)1

b= 21 IF )\J + 2k

c=i +j +k

Odredite A € R tako da zadani vektori budu komplanarni i prikaZite vektor
¢ kao linearnu kombinaciju vektora 3'i b.

v
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Rjesenje:
Vektori su komplanarni = linearno zavisni = Ja, 5 € R tako da je
¢ =ada—+ pb.

F+f+ Kk = ai+ Za)\f—i— af—i— 281 + /\Bf—i— QﬁE

—

= (a+28)i+ (2aA+ a + A\B)j + 28k

a+2 =1 (1)
200+ a+ A3 = 1 (2)
28 = 1 (3)
3) = ,B:% a = 7+5f
(1) = a=0 _, b = 2i+2/+2k
2) = =2 ¢ = 15
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Radij-vektor je vektor s poletnom totkom u ishodistu
r= ﬁzx?—i—yf—kzlz

|F] = \/x2 + y2 + z2...duljina radij-vektora

<!
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Kosinusi smjera radijvektora
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Odredite duljinu vektora 3 = 207 + 3017— 60k i kosinuse smjera tog

radij-vektora.

Rjesenje:
la] = 202+ 302 + 602
= /400 + 900 + 3600
= /4900
= 70
2
cosa = 7 = a=734°
3
cos 3 = 7 = [ = 64.6°
6
cosy = 7 = v = 149°

33/75
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Radij-vektor totke M zatvara sa osi y kut od 60°, a sa osi z kut od 45°.
Njegova duljina iznosi 8. Odredite koordinate totke M, ako je apscisa
negativna.

c0560°:|O:};V’_| Ry = g2
%:é;»yzﬁt X442+ (427 = 64
.z x2 =16 = x= —4
cos 45 _W m:_4r+ 4j+ 4\/51:
\/7§=§=>Z=4\/5 M(—4,4,4y/2)
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U trokutu ABC stranica AB je totkama M i N podijeljeri?a 3 jednaka
dij{ela tako da je |[AM| = |[MN| = |NB|. Odredite vektor CM ako je
CA=37iCB=b.
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Rjesenje:

AN = %ﬁ
 b-7
-3
CM = CA+AM
= 5’+E_5
— CB+AC 3
N 25+ b
— CB- CA = =
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2.3 Skalarni produkt vektora
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Definicija (1.3.)

Za vektore 3i b definiramo f : V x V — R:

b:= ] - |b| - cos ,

gdje je ¢ = (&, b).

Svojstva:
Q33203 3=0&3= 5...nenegativnost
@ \(3-b) = (\3)- b= 3 (\b)...homogenost
Q@ 7 b=b- 3. komutativnost
o

Uvjet okomitosti: 31b < 3-b=0

(b+¢&)=3-b+ - . distributivnost

Ly
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T

—

a
b

T

T

j = k-k = |1]-]1]-cos0°
K = j-k = [1]-]1] cos90°

::x1r%—y1f+—zlﬁ

= )czf*—k-)azj*%— zzl;

Ly

oy

(x1 P+ yij + 21k ) - (X2 i+ yof + 2 /?)

X1X2 P+ X1Y2 it J_’—i-
%—y122j Kk + z1%0 k-i

X1X2 + y1y2 + 2122

—

a-b=xx+y1y2 + 2122

Poglavlje 2 Vektori
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ey =

Ly

!

Ly

_ X1X2 +y1y2 + 2122 pel0,7]

LR+ (B2 + )

[SaliRey)

cosp =

Ly
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—

Ortogonalna projekcija vektora a na vektor b

3= X1/7+ }/]J?-f- 21/?

b= x27+ y217+ 221?

7. b 7 b

@ =cosp- |a] = |3l = 227

) |a] - [b] |b| a
. b
a=1d =

5 q

=, P a/ b
SkPra; = 22

LI
VekPraj = a'—_,b : b
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Odredite skalarni produkt vektora &= 37 + 4/ + 7kib=2i— 5/ + 2k.

Rjesenje:

Fb=3-244-(-5)+7-2=6-20+14=0 = &lb.

Zadani su vektori &= mi + 3+ 4k ib=4i+ mf— 7k. Odredite
konstantu m € R tako da vektori a'i b budu okomiti.

Rjesenje:
0=5-b=4m+3m—-28 = Tm=28=m=4.
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Nadite skalarnu i vektorsku projekciju vektora &= —i—f—i— k na vektor
b=2i+j—2k.

Rjesenje:
b 2+1-2 1
SkPr3z = = = = —
P p  VA+I+4 3
i b b i

VekPra; = =~ - — =
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Zadani su vektori &= i + 2f+ 3kib=6i+ 4f— 2k. Odredite:
a) kosinus kuta izmedu vektora 3'i b
b) ortogonalnu projekciju vektora 3 na vektor b.

Rjesenje: a)

oo — 3-b
TS
¢ = £(3,b) _ X1X0 + Y10 + 2122
5= VITaT0=Vid VoG +yE+2D) - (33 +2)
6486

|b| = /36 1+ 16 + 4 = /56 = /1456
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Rjesenje: b)

5 _ db b
6] |b]

8  6i+44j —2k
/56 /56

6. 4. 2
_ 6. 4o 25
7 +7 7
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Koji kut zatvaraju jedini¢ni vektori i i A" ako su vektori p= m + 27|
G = 5m — 4n okomiti.

RjeSenje: |m| = |nl =1, pLg=p-G=0

0 = §

COS = ’ﬁﬁ
YT A
= m-n
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Neka je |3] = 13, |b| = 19, |5+ b| = 24. Odredite |3 — b].

Rjesenje:
|3+ b|? = 242 = 576
576 = (3+ E) - (5+ E) — |32 +25- b+ |B]

25-b=576—169 — 361 = 46 = 3- b = 23

3- 6= la— b =/ (5-8) - (3-8) = la2 — 235+ 5P

|3 — b| = /169 — 46 + 361 = /484 = 22

ak. god. 2021./2022.

47 /75

Poglavlje 2 Vektori



DokaZite da su &i b ortogonalni(okomiti) ako vrijedi: |5+ b| = |3 — b).

Rjesenje:
F+b = |7—b|/2
§+ b2 = |7-bP
(a+b) (a+5) - (5_5).(5_5)
@2 +23-b+|b2 = |a2—23 b+ |b>
436 = 0
b = 0= 3lb
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Odredite jedini¢ni vektor ng komplanaran s vektorima p'i ¢ ako je |p] = 2,
=3 Z(p.@) =5 A-p=TirG=3.

Rjesenje:
i komplanaran s pi §= Ja, 5 € R tako da je 7= ap + B4

p-G=1pl-14]-cosT =3

ig = 3

ip = 7
o (P +5G)-§ = 3

(ap+BG)-p = 7 o

) ap-G+plg7 = 3

alpP+6p-q = 7

30+93 = 3/:3
da+38 = 7

a+38 = 1
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4o+ 36

a+ 36

4o + 30

—4a — 123

—93

Poglavlje 2 Vektori
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Sy
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2.4 Vektorski produkt vektora
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f:V xV — V.. rezultat je vektor
(5, E) — Fx b
Duljina: Za 3 x b vrijedi |3 x b| = |3] - |b| - sinp

Geometrijski, duljina vektorskog produkta jednaka je povrSini
paralelograma $to ga razapinju vektori &'i b.

S
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—

Smjer: Za nekolinearne vektore 3'i b vrijedi: &x b L &, b

ST
X
S

S

¥
a

Ako su i b kolinearni = 3x b =0

Ako je 3 x b=0= 3ib su kolinearni ili je jedan od njih 0.
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-

Orijentacija: (a, 5, a x 5) &ine desnu trojku, tj. gledano iz vrha vektora

ixb rotacija iz 3 u b suprotna je gibanju kazaljke na satu.

) | T
§ 1o k|7

) ; Jll k] 0] 7

1 J k f —i| 0
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Svojstva:
Q@ ix3=0

(2 DY (5>< b) =ATx b=3ax )\E...homogenost
Q@ ixb=— (5 X 5)...antikomutativnost
Q Ix (5—1— E) — 3x b+ 3 x &..distributivnost

Napomena: asocijativnost ne vrijedi, tj. 3 % (Ex E) #+ (5X 5) x
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3= X1/7+ )/1/?4— 21/?
5: x2r+ y2/7+ ZQE

i j k
axb = X1 1 1
X2 Y2 22
_ TN a 2 X121 CoPXron
y2 2 X2 72 X2 Y2
k

(y120 — yoz1) i — (x122 — x021) ] + (x1y2 — Xo¥1)
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Odredite vektorski produkt vektora 3= 2i+3j+5k i b=1i-+2j+k i
povrsinu paralelograma odredenog tim vektorima.

Rjesenje:
. A
axb = |2 3 5
121
_or By s s g 23
= 21 77/ 1 12

—

= (3:1-2-5)-i—(2:-1—-1-5)-j+(2-2—-1-3)-k

= —T7i+3/+k
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Tocke A(1,1,-1), B(2,0,1) i C(0,—1,1) su vrhovi trokuta. Koristenjem
vektorskog racuna izraunajte visinu trokuta spustenog iz vrha B.

Rjesenje:
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AB x AC

IAB x AC|

AC|

— —

I J K
= |1 -1 2
-1 -2 2
A A
= o o T 2 -1 -2
= (-2 (-4) -2 (-2) -+ (-2-1) -k
= 2/ —4j—3k
1|/ﬁx/ﬁ\ = 1V\/ﬁ|
= V4+16+09 2 2
= V29
V29 Lo |/ﬁx,ﬁ|
= Vi+4+4 ad

I
w
<3
©
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Odredite povréinu paralelograma odredenog vektorima &+ 3b i 353+ b, ako
je |§]:|5|:1i4(5,5> = 30°

Rjegenje:

-

(5+3E) X (35+ b) — 35%3+3xb+9hxF+3bxhb
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Neka su A(1,-2,3), B(3,2,1) i C(6,4,4) vrhovi paralelograma ABCD.
Odredite povrdinu P paralelograma i koordinate vrha D.

D(ﬁv,_y,_z_) _____ C
Rjesenje: // E‘\) = —2/7_ 4]7_|_ ZE
/ BC = 37"+ 2/ + 3k
A= 5
PR
3 2 3

= —16i 412/ + 8k
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P = ‘EZX§|
= V1624122 +82
= 464 = 4,/29
AD = BC
(x—1)i+(y+2)j+(z—3)k=3/+2/+3k
x—1=3 y+2=2 z-3=3
x=4 y=0 z=26
Imamo da je D(4,0,6).
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2.5 MjeSoviti produkt vektora
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X

(ab.¢)—  (axb)-¢
hg -
Oznaka:[,b,c]ili(&,b,c)
f:VxVxV—R.rezultat je skalar

Svojstva:
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Geometrijska interpretacija:

Apsolutna vrijednost mjeSovitog produkta triju nekomplanarnih vektora je
jednaka obujmu paralelepipeda $to ga razapinju ti vektori.

Poglavlje 2 Vektori ak. god. 2021./2022. 66 /75



ilelfyufzﬂi . x oy oz
b:X2i+Y2j+22k :><5><b>52 X2 Yo 22

— e Ind e X V4
¢ =x3i +y3j + z3k R
=X - 2. 22 (X2 22 X2 )2
3 z3 X3 Z3 X3 ¥3

(5x5)-5:\51-15xa-cosgo,gp:z(s,z;xa)
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Uvjet komplanarnosti:

Za vektore &, b, & # 0 vrijedi:

<§'>< b) -C=0 < 3, b, C komplanarni.
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Odredi mje3oviti produkt vektora

5:2F—17—E
52?-1—317—!?
&= T+j+4k.
Rjesenje:
2 -1 -1
(#xb6)-¢ = 1 3 -1
1 1 4
3 -1 1 -1 13
-2l el
= 2-13+1-5-1-(-2)
26 +5+2
= 33

Poglavlje 2 Vektori ak. god. 2021./2022. 69 /75



Dokazite da su vektori .
a=2i+5+7k
B P
Z=i+2+2k
komplanarni.
Rjesenje:
2 5 7
(5><b>-6 = 11 -1
1 2 2
1 -1 1 -1 11
- 2 )k 2]l )
= 2-4-5.34+7-1
= 8—-15+7
= 0
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Odredite volumen tetraedra &iji su vrhovi tocke A(2,2,2), B(4,3,3),
C(4,5,4) i D(5,5,6).

RjeSenje: Tetraedar je razapet vektorima /ﬁ/ﬁ i ﬁ

AB=2i+]+K
AC =274 3]+ 2K
AD = 37+ 3] + 4k

(78 < A¢) 7D — b
3
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—

Odredlte o € R tako da obujam tetraedra razapet vektorlma a, biac
iznosi 3, ngeJea—/+j—2k, b—2l+_/—k ic=i— k.

Rjesenje:
11 -2
(5><b>-a€ — 21 -1
a 0 -3
1 —1] |2 -1 2 1
1"0 -3 a —3 _2.0[ 0’
_ _ﬁ_(__%a)m
3
(6% (6%
= - -S40
3 3¢
4
= o
3
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11/, =
Vr = 6‘(axb)-ac’
2 _ 14
3 6 [3°

4
4 = ga

la]=3=a=3ilia=-3
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Pokazite da ako za vektore a bi P C vrijedi

axb+bxc &x3=0,
onda su a,blckomplanarnlad a— Ci &= b— 3 kolinearni.
Rjesenje:
axb+bxc+cxa = 0/-¢
(Gxb)-E+(bx&)-C+(Cxd)-& = 0(bxLEExaLd)

—
L
X

N—r
0

I
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Odredite parametar t € R takav da vektori

F=3/+2/+tk

e
&=4i+].
budu komplanarni. |
0 = (axb)-¢
3 2t
= |-1 00
Rjesenje: 40 100 Lo Lo
0 S AP
= 3:-0-2-0—1t
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