RavnoteZa Zice
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Neka je [0, /] nedeformirani poloZaj Zice na osi x.
Pod utjecajem vanjske sile Zica se deformira.
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Mi Zelimo izralunati veli¢inu u(x) koja mjeri popre¢ni pomak Zice
(progib).

Pretpostavljamo da su deformacije male, tj. da je |//(x)] << 1 (/(x) je
mjera deformacije Zice u toZki x).

Uz pomo¢ zakona ravnoteZe, Newtonovih zakona i fizi¢kih karakteristika
Zice izvodimo jednadZbu ravnoteze Zice.
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JednadZba ravnoteZe Zice

Ravnotezni polozaj Zice [0, /] opisan je obi¢nom diferencijalnom
jednadzbom 2. reda:

—(P()u' (X)) + a(x)u(x) = f(x), x€[0,1].

@ u(x) = progib Zice u totki x

(
p(x) = napetost Zice u totki x
(

f(x) = linijska gustoca vanjske sile koja djeluje na Zicu u toZki x
(pritom mislimo na y komponentu sile)

q(x) =koeficijent elasti€nosti sredstva u kojem se nalazi Zica
(ukoliko koeficijent elasti¢nosti nije zadan, smatra se da Zica nije
uronjena u elasti¢no sredstvo, tj. da je g(x) = 0)
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Za jedinstvenost rjeSenja jednadZbe ravnoteZe Zice trebaju nam rubni
uvjeti.
Postoje:
(1) Dirichletovi rubni uvjeti (ili geometrijski)
e na kraju x = 0 (ili x = /) zadan je progib, tj. u(0) = uo (ili u(/) = u)
e poprecna sila je zadana neizravno, kao reakcija fiksiranog poloZaja
(2) Neumannovi rubni uvjeti (ili prirodni)

@ izravno je zadana poprecna sila

e na kraju x =0 (ili x = /) zadajemo mjeru deformacije, tj. v’(0) = up

(il (N =uw)



Dirichletovi rubni uvjeti

y y
u,
0| /X 0 7 x

Za u(0) = 0 (ili u(/)=0) imamo u&vricen/pricvricen kraj.
To se prakti¢no realizira vjeSanjem utega.

y

s o
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Neumannovi rubni uvjeti

%
Qo
Na slici je lijevi rubni uvjet Neumannov, a desni Dirichletov.

Ako je u'(0) = 0 (u'(/) = 0) kaZemo da je kraj slobodan.
U tom slu&aju je popre¢na sila jednaka nuli (desna slika).
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Zica napeta utegom

Promotrimo homogenu Zicu [0, /] za koju je pri¢vri¢en uteg mase M na
lijevom kraju. Neka je m masa Zice (m << M).

y

s o

@ napetost Zice je p(x) = Mg

e vanjska sila je f(x) = —pg, pri &emu je g konstanta gravitacije, a
p = 7 Je linijska gustoca Zice

@ u lijevom kraju Zice imamo u(0) =0, tj. lijevi kraj Zice je pritvrséen
@ desni kraj moZe biti pri¢vricen, u(/) = 0, ili slobodan, v/(/) =0
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Homogena teska Zica mase m = 2 i duljine / = 1 napeta je horizontalno
utegom mase M = 15 na kraju x = 0. Odredite ravnoteZni oblik Zice ako
je njezin:

(a) desni kraj pri¢vriéen,

(b) desni kraj slobodan.

Za konstantu gravitacije uzmite g = 10.

Rjesenje: Nemamo otpor elasti¢nog sredstva, tj. g(x) = 0.
Rjesavamo diferencijalnu jednadzbu:

—(p(x)u'(x))" = f(x).
Vanjska sila koja djeluje na Zicu je sila gravitacije

f(x) = —?g =—pg, p= ? je linijska gustoca Zice,

a napetost Zice je dana s p(x) = Mg.



Dakle, rjeS8avamo jednadZbu

~Mgu'(x) = —pg = u'(x)= 1.

Za konkretne podatke imamo

2
" -
u'(x) = 5

Nakon &to integriramo lijevu i desnu stranu po x, dobijemo

2
/ E—
u'(x) = TR + G.

Jos jedna integracija po x daje funkciju progiba Zice,

1
u(x) = EX + CGix + G.
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Konstante (3 i G, odredujemo iz rubnih uvjeta na sljedeéi na&in:

(a) u(0) =0 (lijevi kraj Zice je pricvri¢en) — G, =0
u(1) = 0 (desni kraj Zice je prigvrs¢en) = C; = —i.
U slu¢aju kada su oba kraja Zice pri¢vriena, ravnoteZni oblik Zice je
L

1
u(x) = 15X T % X€ [0, 1].

(a) u(0)=0 = G =0
u'(1) = 0 (desni kraj Zice je slobodan) = G = —5&
Dakle, progib Zice u ravnoteZznom poloZaju opisan je funkcijom

1, 2
u(x)—1—5x — 5% x € [0,1].
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Teska homogena Zica duljine / = 2 i mase m = 4 napeta je horizontalno
utegom mase M = 12 na lijevom kraju i nalazi se u homogenom sredstvu s
koeficijentom elasti¢nosti g(x) = b = 4. Odredite ravnotezni oblik Zice ako
je njezin drugi kraj slobodan.

Rjesenje: Buduéi da je opet p(x) = Mg i f(x) = —7F, rjeSavamo
jednadZbu ravnoteZe Zice

—Mgu" (x) + bu(x) = —?g.
Konkretno, uz g = 10, jednadzba ravnoteze ima oblik

—120u"(x) + 4u(x) = =20, tj.

W (x) — spul) = ¢
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Gornja jednadzba je linearna obi¢na diferencijalna jednadzba 2. reda s
konstantnim koeficijentima, pa je

u(x) = up(x) + up(x).

e Homogeno rjesenje, uy(x):
TraZimo rjeSenja pripadne karakteristi¢ne jednadzbe

RjeSenja su A\; = —J% i Ao = J% tako da je

_ 1 1
UH(X) = (e V30 + Czemx, G,G eR.
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e Partikularno rjeenje, up(x):
Desna strana diferencijalne jednadZbe je jednaka konstanti, pa
moZemo pretpostaviti da je up(x) = A.
Uvrstavanjem partikularnog rjeSenja up u diferencijalnu jednadZbu

1 1
up(x) — %UP(X) ~ 5%

dobijemo A = —5 jer je up(x) = up(x) = 0.

Prema tome, opce rjesenje jednadZbe ravnoteze jest
_L 1
u(x) = upy(x) + up(x) = Cie” V®~ + Geva™ -5 (C, G €R.

Konstante (7 i (5 odredujemo iz rubnih uvjeta.
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Iz u(0) = 0 (lijevi kraj Zice je pri¢vricen) i u'(2) = 0 (desni kraj Zice je
slobodan) dobijemo sustav jednadZbi s nepoznanicama G i G:

G+ G =5,
1 2 1 2
—ﬁe mC1+EemC2—O,
bududi da je
1

_ 1 1 1
Cie V3" 4+ ——Creva™,

u/(x) = _\/ﬁ 73

Uvrstavanjem izraza C; = 5 — (; dobivenog iz prve jednadZbe u drugu
jednadzbu, dobijemo rjeSenje sustava

5
Cl— 4 )
e v +1
5
G =5- 7
e Vi 41
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Te¥ka Zica sastavljena je od dva homogena materijala na [0,2] i (2,5] s
linijskim gusto¢ama p; = 2 i pp = 3 redom. Odredite ravnotezni poloZaj
Zice napete horizontalno utegom mase M = 20 na desnom kraju, dok je
drugi kraj Zice slobodan.

RjeSenje: Otpor sredstva nije zadan pa ga smatramo zanemarivim, tj.
q(x) = 0.

Bududi da se Zica sastoji od dva razli¢ita materijala rjeSavamo dvije
jednadZbe:

~Mgu"(x) = —p1g, x€[0,2]i
—Mgu"(x) = —p2g, x€(2,5].

Prema tome, rjeSavamo jednadzZbe

1
—200u"(x)=-20 = J'(x)=-=, x€[0,2] i

—200u"(x) = -30 = J'(x)=—-—=, x€(2,5]
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Iz prve jednad?be na [0,2] dobivamo v/(x) = i5x + Cy i odatle

1
u(x) = %x + CGx+ G, xe€][0,2].

Jednadzba na (2,5] daje u/(x) = 5;x + Dy i odatle

3
u(x) = EX + Dix+ Dy,  x €(2,5].
Iz u'(0) = 0 (lijevi kraj Zice je slobodan) slijedi C; = 0.
Rubni uvjet u(5) = 0 (desni kraj pri¢vrd¢en) nam daje
Dy =—-5D; — 3
Prema tome,

1
u(x) = %x + G, x€][0,2]i

3 15
u(x) = EX + Dyx —5D; — 5 € (2,5].
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Konstante C, i D; odredimo tako da iskoristimo dva prirodna uvjeta

@ neprekidnost Zice na spoju dva materijala, tj.

u(2=) = u(2+),

@ neprekidnost kontaktne sile (glatkoéa Zice) na spoju dva materijala, tj.

U(2-) = u'(2+).
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Imamo:
1 3 15

U(2_):§+C2:T0_3D1_§:”(2+)i
1 3
u'(2-) = =1 D= u'(2+),

odakle slijedi da je D; = _1% i G = _%_

Dakle, ravnoteZni poloZaj Zice odreden je funkcijom

1 59
u(x) = { 2% = @0 x €[0,2]

3.2 1 11
a0X" — 16X — g X €(25]
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Teska homogena Zica mase m = 4 i duljine / = 2 napeta je horizontalno
utegom mase M = 25 na kraju x = 0. Na dio (1, 2] djeluje sila s
koeficijentom elasti¢nosti g(x) = b = 3. Odredite progib ako je drugi kraj
Zice priévrscéen.

Rjesenje: Bududi da se lijevi dio Zice, [0,1], nalazi u sredstvu sa g(x) = 0,
a desni komad Zice, (1,2], u drugom sredstvu sa q(x) = b = 3, rjeS§avamo
dva problema

4
~250u"(x) = —5-10=-20, x€[0,1] i

—250u"(x) +3u(x) = =20, x€(1,2], tj

2
" o .
u(x)——25, xe€[0,1] i
3 2
" 2 _ <
u"(x) 250ux) 25 x € (1,2].
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Rjesenje prve jednadzZbe je

1
u(x) = gx + CGx+ G, xe][0,1].

Druga jednadZba je linearna diferencijalna jednadZba 2. reda s
konstantnim koeficijentima, pa ima rjeSenje oblika

u(x) = up(x) + up(x).

Za homogeno rjeSenje moramo rijesiti karakteristi¢nu jednadzbu

3
M- = =o.
250
Dobijemo rjegenja \; = 5% i\ = 5\/\[%0’ pa je

_ V3 V3
uH(X) = Die V10"  Dresvio” Dy, Dr € R.
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Partikularno rjeSenje trazimo u obliku up(x) = A (jer je funkcija smetnje
konstanta).
Uvrstavanjem u diferencijalnu jednadzbu dobivamo A = —%°, pa je

_ V3 V3, 20
u(x) = Die V0" 4 Dpesvios — 3 x € (1,2].
Rubni uvjet u(0) = 0 daje &; = 0.
Iz rubnog uvjeta u(2) = 0 dobivamo

2V3 2V3 20
D]_e 5V10 4 D2€5\/7 — ? = 0,

tako da je
20 23 43

D2 3 —e 5V10 — Dle 5v10 |
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Konstante C; i D; opet odredujemo iz prirodnih uvjeta:
@ neprekidnost Zice u to¢ki x =1, tj. u(l—) = u(1+),

@ neprekidnost kontaktne sile (glatkoéa Zice) u totki x =1, tj.
u(1-) = d'(14).
Neprekidnost nam daje sljedecu jednadZbu s nepoznanicama Cy i D;
1

U(l—) g + Cl

V3 _3v3 20/ _ 3
= Dl(e 510 — e 5W> +3<e 5v10 —1) = u(14),
a glatkoéa drugu jednadzbu
2
u'(l—) —+ G

25
V3 V3
:—\/§<e 5V10 4+ e 53\ﬁ>D1—|— 4\/§

5v10 3v10

Oduzimanjem prve jednadzbe od druge lako se moZe izralunati konstanta
D;, a zatim uvrStavanjem u bilo koju od jednadZbi i konstanta C;.
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Domacéa zadaca

Teska homogena Zica linijske gustoe p = 1 napeta je horizontalno utegom
mase M = 14 na kraju x = 3 i nalazi se u homogenom sredstvu s
koeficijentom elasti¢nosti g(x) = b = 5. Odredite ravnotezni oblik Zice ako
je drugi kraj pri¢vrséen.

RjeSenje: RjeSavamo jednadZbu ravnoteze Zice
—Mgu" (x) + bu(x) = —pg, x€10,3].

Konkretno, uz g = 10, jednadZba ravnoteze ima oblik

1 1
—1400"(x) +5u(x) = =10, 4. v"(x) = Sgu(x) = 77

i opet je rjeSenje oblika

u(x) = up(x) + up(x).
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e Homogeno rjesenje, uy(x):
TraZimo rjeenja pripadne karakteristi¢ne jednadzbe

1

N ==
28

0.
RjeSenja su A\; = —ﬁ i Ao = ﬁ tako da je
1y 1y
UH(X) = Cie 27 + Gevi©, (,GeR.

e Partikularno rjesenje, up(x):
Desna strana diferencijalne jednadzbe je jednaka konstanti, pa
moZemo pretpostaviti da je up(x) = A.
Uvrstavanjem partikularnog rjeSenja up u diferencijalnu jednadZbu

1 i _1

dobijemo A = —2 jer je up(x) = up(x) = 0.



Prema tome, rjeSenje jednadZbe ravnoteze je
_1 1
u(x) = up(x) + up(x) = Gle” 27" + GeT -2, G, G ER

Konstante C; i G, odredimo iz rubnih uvjeta. Iz u(0) = 0 (lijevi kraj Zice
je pri¢vrdéen) i u(3) = 0 (desni kraj Zice je pri¢vri¢en) dobijemo sustav
jednadzbi s nepoznanicama C1 i (o:

G+ G =2,
__3 3
e W1+ e (=2,

Uvrstavanjem izraza (; = 2 — (; dobivenog iz prve jednadZbe u drugu
jednadzbu dobijemo rjeSenje sustava

3
2 —2e2v7
G=—%5 3
e VT —e2V7
2 2esv
— 2e2v7
G=2-

— 3 3 -
e VT — e2V7
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Domacéa zadaca

Teska Zica [0, 3] sastavljena je od dva homogena materijala na [0,1] i
(1, 3], s linijskim gusto¢ama p; = 1 i pp = 3. Odredite ravnotezni poloZaj
Zice napete horizontalno utegom mase M = 18 na desnom kraju Zice, dok
je drugi kraj Zice pri¢vrséen.

Teska homogena Zica mase m = 2 i duljine L = 2 napeta je horizontalno
utegom mase M = 22 na kraju x = 0. Na dio [0, 1] djeluje sila s
koeficijentom elasti¢nosti g(x) = b = 1. Odredite progib Zice ako je njezin
drugi kraj slobodan.




Domacéa zadaca

Odredite ravnotezni poloZaj Zice duljine / = 5 i napetosti p = 2 koja se
nalazi u homogenom sredstvu s koeficijentom elasti¢nosti 32 ako je lijevi
kraj Zice slobodan, a desni pri¢vrséen i gustoca vanjske sile je dana s

f(x) = 2 cos(5x) + 6sin(5x).
Teska homogena Zica duljine / = 6 napeta je horizontalno utegom mase
M =5 na lijevom kraju. Dio Zice [0, 4] nalazi se u homogenom sredstvu s
koeficijentom elasti¢nosti 50, a na ostatak Zice ne djeluje elasti¢na sila.

Zica ima linijsku gusto¢u p = 10. Pronadite ravnotezni poloZaj Zice ako je
desni kraj slobodan.




