Poglavlje 4

Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost
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Definicija

Za dogadaje A i B vjerojatnosnog prostora (2, F,P) kazemo da su
nezavisni ako je
P(An B) =P(A) - P(B). (1)

Napomenimo da ako su A i B nezavisni, onda su to i A€ i B, AiBCi A€
i BC.

Definicija

Uvjetna vjerojatnost ili vjerojatnost od A uz uvjet B je jednaka

P(AN B)

P(AIB) = —5rg5

Posebno, ako su A i B nezavisni, informacija o B nam ne donosi nista
vazno prilikom zaklju€ivanja o neizvjesnosti A, pa vrijedi P(A|B) = P(A),
kao i obratno, P(B|A) = P(B).
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Dva strijelca gadaju odredenu metu nezavisno jedan o drugome.
Vjerojatnost da Ce prvi strijelac pogoditi metu iznosi 0.7, a vjerojatnost da
drugi strijelac pogodi je 0.8. Kolika je vjerojatnost da metu pogode:

a) oba strijelca?

b) to¢no jedan strijelac?

c) barem jedan strijelac?

d) niti jedan strijelac?

Rjesenje: Uvedimo oznake za dogadaje:
A... prvi strijelac je pogodio metu i
B... drugi strijelac je pogodio metu.

Tada vrijedi
P(A) =0.7iP(A°) =1—-0.7=0.3, te
P(B)=08iP(B°)=1-0.8=0.2.
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a) Vjerojatnost da oba strijelca pogode metu je jednaka
P(ANn B) =P(A)P(B) =0.7-0.8 = 0.56.

b) Vjerojatnost da to&no jedan strijelac pogodi metu iznosi
P(ANB°)U(A°NB)) =P(AN B) +P(A°N B)
=P(A)P(B°) + P(A°)P(B)
=0.7-02+08-03=0.14+0.24 =0.38.

c) Vjerojatnost da barem jedan strijelac pogodi metu je
P(AuUB) =P(A) +P(B) - P(AN B) =P(A) + P(B) — P(A)P(B)
=074+08-0.7-0.8=0.94

d) Vjerojatnost da niti jedan strijelac ne pogodi metu iznosi
P(A° N B) =P(A°)P(B°) = 0.3-0.2 = 0.06.



Bacamo simetri¢nu igradu kocku. Kolika je vjerojatnost da ¢e pasti
neparan broj pod uvjetom da je pao broj ne veéi od 37

Rjesenje: Za prostor elementarnih dogadaja Q = {1,2,3,4,5,6}
vrijedi
1
P({w,}) = 6, Wi = 1,2,3,4,5,6.

Uvedimo oznake:

A... pao je broj ne veciod 3 i

B ... pao je neparan broj.

Tada je A={1,2,3} i B=1{1,3,5}. Prema tome, vjerojatnost da ¢e

pasti neparan broj pod uvjetom da je pao broj ne veéi od 3 iznosi

P(ANB)
P(A)

P(B|A) = g

NN



U krugu radijusa R slu€ajno je odabrana jedna toc¢ka. Kolika je
vjerojatnost da se toc¢ka nalazi
a) u najvecem jednakokra&nom trokutu upisanom u krug s bazom u
sredistu kruga,
b) u trokutu pod uvjetom da se ne nalazi u polukrugu ispod trokuta?

v
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Rjesenje:

a) Definiramo dogadaj
A...tocka se nalazi u trokutu.
. 2BR
Tada je P(A) = R T o
b) Definiramo dogadaj
B...totka se ne nalazi u polukrugu ispod trokuta (nalazi se u
gornjem polukrugu).
Tada je dogadaj
AN B... "totka se ne nalazi u polukrugu ispod trokuta i nalazi se u
trokutu”
jednak dogadaju A ("totka se nalazi u trokutu").
Stoga je vjerojatnost da je odabrana to€ka u trokutu pod uvjetom da
se ne nalazi u polukrugu ispod trokuta jednaka

P(A|B) = - -

P(ANB) L1 2
P(B) Bz



Neka je (Q2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka su Hi, Ha, ..., H, disjunktni
dogadaji takvi da vrijedi HHU Hy U---UH,, = Q. Tada Hy,...,H,
nazivamo potpun sustav dogadaja i za svaki A € F vrijedi

P(A) = P(A|Hy)P(Hy) + - - - + P(A|Hn)P(H,).

Dakle, gornja formula daje vjerojatnost dogadaja A ako znamo
vjerojatnost po dijelovima (H;),i =1,...,n. Formulu zovemo formula
potpune vjerojatnosti.

Iz formule potpune vjerojatnosti direktno slijedi i takozvana Bayesova
formula:

P(HiNA) _  P(H)P(AH))
P(A) X P(H)P(AIH))’

Gornja formula daje vjerojatnost uzroka H; uz danu posljedicu A.

P(H;|A) = zai=1,....,n. (2)
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Neki proizvod izraduje se na tri stroja.
Na prvom stroju se izraduje 40% ukupne proizvodnje i od toga je 0.1%
neispravnih proizvoda,
na drugom stroju se izraduje 35% ukupne proizvodnje i od toga je 0.2%
neispravnih proizvoda, a
na treéem stroju se izraduje 25% ukupne proizvodnje i od toga je 0.25%
neispravnih proizvoda.
Kolika je vjerojatnost

a) da nasumi¢no odabran proizvod bude neispravan,

b) da je odabrani proizvod na&injen na prvom stroju ako znamo da je

neispravan?
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Rjesenje:

a) Uvedimo oznake:

Hi ... proizvod je izraden na prvom stroju,

H, ... proizvod je izraden na drugom stroju,

Hs ... proizvod je izraden na treéem stroju i

A... proizvod je neispravan.

Tada je

P(H;) =0.4, P(H,)=0.35, P(H3)=0.25 i
P(A|H;) = 0.001, P(A|H2) = 0.002, P(A|H3) = 0.0025.

Prema formuli potpune vjerojatnosti, vjerojatnost da nasumiéno odabran
proizvod bude neispravan iznosi

P(A) = P(A|H)P(H1) + P(A|Ho)P(Ha) + P(A|H3)P(Hs) = 0.001725.
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b) Vjerojatnost da je odabrani proizvod na&injen na prvom stroju ako
znamo da je neispravan, prema Bayesovoj formuli iznosi

P(A|H1)P(Hy)
(A|H1)P(Hy) + P(A|H2)P(H2) + P(A|H3)P(Hs)
- 0.001 - 0.4
~0.001-0.4+0.002-0.35+ 0.0025 - 0.25

P(H1|A) = P

= 0.2319.
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Promatrani stroj moZe raditi normalno i pod optereéenjem. Stroj radi
normalno 60% vremena, a ostalo pod optere¢enjem. Vjerojatnost da radi
ispravno dok je pod opterecenjem iznosi 0.7, dok je vjerojatnost ispravnog
rada dok nije pod optereéenjem jednaka 0.9. lzralunajte vjerojatnost da:

a) stroj radi ispravno.

b) je stroj ispravan i pod optereéenjem.

c) je stroj pod optereéenjem ako je ispravan.

d) je stroj pod optereenjem ako nije ispravan.
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Rjesenje: Uvedimo oznake:

Hi ... stroj je pod opterecenjem,

H, ... stroj nije pod optereCenjem i
A. .. stroj radi ispravno.
Tada vrijedi

P(H1) = 0.4, P(H,)=0. 6 i
P(A|H;) =0.7, P(AlH:) =

a) Vjerojatnost da stroj radi ispravno iznosi
P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) = 0.4- 0.7+ 0.6 - 0.9 = 0.82.
b) Vjerojatnost da je stroj ispravan i da radi pod optereenjem iznosi

P(AN Hy) = P(A|H;)P(Hy) = 0.7 - 0.4 = 0.28.
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c) Vjerojatnost da je stroj pod optereenjem ako je ispravan je
jednaka

P(H1)P(A|Hy)
P(H1)P(A[Hy) + P(H2)P(A|H2)
. 04-07
- 04-07+06-09

P(H1|A) =

= 0.34.

d) Znamo da je P(A°|H1) = 0.3 i P(A°|H2) = 0.1. Tada je vjerojatnost da
je stroj pod optereéenjem ako nije ispravan jednaka

P(H1)P(A|H1)
P(H1)P(A<|Hy) + P(Ha)P(Ac|Ha)
_ 0.4-0.3
~ 04-03+06-0.1

P(H1|A) =

=0.67.
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Studenti prve godine podijeljeni su u dva turnusa. Prvi turnus sastoji se od
22 studenta i 18 studentica, dok se drugi turnus sastoji od 27 studenata i
13 studentica. Profesor na slu¢ajan nadin izabare jedan od dva turnusa, a
zatim u njemu na slu¢ajan natin izabere jednog studenta/studenticu.

Ako znamo da je slu€ajno odabrana studentica, kolika je vjerojatnost da je
profesor odabrao drugi turnus?
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Formula produkta vjerojatnosti: Neka su A;, Ay, ..., A, dogadaji. Tada
vrijedi

P(Al NAN---N An) = P(Al) . P(AglAl) .- ~P(An’A1 n---N An—l)- (3)

Kuharica zna pripremiti 4 vrste jela. Tjedan zapodinje bilo kojim jelom s
jednakom vjerojatno$éu. Zatim ponavlja jelo od prethodnog dana s
vjerojatnos¢u 0.4 ili odabire jedno od preostalih jela, koja su sva jednako
vjerojatna. Kolika je vjerojatnost da e izbor jela biti b, b, a, ¢, c?
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Rjesenje: Definiramo dogadaje:

A1 ... prvo izabrano jelo je b,

As ... drugo izabrano jelo je b,

As ... treée izabrano jelo je a,

Ag ... Cetvrto izabrano jelo je ¢ i

As ... peto izabrano jelo je c.

Tada vrijedi

P(A;) =0.25, P(A2]A;) =04, P(A3]A1NA) =0.2,
]P’(A4‘A1 NAN A3) =02 i ]P(A5|A1 NANA3N A5) =0.4.

Vjerojatnost da e izbor jela biti b, b, a, ¢, ¢ prema formuli produkta
vjerojatnosti iznosi

P(A) = P(A1) - P(Az| A1) - P(A3|A1 N Az) - P(Ag| A1 N Az N A3)
. IP)(A5‘A1 NANA3zN A5)
1

=025-04-02.02-04=—.
0.25-04-0.2-0.2-0 625
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Domacéa zadaca

Bacamo tri simetri¢ne kocke. Kolika je vjerojatnost da je pala to¢no jedna
Sestica ako je poznato da su pali razligiti brojevi?

Rjegenje: Ukupan broj ishoda opisanog eksperimenta iznosi nq = 63.
Uvedimo oznake:

A... pala je to¢no jedna Sestica i

B ... pali su razli¢iti brojevi.

Tada je broj ishoda povoljan za dogadaj B jednak ng =6-5 -4, a broj
ishoda povoljnih za dogadaj AN B iznosi nang =3-5-4.

Vjerojatnost da je pala to¢no jedna Sestica ako znamo da su pali razli¢iti
brojevi je jednaka

P(ANB) 33* 1
P(A|B) = BB~ 557~ 3
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Domacéa zadaca

Uredaj se moZe nadi u dva reZima rada: normalnom i otezanom. U
normalnom reZimu se nalazi 75%, a u otezanom reZimu 25% radnog
vremena. Za vrijeme normalnog rada uredaj otkazuje s vjerojatnos¢u 0.2, a
za vrijeme otezanog rada s vjerojatnos¢u 0.5. Ako znamo da je uredaj
otkazao, kolika je vjerojatnost da se to dogodilo za vrijeme oteZanog
rezima rada? Kolika je vjerojatnost da uredaj ne otkaze?
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Rjesenje: Uvedimo oznake:

Hi ... uredaj je u normalnom reZimu rada,
H, ... uredaj je u otezanom reZimu rada i
A... uredaj je otkazao.

Tada je

P(H;) =0.75, P(H.) = 0.25, i
P(A|H1) = 0.2, P(A|H2) =0.5.
Prema Bayesovoj formuli vjerojatnost da je uredaj radio u otezanom
rezimu rada kada je otkazao iznosi
P(H,)P(A|H-) 0.25-0.5

P(H,|A) = = =

P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)  0.75-0.2+0.25-0.5
0.45.

Znamo da dogadaj " uredaj nije otkazao” moZemo oznatiti sa AC. Vrijedi
da je

P(A€|H;) = 0.8, P(A¢|H;) =0.5.

Vjerojatnost da uredaj ne otkaZe je prema formuli potpune vjerojatnosti
jednaka

P(AC) = P(A|Hy)P(Hy) 4 P(AC|Hz)P(H,) = 0.8 - 0.75 4+ 0.5 - 0.25 =
0.725.




Domacéa zadaca

Gradevinska tvrtka nabavlja crijep od dobavljaca A, B i C. Pri prvoj kupnji
vjerojatnost da odabere dobavlje¢a A iznosi 0.5, a s jednakom
vjerojatnos¢u bira dobavljale B i C. Pri svakoj sljedecoj kupnji vjerojatnost
da ostane pri istom dobavljagu iznosi 0.6, a izmedu ostala dva dobavljaca
bira s jednakim vjerojatnostima. Kolika je vjerojatnost da je crijep
nabavljen prema redoslijedu AABCCA?
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Rjesenje: Uvedimo oznake:

A1 ... prvi izabrani dobavlja¢ je A,

A, ... drugi izabrani dobavlja¢ je A,

As ... tredi izabrani dobavljal je B,

As ... Cetvrti izabrani dobavljat je C,

As ... peti izabrani dobavlja¢ je C i

Ag ... Sesti izabrani dobavlja¢ je A.

Vjerojatnost da je crijep nabavljen prema redoslijedu AABCCA
iznosi

P(A1NAN A3 N As N As N Ag)
=P(A;1) - P(Ax|Ar) - P(A3] AL N A) - P(A4]Ap N Ay N Az)
-P(As|A1 N Ay N A3 N Ag) - P(Ag|A1 N A N A3 N Ag N As)
=05-0.6-02-0.2-0.6-0.2=0.00144.
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Domacéa zadaca

Iz snopa od 52 karte izvla¢&imo dvije karte, jednu po jednu.
a) Kolika je vjerojatnost da je druga izvucena karta pik ako je prva karta
pik, a prvu kartu nakon izvla¢enja nismo vracali u snop?
b) Kolika je vjerojatnost da je druga izvucena karta pik ako je prva karta
pik, a prvu kartu smo nakon izvlacenja vracali u snop?
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Rjesenje: Uvedimo oznake:
A1... prva izvuéena karta je pik i
A> ... druga izvuéena karta je pik.

a) U slu€aju da prvu kartu ne vra¢amo u snop, nakon prvog izvlagenja u
snopu je ostala 51 karta, od Cega je 12 pikova pa je trazena
vjerojatnost jednaka

(12) 12

P(A2|A;) = 22 = ==,

( 2‘ 1) (51) 51
1

b) U slu€aju da prvu kartu vratamo u snop, nakon prvog izvlacenja u
snopu su opet 52 karte, od ¢ega 13 pikova pa traZena vjerojatnost

iznosi
(¥) 13

P(Az|Ar) = &) =5
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