Poglavlje 5.3

Neprekidne slu¢ajne varijable
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Neka je X : Q — R neprekidna slu€ajna varijabla. Dakle, R(X) je neki
interval u R. Kao i u diskretnom slu¢aju X je u potpunosti odredena
svojom slikom R(X) i funkcijom gustoce. Funkcija gustoée od X je
funkcija f : R — R koja zadovoljava sljedeée uvjete:

(i) f(x) =20, xeR,
(i) [75 f(x)dx =1,

(i) P(X < a) = / f(x)dx, a€R.

— 00

Uotimo da iz svojstva (iii) slijedi da za sve a, b € R, a < b, vrijedi
b
Pla< X < b) = / £(x) dx.
a

Nadalje, zbog neprekidnosti od X imamo

Pla<X<b)y=Plas< X<b)=Pla< X<b)=Pa< X <b).



Funkcija distribucije (raspodjele) od X je funkcija F : R — R dana s

Vrijedi sljedeée:

(i) F(=00) =0,F(o0) =1,

(i) F je neopadajuca

(i) F(x)=[*_f(t)dt, xeR,
(iv) P(a< X < b) = F(b) — F(a),
(v) F'(x) = f(x).

Uo¢imo da kao i u diskretnom slu€aju F daje punu informaciju o X,
tj.
f(x)=F(x) i R(X)={xeR:f(x)+#0}
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Funkcija gustoce vjerojatnosti neprekidne slu€ajne varijable X dana je
formulom:
C-cosx :—%2<x<ZT
f — 2="=2
(x) {0 i€ =fxE g
a) Odredite konstantu C.
b) Nacrtajte graf funkcije gustoce vjerojatnosti f.
c) Odredite funkciju distribucije F i nacrtajte njen graf.
d) Odredite P(0 < X < 7).




Rjesenje: a) Konstantu C odredujemo iz uvjeta ffooo f(x)dx =1:
1 :/ Fx) dx = c/2 cosx dx = Csinx|2, = C(sin g —sin(~2)) =
oo - :

1
Prema tome, funkcija gustole vjerojatnosti neprekidne slu¢ajne varijable X
dana je formulom:

1 s
_J 3-cosx =5 <
f(x){o X< —

[SIE]

x N
A\VANIE!
NIE]

X
s
2
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b) Graf funkcije gustole slu¢ajne varijable X je prikazan na sljedecoj
slici:

b =
o
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c) Funkciju distribucije odredujemo koristeci se formulom
F(x)= " f(t)dt.
Za x < —% imamo:

F(x):/x 0-dt =0

—0oQ
Za -5 < x < 7 imamo:

x —3 X1 1 [~
F(x):/ f(t)dt:/ 2O-dt—i—/ 2costdt:2/ costdt =

-3
1 1
Za x > % imamo:

x _n ud 1 X
F(X):/ f(t)dt:/ 20-dt+/2 2costdt+/ 0-dt=1
—00 —00 _% %

Dakle, funkcija distribucije slu¢ajne varijable X ima oblik:

x
x NI
IA
NIE]

F(x) = (sinx+1) :—

= Nl= O
X

AVALSIE RN
o A
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Graf funkcije distribucije se nalazi na sljedecoj slici:

e

TN
SR
=

d) TraZena vjerojatnost iznosi:
PO<X<7)=F(F)-F0O0)=
S2+D-3="F

I(sinT +1) — 3(sin0+1) =

4 -
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Funkcija gustole vjerojatnosti neprekidne slu€ajne varijable X dana je

formulom:
0 :x<1
flx) = { X% x>1

a) Odredite funkciju distribucije F slu¢ajne varijable i nacrtajte njen graf.
b) lzratunajte P(0 < X < 3) i P(X > 1).

v

Rjesenje: a) Funkcija distribucije slu¢ajne varijable X je dana

formulom:
0 x<1

F(X):{ 1-L x>1

x2
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Graf funkcije distribucije je na sljedecoj slici:

A
F(x)

b) TraZene vjerojatnosti su:
P(0 < X < 3) = F(3) — F(0) L

=1-1-8
MX>D:1—MX§M:1—H5:%
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Funkcija gustoce vjerojatnosti neprekidne slu¢ajne varijable X dana je

formulom: )
:0<x <

f(X):{ax 0<x<2

0 x < 0,x>2

a) Odredite konstantu a.
b) Napisite pripadnu funkciju distribucije.
c) lzratunajte P(0.4 < X < 1.5).
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Rjesenje:

a) Konstantu a odredujemo iz uvjeta [*° f(x)dx = 1.
Kada u gornji uvjet uvrstimo funkciju gustoce vjerojatnosti dobijemo
af02 x%dx = 1, $to povlati da je a =

lw

b) Funkcija distribucije slu€ajne varijable X ima oblik:

0 :x<0
Fx)=4 2 :0<x<2
1 x> 2

c) TraZena vjerojatnost iznosi:
P(0.4 < X < 1.5) = F(1.5) — F(0.4) = 3(1.5% — 0.4%) = 0.4130.
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Za neprekidnu slu¢ajnu varijablu X definiramo ocekivanje od X s

Varijancu od X definiramo s

Var(X) = E[X —E(X)]? = E(X?) — (E(X))? = / - x%-f(x) dx — (E(X))?

—00

Standardnu devijaciju od X definiramo s

o(X) = v/Var(X).

Uo¢imo da funkcija gustoée ne mora biti neprekidna ve¢ samo funkcija
distribucije (zadana je integralom). Funkcija distribucije diskretnih
slu¢ajnih varijabli je stepenastog oblika (zadana je sumom). Dakle, razlog
zasto sluéajne varijable nazivamo diskretnim ili neprekidnim je dan
svojstvom njihove funkcije distribucije (skokovita ili neprekidna).
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Funkcija distribucije slu€ajne varijable X zadana je formulom

0 x <2
F(x)=4 05x—1 :2<x<4
1 x> 4

a) Odredite vjerojatnost da slutajna varijabla X poprimi vrijednost vecu
od 0.2 i vjerojatnost da poprimi vrijednost manju od 3.
b) Nadite otekivanje i varijancu slu€ajne varijable X.
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Rjesenje:
a) Vjerojatnost da sluajna varijabla X poprimi vrijednost vecu od 0.2
iznosi:
P(X>02)=1-P(X<02)=1-F(02)=1-0=1,
dok vjerojatnost da poprimi vrijednost manju od 3 iznosi:
P(X<3)=F(3)=05-3—1=0.5.

b) Gustoca vjerojatnosti slu¢ajne varijable X je dana formulom:

05 :2<x<4
f(X):F,(X):{ 0 s inale -

Ocekivanje slu¢ajne varijable X Je jednako:

E(X):/_:xf(x)dx:o.5/ xdx_o5—) — 0.5( —ff)zs.

Varijanca od X je stoga:

Var(X) = /OO x*f(x) dx — (E(X)?) = 0.5/ x%dx — 9 =

—00 2

x3 4 64 1
0.5?‘2—9_0.5(?—7)—9_ 3
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Neka je X neprekidna slu¢ajna varijabla, a funkcija h: R — R monotona
na R(X) i derivabilna. Za neprekidnu slu¢ajnu varijablu Y = h(X) vrijedi:

E(Y) = / " B (x) dx.

—00
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Slu€ajna varijabla X ima funkciju gustoce vjerojatnosti

1.
_f gsinx 0<x<m
f(x)_{O x<0,x>m7

Odredite matematitko otekivanje slu¢ajne varijable Y = X?.

Ukoliko definiramo h(x) = x?, iz gornjeg teorema slijedi da je oZekivanje
slu¢ajne varijable Y jednako:

E(Y) = /oo h(x)f(x) dx = %/wazsinxdx =

—00

u= x> dv = sin xdx 1,
{du:2xdx v:—cosx}:_ix cosx
u=x dv = cosxdx
{du:dx v =sinx

T T
+ X cos x dx =
0 0

T iy
— sinx dx =
0 0

= -griamrex
:—Ew COS T + X sIn x

%-I—cosw—cosO:%—z
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Neprekidna slu€ajna varijabla X ima funkciju gustoce vjerojatnosti

1 .-
_J asinx :0<x<m
fx(x) {O x<0,x>m
Neka je Y = —2X + 3. Odredite
a) Otekivanje E(Y) slu€ajne varijable Y.
b) Varijancu Var(Y) slutajne varijable Y.
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Rjesenje:

a) Znamo da vrijedi E(Y) = —2E(X) + 3.
Octekivanje sluajne varijable X iznosi:

- u=x dv=sinxdx
E(X)_2/o XSInXdX_{du:dx v:—cosx}_

1 4 1 1
~(—xcosx|§ —I-/ cosx dx) = S (m +sinx|g) = .
2 . 2 2
Dakle, E(Y) = —7 + 3.

b) Takoder znamo da vrijedi Var(Y) = 4Var(X).
Varijanca slu¢ajne varijable X je jednaka:

1" 2 1
Var(X) = / x2sinxdx — (E(X))2=DZ =" 2 (Zr)? =
2 Jo 2 2
2
)
4

Prema tome, Var(Y) =72 — 8.
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Funkcija gustole vjerojatnosti neprekidne slu¢ajne varijable X dana je

formulom:
A B x < 0,x >2

a) Odredite funkciju distribucije Fx, otekivanje E(X) i varijancu Var(X)
slu¢ajne varijable X.

b) Neka je Y =2X + 1. Nadite oZekivanje E(Y') i varijancu Var(Y)
slu¢ajne varijable Y.




Rjesenje:

a) Funkcija distribucije od X ima oblik:

0 x <0
Fx(x) = \@X—X; 0< x< V2
1 x >/2
Ocekivanje od X je dano sa:

V2
E(X):/ (f—x)dx_(f———)f \g

Varijanca od X iznosi:
var(x) = [ (V2 xgax - (P = (B 2L
0 3 3 4 9 9

b) Otekivanje od Y je jednako:

(Y)—2E(X)+1—2\3[+1

Varijanca od Y iznosi:
Var(Y) = 22Var(X) =

Nelie
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