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Zanima nas viSe slucajnih varijabli vezanih uz istu pojavu.

Neka je (Q2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka su X, Y : Q — R dvije
slu¢ajne varijable. Dvodimenzionalni slu¢ajni vektor je funkcija
(X,Y):Q—R? danas (X, Y)(w) = (X(w), Y(w)).

Uo&imo da za sliku od (X, Y) vrijedi R(X,Y) C R(X) x R(Y).
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Shematski zapis

U slu¢aju da je
XN<X1 X2 > : YN(yl V2 )7

pL p2 ... a q ...
onda je (X, Y) diskretni dvodimenzionalni slu¢ajni vektor i njegovu

raspodjelu zapisujemo pomoéu sheme:

X\Y y1 y2 ... Vm
X1 P11 P12 ... Pim
(X, Y)~ ]| X P21 P22 --- Pom |
Xn Pn1 Pn2 --- Pnm

gdje su R(X,Y)C R(X) x R(Y) ={(xi,yj) : xi € R(X),yj € R(Y)}
Py = P((X. ) = (x,9)) = P(X = x. Y = )
za x; € R(X) i y; € R(Y).
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Funkcija vjerojatnosti i funkcija raspodjele

Funkcija vjerojatnosti f : R2 — R od (X, Y) je dana s

_ Pij, X=X,y =Yj
floy) = { 0, inace,

a funkcija raspodjele F : R? — [0, 1] je dana s
F(x,y) =P(X<x,Y<y)= Z pij-

X <x, x;€R(X)
Yi<y; yi€R(Y)

Otito, pj = f(xi,y;) i R(X,Y) = {(x,y) € R?: f(x,y) > 0}.
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Marginalne raspodjele

Uo&imo
Y opi= ). PX=x,Y =y)=P(X=x)=p
YiER(Y) YiER(Y)
i sli¢no
> m= X XY =)= EY =y) =
X €R(X) x;€R(X)

Dakle, ako zbrojimo sve elemente po y; dobijemo raspodjelu od X i ako
zbrojimo sve elemente po x; dobijemo raspodjelu od Y. Te se raspodjele
zovu marginalne raspodjele od (X, Y).

Slu€ajne varijable X i Y su nezavisne ako i samo ako je p;j = p;q;,
tj. f(x,y) = fx(x)fy (y).
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Neprekidni slu¢ajni vektori — funkcija gustoce

Neka su X, Y : Q — R neprekidne slu¢ajne varijable. Dvodimenzionalni
sluajni vektor (X, Y) : Q — R? je neprekidni slu€ajni vektor ako postoji
(izmjeriva) funkcija f : R?2 — R za koju vrijedi:

(i)

f(x,y)
(i) _OO /OO f(x,y)dxdy =1

>0

a b
(i) ]P’((X,Y)e(—oo,a]x(—oo,b]):/_ /_ F(x, y)dxdy.

Funkciju f(x,y) zovemo funkcija gustoce od (X, Y).
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Neprekidni slu¢ajni vektori — funkcija raspodjele

Funkcija raspodjele F : R? — [0,1] od (X, Y) je dana s

F(x,y) =P(X < x / / f(s, t)dsdt.

Kada je funkcija gustoce neprekidna, vrijedi
0? 0?
2 F —
OxOy (x.¥) Oy Ox

Kao i u diskretnom slu¢aju imamo

F(x,y) = f(x,y).

/_OO f(x,y)dy = fx(x) i /_00 f(x,y)dx = fy(y)
te limy o F(x,y) = Fx(x) i limy—00 F(x,y) = Fy(y).

Integriranjem po y dobivamo raspodjelu od X, a integriranjem po x
dobivamo raspodjelu od Y, tj. marginalne raspodjele od (X, Y).
Slu€ajne varijable X i Y su nezavisne ako i samo ako je

f(x,y) = fx(x)fy(y) i F(x,y) = Fx(x)Fy(y).
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Neprekidni slu¢ajni vektori — primjer

Marko i lvan dogovorili su sastanak na Trgu bana Josipa Jelaci¢a u 12 h.

Pretpostavimo da je njihov dolazak slu¢ajan trenutak izmedu 12 i 13 h.
Neka slu€ajne varijable X i Y oznalavaju dolazak Marka i lvana,
redom.

Pretpostavimo da je funkcija gustoée od (X, Y) dana s

(1, x,ye12,13]
Flxy) = { 0, inace.

Uotimo, fx(x f12 x,y)dy =1i fy(y f12 x,y)dx = 1. Dakle,
X ~ U(12, 13) i Y ~ U(12,13). Nadalje, pretpostawmo da onaj koji
stigne na dogovoreno mjesto prvi ¢eka onog drugog 20 min. Kolika je
vjerojatnost da se sretnu?
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Neprekidni slu¢ajni vektori — primjer

Neka je Q = [12,13]?. Oznatimo s A dogadaj “Marko i Ivan su se sreli",
tj, A={weQ:|X(w) - Y(w)| <1/3}.

Y

13h

12h|  13h T

Dakle, P(A) = [, f(x,y)dxdy = 3.
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Ocekivanje funkcije neprekidnog slu¢ajnog vektora

Neka je (X, Y) dvodimenzionalan slu¢ajni vektor i g : R? — R neka
funkcija. Tada je g(X, Y) slu€ajna varijabla. Zanima nas prosjek g(X, Y).
Pokazuje se da to moZemo izravno izraunati iz zajednicke raspodjele. Ako
donja suma i integral postoje, onda imamo

E( Z Z Xla.yj Pij

X ER(X) y;€R(Y)

za diskretan sluajni vektor te

E(g(X, Y)) = / h / " g(x,y)f(x, y)dxdy

za neprekidan slucajni vektor. U sluéaju diskretnih slu¢ajnih vektora
funkcija g(x, y) moze biti proizvoljna.
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Ocekivanje funkcije neprekidnog slu¢ajnog vektora —

primjer

Poludjeli stroj za proizvodnju vaza na slu¢ajan nacin proizvodi vaze
radijusa R ~ U(7.5,12.5) i visine H ~ U(25, 35), gdje su obje dimenzije
izraZene u centimetrima. Pretpostavimo da su R i H nezavisne. Odredimo
ocekivani volumen sluéajno odabrane vaze.

Ozna&imo s V volumen slu¢ajno proizvedene vaze. Imamo

E(V) = E(R*rH) =

/ / r 7Tth h)fR( )drdh
35 125

_ - h =

7r/ /7 10 5drd

12.5
= hdh/ r2dr = 9621.127 cm3.[]
7.5
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Kovarijanca slucajnih varijabli

Za slutajne varijable X i Y vrijedi E(X + Y) =E(X) + E(Y). Ako su X i
Y jo% i nezavisne, onda je Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

Sto ako X i Y nisu nezavisne? Imamo

Var(X 4+ Y) =E((X + Y —E(X + Y))?)

(X =E(X)) + (Y —E(Y)))?)

(X —E(X))? + (Y = E(Y))? + 2(X = E(X))(Y - E(Y)))
= (X)+Var(Y)+2E(( —EX))(Y —E(Y))).

E
E

lzraz E((X — E(X))(Y —E(Y))), u oznaci Cov(X, Y), nazivamo
kovarijancom od X i Y. Uocimo

Cov(X, Y) = E(XY —E(X)Y—E(Y)X+E(X)E(Y)) = E(XY)—E(X)E(Y).




Koreliranost slu¢ajnih varijabli

U slu€aju nezavisnosti E(XY) = E(X)E(Y), iz ¢ega slijedi da je
Cov(X, Y) = 0.

@ Ako je Cov(X,Y) > 0 kazemo da su X i Y pozitivno korelirane,
e za Cov(X,Y) < 0 kazemo da su X i Y negativno korelirane,
@ a za Cov(X,Y) =0 kaZemo da su X i Y nekorelirane.

Pozitivna koreliranost znadi da X i Y imaju sklonost odstupanja od
oekivanja u istu stranu, a u slu¢aju negativne koreliranosti imaju sklonost
odstupanja na razli¢ite strane od olekivanja. Napomenimo da
nekoreliranost ne znadi nezavisnost.
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Nekoreliranost ne povlaci nezavisnost

Neka je X ~ <_1 }) Tada imamo X2 ~ <(1) %) i
3 3 3 3

X3 ~ <_11 (1) }) Dakle, Cov(X, X?) = E(X3) — E(X)E(X?) =0 pa

1

wik O

3 3 3
su X i X2 nekorelirane.

S druge strane, vrijedi
P(X =0,X2=0)=P(X =0) = - #P(X =0)P(X*> =0) = -

pa X i X? nisu nezavisne.
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Koeficijent korelacije slu€ajnih varijabli

Definiramo
Cov(X,Y)

a(X)a(Y)’

Broj p(X, Y) nazivamo koeficijent korelacije.
Vrijedi p(rX +s,tY + u) = p(X, Y).

p(X,Y) =

Uotimo da p(X, Y) poprima vrijednosti izmedu -1 i 1, a znalenje
predznaka je isto kao kod kovarijance.
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Stupanj linearne zavisnosti

Koeficijentom korelacije zapravo mjerimo stupanj linearne zavisnosti dviju
slu¢ajnih varijabli.

(i) |p(X,Y)| =1 ako i samo ako postoje a,b € R t.d. Y =aX + b te
o(X) >0, o(Y) >0 (pa nuzno a # 0)

(i) manji |p(X, Y)| zna& “manji stupanj linearne zavisnosti” od X i Y

(iii) p(X,Y)=0znatidasu X —E(X)iY —E(Y) "ortogonalne”.
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Dijagrami rasprsenja za razli¢ite koeficijente korelacije
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