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Jaka formulacija rubne zadace (diferencijalna)

Djelovanje diferencijalnog operatora na vektor pomaka u Navierovim
jednadzbama ravnoteze odgovara zadanom vanjskom opterecenju:
L(u)=g L:((/Hu)grad div+,uA) L - diferencijalni operator, U - vektor pomaka, g - vektor vanj. opt.
Pristup ovakvom matematickom modelu rjeSavanja diferencijalnih
jednadzbi Cini jaku formulaciju rubne zadace.

RjeSenje zadace se moze iskazati preko pomaka ili preko naprezanja.
Jakom formulacijom je rijeSen mali broj rubnih zadaca, a kao rezultat se
dobiva tocno rjesenje u svim tockama tijela.

Paralelno su se razvile integralne metode na bazi principa o minimumu
potencijalne energije deformacije.

Integralne i diferencijalne formulacije su ekvivalentne, ekvivalentnost se
moze dokazati prijelazom iz jedne formulacije u drugu.

Kao posljedica vrlo slozene analiticke formulacije razvijaju se numericki
postupci pomocu kojih je moguce rijesiti i najslozenije rubne zadace.
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Do pribliznog rjeSenja rubne zadace mozemo doci uvodenjem pojma
reziduala ili ostatka u obliku neuravnotezenog vanjskog opterecenja kao:

r=L(u)-g=0
U slucaju tocnog rjesenja rezidual je jednak nuli, a u slucaju pribliznog
riesenja on je razliCit od nule. Zbog toga nisu zadovoljeni uvjeti ravnoteze.
Prirodno se namece problem trazenja pribliznog rjeSenja uz uvjet najmanjeg
odstupanja od stvarnog rjesenja: L(u)-g ~0

Uvodimo priblizno rjesenje za pomake kao i integralnu ocjenu odstupanja
od stvarnog rjesenja pomocu skalarnog produkta vektora odstupanja-r i
tzv. tezinskih funkcija-y; u obliku:

gdje su ri y; neprekinute funkcije, a Uy(X) priblizno rjeSenje rubne zadace u
pomacima.

Ako gornji izraz vrijedi za bilo koju neprekidnu tezinsku funkciju y; tada je

r=0, pa je i jaka formulacija zadovoljena.
3
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* Primjer jake formulacije na 1D problemu
» RjeSavanje elasticnog aksijalno optere¢enog Stapa

Cilj je pronaci stanje naprezanja po duzini Stapa
Naprezanje je rezultat deformacije tijela, te je pra¢eno pomacima tocki u tijelu u(x)
Kao opterecenje dano je aksijalno djelovanje t
A unutar tijela javljaju se sile b(x), koja mogu biti posljedica vlastite tezZine ili slicno
Problem treba zadovoljiti sljedece:

= Uvjete ravnoteze

= Vezna naprezanja i deformacija (Hookov zakon)

= Polje pomaka mora biti kompatibilno
= Veza deformacija i pomaka

YV V.V V V
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Uvjet ravnoteze unutarnjih sila p(x) i vanjskog djelovanja b(x)
Ax
—p(x) —I—b(x—l—T)Ax-l-p(x—l—Ax) =0 — p(x—i—AAxJ)C—p(x) -|—b(x—|—%) = 0.

Ako uzmemo da Ax—>0 prvi dio izraza predstavlja derivaciju, a drugi b(x). Tako je uvjet
ravnoteze iskazan preko unutarnjeg pritiska p

dp(x)
dx

Nadalje, naprezanje je definirano kao:

+ b(x) = 0.

o) =P px) = A

CA(x)’
Deformacija kao:  ¢(x) = u(x + Ax) — u(x)
Aax 3
Hookov zakon:  o(x) = E(x)e(x) —’_0 X

Dakle: d du
dx

AEa)er:O, 0<x<lL
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d du
— | AE— b =0, 0 .
dx( dx)+ : <x <

Ovo je diferencijalna jednadzba drugog reda. Gdje je u(x) zavisna varijabla koja je
nepoznata funkcija, a x je nezavisna varijabla. Ova diferencijalna jednadzba je poseban
oblik uvjeta ravnoteze koja moze opisati oboje linearno i nelinearno ponasanje materijala,
ali uzima u obzir linearnost u vezi naprezanja i deformacija .

Da bi rijesili jednadzbu trebamo 7(0) = (Ed_u> _ p(0) _
pridruziti rubne uvjete na oba dx)_,  A(0) ,
kraja: o) =

Prikazani problem i rjeSenje diferencijalne jednadzbe s
zadovoljenjem rubnih uvjeta predstavlja jaku formulaciju.
Potrebno je napomenutida je t, u i b zadano, a nepoznanica
u(x).
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Slaba formulacija rubne zadace (integralna)

Slaba formulacija sadrzi restrikciju na funkciju reziduala i na tez. funkcije.
Restrikcija se sastoji u tome da funkcija reziduala moze biti prekidna, a izbor
tezinskih funkcija suzen je na odredeni konacni skup S sa n elemenata.

Kao posljedica ove restrikcije osnovnu lemu mozemo zadovoljiti samo
priblizno pa govorimo o slaboj formulaciji

[rpav=[{Lluy@-ahwdV =0 ; v, eS ; (i=12.....n)

Ako je gornja jednakost zadovoljena za svaku tezinsku funkciju iz skupa S
onda je slaba formulacija zadovoljena.

Treba reci da svako rjeSenje jake formulacije zadovoljava slabu formulaciju,
a obrat ne vazi.

Ipak rjesenje slabe formulacije dovoljno dobro opisuje fizikalno stanje
pomaka realnog cvrstog tijela i zadovoljava inzenjersku praksu.
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Najveci broj pribliznih metoda izvedenih na bazi slabe formulacije moze se

svesti na dvije osnovne grupe: varijacijske i metode reziduuma.
. . v Y . . N
Pretpostavlja se priblizno rjesenje u obliku: Uy ()= c,,(X)

=1
gdje je Uy(X) funkcija pomaka sastavljena od superpozicije dozvoljenih funkcija goj(x) i
konstanti C; koje se odreduju iz uvjeta minimuma. Funkcije goj(x) su neprekidne i do
potrebnog reda diferencijabilne te zadovoljavaju rubne uvjete.
U varijacijskim metodama priblizno rjesenje daje ekstremnu vrijednost
funkcionalu energije. Nakon deriviranja funkcionala energije po nepoznatim
parametrima C; postupak vodi na sustav linearnih algebarskih jednadzbi po
nepoznatim C,.

S druge strane metode reziduuma se zasnivaju na minimizaciji razlike
izmedu pribliznog i tocnog rjesenja diferencijalnih jednadzbi koje opisuju
odredenu rubnu zadacu u integralnoj formi. Postupak takoder vodi na
sustav linearnih algebarskih jednadzbi .
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* Primjer slabe formulacije na 1D problemu

»  Slabu formulaciju opisati éemo preko diferencijalne jednadzbe jake formulacije koja
zadovoljava rubne uvjete

o v . d du
PocCinjemo S mnozenjem Bl ) e h =0 0<x<l
diferencijalne  jednadzbe S dx ( dx i ’ *
proizvoljno odabranom
funkcijom w(x) i integriranjem po e / [ ( ) + b] dx =0
cijelom podrucju:
Na samom rubu u tocki nema
integracije pa za rubni uvjet WA Ea"‘ 1 =0
vrijedi: x=0
Funkcija w(x) zove se teZinska funkcija ili L 1 f
matematickom smislu testna funkcija. Kojoj /wa (AEau)dx—I—/wbdx:O
je cilj da zadovoljni rubne uvjete i kao 5 0
rezultat daje nulu.
Podsjetnik ! ] !
d d dF d d o, _ [4d dw
UM WL Sy L 7
0 0 0

[

] l
_[wd_xfdp (wf)lo — ./ffdx = )y = ()0~ ./fawdx' 9
0 0 0
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Ako uzmemo da je funkcija f —— f = AE(du/dx)

[

[
.[wgi (wf)[) — /fdwdx (wf),_, — (wf),_ ff%’dx. /w% (AE%)der/wbdx:O
0 0 0 0
d | fdw !
u w u
S—— 0 0
o 0
I
— (wAa),_, — (WAG), / dxAE “dx + [wbdx =0
Odabrati éemo takvu teZinsku funkciju da w(x=1)=0
! r
dw _du .
| dxAdedx = (WAT) _, +/wbdx
0 0

Dakle probna funkcija zadovoljava rjesenje ako je glatka na cijelom podrudju. Takvo
rieSenje naziva se slaba formulacija. Naziv potjecCe iz Cinjenice da rjeSenja slabog
oblika ne moraju biti glatka kao rjeSenja jakog oblika, tj. imaju slabije zahtjeve za
kontinuitetom. 10
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Metoda tezinskih reziduala
r(x,c; )=L[uy(x)]-a(x)=0

r(X,Cj) je rezidual aproksimacije u diferencijalnim jednadzbama kao funkcija
pozicije i parametara ;. U ovoj metodi se koriste teZinske funkcije y;(x),
koje opcenito nisu iste kao i koordinatne dozvoljene funkcije goj(x). One se
biraju iz skupa linearno nezavisnih ortogonalnih funkcija pa za 2D podrucje
dobivamo slijededi sustav

H p(OrX,c; )dx =0, (ij=12,......n)

Gornji integral sadrzi zadovoljenje diferencijalne jednadzbe u integralnom
(prosjecnom) obliku. Postoji 5 varijanti metode tezinskih reziduala koje se
razlikuju po izboru oblika tezinskih funkcija:

11
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Metoda Galerkin-Petrov koja se bazira na izboru tezinskih funkcija razlicitih
od koordinatnih funkcija pa imamo: L; =IWiL(¢j )dv

[IwiLm,—)dV} =[viads il (Le=Q)

=1lv Q :J.Wiqu
Metoda Galerkin-Bubnov sastoji se u tome da se te¥inske funkcije biraju

tako da budu jednake koordinatnim funkcijama tako da imamo:
[ML((/)J )dv}c —fca.qu

\

Metoda kolokacija u kojoj se zadovoIJenJe diferencijalne jednadzbe trazi

samo u diskretnim toCkama podrucja na primjer:
r(x,c; )=0 za X=X (1=1,2,..n)

Metoda kolokacija u podpodrucjima u kojoj se trazi zadovoljenje

diferencijalne jednadzbe u odredenim podpodrucjima
rix,c;)=0 za xcV, , (1=12,...n)

Metoda najmanjih kvadrata kod koje se u integralnoj formi zahtijeva
minimizacija kvadrata re2|duala u odnosu na nepoznate parametre C;
—_fr (x,c; )dV =0 12
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Ritzova metoda

Ova metoda se bazira na principu teorema o minimumu ukupne pot.
energije deformacije. Pri tome se za pomake pretpostavlja superpozicija
linearno-nezavisnih funkcija koje zadovoljavaju odgovarajuce rubne uvjete.

N
To su najcesce polinomi u obliku: uy(X )=>_ c;p;(x)
j=1

Ovo priblizno rjesenje se uvrsti u funkcional o minimumu ukupne
potencijalne energije deformacije odnosno funkcionala /7 koji deriviramo po
nepoznatim parametrima C;
1T=U~[KudV [ quds oli(e;)
v S, OC;
Ovaj postupak vodi na sustav linearnih algebarskih jednadzbi s nepoznatim
koeficijentima C;. U slucaju Galerkinove metode funkcije moraju zadovoljiti |
staticke i kinematicke uvjete, dok kod Ritzove metode samo kinematicke pa

je izbor funkcije laksi.
PROUCITI PRIMJER 1Z KNJIGE 10.1. 13

=0 (=12,...n)
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Metoda konacnih razlika

Metodom konacnih razlika odreduju se priblizne vrijednosti funkcije koja u
zadanom podrucju zadovoljava diferencijalnu jednadzbu odredenog tipa
polazeci od poznatih vrijednosti funkcije na konturi.

Nepoznate vrijednosti funkcije se odreduju u diskretnim tockama podrucja
koje predstavljaju cvorove mreze razapete nad podrucjem ogranicenim

zadanom konturom.

Mreza moze biti pravokutna, trokutna, Sesterokutna, itd., ali najcesce se
koristi pravokutna ili kvadratna. Ova metoda se koristi u diferencijalnoj
formulaciji rubne zadace kada se diferencijalna jednadzba odredene
zadacCe zamjenjuje s odgovarajucom diferencijskom jednadzbom.

14
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U mehanici ¢vrstog deformabilnog tijela najcesci oblici diferencijalnih
jednadzbi su Laplaceova, Poissonova i biharmonijska homogena i
nehomogena dif. jednadzba.

V=0, Vp=q ili V'¢=0, V'p=q
Promatramo pravokutnu mrezu nad dvodimenzionalnim podrucéjem D

omedenim konturom C. .

/" T
/

7

m 1-1

\ L 1]+ m
o __ D2 (Prc—1 (PK (Prc+1|Prc+2
1 \ k-2 k-1 k| k+1| k+2 1 ~

] _ k2 k1 k k1 k+2
X2 \ I-1 i+l AX2

AN

~
l

%

—> AXi 15
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Oznacimo vrijednosti funkcije ¢ u pojedinim tockama ¢,, ¢,,1, ¢, itd. Po
pravilu srednje vrijednosti gradijent funkcije ¢ u tocki kK moze se izraziti

kvocijentom razlika u obliku: 99 _ 4dp  @uy — P
Xy AXyg9 2A4x,

Gornji izraz ima smisao prve derivacije po smjeru X,. Isto tako druga
derivacija po X, priblizno se moze izraziti kvocijentom:
O p _ Ao _ I [cokﬂ—cok @ —cok-l): Pess + Per — 20,
8X12(k) Axlz(k) Ax; Ax; Ax,; Ax;?
Analogno se dobivaju izrazi za drugi smjer X, u obliku:
0p _ Ap _ PP O’ _ Ao :¢|+¢i_2¢k
axz(k) sz(k) 24x, zez(k) szz(k) Ax22
U tocki k moZzemo u diferencijalnom obliku prikazati djelovanje

diferencijalnog operatora kao:

. Oer TP 1 =20, @ +@—20
A Q’(k) :V (D(k) — k+1 A;Ql k + | sz k
1 2

Sto predstavlja Laplaceov diferencijalni operator u diferencijskom obliku
16
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Poissonova dif. jednadzba ima oblik vZ¢=q. Tada je

2 2
A A
(¢k+1 "'(Pk-l)(d—xzj "'((Pl + @ )_ 20, {1"'(4')62 j } = CIkszz

Xq Xp

U slu€aju kvadratne mreze 4x, = Ax, =/ gornja jed. postaje
Ps1 T Pua T O+ @, — 40, = Qk/ﬂtz

Za svaku tocku podrucja D moze se postaviti po jedna takva jednadzba i na
kraju se dobiva sustav linearnih algebarskih jednadzbi u kojem se kao
nepoznanice pojavljuju vrijednosti funkcije ¢, a kao poznate vrijednosti Q.
Analognim postupkom se pomocu konacnih diferencija moze izraziti i
biharmonijska parcijalna diferencijalna jednadzba kao:

‘o A9 60 —4PuutPi)t (Pt P.) e _ Ao _ 5o, ~4(p +9)+(on+ o))

4 4 4 4 4 4
Xy Axyg Ax, oy AXoq Ax;

84(0 _ 4o, — 2((p| T QO TP, TP )"' (¢i+1 TQ, TP, T @l—l)
axlzaxzz(k) AXfozz 17
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U slu€aju 4x, # 4x, za V*p=0 dobivamo:

_______,—cC
A ? A 2 A 2 ///
X X X
i { (Axl j [sz j } { ( Ax, j }(gpkﬂ Pa) D7<
Ax, ) [ .
: +
—4 l+(d 1) (¢| +¢i)+2(¢|+1+¢|—1 +¢i+l+¢i-1)+ . \ -1 [l 1+1 1
k O\ k-2 k-1 k| k+lk+2 o
\ N
2 i i-1] i| i+l N
sz AXl \ /AXz
+ w2t P+ 4+ )=0 . \ | !
(Axlj (¢k i ¢k2) (szj (¢J P ) /i < J |
X1 H
AX1

U sluéaju 4x, =4x, u gornjojjednadzbi V*p=0 dobivamo:
20¢k _8((pk+1 +¢k—1 +(DI +(Di)+2(¢l+l +(DI-1 +(Di+1 +(Di-1)+¢k+2 +¢k—2 +¢j +¢m :O
za svaki cvor mreze zadanog podrucja.

18
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Metoda konacnih elemenata
* Predstavlja jednu od najcesce koristenih pribliznih metoda u rjesavanju
rubnih zadac¢a mehanike kontinuuma.

* Spada u metode diskretizacije kontinuuma. Tijelo se podijeli na odredeni
broj elemenata konacne veliCine (konacni elementi)

=~

19




SVEUCILISTE U ZAGREBU

Konacni elementi unutar tijela ili konstrukcije medusobno su spojeni u
cvorovima.

Nepoznanice su pomaci cvorova koji predstavljaju stupnjeve slobode
pojedinih cvorova.

Uspostavljaju se relacije izmedu pomaka unutar elementa i njegovih
cvorova.

Osnovne jednadzbe konacnih elemenata se sjedinjuju u jednadzbu tijela ili
konstrukcije, a uzimajuci u obzir vanjsko opterecenje i rubne uvjete
dobivamo sustav linearnih algebarskih jednadzbi.

Nakon sto se odrede pomaci mogu se iz poznatih veza odrediti deformacije i
naprezanja.

Metoda konacnih elemenata se najcesce izvodi iz principa o minimumu
ukupne potencijalne energije i principa virtualnih pomaka.

Pri tome se umjesto tenzorskog formulizma koristi uobicajeni matricni
formulizam. 20
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Uvjeti ravnoteze pojedinih konacnih elemenata zadovoljeni su preko
principa virtualnih pomaka.

Uvjeti kompatibilnosti u ¢vorovima konacnih elemenata zadovoljeni su
jednakoscu komponenta pomaka u istim ¢vorovima.

Uvjeti kompatibilnosti za sve toCke u polju konacnih elemenata
zadovoljavaju se izborom kontinuiranih oblikovnih funkcija ili
interpolacijskih funkcija koje povezuju pomake ¢vorova pojedinog
konacnog elementa s pomacima unutar konacnog elementa.

Uvjeti kompatibilnosti duz stranica konacnih elemenata obi¢no nisu
ispunjeni i oni ovise o izboru interpolacijskih funkcija ili funkcija oblika.
Kada uvjeti kontinuiteta nisu svugdje na elementu zadovoljeni govorimo o

nekonformnim elementima. To medutim ne znaci da i nekonformni
elementi ne daju dobre rezultate pri primjeni metode konacnih elemenata.

21
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Interpolacijske funkcije (2D)

Interpolacijske funkcije se jos zovu funkcije oblika ili aproksimacijske
funkcije. O izboru ovih funkcija ovisi ispunjenost uvjeta kompatibilnosti
izmedu elemenata.

Interpolacijske funkcije imaju najcesée oblik polinoma. U slucaju 2D rubnih

zadaca imamo primjerice oblik polinoma m
IDn (X1y) = Zai ¢(x’y)
i=1

gdje je: n —red polinoma, m — broj clanova polinoma, a o; — su konstante
koje se biraju tako da se zadovolje rubni uvjeti, odnosno da vektor pomaka
{u} u ¢vorovima elementa poprima zadane vrijednosti. Polinom je potpun
kad sadrzi sve koeficijente od 1 do m, primjerice za dvodimenzionalne
zadace imamo:

n=1 m=3 PRXYy)=a,+o,x+0,y

N=2 m=6 PXY)=a +ax+a,y+a,xy+ax’+o,)°
22
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Primjer izvodenja interpolacijskih funkcija i drugih veza pokazat c¢emo na

ravninskim trokutnim kon. elementima
Vk

y ® Uk
U;, Uj, U,, V, Vj, V| - pomaci ¢vorova elementa,
Vi v U, V— pomaci tocaka u polju konacnog elementa.
@ Ui
ORRY

X

Za zadani slucaj imamo polinom oblika: u=a, +a,x+a,y

V=a, +tox+0,y

Matri¢ni oblik gornje veze je: {uj=[alie} %
a,
u oy + 0L, X+ 0,y {u}:{l X y 00 O}a3>
v o, +ax+agy v) 1000 1 X ylia
Qs

(%6 23
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U odabranom primjeru matrica polja [a] i vektor koeficijenata dati su u
obliku: [a]_{l x y 00 o}
O 0 0 1 x vy
{a}:{al o, Oy O, O a6}
Bududi da gornji izraz vrijedi i za polje i za cvorove konacnog elementa
mozemo pisati:

- za tocku “1” X=X, Y=Y, u=Uy;, v,=V,=U,
“zatodku X=X, Y=y, u=Uy v;=V,= U,
- za tocku “k” X=X, Y=Y U =Uy, v, =V, =U,

Pa za vezu izmedu pomaka cvorova i unutarnjih pomaka elementa imamo:

1 x vy, 0 0 O
0 0 0 1 x v
. 1 x. y. 0 0 O
Ul=[a'l- dje je: [a']|= S regularna }
Ul=[a]-{a} 8]][]0001ijj g. ]
1 x y. 0 0 O matrica .y
00 0 1 x VY|
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Matrica [a'] je regularna i ima inverznu matricu [a'] . Na taj nacin se moze
odrediti vektor konstanti {a} kao {a}=[a']" -{U},
ako uvrstimo uizraz {uj=[afle} dobivamo {ul=[a]-[a']*-{U}. =[b]- U}
gdje je: [b]=[a]-[a'] - interpolacijska matrica konaénog elementa

Matrica [b] ima izuzetnu vaznost i ona je razlicita za razliCite elemente.
Kada se ona pogodno odabere daljnje raCunske operacije kod metode
konacnih elemenata idu priblizno jedinstvenim postupkom. Za konkretan
slucaj trokutnog elementa imamo:

1
b,=£e[(xjyk—xkyj)+(yj—yk)x+(xk—xj)y}
b O bj O b O 1 - _
[b]: O b O b 0 bk bj:ﬁ_(xkyi_Xiyk)+(yk_yi)x+(xi_Xk)y_
. j
1 — -
bk:E_(Xiyj_iji)+(yi_yj)x+(xj_Xi)y_
A, — povrsSina konacnog elementa Lox
2A, =11 Xx; y;
1 X Y 25
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matrica derivacija
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Osnovna jednadzba konacnog elementa (2D)
Koriste¢i poznate veze izmedu deformacija, naprezanja i pomaka za stanje
naprezanja u ravnini imamo:

(o} ={owtyon) + {e)=loweysy) » fu)={w, {e)=[d]lu}. (o]

=[]

lzrazi se mogu prosiriti na vezu izmedu 92,
deformacija i naprezanja te ¢vornih X oo 0 b 0 b 0
pomaka u obliku: [pl=ldll=l 0 2o 5 0 b 0 b
o 0
fej=[d]bju}. =[pU, 5 x
fo}=[ENTo}u}. = [ETplu) m o A m
B 5 ] OX OX OX
— 0 p=| 0 o 0 a_bl 4
2 Av2u L0 oy oy oy
o 2 i [E]=| 4 A+2u 0 ob, ob, db; b db, b
oy 0 0 u oy ox oy ox &y ox
o9 9 matrica deformacija - povezuje
oy OX

komponente deformacija sa

matrica elasticnosti pomacima &vorova elementa
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Jednadzba ravnoteze konacnog elementa
Da bismo izveli jednadzbu ravnoteze konacnog elementa upotrijebit cemo

princip virtualnog rada. (Fui |
{GU}Q {F }e :.[{og} {J}dV Cvorne S||e {F} F, :J Flj S
v i
: .. : P F.,
Promotrimo desnu stranu gornje jednakosti F,

J1oe}" {oar = ([2)6UL.) (P}, [ED 4. -
—{OU} fp] E][p]a’V Ul

Vratimo u Jednadzbu rada i pokratimo sa {oU}, te dobivamo

{F}E=I[p] [E][p]dV.{U}, uvedemo [K],=[[p] [E][p]dV. (matrica krutosti KE)

V, Ve

iimamo {F} =[K] {U} -JednadZbu ravnoteZe konacnog elementa

Zdruzivanjem jednadzbi pojedinih konacnih elemenata tijela po odredenom
redu dobivamo jednadzbu za cijelo tijelo. 27
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Matrica transformacije (3D)

Prije nego sto se jednadzbe pojedinih elemenata koji su u prostoru
razmjesteni proizvoljno sjedini u konstrukciju treba pojedine elemente
jednadzbe konacnog elementa, a to su vektor sila, vektor pomaka i matrica
krutosti, transformirati iz njihovog lokalnog u globalni koordinatni sustav.

Ovu transformaciju obavlja matrica transformacije Ciji elementi
predstavljaju kosinuse kutova izmedu pojedinog lokalnog i zajednickog
globalnog koordinatnog sustava

yr [cos(x',x) cos(xy) cos(x',z)]| - ortogonalna
T =|cos(y’,x) cos(y’y) cos(y',z)
 cos(z',x) cos(z'y) cos(z',z) |

Ol-FT-ul [FL=FT[Fl [ML=F]0]

g {F} =| K] {U}  -jedn. kon. elem u glob. sustavu

cos(y'y) . )
X —Sina COoS«

. cosa Siha
matrica Ty { }

a ) Cos(X',X) -

cos(z',z) X

K| =[] [KL-[r] - matrica krutosti u glob. sustavu 25
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Jednadzba tijela ili konstrukcije

Ako je konstrukcija podijeljena u konacne elemente i ima e elemenatain
cvorova, tada jednadzbu konstrukcije dobivamo spajanjem jednadzbi
pojedinih konacnih elemenata u zajednicku jednadzbu koju simbolicki

pléemo kaO: ”{I—zl}\ _[K1J [Klz] . | T r{Ul}w
{I_:Z} [Kn] [Kzz} Co : {Uz}

{F)=[K]-{Y} {F} =1 - [K]=| SRR - (uy=4 -
i) R o,

Spajanje se izvodi tako da pridruzujemo sve elemente pojedinih matrica
koje pripadaju zajednickom cvoru.

Matrica krutosti cijele konstrukcije nije puna nego trakasta, a Sirina trake
ovisi o nacinu numeriranja cvorova elemenata.

Na kraju se dobiva sustav linearnih algebarskih jednadzbi koji se rjesava
nekom od poznatih matematickih metoda.

29



SVEUCILISTE U ZAGREBU

Rubni uvjeti

Rubne uvjete Cine poznate komponente cvornih pomaka i ¢vornih sila. Tamo
gdje su poznati pomaci obi¢no su nepoznate reakcije (oslonci), a gdje su
poznate cvorne sile nepoznati su pomaci, pa imamo:

{Ur},{um} -poznate i nepoznate komponente pomaka
{Fr}, {Fo} -nepoznate i poznate komponente sila
Sada se jednadzba tijela ili konstrukcije moze napisati kao

Fa%zgmﬂ wwqﬁa% T O U E (ITS

(F3 TLKal [<a]JLHU)) {}:[ UK, U,

Iz prve jed. Imamo {U,}=[K,.] ({F, {U,}), {U,}=0 - poznate komponente
pa imamo nepoznate pomake kao { } [Kom] {F.)

i nepoznate reakcije iz jednadibe:  {F.}=[K.[{Un}
Mozemo odrediti i komp. deformacija i naprezanja u lokalnom sustavu:

=T TUL  {o}, =[Elp T} ”
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Pitanja:
Metoda tezinskih reziduala.
Ritzova metoda.

Metoda konacnih razlika. Diferencijalne jednadzbe u diferencijskom
obliku.

Metoda konacnih elemenata.

Veza izmedu pomaka Cvorova KE s pomacima unutar KE — interpolacijska
matrica,

veza izmedu deformacija i naprezanja te cvornih pomaka — matrice derivacija,
deformacija, elasticnosti,

jednadzba ravnoteze KE i izvod matrice krutosti KE,
matrica transformacije,
Jednadzba konstrukcije i rubni uvjeti.

31
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