Poglavlje 5.4

Primjeri neprekidnih slu¢ajnih varijabli
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Uniformna slu¢ajna varijabla

Uniformna slugajna varijabla X, u oznaci X ~ U(a, b), je neprekidna
slu¢ajna varijabla za koju vrijedi R(X) = [a, b] i

1
o b—a’ X € [a, b]
F) = { 0, inace.

A
f(z)
1

b—a,J ______ 1
| |
| |
| |
| |
| |
| | -

0 a b x
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Uotimo da je

X 0, x <a
F(x)—/ f(t)dt={ =2 a<x<b
e 1, x>b
F(z)}
14 - — — - — _ _ _ _ _
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Slu¢ajna varijabla X distribuirana je uniformno na segmentu [0, 7].
Odredite funkciju distribucije slu€ajne varijable Y = sin X

Rjesenje: Bududi da sinus preslikava [0, 5] u segment [0, 1], slika varijable
Y je R(Y) =[0,1] . Distribuciju od Y oznatimo's Fy(y) =P(Y < y).
Otito je Fy(y)=0zay <0, teje Fy(y)=1lzay > 1.

Funkcija distribucije slu¢ajne varijable X dana je s

0 :x<0
Fx(x)=4 2x :0<x<3%
1 :x>73

N
N



Zay €[0,1] je Fy(y) =P(Y < y) =P(sin X < y), 3to je (buduéi da je
X € [0, 7] te je sinus rastuca funkcija na tom intervalu), jednako

P(X < arcsiny) = Fx(arcsiny) = %arcsin y. Dakle, funkcija distribucije
slu¢ajne varijable Y je dana s

1y <0
arcsiny :0<y<l1
x>1

Fy(y) =

o O
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Normalna (Gaussova) slu¢ajna varijabla

Normalna slu¢ajna varijabla X, u oznaci X ~ N(u,?), je neprekidna
slu€ajna varijabla dana s R(X) = R i funkcijom gustoce

1 _x=p)?
f(x) = e

 oV2r

Dakle, f je zvonolika, simetri¢na oko p i repovi joj idu u —oo i +00.

Uotimo i da je
o [eS)
/ f(x)dx:/ f(x)dX:l.
e L 2

Parametar ;. zovemo parametrom lokacije, a o2

rasprienja:

zovemo parametrom

E(X)=p i Var(X)=o>
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Graf funkcije gustoCe normalne sluajne varijable je prikazan na sljedeéoj
slici:

f(z)




Funkcija distribucije od X ~ N(u,0?) je dana s

Ovaj integral se ne da elementarno rijesiti i zato su vrijednosti od F
tabelirane. Medutim, bilo bi neprakti¢no tabelirati F za sve p i o, pa to
&inimo samo za jedan slutaj, za takozvanu jedini¢nu (standardnu)
normalnu slu¢ajnu varijablu, a ostale dobivamo iz ovog. Jedini¢na
normalna slucajna varijabla je

Z~NO1), 6(z) = \/127e i ®(z)=P(Z<7)= / 6(x) d.
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Graf funkcije gustoce jediniéne normalne slu€ajne varijable vidimo na
sljedecoj slici:




Vrijednosti na osi apscisa, u slu¢aju standardne normalne slu¢ajne
varijable, se oznalavaju sa z i izraZavaju se u jedinicama standardnih
devijacija. Na primjer, izraz z = 2 oznadava da je to¢ka apscise udaljena
za dvije standardne devijacije u desno. Imajudi tabeliranu Z ~ N(0, 1),
slu€ajnu varijablu X ~ N(u,o?) dobijemo iz

X=0Z+ pu.
Dakle,
Z~N(0,1) = oZ+ p~ N(u,0°)

X —
X~ N(p,0?) = =—E < N(0,1).
g
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Bilo koju normalnu slu¢ajnu varijablu pretvaramo u jedini¢nu normalnu
slu¢ajnu varijablu pomodu sljedece transformacije:

S
Normalna distribucija Jediniéna normalna
distribucija

]

c m
o o=1

H % p=0 a
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Sada imamo

X—ugx—,u
o o

F(x):IF’(ng):IP< ):p(zgz)zcb(z),

gdje je z = *=F i ®(z) i8¢itamo iz tablice. Uotimo jo3 da je dovoljno
tabelirati vrijednosti za ®(z) samo za z > 0 jer vrijedi:

O(—z2)=P(Z<-2)=P(Z22)=1-P(Z<z)=1—(2).

|
#(2)

—z 0 z 2
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Godi¥nja koli¢ina oborina u nekom mjestu izrazena u //m? je normalno
distribuirana slu¢ajna varijabla X s otekivanjem p = 360//m? i
standardnom devijacijom o = 120//m?. Kolika je vjerojatnost da

a) neke godine kolitina oborina premasi 500//m??

b) koli¢ina oborina bude izmedu 300//m? i 400//m??

c) kolitina oborina bude manja od 200//m??




Rjegenje: Znamo da je X ~ N(360,1202) godisnja koliina oborina u
I/ m?.

a) Vjerojatnost da neke godine koli¢ina oborina premasi 500//m? iznosi:
P(X >500) = 1 —P(X < 500) = 1 — F(500) = 1 — &(2299-390) =
1—®(1.17) =1-0.879 = 0.121.

b) Vjerojatnost da koli¢ina oborina bude izmedu 300//m? i 400//m? je
jednaka:
P(300 < X < 400) = F(400) — F(300) = d(4095390) — (309300 —
®(0.33) — ¢(—0.5) = ¢(0.33) — (1 — ¢(0.5)) =
0.6293 — 1 + 0.6915 = 0.3208.

c) Vjerojatnost da koli¢ina oborina bude manja od 200//m? iznosi:
P(X < 200) = &(2992%0) = ¢(—1.33) =1 — #(1.33) =
1 —0.9082 = 0.0918.
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Visina ulenika osmih razreda osnovne $kole je normalno distribuirana
slu¢ajna varijabla s ocekivanjem 175 cm i standardnom devijacijom od 8
cm. lzralunajte vjerojatnost da je slu¢ajno odabrani uéenik nizi od
ocekivane visine.

Rjesenje: Vjerojatnost da je slu¢ajno odabrani ulenik niZi od olekivane
visine iznosi:
P(X < 175) = F(175) = &(15713) = ¢(0) = 0.5.

15/
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Instrumentom se mjeri odredena veli¢ina A, pri éemu je greska mjerenja
sluéajna varijabla X distribuirana po normalnoj razdiobi s oekivanjem
@ = 0 i standardnom devijacijom o = 5. Kolika je vjerojatnost da

a) greska mjerenja ne premasi po apsolutnoj vrijednosti 67

b) se pri mjerenju velitine A=60 pogrijesi vie od 10%7




Rjesenje: Znamo da je X ~ N(0,25) greska kod mjerenja veligine A.

a) Vjerojatnost da greska mjerenja ne premasi po apsolutnoj vrijednosti

6 iznosi:
P(|X| <6)=P(-6 < X < 6) F(6) — F(—6) =
(°59) — (1 — &(°59)) = 29(1.2) — 1 = 2-0.8849 — 1 = 0.7698.

b) Bududi da 10% od A = 60 iznosi 6, treba odrediti:
P(IX| > 6) =1 —P(|X| < 6) = 1— 0.7698 = 0.2302.
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Eksponencijalna slu¢ajna varijabla

Eksponencijalna slu¢ajna varijabla X, u oznaci X ~ Exp()), je neprekidna
slu¢ajna varijabla dana s R(X) = (0,00) i

—Ax
f(x):{ e ™ x>0

0, inace
za parametar A > 0.

f(@)

A

Ae—a\x

> =1



Uocimo da vrijedi

F(X):/X f(t)dt:{ (1)7—6_”, x>0

inace,

E(X)=~< i Var(X)= %
Ova slu€ajna varijabla sli¢na je po svome znalenju Poissonovoj slu¢ajnoj
varijabli. Naime, Poissonova slu¢ajna varijabla je brojala slu¢ajne
dogadaje, dok eksponencijalna mjeri vrijeme izmedu dva slu¢ajna dogadaja
kao Sto su dolazak telefonskih poziva u centralu, dolazak musterija u
trgovinu i sli¢no.

Broj A oznacava, sli¢no kao i kod Poissonove sluéajne varijable, prosjetan
broj pojavljivanja promatranog dogadaja u jedinici vremena.
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Vijek trajanja Zarulje je slu¢ajna varijabla X distribuirana po
eksponencijalnoj razdiobi s otekivanjem E(X) = 2000 sati. Kolika je
vjerojatnost da ¢e Zarulja pregoriti:

a) u prvih tisuéu sati rada?

b) u toku drugih tisuéu sati rada?

c) nakon 5000 sati rada?

Rjesenje: Bududéi da je E(X) = 2000 = % imamo da je parametar

eksponencijalne slu¢ajne varijable X jednak A = ﬁ.
Stoga je funkcija distribucije od X oblika:

0, inace,



a) Vjerojatnost da ¢e Zarulja pregoriti u prvih tisucu sati rada iznosi:
P(X < 1000) = F(1000) = 1 — e~ 201000 — ] _ =3 = 0.3935.

b) Vjerojatnost da ¢e Zarulja pregoriti u toku drugih tisucu sati rada je
jednaka:
P(1000 < X < 2000) = F(2000) — F(1000) =
1— e mm 200 1 4 e~ 1000 = =05 _ -1 — 0.2387.

c) Vjerojatnost da e Zarulja pregoriti nakon 5000 sati rada je:
P(X > 5000) = 1 — P(X <5000) =1— F(5000) =
11+ e 2005000 — ¢=25 — 00821,
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SluZbenik na %alteru posluZi u prosjeku 30 stranaka na sat. Ako je vrijeme
posluZivanja eksponencijalna slu¢ajna varijabla X, kolika je vjerojatnost da
¢e iduéa stranka potrogiti vise od 5 minuta na posluZivanju (i ¢ekanju)?
Kolika je vjerojatnost da ¢e potrositi manje od 2 minute?

Rjesenje: Vjerojatnost da Ce stranka potrositi vise od 5 minuta na
posluZivanju (i ¢ekanju) iznosi:

P(X>5)=1-P(X <5)=1-F(5) = e %55 =0.082,

a vjerojatnost da e potro$iti manje od 2 minute je jednaka:

P(X <2)=F(2)=1-e952=0.632.



