Poglavlje 6

Diskretni dvodimenzionalni slu¢ajni vektori
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Neka su X, Y : Q — R dvije diskretne sluajne varijable. Funkciju
(X,Y):Q— R? danus (X, Y)(w) = (X(w), Y(w)) zovemo
dvodimenzionalni slu€ajni vektor.

Ako je R(X) ={x1,...,xn} i R(Y) ={y1,...,ym}, tada (X, Y)
zapisujemo pomoc¢u sheme:

X\Y y1 y2 ... Ym
X1 P11 P12 ... Pim

(X,Y)~ | X Pa P2 --- Pm|,
Xn Pn1 Pn2 --- Pnm

gdje je pj =P(X =x;, Y =yj).
Funkciju f : R? = R danu s

) = [ POC=xY =), x€ R(X).y € RY)
)= 0, inace

zovemo funkcija vjerojatnosti od (X, Y). Vrijedi p;j = f(x;, yj).
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Funkciju F : R?> - R danu s

Z Z f(xi, y;)

X€R(X) y;€R(Y)
Xi<x yi<y

zovemo funkcija distribucije od (X, Y).
Marginalne funkcije vjerojatnosti slu¢ajnog vektora (X, Y) su funkcije
A:R—->Rih:R—R,danes

Z f(va) [ 2 Z ny

YER(Y) xER(X)

Marginalne funkcije vjerojatnosti su ba¥ funkcije vjerojatnosti od slu¢ajnih
varijabli X i Y, tj. fi(x) = fx(x), f2(y) = fy(y).
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Dvodimenzionalni slu¢ajni vektor (X, Y) zadan je shemom:

X\Y 0 1 2
—2 005 01 0.03
~1 005 0.05 0.12
(X,Y)~| 0o 01 005 007
1 0 01 006
2 005 0 003
3 0.05 005 0.04

Odredite:
a) marginalne funkcije vjerojatnosti, te ocekivanja E(X),E(Y) i
varijance Var(X), Var(Y) komponenti slu¢ajnog vektora,
b) vjerojatnost P(|X| < 1,|Y| <1).




Rjesenje: a) Neka je fi funkcija vjerojatnosti od X:
fi(—2) =0.05+ 0.1+ 0.03 = 0.18,
fi(—1) = 0.05 +0.05 + 0.12 = 0.22,
(0) =0.1+0.05+ 0.07 = 0.22,
(
(

=h =

f(1) =0+ 0.1+ 0.06 = 0.16,

f1(2) =0.05+ 0+ 0.03 =0.08 i
f1(3) = 0.05+ 0.05 + 0.04 = 0.14.
Prema tome,

X -2 -1 0 1 2 3
0.18 0.22 0.22 0.16 0.08 0.14)°

Neka je f» funkcija vjerojatnosti od Y

f(0) =0.05+ 0.05+ 0.1 + 0+ 0.05+ 0.05 = 0.3,
f(1)=0.140.05+0.05+0.1+0+0.05=0.35 i
£(2) = 0.03+4 0.12 + 0.07 + 0.06 + 0.03 4 0.04 = 0.35.
Tada je

0 1 2

Y~103 035 035



Odredimo ocekivanja i varijance komponenti slu¢ajnog vektora:

E(X) = (—2)-0.18—1-0.22+0-0.22+1-0.164-2-0.08+3-0.14 = 0.16,
E(Y)=0.03+1-0.35+42-0.35=0.35+ 0.7 = 1.05,

Var(X) = (—2)?-0.18+(—1)?-0.22+1-0.16+22-0.08+32-0.14—0.16% =
2.68 — 0.16% = 2.6544 i

Var(Y) =12.0.35+22.0.35 — 1.05% = 0.6475.

b) TraZena vjerojatnost iznosi:

P(X| <1,|Y[<1)=P(X=-1,Y =0) +P(X = -1,V
0,Y=0)+P(X=0Y=1)+P(X=1,Y =0)+P(X =
0.05+0.054+0.1+0.054+0+ 0.1 =0.35.

+P(X

=1)
1,Y 1)
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Kovarijanca od (X, Y) je broj ji,, definiran s p,, = E(XY) —E(X)E(Y),

gdje je
Z Z xiyif (xi, yj)-
x€R(X) y;eR(Y)

Koeficijent korelacije slu¢ajnih varijabli X i Y je broj

Hxy
010%’

gdje su o1 = /Var(X) i o2 = y/Var(Y).

Sluéajne varijable X i Y su nezavisne ako vrijedi

Pxy =

f(x,y) = A(x)f(y). ¥x € R(X), Yy € R(Y).

Neka je (X, Y) dvodimenzionalni slu¢ajni vektor i h: R?> — R neka

funkcija. Tada vrijedi E(h(X,Y)) = > Y h(xi,y)f(xi.)).
x;€ER(X) y;ER(Y)
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Bacamo dvije kocke. Definiramo slu¢ajne varijable X="veéi od brojeva
koji su pali” i

y — { 0, ako je zbroj brojeva na na obje kocke paran
1, ako je zbroj brojeva na obje kocke neparan.
a) Odredite kovarijancu fiy, i koeficijent korelacije py, slu¢ajnog vektora
(X,Y).
b) Odredite vjerojatnosti P(3 < X <6,Y =1)iP(2< X <4,Y <1).
c) Kolika je vrijednost funkcije distribucije F(x, y) slu¢ajnog vektora
(X,Y) u totki (3,1)7
d) Jesu li slu€ajne varijable X i Y medusobno zavisne?
e) Odredite oekivanje kompozicije E(X - Y17).




Rjesenje: a) Znamo da su slike slu€ajnih varijabli X i Y sljededi
skupovi:

R(X)=1{1,2,3,4,5,6}i R(Y)={0,1}.

Funkcija vjerojatnosti slu¢ajnog vektora (X, Y), te marginalne funkcije
vjerojatnosti varijabli X i Y dane su shemom:

X\Y 0 1 fi(x)

1 L 1

2 E 2 g

3 % 3P 3P

v~ s 3% ¥
36 36 36
EEE

fa(y) 3 36 1
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Kovarijanca pxy je definirana relacijom pxy = E(XY) — E(X)E(Y).
Stoga racunamo sljedeca olekivanja:

6 1
E(XY) =" "i-j-f(ij) =

i=1 j=0
2 2 4 4 6 82
2.1. 2 43.1- 2441 = 4510 +6.1.— = 22— 29778,
36J; 36 36 > 136 T 36 36
1 3 5 7 9 11
EX)=S i A()=1 —42-24+3.244. L 15.2 4.2 =
(X) ;' 1(7) 36 17°°3 > 3 "3 3 ° 3

1o =4.4722 |
36
1

1
. ) 1
E(Y)=) j h()=0 5+1 5=05
j=0

Dakle, kovarijanca iznosi:
uxy = 2.27 —4.472 - 0.5 = 0.0416.
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Koeficijent korelacije pxy se rauna po formuli pxy = ﬂ, gdje je
02

o1 =/ Var(X) i o, =/ Var(Y).
Odredimo standardne devijacije o1 i 02:
Var(X) = E(X2) — (E(X))?

5 7 9 11
120 422, 2 132. 2 442~ 152 7 162" 44722 — 1.9715,
36 - 360 36 36> 36 ° 36
o1 = y/Var(X) = 1.4041,

Var(Y) = E(Y?) — (E(Y)? =12 -

= 0.5°=0.5-0.25=1025 i
o2 = y/Var(Y) = 0.5.
Prema tome, koeficijent korelacije iznosi:
Hxy 0.0416
pPXYy = =

= = 0.0594.
0102 1.4041-0.5
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b) TraZene vjerojatnosti su jednake:
4 4 6 14
P X<6,Y=1 —t—4 ===
B<X<b¥=1)= 36+336+3g 36
< = —.
PR<X<4Y<1) = 36736~ 30
c) Vrijednost funkcije distribucije u zadanoj toZki iznosi:
F(3,1) =f(1,0) + f(2,0) + f(3,0) + f(1,1) + f(2,1) + f(3,1) =
1 2

RS S A A
36 36 36 36 36 36

d) Buduéi da je f(1,1) =0i (1) = 3, f(1) = 33, slutajne varijable X i
Y su zavisne.

e) Oekivanje kompozicije iznosi:
E(XYY) =101 & +2.07 - L+ 4+5.117. L +6.117. & = 2.07.
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Promatramo sluc¢ajan pokus bacanja 2 igrac¢e kocke i slu¢ajnu varijablu
X="suma brojeva koji su pali", te varijablu Y="broj 1 ako su pali jednaki
brojevi, 0 inace”.
a) Nadite funkciju vjerojatnosti slu¢ajnog vektora (X, Y).
b) Odredite vjerojatnost P(3 < X < 6,Y = 1) i vrijednost F(8,1)
funkcije distribucije slu¢ajnog vektora.
c) Ispitajte jesu li varijable X i Y nezavisne.

13 /24



Rjesenje: Funkcija vjerojatnosti slu¢ajnog vektora (X, Y) ima oblik:

X\Y 0 1
2 0 %

3 % 0

2 1

5 3 0

6 4 1
(X,Y)~ ¥ 30
7 £ O

4 1

8 3% 3%

9 =% 0

2 1

11 £ cl)
12 0 %
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TraZena vjerojatnost iznosi:

1 1
PE<X<6Y=1)=f(41)+f(51)+f(6,1)= 22 +0+ 3 =
1
8 e
dok je vrijednost funkcije distribucije jednaka:

13
F(8,1) = £(2,0)+ f(3,0) + f(4,0) +--- + F(7, 1) + £(8,1) = 7.

Varijable X i Y nisu nezavisne jer je
f(6,1) = 35 # 35 - 35 = 11(6) - A(1).
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Neka je (X, Y) slu€ajni vektor iz prethodnog zadatka i neka je
h(x,y) = x - y. Odredite otekivanje kompozicije E(h(X, Y)).

Rjesenje: TraZeno oekivanje iznosi:
E(h(X,Y)) =) h(iy)f(xi,y) = Y xi- yif (6, y)) =
i i

17

1 1 1 1 1
21 g b4l g 4601 g+ 81 g 10 1o g 1210 e =



Ispitajte jesu li komponente X i Y slucajnog vektora

X\Y 0 1
(X,Y)~| 1 o016 024
2 024 0.36

nezavisne?




Rjesenje: Dopunimo funkciju vjerojatnosti slu€ajnog vektora vrijednostima
marginalnih funkcija vjerojatnosti

X\Y 0 1 fx)
1 016 024 0.4
2 024 036 06
H(y) 04 06 1

(Xv Y)N

Provjerimo nezavisnost komponenti slué¢ajnog vektora:
f(1,0) =0.16 = 0.4-0.4 = f1(1) - (0),
f(1,1)=0.24 =0.4-0.6 = 1(1) - (1),
f(2,0) =0.24 =0.6-0.4 = f(2) - 2(0),
f(2,1)=0.36 = 0.6 - 0.6 = f1(2) - f2(1).
Da, X i Y su nezavisne.
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Bacamo igracu kocku i promatramo sluéajne varijable

X — 0, ako je pao neparan broj
| 1, ako je pao paran broj

Y — 1, ako je pao broj manji od tri
| 2, ako je pao broj vedi ili jednak tri.

a) Odredite funkciju vjerojatnosti i marginalne funkcije vjerojatnosti
vektora (X, Y).

b) Izratunajte kovarijancu pxy i koeficijent korelacije pxy .

c) Jesu li slu¢ajne varijable X i Y medusobno nezavisne?




a) Funkcija vjerojatnosti i marginalne funkcije vjerojatnosti su dane
sljede¢om shemom:

X\Y 1 2 fi(x)
o 11 1
XV~ ; 11 g
f(y) 2 % 1

b) Da bismo odredili kovarijancu najprije moramo izralunati sljede¢a
ocekivanja:

IE(X):O-%Jrlé—%.
E(Y)=1-3+2-5=3 i
2

E(XY)=0-1-%+0-
Kovarijanca iznosi:
pxy = E(XY) -EX)E(Y)=2-1.3 =0,
a koeficijent korelacije je jednak:

. MXxy __
PXY = 5ia; =0

2 1 2 _5
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c) Provjeravamo nezawsnost komponenti slu¢ajnog vektora:
f0.1) = ¢ =35 =A(0)- (L),
f(0,2) = 372737 f1(0) - ~2(2),
A(L1) = § = - 3= A(0)- A1)
f(172)2§ §'§_f1(1)‘ 2(2).

Da, X i Y su nezavisne.
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Dvodimenzionalni slu¢ajni vektor (X, Y') zadan je funkcijom vjerojatnosti

X\Y 1 2 3
(X,Y)~| 0o 01 02 03
1 02 01 01

Odredite:
a) kovarijancu i koeficijent korelacije,
b) vrijednosti P(X =0,1 < Y <3), F(1,2), P(0< X <1,2<Y <3)i
F(0,3),
c) otekivanje E(XY?).




Rjesenje: a) Funkciju vjerojatnosti slu¢ajnog vektora dopunjavamo
vrijednostima marginalnih funkcija vjerojatnosti:

X\Y 1 2 3 f(x)
0 01 02 03 06
1 02 01 01 04
H(y) 03 03 04 1

Odredujemo olekivanja potrebna za raunanje kovarijance:
E(X)=0-06+1-0.=0.4,
E(Y)=1-0342-03+3-04=21 i
E(XY)=0-1-0.140-2.0.24+0-3-0.341-1-0.2+1-2:0.1+1-3-0.1 = 0.7.
Kovarijanca iznosi:

puxy = E(XY) —E(X)E(Y)=0.7— 0.84 = —0.14.

Odredimo varijance i standardne devijacije komponenti slu¢ajnog
vektora:

Var(X) = 0.4 — 0.4% = 0.24,

Var(Y) =03+4+4-03+9-04—21%2=5.1—4.41 = 0.69,

(Xv Y)N
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o1 = +/Var(X) =0.4899 i
Var(Y) = 0.8307.
Prema tome, koeficijent korelacije je jednak:

_ Uxy __ —0.14
PXY = 5157 = 0489908307 — —0-344.

b) TraZene vrijednosti iznose:

P(X=0,1<Y <3)=0.2+0.3=0.5,

F(1,2) =0.14+0.2+0.2+0.1 = 0.6,
IP(O<X<12<Y<3)—02+03+01+01_07 i
F(0,3) =0.140.240.3=0.6.

c) Otekivanje kompozicije je jednako:
E(XY?) =
0-12.0.140-22.0.24+0-32.0.3+1-12.0.2+1-22.0.1+1-32.0.1 = 1.5.
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