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1. Sadrzaj predmeta

Sadrzaj ovog predmeta mozemo podijeliti u dva dijela:

e U prvom dijelu ¢e biti govora o numerickim metodama proracuna inzenjerskih konstrukcija.
Najvise o metodi kona¢nih elemenata (skraceno MKE). Naime, poznato je da postoji mali
broj analitickih rjesenja za probleme koje se pojavljuju u konstruktorskoj praksi. Zbog toga
se koristimo pribliznim postupcima proracuna od kojih je, zahvaljujuéi razvoju racunala,
MKE danas najrasirenija.

e Drugi je dio predmeta namijenjen analizi osnovnih plosnih nosaca: rostilja, stijena, ploca,
slozenica i ljuski. Uz nuzne teorijske postavke, teziSte ¢e biti na numerickom modeliranju.
Dobiveni ¢e rezultati posluziti pri analizama znacajnijih inzenjerskih konstrukcija (primje-
rice, silosi, Satori, kupole) kako bismo upoznali njihove prednosti i nedostatke.

Stapne sustave (posebno ravninske) neé¢emo razradivati jer su predmet kolegija poput Mehanike
[iIlI, Gradevne statike 1111, te Otpornosti materijalaliIl. Ipak, radi lakSeg razumijevanja gradiva,
¢esto ¢emo povlaciti analogiju izmedu metoda rjesavanja plosnih i Stapnih sustava. Sliéno tome,
samo ¢emo spomenuti osnovne postavke teorije elasticnosti koje se izucavaju u kolegiju Teorija
elasticnosti i plasticnosti.

2. Uvod

Iz opéeg je obrazovanja poznato da su ljudi od davnina gradili mnoge i znacajne gradevine.
Neke od njih su sa¢uvane do danas. Primjerice, Panteon (Rim) je izgraden 200. godine, s kupolom
promjera 42m (slika 1.a). Zatim, Aja Sofija u Istanbulu je izgradena 537. godine s rasponima
sredisnjeg dijela gradevine od 60 x 37m i promjerom kupole od 32m (slika 1.b). Kupola crkve
Santa Maria del Fiore u Firenzi koju je izgradio Phillipo Brunelleschi 1420. godine ima raspon
44m (slika 2.a). Kona¢no, Michelangelova kupola Sv. Petra u Rimu izgradena 1590. godine ima
promjer 43m (slika 2.b). Za povijest kupole vezan je i nas Ruder Boskovié. On je medu prvima
pokusao statickim analizama otkriti uzroke pukotina na kupoli. Spomenimo jos i Jurja Dalma-
tinca, graditelja Sibenske katedrale. Gradevina nije velika: tlocrtnih je dimenzija 38 x 14m, s
promjerom kupole oko 6m (slika 3.) i s mnoStvom originalnih detalja. Gradena je mahom po
intuiciji naSeg majstora i zavrsena je 1536. godine.

Slika 1.: a) Panteon (Rim, 200.), b) Aja Sofija (Istanbul, 537.)
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Slika 3.: Sibenska katedrala (1536.)

3. Izvori inzenjerskih znanja staroga doba

Stari se majstori nisu mogli koristiti teorijskim pristupima proracunu konstrukcija, koji su svoj
procvat dozivjeli tek u doba renesanse. Vidimo da su ipak gradili znacajne gradevine. Postavlja
se pitanje kako su uspijevali? Prevladava misljenje da su svoja znanja crpili iz nekoliko izvora:
a) urodenom osjecaju za konstrukciju, b) primjerima iz prirode, ¢) pokusima, d) poznavanju
jednostavnih zakona mehanike i e) iskustvu prikupljenom iz prijasnjih gradnji.

3.1. Urodeni osjecaj za konstrukciju

Po prirodi covjek ima osjecaj za ravnotezu, najprije vlastitog tijela. U odnosu na prosjecni
zivotni vijek, hodati nauc¢imo vrlo brzo, a uz malo vjezbe odrzavamo se na uskoj gredi. Redovnim
vjezbanjem taj se osjec¢aj razvija, pa mozemo izvoditi vrlo zahtjevne kretnje. Sjetimo se samo
gimnasticara. Neko dijete koje se igra kockama nakon odredenog broja pokusaja zna sloziti kocke
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Slika 4.: ,,Po osje¢aju” pri¢vrséena konzola: a) uobicajeno, b) neuobicajeno

tako da ne padaju. Napravi neku konstrukciju. Cak i dimenzije prilagodi unutarnjim silama
(primjerice, visa konstrukcija, Sira baza) Vidimo da pokusavanjem stjec¢emo iskustvo kojim brzo
razvijamo osje¢aj za prijenos sila. Primjerice, bez znanja statike znamo kako bi ,,po osje¢aju*
pricvrstili konzolu promjenjive debljine (slika 4.). Sli¢no tome, mozemo dobro procijeniti nagib
pod kojim treba uspraviti ljestve da ne kliznu prilikom penjanja. Nadalje, covjek osje¢a progib
gipke daske na kojoj stoji i moze procijeniti kada bi mogla puknuti. Osjeti da je dosla u kriticno
stanje. Cini se da je takva intuicija urodena ¢ovjeku, a kod najveéih graditelja u proslosti takav
je talent bio posebno razvijen.

3.2. Primjeri iz prirode

Nasi su preci zamijetili da Spilje u kojima obitavaju mogu premostiti prilicno velike raspone.
Lijana objesena medu krosnjama drva mogla je preuzeti veliko opterecenje. Sli¢no i razapeta
koza divljih zivotinja. Brvno, palo preko korita rijeke, dobro je sluzilo za prijelaz ljudi i dobara.
Uocili su veliku krutost ljuske jajeta ili oklopa skoljki, te elasticnost bambusovine. Oprobavsi
nosivost takvih konstrukcija shvatili su njihove prednosti i nedostatke. Prednosti su nastojali
unaprijediti, a nedostatke ukloniti. Na taj su nacin, usavrsavanjem primjera iz prirode, stvarali
izvorna konstruktivna rjesenja.

3.3. Pokusi

Od najstarijih vremena ljudi su razaranjem materijala koji ih okruzuju mnogo naucili o nji-
hovim svojstvima. Na taj su nacin primjerice naucili klesati kamen, oblikovati drvo, a mogli su i
procijeniti nosivost materijala koje su obradivali. I znanstvenici starog doba su znanja stjecali iz
pokusa. Poznata su ispitivanja Leonarda da Vincia sa zicom na vlak, drvenom gredom na savijanje
i drvenim stupom na tlak. Slicne je pokuse vrsio i Galileo Galilei. Ispitivanja na samim kons-
trukcijama nisu bila racionalna jer najprije zahtijevaju izvodenje gradevine ¢ija uspjesnost nije
sigurna. U slucaju slabih rezultata pokusa (¢esto do sloma) trebalo bi ponovno izvesti poboljsanu
konstrukciju. Postoje povijesni zapisi koji opisuju pokuse na umanjenim modelima. Rezultati
takvih pokusa nisu bili pouzdani jer su stari graditelji slabo poznavali probleme slicnosti koji se
mogu pojaviti prilikom primjene takvih rezultata na stvarne dimenzije gradevine.

Danas se ovakav postupak koristi pri masovnoj proizvodnji gdje se izraduje i temeljito tes-
tira prototip koji se tek nakon detaljnog dotjerivanja Salje u serijsku proizvodnju. Na zalost,
gradevinski objekti su najc¢esée unikati. Eventualno se ispituju vazniji, gotovi objekti zbog nak-
nadne provjere. Pri tome se koriste puno manja opterec¢enja od proracunskih.
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Slika 5.: Analogija izmedu luka i lancanice

3.4. Poznavanje temeljnih zakona mehanike

Naravno, stari majstori nisu bili posve neuki. Jos su stari Grei poznavali osnovne principe
mehanike na kojima se temelji uc¢inkovitost poluge ili koloture. Shvatili su i principe rada katapulta
ili jedrilja. Tako nema pisanog dokaza, ¢ini se da su Rimljani prvi uocili i razumjeli analogiju
izmedu luka i lanc¢anice.! (Prema povijesnim podacima analogiju je prvi puta dokazao nizozemski
matematicar i fizicar Simon Stevin tek 1586.)

3.4.1. Tla¢no—vlacna analogija

Najprije bi u nekome mjerilu nacrtali pretpostavljenu os luka (slika 5.). Zatim bi oblikovali pete
i rubove (extrados i intrados). Luk bi podijelili na nekoliko odsjecaka. Prema gustoéi materijala
planiranog za gradnju i volumenu pojedinog odsjecka proracunali bi tezine i polozaje tezista svakog
od njih. (Prorac¢uni gustoce, volumena i tezista tijela bili su odavno poznati — otkrio ih je Arhimed.)
Zatim bi upotrijebili uze duljine osi luka. Opteretili bi ga utezima ¢ije tezine odgovaraju tezinama
odsjecaka. Utege bi objesili za uze na mjestima tezista odsjecaka. Buduéi da uze ima malu krutost
na savijanje poprimilo bi ravnotezni oblik ¢ija bi zrcalna slika odudarala od pretpostavljenog
oblika luka.? Hvatista utega zauzela bi novi polozaj. Translatirala bi se horizontalno i vertikalno.
Dobivene bi polozaje zrcalili. Budud¢i da su tezine utega bile znatne u odnosu na tezinu uzeta,
moglo se zanemariti pove¢anje provjesa medu hvatistima od djelovanja vlastite tezine uzeta. Kroz
zrcalne polozaje bi povukli novu os, odredili konture i podijelili na odsjecke ¢ija se tezista priblizno
podudaraju s dobivenim polozajima hvatista. Zatim bi opet odredili tezine odsjecaka i ponovili
cijeli postupak. U ovim se radnjama naziru dijelovi iteracijskog postupka proracuna, koji se ne
provodi numericki nego eksperimentalno. Teorijski, iteraciju bi trebalo ponoviti beskonaé¢no mnogo

! Jednadzbu lan¢anice, naravno, nisu poznavali.

2Optereceno uze ne moze zadrzati proizvoljan oblik poput primjerice zakrivljene, debele éelicne cijevi. Nedosta-
tak krutosti na savijanje ¢ini ga gipkim tako da ravnotezno stanje moze znac¢ajno odstupiti od unaprijed (nasumce)
zamisljenog polozaja.
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Slika 6.: Uz pojam rezultantne linije: a) rezultanta unutarnjih sila i pripadajuéi moment u nekome
presjeku luka, b) oblik i dimenzije jezgre pravokutnog presjeka

puta,® ali stari graditelji bi napravili dva do tri ciklusa. Zbog toga bi ostalo odstupanje uzeta od
osi luka. Razmotrimo znacenje toga odstupanja.

3.4.2. Teorijska pozadina analogije: rezultantna linija, jezgra presjeka i
verizni poligon

Oblik osi uzeta pod zadanim optere¢enjem zovemo vlacnom linijom. Zrcalni oblik osi zovemo
tlacnom linijom. Zajednicki im je naziv rezultantna linija — krivulja ¢ije tangente odreduju
pravce rezultanti unutarnjih sila u odgovarajuéem presjeku Stapa (slika 6.a). Nuzni uvjeti za pos-
tojanje rezultantne linije jesu da uzduzna sila ne iscezava, te da nema koncentriranih momenata na
stapu. (U potonjemu sluc¢aju rezultantna linija ima prekid, odnosno skok.) Svakome opterecenju
istog luka odgovara drugacija rezultantna linija. (Razli¢itim polozajima utega pripadaju razliciti
oblici uzeta.) Rezultantna linija ima dva vazna svojstva:

1. Ako se os luka (ili opéenito $tapa) podudara s rezultantnom linijom momenti savijanja su za
pripadno opterecenje jednaki nuli. To je i intuitivno jasno jer uze kao primjer vlacne linije
ne moze preuzeti momente. Tada, zbog zrcalne analogije, ni u tlacnoj liniji nema savijanja.

2. Ako postoji odstupanje osi luka (Stapa) od rezultantne linije u luku se pojavljuju momenti
savijanja. Na temelju toga odstupanja mozemo odrediti oblik momentnog dijagrama i vri-
jednosti momenata koji se pojavljuju u luku.

Pojasnimo malo drugu tvrdnju. Prema afinom preslikavanju, poznatom iz Gradevne statike I,
lik koji zatvaraju os luka i zrcaljenog uzeta oblikovno odgovara momentnom dijagramu na luku.
Horizontalna komponenta uzduzne sile u luku pomnozena s ordinatom lika daje velicinu momenta
savijanja u presjeku. Isti moment daje uzduzna sila u luku pomnozena s okomitom udaljenoséu
do uzeta (slika 6.a).

Primjenom jezgre presjeka mozemo odrediti podrucje luka unutar kojeg treba smjestiti zr-
caljeno uze tako da momenti ne uzrokuju vla¢na naprezanja u presjecima. Primjerice, jezgra
pravokutnog popre¢nog presjeka dimenzija b x h ima oblik romba s duljinama osi b/3 i h/3 (slika

3vidjeti odjeljak 17.2.
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6.b). Vidimo da nije potrebno strogo podudaranje dviju osi, dijelom i zbog ¢injenice da je stalno,
jednoliko, opterecenje ionako diskretno aproksimirano utezima. Time zanemarujemo momente u
jednoliko optere¢enim prostim gredama na rasponima jednakim udaljenostima medu hvatistima
utega. Ti momenti nastaju zbog odstupanja poligonalne linije uzeta od osi luka. (U slucaju po-
dudaranja osi momenti bi bili jednaki nuli.) Zbog toga je nekoliko iteracija opisanog postupka
bilo dovoljno. Na kraju dobivamo luk u kojemu za stalno opterecenje (diskretno aproksimirano
utezima) djeluje samo tlacno naprezanje. Takvo je stanje pozeljno jer tradicijski materijali za
gradenje poput kamena ili opeke ne mogu preuzeti znacajna vlacna naprezanja.

Izuzmemo li znacajno popustanje temeljnog tla ili djelovanje jakih potresa, ovako odredena
tla¢na linija se malo mijenjala pri prolasku pokretnog optere¢enja, djelovanjem vjetra ili tempe-
raturnih promjena. Tome je razlog masivna izvedba lukova staroga doba, pa je vlastita tezina
dominirala u odnosu na ostala uobi¢ajena optereéenja. Stovise, velikim dimenzijama popreénih
presjeka pripada i ve¢a povrSina jezgre, pa bi i u slucaju znacajnije promjene oblika tla¢na linija
ostala u jezgri.

Iako je analogija napravljena u manjem mjerilu, pokazala se ispravnom. Proporcionalno pove-
¢anje modela ne utjece na dobiveni oblik. Sile se mnoze faktorom uvecanja na tre¢u potenciju (jer
tezine utega ovise o volumenu odsjecaka), a kutovi medu silama ostaju sacuvani. Dakle, uvjeti
ravnoteze ¢vorova nisu naruseni. I uvijeti kompatibilnosti ostaju zadovoljeni. Cisto intuitivno, nije
mogudée pronadi novi polozaj ravnoteze uzeta (kod kojega kutovi moraju ostati nepromijenjeni)
uz istodobno ispunjenje dva dodatna uvjeta: a) krajevi uzeta ostaju nepomicni i b) uze se mora
produljiti. Iz ovih analiza mozemo zamijetiti da se oblik uzeta ne mijenja ako tezine utega i sile
u uzetu pomnozimo istim faktorom. Za promjenu oblika vazni su omjeri sila, a ne njihovi iznosi.
Dakle, pri odredivanju oblika ne postoji problem slicnosti.

Ako pretpostavimo da je uze nerastezljivo (Sto je razumna pretpostavka), graficko rjesenje
ovoga pokusa poznato je kao verizni poligon. Taj je sustav staticki odreden, pa uvjeti kompatibil-
nosti nemaju utjecaja na rjesenje. U realnom se pokusu produljenje moze kompenzirati skracenjem
uzeta na krajevima, tako da duljina postane jednaka pocetnom iznosu.

Opisana je analogija posluzila i kod izgradnje velikih kupola. Michelangelo ju je koristio kod
izgradnje kupole Sv. Petra u Rimu. Gledano tlocrtno, dva bi isjecka kruznice modelirao lan¢anicom
(slika 7.a gore). Ako ih razdijelimo radi odredivanja tezina vidimo da su vece tezine potrebne prema
kraju, sto je Michelangelo i napravio. Danas znamo da ovaj model nije posve tocan jer kupola
nema samo meridijalne S,,, ve¢ i prstenaste sile S, (slika 7.b). Zbog toga rezultanta meridijalnih
sila R, (lezi u vertikalnoj ravnini I1;) nije viSe vertikalna jer i rezultanta prstenastih sila R, (lezi
u horizontalnoj ravnini Ily) sudjeluje u ravnotezi utega G. Prema tome, u hvatistima utega bi
trebalo umetnuti i horizontalne Stapove (umjesto rezultanti R,) kako je prikazano na slici 7.a
dolje. Tako bi se dobio prilicno toc¢an oblik kupole. Medutim i Michelangelov oblik je bio dobar
jer iskljucuje vlacna naprezanja, barem u meridijalnom smjeru.

Ipak, u kupoli su ubrzo nastale pukotine zbog djelovanja prstenastih vlacnih sila (slika 7.c).
Kupola se zapravo sama ,,dilatirala“, odnosno prilagodila statickome sustavu kojim je i analizirana
— nizu lukova povezanih u tjemenu. Postoje vrlo plitke kupole kod kojih su prstenaste (i meridijal-
ne) sile od vertikalnih djelovanja tla¢ne. Tada ne bi doslo do spomenutog raspucavanja, ali izrazito
raste opasnost od proboja koju su stari majstori intuitivno naslucivali. Zbog toga su izbjegavali
kupole velike spljostenosti (smjelosti).

3.5. Iskustva iz prethodnih gradnji

Opisani su se nacini projektiranja zadrzali dugo kroz povijest. Ako je postojao neki objekt koji
je ve¢ izgraden, majstori su gradili novu konstrukeiju po uzoru na staru. Samo najvedci graditelji bi
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Slika 7.: Odredivanje oblika kupole: a) primjena analogije izmedu luka i lan¢anice, b) raspodjela
unutarnjih sila u rebrastoj kupoli, ¢) radijalne pukotine zbog zanemarenja prstenastih sila

se usudili izaéi izvan uobic¢ajenih okvira svoga doba. Oni su s puno opreza radili nesto veéi raspon
i/ili visinu. Pri tome su redovito uvodili neke inovacije i poboljsanja, barem pri izvedbi objekta.
Promjene su se uvijek zbivale postupno i nikada nisu bile revolucionarne. Na zalost, rusilo se mnogo
viSe konstrukcija nego danas. Ima povijesnih podataka o rusenju mnogih katedrala i mostova za
vrijeme gradnje. I takve su, tragi¢ne, prilike doprinjele povec¢anju graditeljskog iskustva.

4. Matematicki model konstrukcije — skup nuznih
aproksimacija
4.1. Uvod

Pojavom industrijske revolucije mnoge su se stvari promijenile. Tako je bilo i u graditeljstvu.
Prvo, pojavili su se novi materijali, primjerice celik i armirani beton s kojima nije bilo nikakvih
iskustava. Postoje¢i materijali, s dugom tradicijom, bili su kamen, opeka i drvo. Koristilo se i
nesto metala, ali samo za izradu spajala. Pri tome se tezilo tlatnom preuzimanju sila u spojevima.
Naime, zbog primitivnog nacina proizvodnje metali su sadrzavali velike kolic¢ine ugljika koje ga ¢ine
krhkim i nesigurnim za preuzimanje vlac¢nih sila. Napretkom tehnologije proizvodnje (posebno u
Engleskoj u vrijeme kraljice Viktorije) ¢elik je postao mnogo kvalitetniji, jeftiniji i dostupan u
velikim koli¢inama.

Svakako, viSe nije postojala moguénost imitacije neke stare konstrukcije, sada izvedene pri-
mjerice u armiranome betonu. Ponasanje takvog kompozita nije bilo poznato. Istina, stari su
Rimljani koristili pucolanski mort, spravljen od mjesavine pucolana, przene gline i vapna kao
veziva, te pijeska i drobljene opeke kao agregata. Medutim, tradicija se izgubila kroz stoljeca
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srednjeg vijeka obiljezenog slabim napretkom, ne samo u graditeljstvu.

Na samom pocetku primjene, pokusavala su se upotrijebiti poznata rjesenja, prikladna tradicij-
skim materijalima. Medutim, brzo se uocilo slabo iskoristenje dobrih svojstava novih materijala.

S druge strane, zamah industrije trazio je nove oblike i namjene konstrukcija. Trebalo je
graditi industrijske hale, silose, rezervoare i druge inzenjerske objekte s kojima takoder nije bilo
iskustava. Graditelji se vise nisu mogli osloniti isklju¢ivo na poznate izvore koje smo spomenuli
u uvodu. Problem iz starih vremena postao je jos naglaseniji. Kako procijeniti ponasanje buduce
konstrukcije prije same izvedbe? Jedna od moguénosti su pokusi na umanjenim konstrukcijama.
(Analogija izmedu luka i lanc¢anice predstavlja takav pokus.) Druga je moguénost postavljanje
odgovarajuc¢eg matematickog i numerickog modela konstrukcije.

4.2. Pojam matematickog modela
4.2.1. Uvod

Paralelno s napretkom prakti¢nih znanja doslo je do razvoja matematicke fizike. Postavlje-
ne su osnovne diferencijalne jednadzbe (mehanike fluida, elektriciteta i magnetizma) kojima su
opisani mnogi fizikalni procesi. U okviru toga razvoja pojavila se i teorija elasticnosti, a s njom
i matematicki modeli konstrukcija. I ovaj razvoj je tekao postupno, s tesko¢ama. Zahvaljujuci
njemu, danas mozemo mnoge fizikalne pojave opisati diferencijalnim jednadzbama. Na zalost,
analiticka su rjesenja tih jednadzbi moguca samo u izuzetnim slucajevima.

Probajmo sada ponoviti kako nastaje matematicki model neke konstrukcije. Pri tome ¢emo
se ogranic¢iti na staticku formulaciju, odnosno na tijela koja miruju. Prosirenje na dinamicke
probleme nije tesko ako se primijeni D’Alambertov princip dinamicke ravnoteze. Pocet ¢emo s
poznatim pojmovima koji se izucavaju u temeljnim predmetima koje smo spomenuli u uvodu.
Zbog toga ¢emo zadrzati viSe interpretativni, nego formalni pristup, uz isticanje aproksimacija
koje smo prisiljeni uvesti.

4.2.2. Pojam materijalnog kontinuuma

Zamislimo neko prostorno podruc¢je ispunjeno mnostvom tocaka
(slika 8.). Oznacimo ga s €2, a njegov rub (plohu, konturu ili plast)
s T. Neka je Q = QUT. Polozaj svake tocke odreden je uredenom
trojkom iz skupa realnih brojeva: (z,y,z) € R. Izmedu bilo koje
dvije tocke uvijek postoji jos barem jedna. Primijetimo da je defini-
cija rekurzivna. Izmedu dvije od tri oznacene tocke opet umetnemo
novu tocku i tako koliko god puta hoéemo (slika 8.). Intuitivno je
jasno da takvo podrucje sadrzi beskona¢no mnogo tocaka. Koliko god
povecali neki dio nikada ne¢emo pronadi supljinu. Od jedne do druge
tocke moZemo stiéi po proizvoljno odabranoj, neprekidnoj krivulji*
(od A do B na slici 8.) — kontinuirano, bez najmanjeg skoka (kao da
klizemo po ledu ili staklu). Takvo podrucje zovemo kontinuumom.®
Medutim, materija se sastoji od mnostva atoma i molekula smjestenih
na vrlo malim razmacima. Medu ¢esticama djeluju sile na daljinu, od-
nosno cestice se ne dodiruju. Sile su snazne, ali vrlo kratkog dosega.
Znamo da razbijenu vazu ni uz najvec¢i trud ne¢emo spojiti bez ljepila.

r

Slika 8.: Skica materijal-
nog kontinuuma

4Neprekidna funkcija u svakoj tocki ima konaénu vrijednost i limes jednak toj vrijednosti. Sve veli¢ine o kojima
¢emo govoriti u ovome poglavlju, poput deformacija, pomaka i naprezanja, neprekidne su funkcije koordinata x, y
i z. To neéemo posebno isticati. Primjerice, umjesto e(z,y, z) pisat ¢emo samo e.

5U strogome smislu, ovo nije toéna definicija matematickog kontinuuma. Treba uoéciti razlike u prebrojivosti
(gustodi) skupa racionalnih i realnih brojeva. Ipak, jasno se nazire kakav model materije usvajamo.
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a) b) c)

Slika 9.: Radni dijagram bakra: a) vrlo tanke Zice, b) uobicajenog probnog uzorka, c¢) podrucje
sloma klasicnog ¢elicnog uzorka

Ako pogledamo o — ¢ dijagram vrlo tanke metalne Zice nac¢injen osjetljivim uredajem za vlacnu
probu primjecujemo stepenasto ponaSanje, nastalo kidanjem veza medu cesticama u podrucju koje
popusta (slika 9.a). Zanimljivo je da oblik raskinutog uzorka u podrucju loma nije osnosimetri¢an
(slika 9.c) iako su uzorak i opterecenje gotovo simetriéni oko uspravne osi. Tome su razlog mala
odstupanja uzorka i optere¢enja od osne simetricnosti, ali i nepravilan raspored cestica koje ¢ine
materijal uzorka tako da prilikom optere¢enja veze medu njima nisu jednako naprezane. Kada bi
se radilo o savrseno osnosimetricnom pokusu i homogenom kontinuumu (vidjeti kraj pododjeljka)
slom bi morao biti osnosimetrican.

Standardni dijagram o — ¢ je makroskopski glatka krivulja (slika 9.b), ali zapravo se sastoji od
mnostva takvih, oku nevidljivih mikroskopskih skokova. Vidimo da model kontinuuma, odnosno
rekurzivno pravilo u mikroskopskim mjerilima ne vrijedi. Prije ili kasnije naisli bismo na prazninu
izmedu dvije cestice tijela, kako nam pokazuju elektronski mikroskopi. Zamislimo li kliza¢a medu
atomima i molekulama, morao bi skakati sa cestice na ¢esticu dok ne svlada odredenu udaljenost.
Klizaljke mu i nisu od neke koristi. Zapravo, u slucaju realnih materijala, s definicijom kontinuuma
upali bismo u teskoée jos puno ranije. Diskontinuiteti postoje i na makroskopskom nivou. Cak
su i vidljivi. Sjetimo se kvrga u drvetu ili pukotina u betonu. Cesto se i zid od opeke ili kamena
pokos gradevne jame otvorene u kamenitom terenu.

Unato¢ svemu, idealizacija kontinuumom pokazala se prilicno dobrom. Analiticka i numericka
rjesenja velikog broja diferencijalnih jednadzbi temeljenih na kontinuumu odli¢no se poklapaju s
rezultatima pokusa. Znaci da, makroskopski gledano, materija tezi uprosjecenju svojih mikro-
skopskih svojstava. Pri tome nemamo veliko statisticko rasipanje. Dokaz su rezultati ispitivanja
svojstava Celiénih ili betonskih uzoraka (gustoce, modula elasti¢nosti, ¢vrstoce i sliéno).

Zasto je to tako nije lako odgovoriti. Jedan dio odgovora lezi u drugom zakonu termodinamike.
Pojednostavnjeno, zakon kaze da tijela teze uprosjec¢ivanju svojstava kao nizem stanju energije.
Dodirnu li se dva tijela razlicite temperature, toplina prelazi s toplijeg tijela na hladnije sve dok
se temperature ne izjednace. Kapnemo li u vodu kaplju tinte, nakon nekog ¢e se vremena tinta
jednoliko prosiriti po ¢itavoj posudi dajuéi mjesavini istu boju. Pustimo li plin u neki spremnik,
on ¢e ravnomjerno ispuniti njegov volumen.

Zmaci, ako je uzorak dovoljno velik, kontinuum moze dobro aproksimirati sve mikroskopske
konfiguracije. Medusobni polozaji atoma nisu vazni. I tako umjesto milijardi nepoznatih stup-
njeva slobode koliko bi mogli imati kemicari ili fizicari pri analizi grede neke okvirne konstrukcije
modelom na razini atoma, gradevinskim inzenjerima, uz model kontinuuma (i pretpostavljeno
ponasanje duz grede), ostane samo 12 nepoznanica na krajevima grede. Ravninskim pristupom
samo 6.

5Drugi se dio odgovora krije u zakonima statisticke mehanike — disciplini koju proucavaju fizicari.
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b)

r
c)

Slika 10.: Izmisljene vrijednosti nekog fizikalno —mehanickog svojstva razlicitih modela kontinu-
uma: a) homogenost, b) izotropija, ¢) homogenost i izotropija

Slika 11.: Jednoli¢nost homogenog i izotropnog kontinuuma

U nasim se razmatranjima redovno koristimo daljnjim pojednostavnjenjima. Prvo, smatramo
da je kontinuum jos i homogen (slika 10.a) — ima jednaka fizikalno mehanicka svojstva u svim
tockama (ne smjerovimal). Uzastopnim uveéanjem nekog podruéja uvijek dobivamo istu sliku. Pri
tome moramo paziti da mikroskop ne rotiramo. Drugo, smatramo ga i izotropnim (slika 10.b)
— ima jednaka fizikalno mehanicka svojstva u svim smjerovima (ne tockamal). Ako je kontinuum
istodobno homogen i izotropan i uvecanje i rotacija nekog podrucja uvijek daju istu, jednoli¢nu
sliku (slike 10.c i 11.).

4.2.3. Geometrijske (kinematicke) ovisnosti

Iz iskustva znamo da opterec¢eno tijelo manje ili viSe mijenja velicinu i oblik. Kazemo da
se deformira. Analizom deformacija diferencijalnog dijela kontinuuma mozemo ustanoviti da
nastaje tenzorsko polje” deformacija kojemu pripada matrica skalarnih funkcija (komponenata):

Ex  Voy Vaz
E= [Yyz Ey Myz| - (1>
Vzz  Vzy €z

"Polje je sinonim za funkciju.
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Tocke deformabilnog tijela mijenjaju svoj polozaj u pros-
toru. Pojavljuje se vektorsko polje pomaka u kojemu pripada
vektor skalarnih funkcija (komponenata):

u:[u (% w}T

(2)
U odabranoj tocki kontinuuma matrica i vektor funkcija postaju
poznata matrica i vektor realnih brojeva. Uz dovoljan broj i
ispravan raspored pri¢vriéenja® pomaci tijela nastaju samo zbog
njegovih deformacija i obratno. Ako se pitamo $to nastaje prije
pomaci ili deformacije treba uvesti pojam vremena. Mi bismo se
tada priklonili misljenju da oboje nastaje istodobno. Svakako u
tijelu dolazi do promjene polozaja i udaljenosti medu tockama
i promjene kutova medu duzinama. Prema slici 12. mozemo
razlikovati: promjenu polozaja (O — O, A - A'i B —» B'),
promjenu udaljenosti (OA # O'A’ i OB # O'B’) i promjenu
kuta (£(OA,O0B) # £(0'A’, O'B).

Ocito je da izmedu deformacija i pomaka postoje ovisnosti. Zovemo ih geometrijskim ovis-
nostima i pisemo:

Slika 12.:

Deformacije i pomaci
pridrzanog kontinuuma

Qw1 (0N (B0)? (B
=8z T2\ or Ox Ox ’
_ou  L[(0uN (o0 (Ow)?
Ey_ay 2 |\ dy dy Ay ’
6_8_w+1@2+@2+8_w2 )

oz 2|\ oz 0z 0z ’
o v (uon ovou owiw
Ty = Jy ox Jrdy Ox0dy Ox Oy
o dw (oudu ovo  wow)
vz = 0z dy Oydz 0Oydz Oy 0z
_(9_w+3u Ou Ou @@4_8_21}3_11}
T = T B2 9z 0x 02 Oox 0z 0x )

Ovako definirane komponente deformacija pripadaju nelinearnom Green-Lagrangeovom tenzoru
konacnih deformacija. Kutne deformacije 7y, 7.y 1 2. Disu raspisane jer znamo da vrijedi

Yyz = Vzy> Yzy = Vyz» Yoz = Vzax (4)

Sto znaci da je matrica tenzora deformacije simetricna. Sadrzi samo Sest razli¢itih komponenata
koje mozemo smjestiti u vektor:®

82[537 €y &z TVaoy Vyz f)/zx}T (5)

8To je nuzan uvjet jedinstvenog rjesenja statickog pristupa modelu. Govorimo o rubnim uvjetima (vidjeti
pododjeljak 4.2.7.).
9Rije¢ vektor ovdje znaci matricu s jednim stupcem. Postoji i vektor-redak. Radi se o malo opéenitijoj definiciji

od klasi¢ne ,,duljine sa Siljkom*“.
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4.2.3.1. Linearizacija. Ako su relativne duzinske deformacije (Ju/0x,...) i kutovi zaokreta
(Ou/dy, ...) mali prema jedinici, a kvadrati kutova zaokreta mali prema relativnim duzinskim
deformacijama, kvadratne ¢lanove u (3) mozemo zanemariti pa dobivamo poznate linearne kom-
ponente Cauchijevog tenzora deformacija:

xr T al_7 'Y:Ey - Ty — ay ax7
ov ov Ow

- _ — 9% =24

B ow 9. _ ow n @
=T 0z Yo = S = 5 T B2

U desnom stupcu izraza (6) prepoznajemo kutne deformacije prikazane u inzenjerskom obliku.
Zahtjev linearizacije prema kvadratima kutova zaokreta trebalo bi dulje obrazlagati. Razraduje
se u kolegijima poput nelinearne teorije elasti¢nosti. Neformalno, uzmimo da je du/dz = 1074,
a Ow/Ox = 1072. Obje su vrijednosti puno manje od jedinice, ali je (Qw/0x)? = du/dx = 1074
Vidimo da se radi o vrijednostima istoga reda veli¢ine, pa kvadrat kuta zaokreta iz prve jednadzbe
u (3) ne smijemo zanemariti. Primjerice, ovaj se slucaj javlja pri analizi uzeta (vidjeti odjeljak
13.4.). U literaturi se ¢esto tri nuzna zahtjeva za linearizacijom obuhvac¢aju jednim, relativno
nepreciznim, izricajem. Kaze se: pomaci su vrlo mali u odnosu na dimenzije tijela. Time se
(presutno) smatra da su relativne duzinske deformacije i kvadrati zaokreta (pa i zaokreti) mali
prema jedinici.
Sustav jednadzbi (6) mozemo zapisati i matri¢no:

€ = Lu, (7)

gdje L predstavlja simbolicki matri¢ni zapis diferencijalnog operatora nad vektorom u. Formalno,
za skraceni zapis Cauchijevog tenzora koristimo pravilo matriécnog mnozenja. Matrica sadrzava
prve parcijalne derivacije po globalnim koordinatama x, y i z:

_8 —
% 0 0
o
0 3_y 0

9
0 0 &
oo ¥
Oy Ox
o 0
9 9
_a O %_

Spomenimo da Green-Lagrangeov i Cauchijev tenzor deformacija zovemo tenzorima ¢€istih
deformacija, jer ne sadrze komponente rotacija elementarnog volumena kao krutoga tijela.
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4.2.4. Uvjeti neprekinutosti (kompatibilnosti)

u(x) Jednostavno govoredi, uvjet kompatibilnosti zah-
tijeva da kontinuum pri procesu deformira-
UK = mm nja mora ostati kontinuum. Ako smo opteretili
neko tijelo, ono se izoblicilo, deformiralo, ali polje
nastalih deformacija mora biti neprekidno i jed-
noznacno definirano. Drugim rijec¢ima, u konti-
nuumu ne smije nastati procjep (neprekidan) niti
i preklop (jednoznacan), pa u svakoj njegovoj tocki
i postoji samo jedna vrijednost komponenata (ma-
! trica) deformacija. Takve su deformacije sigurno
! integrabilne!® i prema (6) dobivamo polje pomaka
|
|
|
|
|
|

a)

Ex(X)
E1x (Xa) —_—

1stih svojstava. Primijetimo da obrat ne mora vrije-
diti. Derivacijom neprekidnog i jednoznac¢nog polja
pomaka mozemo dobiti prekidno i visezna¢no polje
deformacija (slika 13.). Lako je vidjeti da primjer na
0= slici nije korektan jer postoje dvije vrijednosti defor-

i i macije u tocki x,, Sto nema fizikalnog smisla. Tako
Slika 13.: Neprekidna i jednoznac¢na funkcija je i ovo dovoljan razlog da primjer odbacimo, na-

pomaka u(x) [gore] i prekidna i viSeznacna glasimo da teskoce ponajprije nastaju ako trebamo
funkcija deformacija e(z) = du/dz [dolje] vedi stupanj neprekidnosti za funkciju pomaka (pri-

mjerice, u slucaju Stapa se radi o polinomu trec¢eg
stupnja). To znaci da nismo u stanju zadovoljiti tzv. uvjete kompatibilnosti (jednakost ku-
tova zaokreta u Cvoru), jer funkcija pomaka nije (dovoljno puta) derivabilna. Razjasnimo malo
spomenute uvjete u nastavku.

b)

Xa

82,x (xa) ————————— — e

mijetimo najprije da je prema (6) lako derivacijom neprekidnog i jednoznacénog polja pomaka
odrediti komponente polja deformacija. Ali, ako integriranjem polja deformacija treba odrediti
polje pomaka, problem postaje matematicki preodreden. Vidimo da treba odrediti tri komponente
pomaka, a raspolazemo sa Sest komponenata deformacija. Prema tome, deformacije moraju biti
medusobno ovisne, odnosno postoje tri jednadzbe koje odreduju tu ovisnost. Prikladnim derivi-
ranjem i medusobnim uvrstavanjem jednadzbi (6) eliminiramo pomake, pa dobivamo tri trazena
(i medusobno neovisna) izraza oblika:
0%c | O%ey  Pruy _ 0
oy 0x%  Oxdy ’
62€y 625,3 . 827@/2’ —0 (9)
022 Oy?  Oyoz ’
0%c, N 0%c, B 0%, o,
ox? 022 0z0x
10Naglasili smo i rije¢ ,sigurno® jer postoje neki oblici prekidnih i vigeznac¢nih funkcija koje je ponekad, uz

puno opreza, moguce integrirati. Mi se takvim funkcijama neé¢emo baviti jer najcesée nemaju fizikalni smisao i ne
zadovoljavaju uvjete kompatibilnosti koje ¢emo uskoro spomenuti.
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ili:
5 %*e, " vy B 0 YVay _ 0*Vza —0,
Oydz  Ox2 0xdz  0x0y
2 2 2 2
0 Ey 0 Vzx . 0 Vyz o 9 ey — 07 (10)
0z0x  Oy*>  Oydr 0Oyoz

e, Py v P

2

— =0.

0xdy 022 0z0y 020w
Svaka od jednadzbi prve grupe definira ponasanje polja deformacija u koordinatnim ravninama
xy, xz 1 yz. Jednadzbe druge grupe definiraju ponasanje polja deformacija u prostoru. Zovemo
ih Saint Venantovim uvjetima neprekinutosti (kompatibilnosti) deformacija. Moze se pokazati
da su grupe medusobno linearno zavisne. Sustave mozemo napisati i u matricnom obliku:

L.e=0, L,e =0, (11)

gdje simbolicke matrice L, i L, sadrze druge parcijalne derivacije u ravninskom (indeks r) i
prostornom (indeks p) sluéaju uvjeta neprekinutosti:

- 92 2 2 7
oor 9 0
oy?  Ox? 0x0y
2 2 2
L=|o %&£ 9o , _29 , (12)
0z Oy? yoz
0? 0? 0?
52 0 a2 M v
odnosno:
- a2 2 2 2
5 0 0 0 0 0 0
Oyoz 0xdz  O0x? 0x0y
0? 0? 0? 0?
L,= 2 — - 13
b 0 0z0x 0 Yoz oyox  Oy? (13)
2 2 2 2
0 0 2 0 3_ — 0 — ?
i oxdy 022 0z0x 020y |

Uz jednu od grupa (11) deformacije (7) daju jedinstveno polje pomaka. Raspolazemo s devet
jednadzbi i imamo devet nepoznanica (tri komponente pomaka i Sest komponenata deformacija).
Stovise, sada sigurno vrijedi i obrat, jer je takvo polje pomaka dovoljno puta derivabilno. Ono je
klase C® (treéa je derivacija neprekidna) u $to se lako uvijeriti ako u uvjete kompatibilnosti (9) ili
(10) uvrstimo (6).

Spomenimo da su uvjeti kompatibilnosti izvedeni iz linearnih geometrijskih uvjeta. Ako koris-
timo nelinearne ovisnosti (3), uvjeti kompatibilnosti postaju jos slozenijima.

Neformalno, uvjeti kompatibilnosti znac¢e da neprekidna krivulja koju kliza¢ urezuje po povrsini
ili unutar kontinuuma ostaje neprekidna nakon deformacije. Moze se pokazati da u nekim proble-
mima krivulja smije imati i lom, diskontinuitet u prvoj derivaciji, ali ne smije imati prekid. Klizacu
je dozvoljeno naglo mijenjati smjer, ali bez izvodenja skokova. Da potpuna kompatibilnost ¢esto
nije potrebna, pokazat ¢emo u 11. poglavlju i pododjeljku 13.6.3.

Navedimo jos jedno slikovito pojasnjenje. Zamislimo tijelo sastavljeno od mnostva slijepljenih
kockica (slika 14.a). Kockice se savrseno ,,uklapaju® tako da tijelo nema Supljina. One se deformi-
ranjem izoblice, ali koliko god bile sitne, zajednicke stranice im moraju ostati sa¢uvane (slika
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)

Slika 14.: Priblizno geometrijsko pojasnjenje uvjeta neprekinutosti: a) nedeformirano stanje, b)
neprekinuta deformacija, ¢) prekidna deformacija

2) b) ©)

Slika 15.: Otkrivanje pukotine proguséenjem mreze: a) nedeformirano stanje, b) prekidna defor-
macija, ¢) ,,po volji“ mali kontinuum oko neke tocke

a)

14.b). Narusavanje uvjeta kompatibilnosti znacilo bi pojavu pukotina u tijelu, rascjepa ili prek-
lopa izmedu nasih kockica (slika 14.c). Netko se moze sjetiti pa reéi: Sto ako je ¢itava pukotina
sadrzana unutar jedne kockice? Imamo pukotinu, a rascjep izmedu kockica nakon deformacije
ipak ne postoji. Strogost zahtjeva je u tvrdnji , koliko god bile sitne*. Naime, daljnje usitnjavanje
kockica ,,pronaslo® bi pukotinu jer bi se novonastale, manje kockice koje presijecaju pukotinu pri
deformiranju tijela razdvojile (slike 15.a i 15.b). Ako kockice smanjujemo, bolje se prilagodavamo
proizvoljnom obliku naseg tijela. U limesu, one postaju tocke kontinuuma. Prema tome, po volji
mali dio kontinuuma oko neke tocke i nakon deformacije ostaje kontinuum. (Uvijek ga mozemo
popuniti kockicama koje se ne smiju razdvojiti.) Zahtjev ,po volji mali“ koji postavljamo na
kontinuum odgovara zahtjevu , koliko god bile sitne® koji se odnosi na kockice (slika 15.¢).

Ocito je da uvjet kompatibilnosti ne dopusta proizvoljan izbor polja deformacija. Promotrimo
opet tijelo sastavljeno od kockica. Zamislimo da smo ga rastavili i svaku kockicu proizvoljno
deformirali. Pri vrac¢anju izoblicenih kockica na ista mjesta medu njima bi se pojavili procjepi.
Dakle, ovaj uvjet zna¢i da se kockice moraju medusobno savrseno ,slijediti“ pri deformiranju.
Komponente deformacija moraju biti medusobno povezane.

Naravno, predodzba o kockicama je anizotropna. Trebalo bi jos zamisliti da mrezu mozemo,
bez posljedica, po volji rotirati.

U pododjeljku 4.2.2. smo obrazlozili da definicija kontinuuma ne odgovara strukturi tijela u
prirodi. Tada je ocito da zbog definicije s pocetka ovog pododjeljka ni uvjet kompatibilnosti ne
moze biti zadovoljen. Primjerice, zabluda je smatrati da stup i priklju¢ne grede nekoga armirano-
betonskoga (a jos manje ¢elicnoga) ¢vora okvirne konstrukcije imaju jednake kutove zaokreta. To
vrijedi samo ako je ¢vor apsolutno krut. Medutim, aposolutno kruto ne postoji, jer je ¢vor makar
malo (na zalost, ponekad i neplanirano puno) popustljiv. Popustljivost nastaje jer je materijal
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spoja deformabilan, otvaraju se mikropukotine i isteze se armatura u armiranome betonu, krive
se ¢cvorni limovi i popustaju varovi i vijci u ¢eliku i slicno. Ako je podatljivost spoja mala,
onda je uvjet kompatibilnosti stapova u ¢voru razumna (ali nikada potpuno to¢na) pretpostavka.
Ovo se razmatranje moze proSiriti i na bilo koju tocku konstrukcije. U svakom slu¢aju, opet
kljuénu ulogu ima uprosjecenje pogresaka u strukturi materije. Ono omogucuje uspjesnu primjenu
uvjeta kompatibilnosti. Ali, kao sto ¢emo vidjeti u pododjeljku 4.2.6., te nesavrsenosti znac¢ajno
pogorsavaju svojstva materijala.

4.2.5. Uvjeti ravnoteze

Prema prvom Newtonovom zakonu tijelo u inercijal-
nom sustavu miruje samo ako ga djelovanje sila ne po-
krene. To ne znaci da na tijelo ne smiju djelovati sile.
Dovoljno je da rezultanta svih sila i momenata bude jed-
naka nul-vektoru (slika 16.):

f, f,

; =0, (14)

7

fe f,

=1
m; + Y (r; x f) =0, (15)
Slika 16.: Optereceno tijelo =1 i=1

Jj=

gdje su f; sile koje djeluju na tijelo, m; koncentrirani momenti, a r; radijus vektori hvatista sila
(opéenitije, tocke na pravcu djelovanja sila) u odnosu na toc¢ku redukcije. To zovemo uvjetima
ravnoteze. U ovoj se definiciji ponekad presutno prihvacaju neke bitne ¢injenice.

Prvo, mirovanje je relativno. Znamo da niSta apsolutno ne miruje. Zemlja rotira oko sebe,
rotira oko Sunca, cijela galaksija se giba. Mirovanje u odnosu na povrsinu Zemlje mozemo shvatiti
kao apsolutno mirovanje, jer su inercijalne sile zbog kozmickih gibanja vrlo male. Primjerice,
ne osjeCamo centrifugalnu silu zbog rotacije Zemlje (uzrokuje promjenu gravitacije) ili promjenu
privlacne sile Mjeseca (uzrokuje plimu i oseku). I utroba Zemlje je nemirna. Postoje seizmicke
mikrovibracije unutar Zemlje, ali i gibanje elementarnih cestica u tijelu koje biljeze samo vrlo
osjetljivi instrumenti.

Drugo, osim tijela, ni uravnotezene sile koje djeluju na njega nikada apsolutno ne miruju.
Primjerice, oblik i dimenzije tijela se mijenjaju zbog promjene temperature, puzanja i skupljanja
betona, slijeganja temelja i slicno. Prilikom padanja snijega opterecenje vrlo polako raste, a krovna
konstrukcija se progiba.

Opisana gibanja tijela i opterec¢enja uzrokuju vrlo mala ubrzanja, pa se inercijalne sile mogu
zanemariti. U protivnom tijelo vise ne miruje — titra. Treba naglasiti da spori prirast opterecenja
ne znaci uvijek male inercijalne sile. Primjerice, iako je prirast optere¢enja spor, moze nastati nagla
promjena deformacija kada se priblizimo iznosu kriti¢cne sile koja uzrokuje gubitak stabilnosti
statickog sustava. Tada nastaju znacajni dinamicki uc¢inci. Pojava je posebno izrazena kod lukova
i ljusaka s malim imperfekcijama i zovemo je probojem (engl. snap). Prema tome, ako Zelimo
zanemariti dinamicke utjecaje, osim sporog prirasta sila, precizno bi bilo zahtijevati i spori prirast
deformacija.

Trece, nisu jednaka stanja modela tijela na koje ne djeluju nikakve sile i na koje djeluje urav-
notezena grupa sila. A oba stanja zadovoljavaju prvi Newtonov zakon. U optere¢enom se tijelu
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Slika 17.: Ravnoteza dijela optere¢enog tijela

pojavljuje tenzorsko polje naprezanja. Svakoj tocki tijela pripada matrica

Oz Txy Tzz
o= |Tye Oy Tyl - (16)
Tze Tzy Oz

Komponente naprezanja moraju zadovoljiti i diferencijalne uvjete ravnoteze koji se uobicajeno
izvode primjenom jednadzbe (14) na diferencijalni element tijela:

0o,  OTyy — OTys
_.l_

o oy 0z f =0,

0T,e Oo OT,»

£T+a;4%az—ggza (17)
0T N 0Ty n do. =0

ox dy 0z

Iz jednadzbe (15) mozemo izvesti zakon o uzajamnosti posmi¢nih naprezanja na elementu kojim
dokazujemo simetricnost tenzora naprezanja:

Toy = Tyss Ty = Toyy  Taz = Taa: (18)
Preostaje Sest razli¢itih komponenata koje mozemo prikazati u obliku vektora:
c=[0. 0y 0. Toy Ty Tl . (19)
Sada sustav jednadzbi (17) mozemo zapisati i u matricnom obliku:
L' —f =0, (20)
gdje je matrica LT transponirana matrica (8), a f vektor volumenskih sila:
A (21)
Promatrajuci uvjete ravnoteze mozemo donijeti jos neke zakljucke:

1. Ako je optereceno tijelo u stanju mirovanja, tada miruje i svaki njegov dio. Zamijenimo li
medudjelovanja silama (slika 17.a), svaki dio predstavlja isti problem kao i tijelo u cjelini
— optereceno tijelo koje miruje. Znaci da za svaki dio vrijedi prvi Newtonov zakon, pa je
prema tome svaki dio u ravnotezi. Zaklju¢imo: ne samo da citavo tijelo u mirovanju mora
biti u ravnotezi, nego i svaki njegov bilo kako izrezani komad. Drugim rije¢ima, rezultanta
sila koje djeluju na bilo koji dio tijela mora biti jednaka nuli (slika 17.b).
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2. Sva su tijela deformabilna. Optereceno tijelo koje miruje zadovoljava uvijete ravnoteze u
deformiranom stanju, tako da bismo ih na tome stanju morali i postaviti. Medutim, ono
nije unaprijed poznato. Mozemo ga dobiti tek kao rezultat proracuna. Znaci jednadzbe
ravnoteze su, strogo govoreéi, nelinearne. Ako su deformacije i zaokreti mali prema
jedinici'! uvjete ravnoteze mozemo linearizirati, pa dobivamo jednadzbe (17). Ili ekviva-
lentno: deformirani oblik tijela smijemo pri tvorbi jednadzbi ravnoteze aproksimirati nede-

formiranim.

3. Iz sustava (17) vidimo da homogeno stanje naprezanja postoji samo ako ne djeluju volumen-
ske sile. Buduéi da sva tijela na Zemlji imaju prostornu tezinu (f, # 0), homogeno stanje
realno ne postoji.

4. Imamo Sest nepoznatih komponenata naprezanja, a samo tri jednadzbe ravnoteze. O¢cito
su, poput deformacija, i naprezanja medusobno zavisna. Tri dodatne jednadzbe mozemo
dobiti ako u jedan od uvjeta kompatibilnosti (11) uvrstimo zakon ponasanja (pododje-
ljak 4.2.6.). Zovemo ih uvjetima kompatibilnosti naprezanja ili Beltrami-Michellovim jed-
nadzbama (odjeljak 5.2.).

Zaklju¢imo: bilo kakvo tijelo koje miruje, primjerice izvijeni Stap, plastificirani okvir pa i neka
srusena konstrukcija, moraju biti u ravnotezi.

4.2.6. Zakoni ponasanja (konstitucije)

Iz prethodna dva pododjeljka mozemo zamijetiti da se uvjeti kompatibilnosti odnose na polje
deformacija, a uvjeti ravnoteze na polje naprezanja. Uocavamo da ta polja nisu povezana istim
uvjetima, pa se u prvi mah ¢ini da ne postoji veza izmedu deformacija i naprezanja. Namece se
zapravo pitanje da li uz poznate deformacije mozemo odrediti naprezanja i obratno?

Iz iskustva znamo da ta veza mora postojati. Kada primijetimo jako prognutu dasku pod
nekim teretom kazemo da je preoptereéena i nastojimo je odteretiti. Dasku smatramo sigurnom
tek kada progib postane slabo zamjetan. Prilikom savijanja ravnog, vitkog stapa uoc¢avamo progib
i osjeéamo napor u nasim rukama. Popustanjem stiska, napor opada i stap se ispravlja.!? Tako
prihva¢amo da se neoptereéeni predmet ne deformira i ne trpi nikakvu silu.'® O¢cito je da uocavamo
vezu izmedu sile i progiba. Kao da se sile i pomaci medusobno ,,prate”.

1T naprezanja koja se mnoze sa zaokretima u nelinearnim jednadzbama ravnoteze moraju biti mala u odnosu na
¢lanove koji sadrze samo naprezanja. I ova je ¢injenica predmet posebnih kolegija. Ako postavimo strozi zahtjev
da su pomaci mali u odnosu na dimenzije tijela, vrijede sve navedene pretpostavke. Usput, translacije ne utjecu
na uvjete ravnoteze.

12Prema treéem Newtonovom zakonu ruke djeluju na stap istom silom kojom stap djeluje na ruke. Djelovanje
Stapa na ruke osjeéamo kao napor, Sto zapravo predstavlja silu.

13To nije posve toéno. Mozemo imati deformacije bez zna¢ajnih naprezanja i obratno. Staticki odredeni sustavi
se pod utjecajem temperature deformiraju bez pojave unutarnjih sila. S druge strane, bez obzira na staticki sustav,
uvijek postoje zaostala naprezanja od procesa proizvodnje ili obrade materijala, ali su priliéno mala i najce$ée ne
uzrokuju vidljive deformacije. Kona¢no, ne mozemo uvijek zakljuciti da je slabo deformirano tijelo neoptereceno.
Tijela velike krutosti mogu preuzeti znacajno optere¢enje bez vidljivih deformacija.
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Danas znamo da ta veza ovisi o mehanickim svoj-
stvima materijala utemeljenim na silama medu elemen-
tarnim cesticama. Fizicari i kemicari su proracunima
odredili odnos sile i razmaka medu atomima (slika 18.).
Takva se krivulja naziva teorijskom krivuljom pona-
Sanja. Vrsne vrijednosti krivulje mogu dobro procijeniti
udaljenost i gradevinari — jednostavnim formulama linearne meha-

nike loma primijenjenim na nivou atoma. Slikovito opi-
sano, krivulju bismo dobili vla¢nim i tlacnim pokusom
kada bismo jedan niz atoma nekog uzorka mogli ispitati
u vrlo osjetljivoj kidalici (slika 19.).
Slika 18.: Usporedba teorijske i Medutim teorijske vrijednosti su nam od slabe koristi.
Pokusna se tijela lome pri puno manjim vrijednostima
naprezanja, priblizno izmedu 1/100 do 1/1000 teorijske
vrijednosti (slika 18.). Razlog su tome velike koncen-
tracije naprezanja medu gustim nizovima atoma — kristalnoj reSetki uzorka. One nastaju zbog
neizbjeznih mikropukotina pri procesu prirodnog nastajanja ili proizvodnje materijala. Teorijski
uzorak predstavljen nizom atoma nema takvih pogresaka.

vlak

100 - 1000

1

tlak

uobicajene krivulje ponaSanja materi-
jala

f Zanimljivo je da su nedavno, vla¢nim pokusima
\‘\'\.\.\f u laboratoriju tvrtke Rolls Royce, uspjeli na vrlo

tankim nitima od slitine silikona i stakla (promjera
1072 mm) dobiti krivulju ponasanja na vla¢noj strani
koja je bliska teorijskoj krivulji.'* Takvi, ¢ak i op-
tickim mikroskopom nevidljivi uzorci sadrze samo
nekoliko nizova atoma. Posebnom tehnologijom iz-
vlacenja, uz malo srece, dobili su neostec¢ene uzorke.
Poremecene su lako detektirali. Njihova je vla¢na
¢vrstoca priblizno nula. Kod takvih uzoraka imamo
sve ili nista.

Dakle, vidimo da zakone ponasanja na makro ra-
zini (za prakti¢ne potrebe) moramo odrediti poku-
sima. Pri tome znamo da postoji mnogo razlicitih
zakona. Oni ovise o na¢inu sloma atomske strukture!® materijala s obzirom na vrstu ispitivanja
(jednoosno, viseosno, tlacno, vlaéno, posmicno, njihova kombinacija i slicno). Ako raspolazemo s
tri komponente glavnih naprezanja i deformacija u nekoj tocki tijela, plohu ovisnosti bismo morali
crtati u Sest dimenzija. Kad bi to i bilo moguce, nedostaju neki podaci, jer se u prostoru mijenjaju
ne samo iznosi veé i smjerovi glavnih naprezanja (deformacija).

Za graficki prikaz ovisnosti tenzora naprezanja i deformacija trebali bismo dvanaest dimen-
zija. Sve to nije moguce vizualno predociti. Medutim, time nismo jako zakinuti jer danasnje
eksperimentalne metode ionako pouzdano daju samo rezultate jednoosnih ispitivanja — tzv. radne
dijagrame. Prema obliku tih krivulja postoje mnogobrojni jednodimenzionalni i prema nekome
kriteriju istovrijedni visedimenzionalni matemati¢ki modeli (zakona) ponaSanja. (Prisjetite
se primjerice teorija ¢vrstoce iz Otpornosti materijala 11.)

Slika 19.: Vlacna proba niza atoma ,izvade-
nog” iz strukture nekog materijala

4.2.6.1. Elasti¢ni modeli. Najjednostavniji je linearno elasti¢ni model — Hookeov zakon za
homogeni i izotropni materijal. Prema njemu su naprezanja proporcionalna deformacijama. Op¢i

14Na tlaénoj strani se javlja problem stabilnosti tako ekstremno vitkog uzroka — smetnja koju, barem za sada,
nije moguce ukloniti.
15Kod nekih materijala mozemo govoriti o kristalnoj resetki.
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A 7

E o0=f(¢)

a) b)

Slika 20.: Radni dijagram elasti¢nog materijala: a) linearni, b) nelinearni

oblik toga zakona mozemo prikazati kao:
o =Ce, (22)

gdje je C matrica materijalnih konstanata reda 6:

[2(1 —v) 2v 2v ]
1—-2v 1—-2v 1—-2v 000

2v 2(1 —v) 2v
1—-2v 1—-2v 1—2v 000

E 2v 2v 2(1—v)
_ 00
=i y|i-w 1w - : (23)

0 0 0 1 00
0 0 0 010
0 0 0 00 1]

Ona je simetri¢na i ovisi o samo dva parametra: modulu elasticnosti £ i Poissonovu koeficijentu
v. U slucaju jednoosnog stanja naprezanja, umjesto matrice C imamo samo konstantu proporci-
onalnosti, odnosno modul elasti¢nosti materijala (slika 20.a):

o=Fe. (24)

Zanimljivo je da i bez znanja o realnim svojstvima materijala mozemo logi¢no zakljuciti da ovaj
model ne moze vrijediti neograniceno. Lako je uociti da pri iznosu centricnog tlacnog naprezanja
o = E kratkoga stapal® dobivamo:

a:E5:E$:E — #:1, (25)

sto znaci da je skradenje stapa jednako njegovoj duljini, odnosno da stap iscezava?! Stovige,
daljnjim poveéanjem naprezanja (o > FE) stap dobiva negativnu duljinu?? S druge strane, pri
dovoljno velikom vla¢nom naprezanju, kriti¢ni poprecni presjek bi zbog Poissonovog ucinka iscez-
nuo?? O¢ito je da dobivamo apsurdne (fizikalno nemoguée) rezultate.

Postoji i nelinearno elasti¢ni model materijala. Odnos naprezanja i deformacija vise nije pro-
porcionalan, ali je ipak elastican. Mozemo ga prikazati optom jednadzbom:

o= f(e), (26)

16 kratkoga“ tako da nema problema stabilnosti. Usput, Hookeov zakon ne ograni¢ava najveée naprezanje jer
pravac nije omeden.
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Slika 21.: Uobi¢ajeni radni dijagram materijala: a) pri jednokratnom optereéenju i rasterecenju,
b) pri visekratnom opterecenju i rasterecenju

ili jednodimenzionalno: o = f(¢), gdje je f(¢) monotono rastuca funkcija. Tipi¢ni dijagram je
prikazan na slici 20.b.

Prikazani modeli se upotrebljavaju uz pretpostavku jednoznacnog zakona ponasanja. Jednoj
vrijednosti deformacije pripada samo jedno naprezanje. Vrijedi i obratno. Prethodna opterecenja
i rastere¢enja ne utjecu na trenutno stanje naprezanja i deformacija. Uvijek se nalazimo na istoj]
krivulji.

Ako se metalna opruga optereti nekom, ne prevelikom, silom ona ¢e se deformirati propor-
cionalno sili. Uklanjanjem sile opruga se vrac¢a u prvobitno, nedeformirano stanje. Na njoj ne
mozemo ustanoviti nikakve posljedice optere¢enja. Materijal opruge je ,zaboravio“ nanijeto op-
tere¢enje. Govorimo i o materijalu ,,sa slabom memorijom*. Isti pokus se moze ponoviti puno
puta. Opruga ¢e nakon svakog rastere¢enja ostati nedeformirana. Sjetimo se opruge mehanickog
sata. Prakticki neoSte¢ena, namota se i odmota u satnome mehanizmu nebrojeno puta. Inace bi
vrijeme koje mjeri bilo neto¢no.

Zapazimo da se, pri nizim iznosima sile, nelinearno elasti¢ni modeli ponasaju sli¢no teorijskoj
krivulji. Cak je i Hooke, koji nije mogao znati nista o mikrostrukturi tvari, bio u pravu, kako
se moze uociti iz oblika krivulje blizu ishodista (slika 18.). Razlog je tome Sto pri odredivanju
teorijske krivulje ispitujemo veze neporemecenog niza atoma, a poremecaji elasticnih modela uz-
rokuju krivljenje dijagrama tek pri visim iznosima sile. Pri tome smatramo da su poremecaji
atomske resetke idealno povratni (reverzibilni). Ipak, za razliku od teorijskog ponasanja, vrsna su
naprezanja puno manja.

4.2.6.2. Neelasti¢ni modeli. Medutim, ve¢ina materijala se ponasa elasticno samo pri malim
optere¢enjima. Cak i tada vrlo precizni mjerni instrumenti biljeze neznatno odstupanje krivulja
opterecenja i rastere¢enja. Uvijek se neke medumolekularne veze nepovratno raskinu i rasterece-
njem se ne mogu vratiti u prvobitno stanje. Pokusno tijelo je, makar neznatno, trajno promijenilo
oblik. Dio se potencijalne energije deformacija utroSio na kidanje veza i pretvorio se u toplinsku
energiju.l” Zbog toga su uzorci vruéi neposredno nakon sloma. Koli¢ina utrosene energije odredena
je povrsinom lika ispod radnog dijagrama.

Preciznije govoreci, uobicajeno je za realne materijale da prilikom opterecenja dijagram raste
po jednome zakonu, a prilikom rastere¢enja pada po drugom (slika 21.a). Da bismo znali napre-
zanje nije dovoljno znati samo deformaciju. Vrijedi i obrat. Na dijagramu vidimo da odabranoj
vrijednosti deformacija odgovaraju dvije vrijednosti naprezanja i obratno. Buduéi da u primjeru
postoji samo jedna padajuca grana dovoljno je poznavati trenutni prirast deformacije €; odnosno

1"Prema zakonu o saéuvanju, energija se ne moze izgubiti.
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da li deformacija raste ili pada. Spomenimo da polozaj padajuce grane ovisi o maksimalno dos-
tignutom naprezanju. U pravilu, pri ve¢em opterecenju krivulja rastere¢enja se pomice u desno
(slika 21.a). Ali ako je padajuéih grana vise (slika 21.b), podatak o trenutnom prirastu deformacije
nije dovoljan, jer nije poznata grana na kojoj se nalazimo. Potrebno je poznavati cijelu povijest
naprezanja i deformacija. Jasno, dijagrami se odnose samo na jednu komponentu deformacije i
pripadajuc¢eg naprezanja:

o= f(e). (27)

Zapis je formalno isti kao i (26) ali se zapravo radi o eksplicitnom obliku implicitne funkcije
F(o,¢) = 0, §to predstavlja zapis krivulje u obliku petlje koja, spomenuli smo, nije jednoznaéna.'®
U opéem, visedimenzionalnom slucaju vrijedi o = f(g), sto, rekli smo, nije moguce prikazati.

4.2.7. Rubni uvjeti

Naglasili smo da uvjeti ravnoteze (16) moraju vrijediti za bilo koji dio, pa i za rub tijela.
Inace plast, pa i tijelo ne bi bili u ravnotezi. Sli¢no, i uvjeti kompatibilnosti moraju vrijediti na
rubu. U protivnome bi deformirani plast imao prekid pa bi tijelo izgubilo svojstva kontinuuma.
Time bi i uvjeti kompatibilnosti (11) bili naruseni. Uvjete ravnoteze i kompatibilnosti na rubu
tijela zajednicki zovemo rubnim uvjetima. Prve zovemo prirodnim, a druge geometrijskim
rubnim uvjetima. Mozemo ih zapisati u obliku

plr, = Po, ulr, = uy, (28)

gdje su I'; i I, podruc¢ja konture sa zadanim naprezanjima p, i pomacima u, (slika 22.a). Ako
je pp = ug = 0 govorimo o homogenim rubnim uvjetima. Tada prirodni rubni uvjet zovemo
Neumannovim, a geometrijski Dirichletovim. Drugim rijecima, radi se o grani¢nim slucaje-
vima kada je rub neopterecen (sile na rubu su jednake nuli) ili apsolutno krut (pomaci na rubu
su jednaki nuli).*

Nadalje, vrijedi I', UT', =T'iT', NI, = 0. Posljednji uvjet znaci da se I', i I, ne smiju prekla-
pati. Ako u nekoj tocki ruba zadamo silu i pomak u istome smjeru, rubni uvjet nije jednoznac¢no
definiran. Dio plasta oznacen sa I', pripada slobodnom rubu, a sa I, dijelu spojenom s jednim ili
vise tijela.

4.2.7.1. Rubni uvjeti na spoju. Razmotrimo prvo rubne uvjete na spoju dvaju tijela.
Jedno tijelo proglasimo promatranim, a drugo susjednim (slika 22.a).

Prirodni rubni uvjeti na spoju. Ako je sastavljeno tijelo u ravnotezi tada uvjeti ravnoteze
vrijede za bilo koji, ma kako mali dio takvog tijela (pododjeljak 4.2.5.). Znaci, uvijek mozemo
odabrati i takav dio koji sadrzi plohu spoja (slika 22.a). Smanjujemo li odabrani dio, u limesu
dobivamo ravnotezu sustava dvije tocke koje su po volji bliske spojnoj plohi (desno, gore na slici
22.a). Naprezanja medu njima moraju biti jednaka. U suprotnome, medu tockama bi se pojavila
rezultanta naprezanja koja bi ostala neuravnotezena, jer je suma svih ostalih djelovanja na dvije
tocke jednaka nuli (inace ne bi bile u ravnotezi). S obzirom na proizvoljni izbor to¢aka, mozemo
kazati da naprezanja medu bilo kojim tockama spoja dvaju tijela moraju biti jednaka (slika 22.b).
To je i intuitivno jasno. U protivnome, na spoju tijela bi se pojavila neuravnotezena rezultanta
naprezanja. Ona se ne moze uravnoteziti s vanjskim silama, jer je njihova suma jednaka nuli.
(Sastavljeno tijelo je u ravnotezi.)

8Implicitna se funkcija moze aproksimirati eksplicitnom ako su zadovoljeni uvjeti poznatog teorema o implicitnoj
funkciji. Ukratko, ako je funkcija dovoljno glatka aproksimacija je moguca duz ¢itave krivulje, osim u moguéem,
kona¢nom broju singularnih tocaka.

197 literaturi postoji neslaganje oko ovih naziva. Neki izvori veé nehomogene uvjete zovu Neumannovim i Diri-
chletovim.
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Slika 22.: Rubni uvjeti: a) podru¢ja I', i 'y, b) uvjeti ravnoteze na spoju
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Slika 23.: Uvjeti neprekinutosti na spoju: a) nedeformirano stanje, b) deformirano stanje

Geometrijski rubni uvjeti na spoju. Zamislimo opet da se nas sustav sastoji od mnostva savrseno
slijepljenih kockica (slika 23.a). Djelovanjem opterecenja sustav se deformira i ploha spoja mijenja
oblik (slika 23.b). Kockice koje sadrze plohu spoja se takoder izoblice, ali u njima ne smije
nastati procjep, jer bi prekrsile uvjet kompatibilnosti (pododjeljak 4.2.4.). Ako se zelimo pribliziti
stvarnom obliku tijela i obliku plohe spoja, moramo smanjiti velicinu kockica. Medutim, koliko
god kockice bile sitne, zajednicke stranice im moraju ostati sacuvane. U limesu, kockice prelaze
u tocke kontinuuma. I tada mora vrijediti uvjet kompatibilnosti — tocka kontinuuma koja tvori
liniju spoja ne smije se rascijepiti. Budud¢i da je izbor tocke spoja proizvoljan veza mora vrijediti
za cijeli spoj, odnosno tijela moraju ostati slijepljena. Vidimo da na spoju dvaju tijela moraju
biti zadovoljeni i uvjeti ravnoteze i kompatibilnosti.

MjeSoviti rubni uvjet na spoju. Ako je spoj dvaju tijela elastican, nepoznati su pomaci i
naprezanja. Tada mora biti zadana veza medu njima. Govorimo o mjeSovitom ili Robinovom
rubnom uvjetu. Primjerice, ako je u nekoj tocki spoja u smjeru normale zadana elasti¢na opruga
krutosti k [kN/m?], tada vrijedi o,, = ku,, gdje su o, i u, nepoznato naprezanje i pomak tocke u
tome smjeru (slika 24.a).

Apsolutno kruti spoj. Razmotrimo sada jedan poseban slucaj spoja (slika 24.b). Cesto uvodimo
idealizaciju da je susjedno tijelo apsolutno kruto i nepomicno.

Uvjeti ravnoteze na apsolutno krutome spoju. Sto je s prirodnim rubnim uvjetima na takvom
spoju? Susjedno se tijelo ne moze ni deformirati, ni gibati bez obzira na veli¢inu optere¢enja. To
znaéi da se ni promatrano tijelo ne moze gibati, iako se moze deformirati.? A za deformabilno

20Tako se iz teksta moze zakljuéiti, naglasimo ipak da ,gibanjem“ smatramo kretanje tijela bez deformacija.
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Slika 24.: Posebni rubni uvjeti na spoju: a) mjesoviti, b) apsolutno kruti

tijelo u mirovanju vrijedi prvi Newtonov zakon. Dakle, na spoju se moraju pojaviti reaktivne
sile koje sa zadanim optere¢enjima zadovoljavaju uvjete ravnoteze promatranog tijela. Vidimo da
uvjete ravnoteze u tockama ruba nije potrebno izravno postavljati. Oni su automatski zadovoljeni
jer se na rubu mora pojaviti reaktivno optereéenje.?!

Uvjeti kompatibilnosti na apsolutno krutome spoju. Razmotrimo sada geometrijske rubne
uvjete. Pomaci apsolutno krutog i nepomicnog tijela jednaki su nuli. Buduéi da vrijedi uvjet
kompatibilnosti na spoju tada i tocke promatranog tijela spojene za tocke susjednoga tijela moraju
pri deformiranju imati pomake jednake nuli (homogeni uvjet).

Primijetimo da apsolutno kruti spoj ne zahtijeva razmatranje susjednog tijela. S jedne strane,
reaktivno se opterecenje javlja kao posljedica ravnoteze promatranog, a ne susjednog tijela. S druge
strane, susjedno je tijelo apsolutno kruto, odnosno ne trpi nikakve deformacije, a naprezanja nisu
odredena (0 = Ee = 00-0), pa nemamo §to prora¢unavati. Svakako, zanemarenje jednog od tijela
¢ini analizu jednostavnijom i smanjuje opseg proracuna.

I ovo je jos jedna (vrlo ¢esta) idealizacija. Pretpostavili smo da je susjedno tijelo apsolutno
kruto, Sto u realnosti ne postoji. Najvise Sto se moze pojaviti je da susjedno tijelo ima mnogo
vec¢u krutost od promatranog tijela. Tada nas takva aproksimacija zadovoljava.

Promotrimo dva jednostavna primjera. Uvijek pretpostavljamo da je jedan od lezajeva proste
grede nepokretan u vertikalnom i horizontalnom smjeru. Realno govoreéi, greda se uvijek oslanja
na neko susjedno tijelo (najcesée tlo) koje se deformira od opterecenja gredom. Zbog toga u
tocki spoja grede i tijela postoje pomaci (slika 25.a). Znaci, nepokretni lezaj ne postoji, odnosno
mora biti (makar malo) popustljiv. Medutim, ako je mjesto oslanjanja grede neki nepokretni blok
koji je puno kruéi od grede, te pomake opravdano mozemo zanemariti. Sli¢no je i kod konzole.
Pretpostavljamo da je upeta, pa su pomaci i zaokreti uklijeStenog kraja jednaki nuli. Ali je uvijek
u nesto upeta. To je opet neko tijelo koje se pod optere¢enjem konzole deformira, jer mora preuzeti
sile i momente od konzole (slika 25.b). Dakle, na mjestu i u blizini kontakta nastaju naprezanja
pod kojima se i susjedno tijelo deformira. Pojavljuju se pomak Aq i kut zaokreta ¢o. Primjerice,
ako na ukljestenome kraju izracunamo moment upetosti, pretpostavljamo da susjedno tijelo moze
bez ve¢ih deformacija preuzeti taj moment. O veli¢ini tih deformacija ovisi koliko je upetost
konzole prihvatljiva pretpostavka.

Treba spomenuti da kod staticki neodredenih sustava znacajno popustanje ruba moze prouzro-

21Tznimno, reaktivno bi optereéenje moglo biti jednako nuli, ako su sve vanjske sile uravnotezene. To ne znaéi
da pridrzanja nisu potrebna. Tijelo ipak treba sigurno pri¢vrstiti jer se mogu pojaviti i druga optereéenja. Stovise,
time je osigurano jedinstveno rjeSenje problema (vidjeti odjeljak 5.1.).
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Slika 26.: Rubni uvjeti na slobodnoj konturi: a) nekompatibilnost, b) ravnoteza, c¢) komponente
naprezanja koje ne ovise o opterecenju

¢iti veliko povecéanje naprezanja. U ovome su slucaju staticki odredeni sustavi (poput onih na slici
25.) povoljniji, jer od prisilnih pomaka ostaju nenapregnuti. Jasno je da, bez obzira na staticki
sustav, pomaci ruba uzrokuju promjenu polja pomaka promatranog tijela.

4.2.7.2. Rubni uvjeti na slobodnoj konturi. U ovome slu¢aju moramo zadovoljiti samo
prirodni rubni uvjet (uvjet ravnoteze). Nema susjednog tijela,?? pa nije potrebna kompatibilnost
s okolinom. Stroze receno, uvijek postoji neku fluid (zrak ili tekué¢ina) koji obavija tijelo. Ali ne
mora postojati kompatibilnost izmedu fluida i promatranog tijela. Tocke koje su prije deformacije
bile susjedne mogu se razdvojiti (slika 26.a).

U opterecenoj se tocki ruba naprezanja u tijelu moraju uravnoteziti s komponentama vanjskog
djelovanja (slika 26.b). Svakoj se tocki moze pridruziti lokalni, pravokutni Cartezijev koordinatni
sustav &, 7 i n. Osi £ i n odreduju tangencijalnu ravninu u tocki ruba, a os n oznacava smjer
normale na tu ravninu. Naprezanje u smjeru normale o, i komponente posmicnih naprezanja ¢,
i 7,, moraju odgovarati komponentama zadanog naprezanja o,, Ten,0, Ton,o U tim smjerovima.
Ostale komponente o¢, 0, Tp, 1 Tpe nisu odredene rubnim uvjetima jer se ne uravnotezuju sa
silama na rubu tijela (slika 26.c). Ipak, te komponente ne moraju biti jednake nuli. Prema tome,
mozemo pisati:

p= [crn Ten, Tnn}T =py= [0,170 Ten,0 Tnn’O}T, (29)

gdje su p i p, vektori totalnog naprezanja i vanjskog djelovanja u promatranoj tocki. Ako je

22Preciznije, susjedno tijelo (tanjeg ruba na slici 26.a) moze postojati, ali je njegova krutost vrlo mala u odnosu
na krutost promatranog tijela. Tada mozemo smatrati da je promatrano tijelo samo optere¢eno susjednim tijelom.
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Slika 27.: Deformirano stanje proste grede: a) progib, b) pomaci diferencijalnog elementa

vanjsko opterecenje u tockama ruba jednako nuli, zbog uvjeta ravnoteze i pripadna naprezanja
moraju biti jednaka nuli, odnosno p = 0. Primjerice, na neoptere¢enom, slobodnom kraju kon-
zole moment savijanja i popre¢na sila jednaki su nuli (homogeni uvjeti). Ako na kraju konzole
djeluje vertikalna sila, onda je poprecna sila na rubu jednaka toj sili. Sli¢no vrijedi i za djelovanje
koncentriranog momenta. (Oba su slu¢aja primjeri nehomogenih rubnih uvjeta.) Spomenuta kon-
centrirana, ali i kontinuirana optere¢enja su matematicki modeli djelovanja i cesto samo priblizno
(ponekad i vrlo grubo) opisuju stvarno stanje optereéenja konstrukcije. O pogreskama koje zbog
toga nastaju vise u odjeljku 16.3.4.

4.3. Geometrijska i materijalna linearizacija

Do sada su u nekoliko navrata spomenuti razli¢iti oblici linearizacije. Pokusajmo ih poblize
razjasniti na jednostavnom primjeru. Prosta greda se pod optere¢enjem progne i pokretni se lezaj
malo pomakne unutar raspona (za Al). Zbog toga se jedna nasa kockica na gredi translatira,
rotira,? te uzduzno i posmic¢no deformira (slika 27.). Strogo govoreéi, trebalo bi uvjete ravnoteze
postaviti na zakrivljenoj gredi sa smanjenim rasponom [. Ali, ako je greda dovoljno kruta, a
opterecenje nije veliko, pomaci su puno manji od dimenzija grede, pa su relativne duzinske
deformacije i kutovi zaokreta mali prema jedinici. Primjerice, dopusteni su progibi oko 1/300
raspona, a uobicajene deformacije oko 1/1000 (0,1%). To su vrlo male vrijednosti. Nitko od nas
ne uocava progibe stropova i greda unutar objekata u kojima se kre¢emo. Znaci da deformirano
stanje mozemo bez zamjetne pogreske aproksimirati nedeformiranim. Tada i uvjete ravnoteze (20)
mozemo postaviti na nedeformiranome nosacu (raspona ly) i koristiti linearne izraze za deformacije
(7). Te dvije aproksimacije zajednicki zovemo geometrijskom linearizacijom.

U pododjeljku 4.2.6. spomenuli smo Hookeov zakon. Strogo govoreci, ni jedan se materijal ne
ponasa u skladu s njim. Znamo da on priblizno vrijedi samo za mala naprezanja i deformacije.
Medutim, u mnogim slucajevima daje dobru aproksimaciju stvarnog ponasanja konstrukcije. Na-
ime, u dobro koncipiranim objektima naprezanja nikada ne premasuju granicu elasti¢nosti. Bududi
da je Hookeov zakon linearan, takvu vrstu aproksimacije zovemo materijalnom linearizacijom.

U vecini prakti¢nih primjera linearizacija moze dati zadovoljavajuce rezultate. Najvaznija po-
sljedica linearizacije jest pojednostavljenje matematickog modela, sto ga ¢ini laksim za rjesavanje.
Stovise, postoji strogi matematicki dokaz da su dobivena rjesenja jedinstvena® i da za njih

23U stapnoj teoriji rotaciju zovemo kutom zaokreta ..

24 Ako problem nije linearan ne mora imati jedinstveno rjesenje. Primjerice, analizom dijagrama sila — pomak
u teoriji stabilnosti, idealno elasti¢ni, savrseno ravni Stap u ravnini ima tri rjeSenja. Moze ostati ravan (labilna
ravnoteza), izviti se u lijevo ili u desno (stabilna ravnoteza). Sva su rjesenja ispravna. Vidimo da moze postojati vise
polja pomaka (deformacija) koja odgovaraju istom vanjskom optereéenju. Stovise, ako ne analiziramo ponasanje
Stapa nakon gubitka stabilnosti, nego trazimo samo indiferentno stanje u tocki grananja (kriti¢nu silu), postoji
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Slika 28.: Nejednoznacnost rjesenja bez rubnih uvjeta po pomacima

vrijedi princip superpozicije.

Danas, zahvaljujuéi racunalima, od mnogih spomenutih idealizacija mozemo odustati, jer po-
stoji mogucénost numerickog rjesavanja realisti¢nije (uz manje pretpostavki) postavljenog proble-
ma. Ipak, osnovne linearne aproksimacije su vazne zbog razumijevanja prijenosa sila u konstrukciji
i interpretacije numerickih rezultata nelinearnih modela. Uz takve se pretpostavke neke kontrole
slozenih numerickih prora¢una mogu napraviti i ,,pjesSice“. Osim toga, veliki se broj algoritama
za nelinearne proracune temelji na provedbi niza linearnih koraka. Kona¢no, nelinearni problemi
se lakse svladavaju ako se razumiju linearni.

5. Metode rjeSavanja rubnog problema

5.1. Uvod

U prethodnim poglavljima definirali smo tri osnovne grupe jednadzbi:
e Sest geometrijskih jednadzbi (7): € = Lu,

e tri uvjeta ravnoteze (20): LToe —f =01

e Sest jednadzbi ponasanja (22): o = Ce.

Znaci da stanje svake tocke tijela mozemo opisati sustavom od petnaest jednadzbi s petnaest
ovisnih nepoznanica: po Sest komponenata naprezanja i deformacija i tri komponente pomaka.
Ako je problem staticki odreden tada je svaka grupa jednadzbi neovisna. Treba pronadi takvo
stanje zadanog modela tijela koje istodobno zadovoljava sve jednadzbe. Primijetimo da uvjete
neprekinutosti (11): L,e = 0 ili L,e = 0 nismo spomenuli. Ne radi se naime o temeljnim
uvjetima. Sjetimo se da su dobiveni iz sustava (7) eliminiranjem komponenata pomaka jer su
deformacije medusobno ovisne.
Jedinstveno rjesenje sustava osigurano je postivanjem rubnih uvjeta (28):

p|Fg = Po> u’Fu = Up.

Primjerice, svi polozaji prostih greda prikazanih na slici 28. zadovoljavaju spomenute temeljne
jednadzbe, osim rubnih uvjeta po pomacima koji nisu definirani. (Rubni uvjeti po silama takoder
su zadovoljeni.) Takvih polozaja ima neizmjerno mnogo. Kako god translatirali ili rotirali gredu,
dobivamo ravnopravna rjeSenja. Medutim, umetanjem geometrijskih rubnih uvjeta gredu pri¢vr-
stimo u prostoru. Na taj nacin samo jedno rjesenje proglasimo vazeé¢im. Vidimo da je jedinstveno

neizmjerno mnogo oblika izvijanja koji odgovaraju toj sili. Tada govorimo o problemu vlastitih vrijednosti, gdje su
vlastiti vektori (oblici izvijanja) odredeni ,,do na faktor*.
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rjesenje osigurano rubnim uvijetima. StoviSe, to rjesenje ovisi o svojstvima rubnih uvjeta. Re-
zultati se razlikuju ako je nosa¢ zglobno oslonjen ili obostrano upet. Zbog toga ovako definiran
problem zovemo rubnim problemom.

Pokazali smo da unutar modela i na konturi polje naprezanja mora zadovoljiti uvjete ravnoteze,
a polje deformacija uvjete kompatibilnosti. Oba su polja nepoznata, ali su vezana zakonima
ponasanja. Zbog toga mozemo problem svesti na jedno nepoznato polje. Pri tome se sluzimo
jednim od dva osnovna pristupa — metodom sila ili metodom pomaka.

5.2. Metoda sila

Metoda sila je postupak kojim eliminiramo pomake iz (7) i deformacije iz (22), pa naprezanja
ostaju jedine nepoznanice. Dobiveni sustav ima znacenje uvjeta kompatibilnosti. Realizacija je
u nacelu jednostavna. Pomake smo ve¢ jednom eliminirali iz geometrijskih uvjeta. Na taj smo
nacin odredili uvjete kompatibilnosti (11) koje i ovdje mozemo tako upotrijebiti. Dakle, umjesto
(7) koristimo jednu od grupa jednadzbi:

L,e=0 ii L,e=0, (30)

jer su grupe medusobno zavisne. Zatim upotrijebimo jednadzbe ponasanja (22) da bismo elimini-
rali deformacije:

LC'e=0 il L, C'lo=0. (31)

Ovaj matricni zapis, nakon raspisivanja i jos nekih transformacija s pomoc¢u derivacija uvjeta
ravnoteze po x, y i z prema (17) daje poznate Beltrami-Michellove jednadzbe:

0204y L GQUW L 820111 L 1 8%, 620y 0%c, B Ofe B % _0
Ox2 Oy 022 1+v \0z0y Ozdy Oxdy Oy Ox ’
0?0y, N %0, N 0?0y, N 1 d*c,  0%c, %0, B dfy 3 of, 0
Ox2 Oy? 022 1+v \Oydz 0Oydz Oydz 0z Oy ’
0%0,, 0%0,, 0%0.. 1 920, n 820y n 920, B % B of. 0
Ox? 0y? 022 1+v \0z0x 09z0x 9z0zx 0z ox

ili:

=0,

o, | Poy  Pos 1 (a%—x 9o, a2az>+ v <8fz afy+3f2>_2a£

8x2+8y2+8z2+1+y 8x2+8x2+8x2 1—v \ Oz Oy 0z

620y n 820'7; 820’;} n 1 8%c., n E)QJy 4 0%o, n v Ofe n % n af, _ 2% o,
Ox? oy? 022 1+v \ 0y? oy? oy? 1—v \ Oz oy 0z oy

8%0, 0%, 0%, 1 <820$ %o, 82@) v (8]“3C N dfy 3fz> _28fz _ 0

Ox? + Oy 022 1+v \ 022 + 0722 + 072 1—v \ Oz Oy + 0z 0z

Bududi da jednadzbe predstavljaju uvjete kompatibilnosti izrazene pomoc¢u naprezanja samo
je jedna grupa neovisna. Zbog toga moramo istodobno rijesiti i tri uvjeta ravnoteze (20). Isti je
problem i na rubu, pa moramo zadovoljiti samo prirodne rubne uvjete. Geometrijski rubni uvjeti
zadovoljeni su odabranom grupom Beltrami — Michellovih jednadzbi. Tako dobivamo sustav od
Sest jednadzbi kojima uz prirodne rubne uvjete mozemo odrediti komponente naprezanja vektora
o. Zatim je lako odrediti deformacije e = C~ o, a njihovom integracijom i pomake u. Spomenimo
jos da je Aryjeva metoda za rjeSsavanje ravninskih problema teorije elasti¢nosti utemeljena na
metodi sila.
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Slika 29.: Upeti okvir: a) opterecenje, b) do d) razli¢iti oblici momentnih dijagrama

k
N

a) b) c)

Slika 30.: Ragzliciti oblici osnovnih sistema za problem upetog okvira

5.2.1. Pojasnjenje metode sila na Stapnome modelu

Znamo da postoji neizmjerno mnogo polja naprezanja koja zadovoljavaju uvjete ravnoteze
staticki neodredenog sustava.?®> Promotrimo upeti okvir, ¢ija je greda kontinuirano optereé¢ena
(slika 29.a). Svi momentni dijagrami prikazani na slikama 29.b—d zadovoljavaju uvjete ravnoteze
i prirodne rubne uvjete (uvjete ravnoteze na mjestu lezaja). Dijagrami su po stupovima u obliku
pravca ili su jednaki nuli, jer stupovi nisu optereceni po visini. Provjes parabole nad zakljucnom
linijom grede mora iznositi ¢/?/8. Vrijednosti su u évorovima jednake ili iS¢ezavaju. Sli¢no se moze
dokazati i za uvjete ravnoteze poprecnih i uzduznih sila.

Buduc¢i da je problem linearan mora imati jedinstveno rjeSenje. Znaci da je samo jedno rav-
notezno stanje ispravno — zadovoljava uvjete kompatibilnosti, tj. daje tocan oblik progibne linije
okvira. Kako pronadi to stanje? Znamo da tocna progibna linija mora biti neprekidna. Ali sve
progibne linije koje odgovaraju prikazanim dijagramima takoder su neprekidne. U opéem slucaju
nije jednostavno utvrditi mjesta i uzroke moguéih odstupanja pomaka i kutova zaokreta od toc¢nog
rjeSenja progibne linije. Opcenito govoreci, trebalo bi postaviti i rijesiti uvjete kompatibilnosti u
svakoj tocki nosaca. Stovise, ako je model slozenog, prostornog oblika, nije jednostavno pronadi
jedno od ravnoteznih stanja. [Moramo zadovoljiti diferencijalne jednadzbe ravnoteze (16).]

Zbog toga trazimo stanje za koje lakse mozemo odrediti uvjete ravnoteze, odnosno utvrditi
dijagrame unutarnjih sila, ali i koncentrirati poznate uzroke nekompatibilnosti na unaprijed
zadana mjesta. Pri tome je bitno podsjetiti se da za sustave u ravnotezi vrijedi ravnoteza sva-
kog njihovog dijela i medusobnog spoja (prirodni rubni uvjet), bez obzira na nacin kako su
ti dijelovi spojeni (slika 30.a do ¢). To nam omoguéuje odrediti dijelove okvira i nacine nji-
hova spajanja kako nam odgovara. Pri tome moramo paziti da ne prouzro¢imo mehanizam. Na

25Medutim, broj linearno nezavisnih polja naprezanja jednak je stupnju staticke neodredenosti sistema. Sva
ostala polja se daju prikazati kao linearna kombinacija nezavisnih polja. Ovu éemo Cinjenicu razjasniti kasnije —
kod razmatranja tzv. Ritzove metode.



5. Metode rjesavanja rubnog problema 38

AHBEHER, I A
+
a) b) 0)

Slika 31.: Rjesavanje jednoliko optere¢enog upetog okvira metodom sila

taj nacin dolazimo do poznatog pojma osnovnog sistema. Osnovni sistemi su najcesSce staticki
odredeni?® jer je jednostavnije utvrditi dijagrame unutarnjih sila od vanjskog optereéenja. To su
i jedini mogudi dijagrami za zadano opterecenje, jer kod staticki odredenih sustava treba rijesiti
samo sustav jednadzbi ravnoteze. Nadalje, pogodno je Sto progibna linija osnovnog sistema nije
kompatibilna samo u diskretnim tockama — spojevima. I znamo §to je uzrok nekompatibilnosti —
unutarnje sile oslobodene u tim spojevima. Znaci, veli¢ine tih sila odreduju se iz uvjeta is¢ezavanja
nekompatibilnosti — relativnih pomaka i zaokreta na mjestima uvedenih spojeva.

Primjerice, otvaranjem zglobova u okviru uzrokujemo lomove progibne linije (slika 31.a). Nas-
tali su oslobadanjem momenata savijanja koje moramo vratiti nastalom statickom sustavu kako
bismo sprijecili lomove tangenata u zglobu. Dodajemo ih kao vanjsko opterecenje (slika 31.b) tako
da polazni i osnovni sistem budu kompatibilni. Na taj nac¢in mozemo dobiti staticki odreden os-
novni sistem — primjerice trozglobni okvir optere¢en momentima savijanja i vanjskim optere¢enjem
(slike 31.b i ¢). Uvjeti kompatibilnosti su po svuda automatski zadovoljeni (progibna je linija ne-
prekidna krivulja), osim na mjestima zglobova. Buduéi da je problem linearan, kona¢no rjesenje
mozemo traziti superpozicijom pojedinacnih rjesenja koja pripadaju zadanim opterec¢enjima. Kako
je trozglobni okvir staticki odreden, zadanom vanjskom optere¢enju pripada samo jedan dijagram
unutarnjih sila. Medutim, dodani (dodatni) momenti savijanja nam nisu unaprijed poznati. Ne
mozemo ih odrediti samo iz uvjeta ravnoteze, jer je bilo koji par momenata u ravnotezi i njima pri-
pada neizmjerno mnogo momentnih dijagrama. Znaci da superpozicijom rjeSenja opet dobivamo
neizmjerno mnogo konacnih dijagrama koji zadovoljavaju uvjete ravnoteze.

Medutim, ispravna je samo ona velicina momenata koja ,, vra¢a“ tangente tako da je, primjerice,
relativni kut zaokreta a u zglobu jednak nuli. Drugim rije¢ima, tangenta mora postati zajednicka,
odnosno ne smije imati lom. Slican zahtjev postavljamo i prema kutu zaokreta  u lezajevima.
Tako dobivamo tri dodatne jednadzbe kojima ¢emo zadovoljiti uvjete kompatibilnosti i dobiti
velic¢ine potrebnih momenata.

Zaklju¢imo: neovisno o veli¢ini momenata u zglobovima nas ¢e sustav uvijek biti u ravnotezi,
ali je samo u jednom slucaju ujedno i kompatibilan. Opcenitije: izmedu neizmjerno mnogo polja
naprezanja koja zadovoljavaju uvjete ravnoteze, odabire se ono za koje pripadno polje deformacija
zadovoljava uvjete kompatibilnosti.

5.3. Metoda pomaka

Metoda pomaka je u stanovitom smislu komplementarna metodi sila. Uz pomo¢ geometrijskih
uvjeta (7) i zakona ponasanja (22) eliminiramo polje deformacija, a polje naprezanja izrazimo
s pomoc¢u polja pomaka koje ostaje jedino nepoznato polje. Zatim se rjesavaju jednadzbe koje

26To ne mora biti pravilo, ako ga mozemo rjesiti na drugi naéin, recimo diferencijalnom jednadzbom. Osnovni
sistem cak i ne treba postojati ako unaprijed znamo mjesta i uzroke nekompatibilnosti na statickome sustavu.
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imaju znacenje uvjeta ravnoteze. Najprije piSemo
o = Ce = CLu, (32)

jer vrijede geometrijski uvjeti € = Lu. Ako (32) uvrstimo u jednadzbu ravnoteze LTo — f = 0
dobivamo:

L'CLu—f=0. (33)
Smjenom
K = L'CL, (34)
dobivamo poznati sustav
Ku="f. (35)

Matricu K zovemo matricom krutosti elementarnog volumena. Ako matricu C definiranu s F
i v [vidjeti (23)] zapiSemo s pomoc¢u Laméovih koeficijenata A i p, zbog ¢ega trebamo ovisnosti

21+ 3\ A

B A 36
A S STV (36)

nakon raspisivanja i sredivanja izraza (35) dobivamo poznate Laméove diferencijalne jednadzbe

ravnoteze:
0 (Ou, O ou, 0? 0? 0?
(/\+,u)—(u+ uy—i— u)—l—u(T—i———l—?)ux—fm:O,

Ox \ Ox oy 0z ox?  Oy? 022
o (Ou, Ou, Ou, 0? 0? 0? -

(A + )3 Ouz | Oty | Ouz) | a—2+8—2+8—2 —f.=
a2 \ox oy 0z F\ 2 2 T2 )T 2T

Ako uvedemo poznate smjene za gradijent i divergenciju vektorskog polja,

0 0 0 o o0 0
qev. 23,95 94 . v 2.9 .9
grad =V 5l + 8y‘] + Ep i v =5 + 3y + 55 (38)
te Laplaceov operator
0? 0? 0?
A = . = —— — —
VV=saTos T am (39)
jednadzbe (37) mozemo zapisati u vektorskom obliku:
(A + p)grad div + pAfu = f. (40)

Iz izraza (34) i sustava (37) jasno je da matrica K sadrzi diferencijalne izraze. Usporedbom
jednadzbi (35) i (40) uocavamo da se radi o matricnom zapisu diferencijalnog operatora nad
vektorom u:

K = (A p)grad div + pA. (41)

Moze se dokazati da bilo kojem diferencijalnom operatoru K pripada samo jedna matrica K i
obratno. Dobiveni je operator linearan,?” jer je dobiven uz pretpostavku linearnog matematickog
modela.

27Za bilo koje skalare a i b, te vektore x i y vrijedi: K(ax + by) = ak(x) + bK(y). To je pravilo koje éemo cesto
koristiti, a predstavlja matematicki oblik principa superpozicije.
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Slika 32.: Upeti okvir: a) opterecenje, b) do d) razli¢iti oblici progibnih linija

Rjesenjem sustava (40) dobivamo komponente vektora u. Tada iz jednadzbe (32) mozemo
izracunati deformacije, a potom i naprezanja. Deformacije moraju zadovoljiti uvjete kompatibil-
nosti (11), inace geometrijske zavisnosti (7) nisu jednoznacne.?® Isto vrijedi i na rubu. Moramo
zadovoljiti samo geometrijske rubne uvjete

ulr, = uy, (42)

jer su prirodni rubni uvjeti zadovoljeni diferencijalnim jednadzbama ravnoteze.

5.3.1. PojasSnjenje metode pomaka na Stapnome modelu

Vidimo da je metoda pomaka dualna metodi sila, tj. kod staticki neodredenih sustava postoji
neizmjerno mnogo polja pomaka koja su kompatibilna i zadovoljavaju geometrijske rubne uvjete
(uvjete kompatibilnosti na rubu).?® U primjeru okvira (slika 32.a) sve su prikazane funkcije kom-
patibilne: neprekidne su, ¢uvaju pravi kut u ¢vorovima i vertikalnu tangentu u lezajnim tockama
(slike 32.b—d). Zbog jedinstvenog rjesenja, linearnom problemu pripada samo jedna takva funkcija
pomaka — ona koja zadovoljava uvjete ravnoteze.

Ni sada nije jednostavno pronadi takvu funkciju. Trebalo bi postaviti i rijesiti uvjete ravnoteze
u svakoj tocki nosaca. Zbog toga i ovdje nastojimo koncentrirati mjesta koja ne zadovoljavaju
uvjete ravnoteze u unaprijed odredene tocke. Za razliku od metode sila, izbor spojeva u ¢vorovima
nije proizvoljan, jer moraju zadovoljiti uvjete kompatibilnosti. Ali ti spojevi mogu biti slobodnije
rasporedeni. Nije potrebno tragati za osnovnim sistemom. Nacelno govoreci, ne treba voditi
racuna o obliku statickoga sustava (zadanoga i osnovnoga). Ipak, raspored spojeva biramo tako
da na nastalim dijelovima mozemo lakse pretpostaviti oblik kompatibilne funkcije pomaka, a time
i jednostavnije rijesiti diferencijalne jednadzbe ravnoteze svakoga dijela. Postupak rjesavanja
diferencijalne jednadzbe za optereéenja pomacima i vanjskim djelovanjima odgovara stanjima
prisilnih pomaka i pune upetosti koje ste upoznali u Gradevnoj statici II. RjeSenjem tih jednadzbi
zadovoljeni su i uvjeti ravnoteze svuda, osim u ¢vorovima. Dobivena su rjesenja reakcije dijelova
nosaca izrazene kao funkcije nepoznatih pomaka i zaokreta tih ¢vorova. Te nepoznanice dobijemo
postavljanjem jednadzbi ravnoteze ¢vorova.

Primjerice, ako pretpostavimo upete rubne uvjete za gredu naseg okvira mozemo rijesiti dife-
rencijalnu jednadzbu grede i dobiti dijagrame unutarnjih sila s reakcijama i pripadnom progibnom
linijom (slika 33.a).3° Dobiveno rjesenje zadovoljava uvjete kompatibilnosti u svim tockama okvira.

28Primijetimo da geometrijske zavisnosti koristimo u (32).

291 ovdje vrijedi da broj linearno nezavisnih polja pomaka odgovara stupnju staticke neodredenosti sistema.

30Odabrani rubni uvjeti su kompatibilni: relativni (ovdje apsolutni) pomaci i zaokreti krajnjih évorova jednaki
su nuli. Nacelno, nije tesko rijesiti diferencijalnu jednadzbu grede i za druge oblike rubnih uvjeta.
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Slika 33.: Rjesavanje jednoliko optere¢enog upetog okvira metodom pomaka

Uvjeti ravnoteze su zadovoljeni svuda, osim u ¢vorovima. Reakcije grede nisu u ravnotezi. Pri-
mjerice, ravnoteza momenata u ¢voru nije zadovoljena. Moment na strani stupa ne postoji. Stup
se nije deformirao. Sada isti postupak mozemo ponoviti samo za stup i rijesiti diferencijalnu
jednadzbu uz iste rubne uvjete (slika 33.b). O¢ito je da momenti na spoju grede i stupa nece biti
u ravnotezi (osim slucajno; slika 33.c). Buduéi da évor mora biti u ravnotezi, suma reakcija grede
i stupa koje djeluju na taj ¢vor mora biti jednaka nuli. Kako su reakcije izrazene kao funkcije
pomaka i zaokreta, iz uvjeta ravnoteze mozemo dobiti njihove vrijednosti u ¢vorovima. Ponovno
mozemo zakljuciti: neovisno o veli¢ini pomaka i zaokreta ¢vorova nas ¢e sustav uvijek biti kompati-
bilan, ali je samo u jednom slucaju ujedno i uravnotezen. Ili opcenitije: izmedu neizmjerno mnogo
polja deformacija koja zadovoljavaju uvjete kompatibilnosti, odabire se ono za koje pripadno polje
naprezanja zadovoljava uvjete ravnoteze.

Spomenimo ,,u duhu® ovih izlaganja jos jednu Einjenicu. Stapna metoda pomaka temeljena je na ozbiljnoj
aproksimaciji o apsolutno krutim ¢vorovima u kojima se spajaju Stapovi. (Zbog toga se i postavljaju samo uvjeti
ravnoteze ¢vorova kao neizmjerno krutih tijela.) U sluc¢aju spoja vitkih armiranobetonskih stupova i greda to
je razumna pretpostavka, ali kod spojeva visokih ¢eli¢nih nosaca popustanje spoja (ponajprije zbog posmicnih
naprezanja i deformacija) moze biti znacajno.

I kod metode sila i kod metode pomaka mozemo zapaziti temeljnu zamisao pribliznih metoda
— diskretizaciju zadanog matematickog modela radi lakseg proracuna. Primjerice, Stapni modeli
imaju neizmjerno mnogo nepoznanica (u svakoj tocki stapa), koje su pri prorac¢unu uvijek kon-
centrirane na konaénom broju mjesta (¢vorova modela). U smislu metode sila, takav je model
konacan broj puta staticki neodreden, a u smislu metode pomaka ima konacan broj nepoznatih
stupnjeva slobode.

6. Jaka formulacija

6.1. Uvod

S prakticnog gledista, metoda pomaka se mnogo cesée primjenjuje od metode sila. Iz prethod-
nih se razmatranja moze naslutiti zasto:

1. U sluéaju opéeg modela tijela nije moguée odabrati jednostavno rjesivi osnovni sistem. (Spo-
menuli smo da ne mora nuzno biti staticki odreden.) Kako god oslobodili veze u modelu
tijela, sile u nastalome statickom sustavu moramo (osim iznimno) odrediti rjesavanjem dife-
rencijalnih jednadzbi ravnoteze (20). To postaje prilicno tezak zadatak, jer se radi o slozenim
jednadzbama. Treba ipak priznati da je jednostavniji od zadanoga (polaznoga) sustava, jer
predstavlja (samo) djelomi¢no rjesenje. Dakle, ocito je tesko pronaéi ravnotezna polja na-
prezanja na osnovnome sistemu za razna optere¢enja. Cak i ako bismo uspjeli izracunati



6. Jaka formulacija 42

reakcije i sile u prikladno odabranim spojevima medu dijelovima tijela, problem ostaje odre-
diti polje naprezanja po rubu i unutar tih dijelova. To su opet staticki neodredeni rubni
problemi, jer se svaki pojedini dio sastoji od neizmjerno mnogo tocaka. U svakoj tocki imamo
Sest nepoznatih komponenata naprezanja. Veze tih komponenata i sila u spojevima (to su
rubni uvjeti po silama za prikljuceni dio) su opet diferencijalne jednadzbe (20). (Kod stapa
je jednostavno, na temelju sila u krajnjim tockama (zapravo rubovima), odrediti unutarnje
sile duz stapa. Problem je staticki odreden, pa je dovoljno iskoristiti algebarske jednadzbe
ravnoteze. Zato je i zamisao osnovnoga sistema uspjesna na Stapnome modelu.)

Uocavamo da je, u opéem slucaju modela tijela, jednostavnije pronaci kompatibilna polja
pomaka po (opet prikladno odabranim) dijelovima modela, nego ravnotezna polja naprezanja
na odabranom osnovnom sistemu.

2. Po metodi pomaka je lakSe postaviti algoritme potrebne za realizaciju metode u nekome
programskom jeziku. Dobiveni programi moraju biti neovisni o obliku tijela koje proracu-
navamo, Sto je lakSe omoguéiti po metodi pomaka.

Zbog ovih ¢e razloga pristup proracunu matematickih modela u ovom kolegiju biti pretezno
temeljen na metodi pomaka.

Primjena metode sila ipak nije u potpunosti zamrla. Mnogi suvremeni programi za prorac¢un konstrukcija
rabe metodu sila za proracun lokalne matrice krutosti stapa. Tome je razlog lakSe definiranje svojstava Stapa
opcega, promjenjivog poprecnog presjeka duz raspona. Integrali unutar koeficijenata matrice fleksibilnosti mogu
se za opc¢i oblik stapa ucinkovito rijesiti numericki. S druge strane, koeficijenti matrice krutosti utemeljeni su
na ravnome Stapu konstantnoga poprecnog presjeka, pa je mogucéa samo ,stepenasta® (i ¢esto dovoljno dobra)
aproksimacija Stapa promjenjive visine ili poligonalna aproksimacija zakrivljenoga Stapa. U svakome slucaju,
najprije se proracunaju koeficijenti matrice fleksibilnosti na pridrzanome stapu (osnovnome sistemu), zatim se
matrica invertira, a potom joj se dodaju stupnjevi slobode gibanja stapa kao krutoga tijela. (Matrica krutosti se
odreduje za nepridrzani, a matrica fleksibilnosti za staticki odreden, dakle pridrzani Stap. Zato matrici fleksibilnosti
nedostaju stupci i reci koji je ¢ine nepridrzanom — singularnom.) Istaknimo jo$ da postoji nekoliko programa za
rjeSavanje op¢ih inzenjerskih problema temeljenih na metodi sila, koji ipak nisu u masovnoj upotrebi.

Spomenimo da osim metode sila i metode pomaka postoje i mjesovite metode ¢ije su nepoznanice dijelom sile, a
dijelom pomaci. I rubni su uvjeti takoder dijelom prirodni a dijelom geometrijski. Po jednoj od takvih formulacija,
istodobno trazimo vrijednosti obaju polja uz uvjet da usvojeni zakon ponaSanja bude §to bolje ispunjen. Postoji
jos nekoliko inacica mjesSovitih metoda koje se primjenjuju u proracunima, ali ih neéemo posebno razmatrati.

6.2. Problemi pri rjeSavanju matematickog modela

Pokazali smo da se diferencijalne jednadzbe trodimenzionalnog kontinuuma temeljene na me-
todi pomaka mogu nakon niza pojednostavnjenja simbolicki zapisati u obliku:

K(u)=f, (43)

gdje je IC diferencijalni izraz (41) koji djeluje na nepoznato (trazeno) vektorsko polje pomaka
u. Rezultat djelovanja mora odgovarati poznatom vektorskom polju vanjskog opterecenja f, jer
jednadzbe predstavljaju uvjete ravnoteze.

Ovakve, klasi¢ne pristupe matematickom modelu pomocu diferencijalne jednadzbe cesto zo-
vemo jakom formulacijom problema. Jednadzbe (43) mozemo rijesiti samo u nekim posebnim
slucajevima koji se izuc¢avaju u teoriji elasticnosti. Primjerice, izduzeni nosaci opterec¢eni uzduznim
silama (slika 34.a), torzijom (slika 34.b), savijanjem momentom (slika 34.c), silom na rubu (slika
34.d), te vlastitom tezinom (slika 34.e). Zatim sferne ili cilindri¢ne debele ljuske optereéene unu-
trasnjim i/ili vanjskim tlakom (slika 34.f). Mogu se rijesiti i pravokutni ili okrugli ploc¢asti nosaci
optereceni cistim savijanjem. U slucaju nekih pravilnih poprec¢nih presjeka problemi se mogu
rijesiti analiticki. Inace se koristimo poluanalitickim pristupima kod kojih se dobiveni integrali
rjesavaju numericki, ili se pretpostavljena rjesenja razvijaju u redove (8. poglavlje). Ti redovi u
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Slika 34.: Neki matematicki modeli koji se mogu rijesiti trodimenzionalnim pristupom

=

mnogim slucajevima sporo konvergiraju. Drugim rije¢ima, potreban je veliki broj ¢lanova reda
kako bismo dobili prihvatljivu to¢nost rjesenja. Neka se analiticka rjesenja mogu dobiti preslika-
vanjem u kompleksno podrucje kako bi se jednostavnije rijesili slozeni izrazi. Nakon toga, rjeSenje
vracamo u podrucje realnih brojeva. Ponekad se koriste i obratni postupci proracuna. Odabrani
se oblik vektorskog polja pomaka uvrstava u diferencijalnu jednadzbu, ¢ime se dobije pripadno op-
tere¢enje. To je polje pomaka to¢no rjesenje za dobiveno opterecenje. Dakle, rjeSenje je poznato,
a odreduje se desna strana. Zbog toga se i zove obratni postupak. Inace, ta je metoda zapravo
pogadanje, pa je posve neprikladna za opéu primjenu. Ovim su metodama dobivena rjesenja za
neke klasicne probleme teorije elasti¢nosti.

Na slici 34. rubni su uvjeti definirani u svim tockama koje leze u ravninama simetrije. Na
slikama od a) do e) sve tocke imaju u, = 0, a tocka na osi simetrije jos u, = 01 u, = 0. Tako su
onemogucene sve tri translacije i rotacije modela oko osi y i z. Jos treba sprijeciti rotaciju modela
oko uzduzne osi (osi x). Za to je dovoljno jos jednoj tocki izvan te osi sprijeciti vertikalni pomak:
u, = 0. Na ovaj smo nacin odredili minimalne uvjete oslanjanja koji ne dozvoljavaju gibanje
modela kao krutog tijela. Takav je model izvana staticki odreden.

Vec i u ovim jednostavnim primjerima neki rubni uvjeti ne odgovaraju pridrzanjima potrebni-
ma za analiticko rjesenje prema metodi pomaka.3! Ipak, nuZni su za jedinstveno rjesenje problema
(odjeljak 5.1.). Recimo, samo u slucaju torzije nosaca okrugloga poprecnog presjeka nema kri-
vljenja poprec¢nih presjeka duz nosaca, sto vrijedi i na mjestu lezaja. Pri svim drugim oblicima
presjeka dolazi do vitoperenja koje je na rubu sprijeceno. Zbog toga nastaje poremecaj stanja
naprezanja u okolisu lezaja. Strogo govoredi, poremecaj nastaje i zbog neizbjezne koncentracije

31Neki elementarni problemi mogu se lakse rijesiti pristupom prema metodi sila, jer su tada rubni uvjeti definirani
po naprezanjima.
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Slika 35.: Podmodel stapa (primjerice, grana nekog stabla)

naprezanja pri tockastom oslonu (oznaceno na slici 34.a). Sre¢om, Saint Venantov princip nas uci
da poremecaj brzo opada s udaljenosé¢u od lezaja, tako da za dovoljno duge nosace nema utjecaja
na globalno stanje naprezanja. Svakako, u blizini (stvarnog, ne modelskog) poremecaja rjesenje
treba korigirati. Ne smije se zanemariti lokalna koncentracija naprezanja jer od nje moze zapoceti
propagacija pukotine, odnosno lom.

Danas mozemo jednadzbu (43) rijesiti i numerickim metodama (primjerice s pomoéu MKE,
primjenom volumnih kona¢nih elemenata; vidjeti pododjeljak 13.6.5.) Medutim, za neku realnu
konstrukciju dobivamo goleme sustave jednadzbi koje je tesko rijesiti raspolozivim racunalima. Pri
tome postoji opasna prijetnja od gomilanja numerickih pogresaka koje mogu znacajno smanjiti
tocnost rezultata (16. poglavlje). Analize su dugotrajne ako je potrebno vise puta ponavljati
proracun, Sto je u fazi projektiranja redovna pojava. Kolicina dobivenih rezultata moze otezati
snalazenje i razumijevanje ponaSanja modela i konstrukcije. Tome je razlog nepotrebno slozeno
rjesenje koje sadrzi svih Sest komponenata naprezanja i deformacija. Cesto su neke od njih jednake
(ili priblizno jednake) nuli, pa ih mozemo zanemariti. Pogledajmo u nastavku kako to mozemo
iskoristiti.

6.3. Pojam podmodela

Iz spomenutih primjera vidimo da nismo u stanju na zadovoljavajuc¢i nacin svladati mnoge
prakticne zadace. Zbog toga s obzirom na oblik tijela, optere¢enje i rubne uvjete uvodimo dodatne
pretpostavke o stanju naprezanja i deformacija koje matematicki model ¢ine jednostavnijim. Tada
govorimo o podmodelu.

6.3.1. Podmodel stapa

Primjerice, ako tijelo ima jednu dimenziju mnogo veé¢u od preostale dvije (slika 35.), uvodimo
podmodel stapa. Stap ne moramo analizirati kao trodimenzionalni kontinuum. Dovoljno je sma-
trati ga linijjom koju zovemo os Stapa. Preostale dvije dimenzije uzimamo u obzir definiranjem
poprecnoga presjeka Stapa. Os obicno definiramo kao liniju koja spaja tezista poprecnih presjeka
Stapa, a poprecni presjek kao presjek stapa ravninom okomitom na os. Uocavamo da su definicije
medusobno ovisne. U slucaju stapa opceg oblika, ne znamo odrediti polozaj poprecnog presjeka
(okomitu ravninu) dok ne poznajemo polozaj osi. A njen polozaj nije poznat dok popre¢ni presjeci
(preciznije, tezista) nisu definirani.

6.3.1.1. Problem odredivanja osi. Zbog meduovisnosti definicija osi i poprecnih presjeka
postupak nalazenja tih elemenata mora biti iteracijski (slika 36.). Najprije povucemo pribliznu
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Slika 37.: Stapni podmodel spoja: a) polozaj osi, b) model, ¢) vrlo kruti §tapovi na mjestu spoja,
d) model spoja s pomoc¢u konaé¢nih elemenata

(procijenjenu) os i dovoljan broj poprec¢nih presjeka okomito na 0s.*? Time smo definirali pro-

bodista (P;, i = 1,...,n). Zatim pronademo tezista presjeka (17, i = 1,...,n). Opcenito govoredi
polozaji tezista se ne podudaraju s probodistima osi kroz presjeke. Zato moramo popraviti pret-
postavljeni polozaj osi u dobivena teziSta, i potom rotirati poprec¢ne presjeke da budu okomiti na
novu os. Zbog toga se promijene i polozaji tezista. Postupak se ponavlja dok polozaji tezista
iz pretposljednje i posljednje iteracije nisu proizvoljno blizu. RjeSenje iteracije moze i ne mora
postojati. Ako postoji, ne mora biti jedinstveno (slika 37.), a ako ne postoji tada na dijelu tijela
najcescée ne vrijedi podmodel Stapa.

Iz primjera na slici 37.a vidimo da polozaj osi i poprecnih presjeka greda na mjestu spoja nije jasan. Ako slije-
dimo osi 1, 2 i 3 nastaje preklapanje greda nagla promjena debljine (krutosti) na mjestu spoja (slika 37.b). Prema
tome, Stapni podmodel na tome mjestu nije precizan. Bolje je podrucje spoja modelirati vrlo krutim Stapovima
(recimo tisuéu puta kruéim od krutosti Stapova kojima modeliramo grede), ¢ime spoj smatramo nedeformabilnim
(slika 37.c).3 Smatramo, dakle, da su grede upete u spoj. Time odustajemo od analize naprezanja i deformacija
u samome spoju (apsolutno je krut — nema deformacija pa ni naprezanja). Ipak, ako modelom Zelimo obuhvatiti
i ponaSanje spoja, mozemo ga modelirati metodom konaénih elemenata (slika 37.d).34

32U ovome je primjeru poéetna os svjesno lose nacrtana, radi slikovitog opisa iteracijskog postupka. Jasno je da
bismo ,,po osje¢aju”“ puno bolje procijenili njezin pocetni polozaj.

330vo je zapravo fizikalno pojasnjenje apsolutno krutog kinematickog ogranicenja koje se detaljnije obraduje u
18. poglavlju.

34Ta je vazna metoda predmet 13. poglavlja.
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Slika 38.: Podmodel stapa: a) opterecenja, b) momenti savijanja, c¢) polozaji optereéenja bez
utjecaja na rezultat proracuna

Sre¢om, veéina je Stapova u naSim konstrukcijama pravilnoga popreénog (pravokutnog ili
kruznog) i uzduznog (prizmaticnog ili rotacijskog) presjeka tako da se tezista i probodista po-
dudaraju. Tada je lako pronaci os, a time i bilo koji poprecni presjek stapa.

Cim poznajemo polozaj osi, sva optere¢enja i rubne uvjete mozemo svesti na os (slika 38.a
i b). Prema tome, nije vazno je li stap optereéen (ili ako se radi o lezaju pridrzan) u gornjem
ili donjem uglu (slika 38.c), ili bilo gdje po visini presjeka d. U svim slucajevima dobivamo
iste rezultate proracuna (unutarnje sile i pomake). Svi dijagrami unutarnjih sila zadovoljavaju
uvjete ravnoteze (sila i momenata), a pomaci uvjete kompatibilnosti (neprekidnost prognute osi,
jednakost potrebnih pomaka i kutova zaokreta), vrijedi i zakon ponasanja (veza unutarnjih sila
s deformacijama), a uvjeti ravnoteze i kompatibilnosti su ispunjeni i na krajevima osi, pa su
zadovoljeni i rubni uvjeti.

6.3.1.2. Problem ekstrapolacije rezultata s osi na tijelo. Jasno je da os nije tijelo. To
je linija, matematicki pojam bez debljine. Prema tome, poznavanje ponaSanja osi ne znaci a
priori i poznavanje stanja u unutrasnjosti i na rubu tijela. Buduéi da su unutrasnjost i rub tijela
definirani poprecnim presjecima, ocito treba uspostaviti vezu izmedu osi © popreénih presjeka.
Veza mora biti tako definirana da iz ponasanja osi mozemo odrediti ponasanje bilo koje tocke
proizvoljnog presjeka. To je svojstvo najlakse ostvariti ako poprecne presjeke smatramo apsolutno
krutima.*® (Ta je pretpostavka pogresna. Poprecni se presjeci, makar malo, vitopere.) Tada je
za ponasanje cijeloga presjeka dovoljno poznavati pomake i zaokrete samo jedne tocke. Na slici
39.a je prikazan podmodel Stapa prije i nakon pomaka. Pocetni je, nedeformirani polozaj, oznacen
s S, a deformirani s S;. Svaki se poprecni presjek stapa takoder pomice. Promotrimo presjek
s pocetnim polozajem Fgy i krajnjim F,. Konacni se polozaj moze prikazati kao superpozicija
translacije i rotacije. Zamislimo da se presjek najprije zarotira oko tangente na os za kut ¢ u
polozaj Fy, a zatim se translatira za vektor d u polozaj Fs. Dovoljno je poznavati ¢ i § jedne
tocke svakog presjeka Stapa da bismo odredili ponasanje bilo koje tocke popreénoga presjeka, pa
onda i cijeloga podmodela. Prirodno je za takvu tocku odabrati teziste T jer, prema definiciji, lezi
na osi. Pomaci ostalih tocaka presjeka odrede se s pomocu trigonometrijskih odnosa iz pomaka
tezista, a njihovi zaokreti jednaki su zaokretima tezista. Radi se o vrijednostima u tocki Ty. Ove
je zakljucke lako provjeriti iz ravninske slike pomaka 39.b. Ako je T, za A udaljena od tezista T’
tada je njezin pomak u smjeru z jednak: o, — Asin ¢, a u smjeru y iznosi 9, + A cos ¢, gdje su 9,
i 0, pomaci, a ¢ kut zaokreta osi u tocki tezista.

Ako nam netko ponudi sliku pomaka i dijagrama unutarnjih sila stapnoga modela, najcesée ne

35Preciznije je kazati da medu pomake tocaka popreénoga presjeka uvodimo apsolutno kruto kinemati¢ko
ogranic¢enje. Ono je opisano u pododjeljku 18.7.1.
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Slika 39.: Pomaci apsolutno krutog poprecnog presjeka podmodela Stapa: a) u prostoru, b) u
ravnini

by
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Slika 40.: Uz viseznacne odnose kod podmodela Stapa: a) unutarnje sile i pomaci u nekoj tocki, b)
razliciti nacini deformiranja presjeka (B.-N.: Bernoulli— Navierova pretpostavka, T.: Timosen-
kova pretpostavka, C.: Coserratova pretpostavka), c¢) raspodjela uzduznih naprezanja pri B.—
N. pretpostavci: linearno (lijevo) puna plasti¢nost (u sredini), uz sudjelovanje armature (desno)

poznajemo vezu tih pomaka s pomacima i deformacijama popre¢nih presjeka, niti vezu unutarnjih
sila i naprezanja po presjecima. Primjerice, pomacima neke tocke na osi (slika 40.a) mogu pri-
padati razli¢iti pomaci i deformacije poprecnoga presjeka kojemu je ta tocka teziste (slika 40.b).
S time u vezi, momentu savijanja u toj tocki (slika 40.a) mogu pripadati razli¢iti iznosi i raspo-
djele naprezanja po tome presjeku (slika 40.c). Uvijek mozemo uspostaviti par sila ekvivalentan
zadanome momentu.

Tek poznavanjem raspodjele pomaka i deformacija po presjeku znamo odabrati ispravni di-
jagram. Ta je raspodjela nuzna da bismo (uz zadani materijal) odredili krutost poprec¢nog pre-
sjeka stapa. Prema tome, pretpostavka o ponasanju poprec¢nih presjeka izravno utjece na krutost
statickog sustava. Definiranjem osi, poprecnih presjeka i krutosti podmodel stapa je u potpunosti
odreden. (Ovi zakljucci vrijede i za ostale podmodele koje ¢emo uskoro spomenuti.)

Zamijetimo da su tri nuzne grupe jednadzbi modela tijela dovoljne za jedinstveno rjesenje
ponasanja osi, ali ne i ¢itavoga podmodela stapa. Zbog toga smo i uveli dodatno ogranic¢enje o
ponasanju poprecnoga presjeka, kojim definiramo inacicu toga podmodela. Naslutimo odmah da
nas dodatna pretpostavka redovito dovodi u kontradikciju. Jednoznaéno definiranome rubnom
problemu (tri nuzne grupe ¢ine sustav od 15 jednadzbi s 15 nepoznanica) dodajemo jos jednu
jednadzbu koja ne sadrzi novu nepoznanicu, a njome najcesée propisujemo raspodjelu nekih kom-
ponenata deformacija koje nisu u skladu s rjesenjima osnovnoga sustava. Time problem postaje
preodreden. Drugim rije¢ima, i bez dodatne pretpostavke mozemo (teorijski gledano) rijesiti
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Slika 41.: Bernoullieva hipoteza ravnih presjeka: a) raspodjela deformacije €., b) progibna linija
pri ¢istome savijanju

izduzeno tijelo. Nije potrebno uvoditi podmodel. Prema tome, sve su dodatne hipoteze s teorij-
skoga stanovista nepotrebne i pogresne, a s inzenjerskoga (prakti¢nog) stanovista priblizno valjane
(ako je odabrani podmodel prikladan).

6.3.1.3. Bernoulli— Navierov Stap. Primjerice, redovno se koristimo Bernoullijevom hipo-
tezom ravnih presjeka. Hipoteza pretpostavlja da popreéni presjeci ostaju ravni i okomiti na savi-
jenu os Stapa. Propisali smo ponaSanje polja deformacija, toc¢nije komponente €, i time odabrali
rjeSenje prikazano na slici 40.c lijevo. Komponenta je linearno promjenjiva po visini nosaca i
razmjerna je udaljenosti z vlakana od neutralnog sloja (slika 41.a).

To je lako dokazati, jer iz slike vidimo da vrijedi u = —zdw/dx (jer je sindw/dx ~ dw/dx),
odnosno ¢, = du/dr = —zd*w/dx?. Ako koristimo linearni izraz za deformaciju €,, smatramo da
je (dw/dx)? < 1, pa je zakrivljenost osi priblizno jednaka drugoj derivaciji progibne linije. Prema
tome, mozemo pisati

1 d2w dw 2 % d2w e 1. z
ey {1 + <%> } R~ =y pa vrijedi: Er = T (44)
N——

zanemareno

gdje je z udaljenost promatranog od neutralnog sloja nosaca. Buduéi da se radi o kruznome luku,
r = const., pa je linearna raspodjela uzduznih deformacija po visini dokazana.

Ocito je da pretpostavka vrijedi samo u slucaju cistog savijanja. Jedino tada progibna linija
ima oblik kruznoga luka, pa ravnine svih poprec¢nih presjeka ostaju ravne i sijeku se u pravcu
koji prolazi sredistem kruznice O (slika 41.b). Cak i u ovome slucaju postoji nedosljednost u
podrucju lezaja. Na slici 42.a vidimo da blizu upetoga lezaja nastaje poremecaj linearne raspodjele
naprezanja, iako se radi o slucaju ¢istoga savijanja stapa. Osim toga, lezajno mjesto popusta, pa
nastaje pomak i kut zaokreta, pa pravi kut nije sacuvan (oznaceno isprekidano na slici). To
su posljedice ravninskoga (ne vise Stapnoga) stanja naprezanja u podru¢ju ukljestenja. I ovaj
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Slika 42.: Poremecaj linearne raspodjele naprezanja u podrucju lezaja: a) razdioba naprezanja, b)
detaljni model

Slika 43.: Opéi slucaj savijanja Stapa: a) krivljenje poprecnih presjeka, posmicna naprezanja i
deformacije, stanje na osi simetrije i krivljenje uz konstantnu popreénu silu, b) Timosenkova
pretpostavka o krivljenju i produljenje vlakanaca

se problem moze preciznije rijesiti detaljnijim modeliranjem spoja kombinacijom kinematickog
ogranicenja i MKE (slika 42.b). Sreéom, ovakve pojave brzo is¢ezavaju s udaljenoséu od lezaja.
Tome nas uci poznati Saint Venantov princip.

U opéem slucaju savijanja postoje poprecne sile, odnosno posmicna naprezanja 7, i deformacije
Yz koje uzrokuju krivljenje popreénih presjeka stapa (slika 43.a).

Podsjetimo se da posmi¢na naprezanja odredujemo iz uvjeta ravnoteze (ne kompatibilnosti!) u smjeru osi
Stapa, a nastaju zbog razlike uzduznih naprezanja koja se pojavljuju na krajevima promatranog odsjecka. Posmi¢na
deformacija koja uzrokuje krivljenje popre¢nih presjeka odredena je poznatom formulom

Txz 125y
L e el

(45)

gdje je T, veli¢ina poprecne sile, S, staticki moment promatranog dijela presjeka s obzirom na neutralnu os, b

Sirina nosaca i G modul posmika materijala.

Ocito je da hipoteza ravnih presjeka vise ne vrijedi. Izuzetno, ako je primjer simetricnog oblika
i opterecenja, ona vrijedi samo za presjek u osi simetrije. Jednostavno, vitoperenjem toga presjeka
model ne bi vise bio simetri¢an (isprekidano na slici).

Pri konstantnoj popreénoj sili posmi¢na su naprezanja jednaka u svim presjecima duz nosaca
pa je i krivljenje svih popreénih presjeka jednako. Prema slici vrijedi: AA’ = BB, pa je i
AB = A’B’. To znaéi da nema dodatnog produljenja zbog popreéne sile. Zbog toga se uzduzne
deformacije i naprezanja nekoga vlakna ne mijenjaju u odnosu na hipotezu ravnih presjeka.

Svakako, ako je krivljenje po visini nosaca malo (v, ~ 0) pretpostavka o ravnim presjecima
predstavlja dobru aproksimaciju ponasanja Stapa. To uvijek vrijedi ako je visina poprecnog pre-
sjeka mala u odnosu na raspon (h/l < 1/5). Rezultat svega je diferencijalna jednadzba ravnoteze
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s jednom nepoznanicom — vertikalnim pomakom w(x). U slucaju ravnoga Stapa konstantnog
poprec¢nog presjeka dobivamo poznatu diferencijalnu jednadzbu progibne linije stapa
dw(@) _ ¢
dz*  EI,

(46)

gdje je g, kontinuirano poprecno opterecenje po Stapu, a [, moment tromosti presjeka oko osi y.

U slucaju savijanja jednolikim kontinuiranim optere¢enjem, progibna linija je polinom ¢etvrtog
stupnja. Pri nejednolikom optereéenju Stapa stupanj polinoma raste. Ako je Stap opterecen kon-
centriranim silama i momentima, rjeSenje je (po dijelovima) polinom treceg stupnja, a u slucéaju
¢istog savijanja dobivamo polinom drugog stupnja.?® Ako optereé¢enje ima oblik trigonometrijske
funkcije, progibna linija je takoder trigonometrijska funkcija. Vidimo da ni jedan oblik progibne li-
nije ne zadovoljava Bernoullijevu pretpostavku. Razlika nastaje zbog zanemarenja ¢lana (dw/dzx)?.
Ipak, pri malim progibima se spomenute funkcije i kruzni luk gotovo podudaraju.

Uocavamo da prema ovoj hipotezi posmicna deformacija ne utjece na progib stapa. To je
lako zakljuciti iz oblika deformiranog odsjecka. Pravi kutovi uvijek ostaju sa¢uvani. Prema
tome, posmicne deformacije i naprezanja bi trebale biti jednake nuli. Medutim, ukratko smo se
podsijetili da nisu. Ova kontradikcija je posljedica neto¢nosti Bernoulli— Navierove pretpostavke
o posmicnoj deformaciji Stapa savijanog silama.

6.3.1.4. Timosenkov §tap. S povecanjem visine nosaca (h/l > 1/5) postoji znac¢ajan utjecaj
poprecne sile na oblik progibne linije. Prvo, javlja se vece krivljenje poprec¢nih presjeka, pa i
znacajno dodatno produljenja vlakanaca ako poprecna sila nije konstantna duz nosaca. Na slici
43b je AA’ # BB', paje i AB # A'B’. Drugo, dolazi do veéeg medusobnog klizanja poprecnih
presjeka. Obje pojave uzrokuju povecanje progiba.

Ako zZelimo priblizno uzeti u obzir ove utjecaje koristimo TimoSenkovu diferencijalnu jed-
nadzbu. Prema njegovoj pretpostavci, poprecni presjeci ostaju ravni, ali viSe nisu okomiti na
deformiranu os Stapa. Time zahtijevamo konstantni (prosjecni) iznos klizanja po visini poprecnog
presjeka, odnosno posmicne deformacije v, = const., pa bi i posmi¢na naprezanja morala imati
konstantnu (a ne paraboli¢nu) raspodjelu po visini (7, = Gy, = const.). Stovise, naruseni su
uvjeti ravnoteze i kompatibilnosti na gornjem i donjem rubu presjeka jer nije sacuvan pravi kut,
pa posmicna naprezanja i deformacije na rubu ne bi smjele iS¢eznuti. I ovi su nedostaci posljedica
Timosenkove pretpostavke, ali se presutno zanemaruju. Diferencijalne jednadzbe Timosenkovog
Stapa (po dw/dx i) neéemo izvoditi. Istaknimo samo da oblik progibne linije, dijagrama unutar-
njih sila i naprezanja po poprecnome presjeku ostaje isti kao i u slucaju Benoullijevog Stapa, ali
se, nacelno, vrijednosti povecavaju. Ako je sustav staticki odreden dolazi samo do povecanja pro-
giba jer se ostale vrijednosti mogu dobiti samo iz uvjeta ravnoteze koji ne ovise o pretpostavkama
podmodela.

Radi slikovitoga pojasnjenja ovih dvaju ograni¢enja promotrimo gumenu gredu s umetnutim vrlo krutim me-
talnim plocama. (Preciznosti radi, naglasimo da guma ipak nije linearno, veé¢ nelinearno elastican materijal.) Ako
okomito na metalne ploce zavarimo krilca u razini neutralne osi i povezemo ih zglobovima, tada diskretno, na
odredenim razmacima uvodimo Bernoulli— Navierovu hipotezu (slika 44.a), a ostavimo li samo metalne ploce
tada, opet diskretno, uvodimo Timosenkovu pretpostavku o raspodjeli deformacija po visini poprecnoga presjeka
(slika 44.b). Treba naglasiti da obje pretpostavke djeluju u svakome presjeku grede, dakle kontinuirano. Na
slici su ograni¢enja ucrtana na odredenim razmacima kako bismo ih lakse predocili. Odmah mozemo uociti da
Bernoulli— Navierova hipoteza ¢ini gredu kru¢om u odnosu na Timosenkovu pretpostavku, jer unosi jedan zahtjev
vide: presjeci moraju biti okomiti na deformiranu os (a ne samo ravni). Timosenkov je pomodel strozi, ali za vitke

nosace daje samo neznatnu razliku prema Bernoulli-Navierovoj pretpostavci.

36Cak ni u ovom slu¢aju ne dobivamo kruzni luk. Razlika nastaje zbog linearizacije prema izrazu (44).
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Slika 44.: Fizikalno pojasnjenje dodatnog ogranicenja raspodjele uzduzne deformacije po visini
Stapa: a) Bernoulli— Navierova pretpostavka, b) Timosenkova pretpostavka

f fy fy
O-X O—X
< —_1—>
é — — —>
x
a) b) c)

Slika 45.: Resetkasti nosac: a) dispozicija, b) naprezanja u presjeku stapa, c) deformacija presjeka

Spomenimo da postoji podmodel stapa kod kojega su naprezanja i deformacije u potpunome
suglasju. Raspodjela deformacija po visini nosaca je u obliku polinoma trec¢eg stupnja. To je prvi
polinom koji istodobno ispunjava uvjete ravnoteze i kompatibilnosti na rubu (jer su tangente u
tockama ruba okomite na gornju i donju plohu nosaca), ali i unutar presjeka (jer deformacije rastu
prema neutralnoj osi). O¢ito je da pravac i parabola ne mogu ispuniti takve zahtjeve jer nemaju
tocku infleksije. Iz ovih razmatranja uocavamo da postoje i inacice podmodela $tapa (spomenuli
smo tri).

Treba naglasiti da ovi podmodeli obuhvaé¢aju samo utjecaj poprecnog opterec¢enja. Za uzduzna
bi djelovanja trebalo dodati ¢lan iz pododjeljka koje slijedi.

6.3.1.5. Ostale inacice podmodela Stapa. Ako stap preuzima samo uzduzne sile (primje-
rice u reSetkastome nosacu na slici 45.) diferencijalna jednadzba glasi

d’*u G
de?  EA’
gdje je A povrSina poprecnog presjeka Stapa.
Kod vrlo niskih nosaca (h < [) krutost na tlak i savijanje opada (b — 0, I, — 0), a pod-

model §tapa prelazi u podmodel uzeta koje moze preuzeti samo vlacne sile (slika 46.). Linearna
diferencijalna jednadzba koja opisuje ponasanje uzeta napetog konstantnom silom N ima oblik:

(47)

2
dw _ 4 (48)
dz? N
Oba podmodela sadrze samo jednu komponentu naprezanja i deformacija: o, i €,. U teoriji
stabilnosti izucavaju se vitki Stapovi optereceni tlacnom ili vla¢nom silom, s djelovanjem poprecnih
opterecenja ili bez njega. I tada govorimo o ina¢icama podmodela Stapa, jer im pripadaju odredene
diferencijalne jednadzbe.
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Slika 46.: Podmodel uzeta
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Slika 47.: Ravninsko stanje naprezanja: a) stijena i konzola, b) stanje naprezanja (o, = 0), c)
stanje deformacija

6.3.2. Ostali vazniji podmodeli iz konstruktorske prakse

Osim podmodela stapa postoji jos nekoliko glavnih podmodela: ravninsko stanje, ploca i lju-
ska. Ovisno o pretpostavkama o polju naprezanja i deformacija, ravninsko stanje dijelimo na
jos tri inacice: ravninsko stanje naprezanja (slika 47.), ravninsko stanje deformacija (slika 48.) i
osnosimetri¢no stanje (slika 49.).

Plo¢u dobivamo ako (neprecizno tvrdeéi; vidjeti odjeljak 19.3.) pretpostavke podmodela stapa
primijenimo u dvije dimenzije (slika 50.a). Kazemo: ploca je tijelo kojemu je jedna dimenzija
(debljina) puno manja od preostale dvije (rasponi ploce). Poopéenjem Bernoullijeve hipoteze na
takvo tijelo dobivamo Kirchhoffovu teoriju tankih ploca koja vrijedi ako je 1/50 < h/lyim < 1/10.

Oy
= Ty
—— 70—2
Oy k/ O

g, l

o,

y C)

a) b)

Slika 48.: Ravninsko stanje deformacija: a) gravitacijska brana, b) stanje naprezanja, c) stanje
deformacija (¢, = 0)
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Slika 49.: Osnosimetri¢no stanje: a) spremnik, b) stanje naprezanja, c) stanje deformacija

e = o

Ty
S 7O—Z
il
Oy y> Oy
O—z TZX
a) b)

Slika 50.: Podmodeli plosnih nosaca: a) ploca i ljuska, b) stanje naprezanja (o, = 0), c) stanje
deformacija prema teoriji tankih ploca i ljusaka

Taj je problem definiran parcijalnom diferencijalnom jednadzbom

Mw O*w Mtw g, Eh3
2 _ & D= " 4
Ozt * 0x20y? * oyt D’ e 12(1 — v?)’ (49)

gdje je D krutost, a h debljina ploce. Ako je 1/10 < h/lnm < 1/5, tada generalizacijom Timosen-
kovih pretpostavki na plosna tijela mozemo dobiti Mindlinovu diferencijalnu jednadzbu umje-
reno debelih ploca. (Debele se ploce ipak moraju rijesiti prostornim modelom. Za njih vrijedi
1/5 < h/lpin < 1/2). Spomenimo usput, da se vrlo tanke ploce (1/100 < h/lpnm, < 1/50), op-
terecene tlacnom silom u svojoj ravnini rjesavaju Von Karmanovom diferencijalnom jednadzbom
koja se izucava u teoriji stabilnosti.

Ako je h < I (h/lmin < 1/100) ploca gubi krutost na tlak i savijanje (b — 0, D — 0) i postaje
membrana s linearnom diferencijalnom jednadzbom oblika:

2 2
Jw 0w _ g (50)
ox?  oy*> S
gdje je S napetost membrane (slika 51.). Radi se o poznatoj Poissonovoj jednadzbi koja samo
za optereéenje prednaponskim silama (bez vanjskog optereéenja, ¢, = 0) prelazi u homogenu, La-
placeovu jednadzbu. Spomenimo da za u¢inkovito preuzimanje poprec¢nog opterec¢enja membrana
mora biti prednapeta.

Ljuskama zovemo prostorno zakrivljene nosace kod kojih je jedna dimenzija puno manja od
preostale dvije (slika 50.a). Poput ploca, i ljuske dijelimo na tanke i debele, ovisno o ogranic¢enjima
kojima se koristimo u podmodelu. Svaka se inacica podmodela moze dodatno rasclaniti uvodenjem
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Slika 51.: Podmodeli plosnih nosa¢a: a) membrana, b) stanje naprezanja, c) stanje deformacija

Neki osnovni linearno elasti¢ni (pod)modeli nosivih elemenata
model podmodel inacice podmodela podinacice
uze ‘S
3
. stap resetke g
duguljasto P .
. v v ey =
(izduZeno) stap vitki stap =
tijelo s
J niska greda 3
visoka greda ; z
= 2
. ravninzko stanje naprezanja = =
ravninsko E 5
stanje ravninsko stanje ravninsko stanje deformacija = =
tijela — : g =
osnosimetricno stanje — ‘;
membrana E ;_:;
ploé asto } vrlo tanka ploéa :E E_
.. ploca £ .z
tijelo tanka plota 2=
debela ploca k_EA
. qs membrana -'_g
zakrivljeno pe
plosno ljuska tanka ljuska =
tijelo £
J debela ljuska 2
masivno tijelo nema

Tablica 1: Tablica osnovnih podmodela i njihovih inacica uz pretpostavku materijalne linearnosti

novih pretpostavki. Primjerice, na tanke i debele ljuske mozemo primijeniti teoriju plitkih ili
cilindri¢nih ljusaka, a cesto i klasi¢nu (membransku), polumomentnu ili momentnu teoriju ljusaka.
Neke pristupe obradit ¢emo i u ovim predavanjima. U teoriji stabilnosti je definirano jos nekoliko
podmodela ljusaka kojima takoder pripadaju odgovarajuce diferencijalne jednadzbe.

Na primjeru stapa mozemo uociti da podmodeli ne mogu zadovoljiti uvjete iz odjeljka 5.1., jer
su dodatna ogranicenja (koja ih ¢ine jednostavnijima) uvijek priblizna i proturjeéna s ponasanjem
modela tijela. Matematicki gledano, ona nisu neophodna jer se problem uvijek moze (pretezno nu-
mericki) rjesavati prostornom diferencijalnom jednadzbom modela tijela. Medutim, pretpostavke
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omogucuju jednostavniju formulaciju problema koji tada mozemo lakse i brze rijesiti. Ipak, re-
dovno je slucaj da podmodel slabije opisuje fizikalni problem od svih podmodela koji mu prethode.
Odluku o izboru podmodela i procjenu dobivenog rjesenja donose iskljucivo inZenjeri. Mi ¢emo u
nastavku podmodele ipak zvati modelima, ako drugacije ne naglasimo. U ovome je odjeljku uve-
den pojam podmodela i njegovih inacica kako bi se ukazalo na stupnjevitost — postupni prijelaz
sa slozenijih (opéenitijih) na jednostavnije (posebne) prora¢unske modele dobivene primjenom do-
datnih pretpostavki (tablica 1). U skladu s time, i diferencijalne jednadzbe podmodela postaju sve
jednostavnije, pa ih lakse mozemo rijesiti. Napomenimo da su matematicki modeli inzenjerskih
konstrukcija zapravo kombinacija razlicitih podmodela. Tako se stupovi i grede nekoga objekta
najcesée modeliraju Stapno, ploce i zidovi plosno i sli¢no.

Sve jednadzbe prethodnog poglavlja mozemo zapisati u skra¢enome obliku (43), samo oz-
nakama u jednadzbi pripadaju razli¢iti izrazi. Primjerice, prema (46), (48), (49) i (50) redom
mozemo pisati:

d4

Stap: K= f = Eijy 00 ¢]", (51)
uze: = dd—;, f = % [O 0 qz]T, (52)
ploca: K= 88;4 + 28$§;y2 + aa—;, f = % [0 0 qz}T, (53)
ljuska: = 88—;2 + aa—;, f= % [0 0 qZ}T. (54)

Za sve izraze vrijedi u = [O 0 w}T, tako da vektorsko polje pomaka u prelazi u skalarno polje
pomaka u vertikalnome smjeru w. Sli¢no, i vektorsko polje opterec¢enja f prelazi u skalarno polje s
komponentom ¢, u istome smjeru, kako se moze vidjeti iz izraza s desne strane formula (51) — (54).
Zmaci, zahvaljuju¢i podmodelima, diferencijalnu jednadzbu modela tijela mozemo iz vektorskog
oblika (43) svesti na jednostavniji, skalarni oblik:

K(w) = f.. (55)

I ravninska stanja ¢ine problem jednostavnijim jer KC djeluje na vektorska polja u i f s dvije, a
ne tri komponente. (Ostavljamo zainteresiranim studentima da odrede sustav dviju diferencijalnih
jednadzbi za ravninska stanja.)

Ako izuzmemo podmodel Stapa i neka ravninska stanja, diferencijalne jednadzbe ostalih pod-
modela nisu lako rjesive. I zaista, do sredine pedesetih godina prosloga stoljeca, Stapni su modeli
bili najvise zastupljeni u konstruktorskoj praksi. Zahvaljujuci rjeSenjima za stanja jednoga Stapa,
rjesavali su se (metodom sila ili metodom pomaka) raznovrsni stapni sustavi. Za ostale je podmo-
dele dovoljno zadati jednostavne rubne uvjete na geometrijski slozenome rubu da nastanu teskoce.
Primjerice, jednoliko opterec¢ena, zglobno oslonjena ploc¢a ovalnog oblika ve¢ predstavlja problem
(slika 52.a). U praksi se mogu pojaviti mnogo slozeniji oblici ploca (slika 52.b). Jos vece teskoce se
javljaju kod ljusaka. O¢cito je da moramo tragati za daljnjim pojednostavnjenjima. Primjena jake
formulacije na veé¢inu podmodela ne olaksava rjesavanje raznolikih prakticnih zadac¢a. Spomenimo
da su se nekada (vise ili manje uspjesno) stapno modelirali (bolje reéi diskretizirali) i neki pod-
modeli: ravninska stanja, ploce ili ljuske. Poznati su primjerice rostiljni modeli ploca, resetkasti
modeli razli¢itih ravninskih stanja (ponajprije zidnih nosac¢a) ili ljusaka. O njima ¢e biti govora u
19. odjeljku.
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slobodno

zglobno oslanjanje \ ball
alkon

2) ) \ upeto

Slika 52.: Oblici ploca tezi za rjeSavanje bez pomodi racunala: a) ovalni, b) slozeni oblik

= —— =

zglobno

6.4. Osnovna lema — integralni oblik jake formulacije
6.4.1. Pojam reziduala

Ponekad je prikladno jaku formulaciju zapisati u obliku
f—K(u)=0, (56)
odnosno, uvesti funkciju reziduala tako da vrijedi
r=f—K(u)=0. (57)

Fizikalno, funkcija reziduala predstavlja neuravnotezeno opterecenje. Kod toc¢nog rjesenja dife-
rencijalne jednadzbe ona je uvijek jednaka nulfunkeciji (r = 0). Ako je pomak jednak nuli (u = 0),
tada je rezidual jednak optere¢enju, odnosno r = f. Medutim, kod pribliznog rjesenja diferen-
cijalne jednadzbe (56) funkcija reziduala (57) je uvijek razlicita od nulfunkcije (r # 0), jer se
priblizno rjesenje

u'=[u v w, (58)
razlikuje od to¢nog. Zbog toga su uvjeti ravnoteze samo priblizno zadovoljeni. Drugim rijecima,
uvrstavanjem pribliznog rjesenja u diferencijalnu jednadzbu (56) jednakost vise ne vrijedi:

f - K@) #0. (59)
Ipak, prirodno je traziti da takvo rjesenje daje sto manja odstupanja:
r=f— K =0. (60)

Moze se pokazati da je i ovaj, blazi zahtjev u odnosu na (57) prestrog, odnosno da nije potrebno
potpuno ili gotovo potpuno zadovoljiti uvjete ravnoteze u svakoj tocki modela. Znamo da nase
konstrukcije nisu osjetljive na lokalna preoptereé¢enja, ako se ne radi o prevelikim vrijednostima.?”
Primjerice, stalno i pokretno opterecenje na plocama propisuje se jednolikim, iako se mogu javiti
znacajna lokalna preoptereéenja poput grupiranja namjestaja (ormari s knjigama), ili ljudi (prili-
kom sastanka). U teznju za pronalaskom egzaktnog rjesenja uvukao se crv sumnje. Da li je to¢no
rjesenje zaista potrebno? Prije odgovora na ovo pitanje potrebno je napraviti nuzan medukorak.

37 Ako su odstupanja (reziduali) preveliki, onda ni priblizno rjeSenje U nije dobro odabrano.
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6.4.2. Osnovna lema

Cini se da je opravdano uvesti i globalnu, (integralnu)® procjenu kakvoée odstupanja (60)
koju mozemo prikazati izrazom

t/wwﬁz/ﬁ—mmmmmza i=1,...,00, (61)

Q Q

gdje su r i 9, neprekidne funkcije. Funkciju 1, zovemo test funkcijom. Ako izraz (61) vrijedi
za bilo koju neprekidnu test funkciju (ima ih neizmjerno mnogo), tada rezidual mora biti nul-
funkcija pa je jaka formulacija zadovoljena, odnosno u = u. Zapravo, izraz (61) zovemo skalarnim
produktom funkcija, a mozemo ga analizirati prema analogiji sa skalarnim produktom vektora.
Skalarni je produkt za proizvoljnu vrijednost i smjer jednog od vektora jednak nuli samo ako je
drugi vektor jednak nulvektoru. Lako je uociti da vrijedi i obrat. Ako znamo rjesenje diferencijalne
jednadzbe, tada je r = 0, pa vrijedi (61). Jednostavno, ako nulfunkciju mnozimo bilo kakvom
neprekidnom funkcijom 1, produkt je opet nulfunkcija. A odredeni integral takve funkcije jednak
je nuli. Izraz (61) zovemo osnovnom lemom varijacijskog ra¢una.

6.4.3. Motivacija za test funkciju

_ Najprije pokazimo na dva jednodimenzionalna primjera potrebu za test funkcijom. Neka je
Q) = [0,1] (primjerice prosta greda) i ©» = 1. Ako je funkcija reziduala antimetri¢na (oznacena
punom linijom na slici 53.) tada je

/mﬁ:A—A:Q (62)

Q

bez obzira na veli¢inu reziduala, jer je ukupna povrsina jednaka nuli. (A je povrsina ispod jednog
poluvala krivulje.)

Ali, ako rezidual provjerimo test funkcijom
istog oblika, 1; = r, prema (61) dobivamo (o-
znaceno isprekidanom linijom na slici 53.)

/ P2d0 — 24, £ 0. (63)
Q
HX) A ¢ime odbacujemo priblizno rjeSenje u jer vri-

jednost pripadnog reziduala r ne zadovoljava
(61). (Usput, Ay jerazlicito od A.) Takoder, za
diskretni oblik reziduala r(x;) u tocki z; (slika
54.a) mozemo dokazati da ne zadovoljava os-
novnu lemu, odnosno da vrijedi

1,01
Slika 53.: Oblik antimetri¢ne funkcije reziduala
r(z) i kvadratne funkcije r(x)?

/r(xi)é(a: —;)dQ = r(z;) # 0, (64)

Q
jer je r(x;) broj, a § Diracova funkcija za koju vrijedi ffooo 6(z — x;)dx, pa je onda [56(x — x;)dx
jednak jedinici. Dakle, test funkcija jest Diracova funkcija (slika 54.a) koja je, podsjetimo se,

38Cim se pojavio integral, u nac¢elu broj koji mozemo za raznovrsne podintegralne izraze odrediti (ponajprije)
numericki, ukazala se prilika za uporabom racunala.
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f(x) A f(x) Ao
aex) |
T T i
I
12ad — [
0 1,0 | | 1) | [i&x)10
A Xi X Xi'd Xl A\l+(l X
L a , a L
kg L kg
a) b)

Slika 54.: Diskretni oblici funkcija u tocki z;: a) rezidual r; u tocki x;, b) prelaz impulsne funkcije
i(z — x;) u Diracovu funkciju é(z — x;)

definirana kao:

00 zZAT =
5 — dy) = v 65
(v =) {0 za T # ;. (65)

Takva je funkcija grani¢ni slucaj impulsne funkcije i(x — z;) na segmentu I = [z; — a, x; + a] koja
je definirana izrazom (slika 54.b)

. 1/2a zax €1,
i(r —x;) = / (66)
0 zax & 1.
Kada interval djelovanja impulsa tezi nuli (a — 0) vrijednost impulsa tezi u neizmjerno, odnosno:
i(xr — x;) = oco. Drugim rije¢ima, impulsna funkcija tezi Diracovoj funkciji:
0z —z;) = limi(z — x;). (67)
a—0
Na temelju (64) dobili smo vrijednost kojom odbacujemo diskretan oblik reziduala r(z;), odnosno
pripadajuce priblizno rjesenje u. Naslu¢ujemo da prikladno odabrana test funkcija moze odbaciti
bilo kakav rezidual, odnosno priblizno rjesenje. Medutim, zasto ne bismo iskljucili neke test
funkcije i na taj nacin zadrzali prikladna priblizna rjesenja — ona kojima pripadaju dovoljno mali
reziduali?

7. Slaba formulacija — aproksimacija funkcije opterec¢enja

S pomoc¢u osnovne leme ne mozemo nastaviti s pojednostavljenjem rubnog problema jer vidimo
da se samo radi o drugacijem zapisu jake formulacije. Matematic¢ari lemu cesto koriste jer je teze
rijesiti diferencijalnu jednadzbu problema nego pripadajuce integrale osnovne leme. Motivirani
takvom idejom zadrzavamo se na integralnom pristupu jakoj formulaciji, ali umanjujemo njene
zahtjeve s jos dva ustupka:

e funkcija reziduala moze biti prekidna i
e skup test funkcija je prili¢cno suzen.

Prvi je ustupak logican, jer integral prekidne funkcije (s kona¢nim ili prebrojivim brojem prekida)
jos uvijek mozemo odrediti. (Postoji kona¢na povrsina ispod takve krivulje.) Prema drugom
ustupku ne trazimo ispunjenje osnovne leme za proizvoljnu test funkciju, nego ih biramo iz nekog



7. Slaba formulacija — aproksimacija funkcije opterecenja 59

konaénog skupa od n funkcija.?® Oznacimo ga sa S.1° Sada osnovnu lemu mozemo zadovoljiti
samo priblizno, pa govorimo o slaboj formulaciji problema:

/mpidﬁ: /[f—lC(ﬁ)]t/)idﬁzo, . cS  i=1,...n (68)

Q Q

Pomaci u predstavljaju tocno rjesenje za priblizno opterecenje f, odnosno zadovoljavaju diferen-
cijalnu jednadzbu K(uw) = £, pa izraz (68) mozemo zapisati i u obliku:

/rwidﬁz/(f—f)v,bidﬁ:(), eS8  i=1.. . .n (69)

Q Q

Ako su (68) i (69) zadovoljeni za svaku test funkciju iz S, tada je slaba formulacija zadovoljena.
Zbog toga izrazi u zagradama moraju biti jednaki nuli pa dobivamo

K@ =f i f=f. (70)

Znaci, u smislu slabe formulacije priblizno rjesenje zadovoljava diferencijalnu jednadzbu, a pri-
blizno je optereéenje dobra aproksimacija vektora desne strane. Iz prve jednadzbe u (70) logi¢no
slijedi

K@) =K(u) = u=u, (71)
odnosno, i pomaci priblizno odgovaraju to¢nome rjeSenju.

Lako je uociti da i ovdje rjesenje jake formulacije zadovoljava (68) i (69). Jednostavno, u prvi
izraz uvrstimo U = u, ili u drugi f = f. Ali nas viSe zanima obrat, jer je za prakti¢ne potrebe
tesko rijesiti diferencijalne jednadzbe matematickog modela. Uostalom, ako to uspijemo, slaba
formulacija nije potrebna. I sama rije¢ kaze da je loSija od onoga sto ve¢ imamo. Znaci, pitanje je
da li rjesenje koje zadovoljava slabu formulaciju jaméi zadovoljenje jake formulacije? Odgovor je
ne jamci, ali ¢emo iz primjera u sljede¢em odjeljku vidjeti da takvo rjesenje moze biti dovoljno
dobro s fizikalnog (ne matematickog) gledista,*! ako odaberemo pogodan skup test funkcija S.
Kakve moraju biti funkcije toga skupa? Odgovor potrazimo kroz poucan primjer, a nesto strozu
definiciju ostavimo za 8. poglavlje.

7.1. Primjer slabe formulacije

Pretpostavimo da zelimo ispitati spomenutu jednoliko optere¢enu plocu. Pri tome opterecenje
realiziramo na dva nacina: stupcem vode ¢ (slika 55.a) i slojem brizljivo izravnatog sljunka g (slika
55.b). Opterecenje sljunkom nije jednoliko, jer se ostvaruje samo po malim podruc¢jima kontakta
ploce s valuticama. Zapravo, na plocu djeluje mnostvo plosnih opterec¢enja g; (slika 55.c).*? Radi
valjane usporedbe progiba tezina vode Q mora odgovarati tezini sljunka Q, gdje su

Q=q-ab 1 G=Y 5= [ada (72)
i=1

i=1 A;

39Beskonacni skup zamjenjujemo konaénim. Dobro za primjenu rac¢unala.

40Kada bismo trazili ispunjenje osnovne leme za bilo koju funkciju vratili bismo se na jaku formulaciju i be-
skonacan skup funkcija. Ipak, funkcije skupa S biramo tako da u odnosu na zadano opterec¢enje ostane dovoljno
mali rezidual. S obzirom na netoénosti matematickog (ali, pokazat ¢emo, i numerickog) modela i veliku otpornost
nasih konstrukcija prema manjim, lokalnim preopterecenjima, ne bi nas trebao zabrinjavati rezidual za jedan red
velicine manji (oko 10%) od iznosa optereéenja.

4IMatematicki gledano, samo jaka formulacija daje ispravno rjesenje (egzaktno — za koje je rezidual jednak nuli).

42Naprezanja medu tijelima u dodiru prou¢ava posebna grana mehanike — kontaktna mehanika.
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} —Z_
A s
= \\\§———_‘"—/’\;\]//
VQ
fi L £ \fjfs
Y + b +
w4
1 q
=+ A,
b) 9)

Slika 55.: Presjek kroz model ploce: a) optereéenje vodom, b) opterecenje sljunkom, c¢) kontakti
valutica s plocom

Tlocrtne dimenzije ploce oznacene su sa a i b, rezultanta kontaktnog pritiska izmedu i—te valutice
i ploce s f;, A; oznacava povrsinu kontakta valutice s plocom, a n broj valutica u dodiru s ploc¢om.

Primijetimo da su zanemarene horizontalne kontaktne sile koje nastaju jer se zrna medusobno podupiru, a
postoji hrapavost podloge. Naravno, rezultanta tih sila je jednaka nuli (nema horizontalnog optereéenja).

Voda zaista jednoliko opterecuje plocu i mozemo re¢i da progibna ploha w pod takvim opte-
re¢enjem zadovoljava jaku formulaciju (w) = ¢. Ako u diferencijalnu jednadzbu za opterecenje
vodom uvrstimo progibnu plohu w dobivenu pri opterec¢enju sljunkom, reziduali ¢e pretezno biti
razliciti od nule jer se i opterecenja razlikuju, odnosno:

r=q—K(@) =q—q#0. (73)

,Pretezno“ znaéi da je diferencijalna jednadzba K(w) = ¢ zadovoljena samo u malom broju
slucajnih tocaka (z;,y;) gdje se vrijednosti opterecenja $ljunkom i vodom podudaraju, odnosno:
q(zi,y:) = q(z;,y;). U tim je tockama r(z;,y;) = 0. Rezidual (73), preciznije pripadajuée priblizno
rjeSenje w mozemo procijeniti slabom formulacijom:

/M-@%dﬁ:/@-q)%dﬁ:@, P €S, i=1,...,n. (74)
q

Q Q

Nije lako pokazati da uz priblizno optereéenje g (rezidual ¢ — g > 0) posljednji integral moze biti
jednak nuli. Pokusajmo ipak intuitivno objasniti tu ¢injenicu. Matematicki precizno objasnjenje
trazilo bi poznavanje nekih tezih podrucja matematicke analize.

Zamislimo da su na plo¢i postavljene tanke i vrlo lagane pregrade u koje sipamo sljunak i vodu.
Zbog jednostavnijeg opisa, a nacelne slicnosti, zamijenimo u nastavku plocu gredom konstantne
krutosti, a sljunak sustavom diskova u ravnini. (Ostavimo ipak za sustav diskova naziv ,Sljunak®
a za pojedini disk ,valutica“.)
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Slika 58.: Prikaz Saint — Venantovog principa na utjecaj momenata od jedne pregrade

7.1.1. O funkciji reziduala na razini pregrade
1 1 n Neka svaka pregrada zatvara dovoljno
| | | | | q veliki dio grede (oznaceno s b na slici 55.¢)
a) J, i i i i l A u odnosu na dimenzije valutica. Zbog toga
svaka pregrada sadrzi relativno veliki broj
Qi Qi Qs valutica. Budu¢i da je sljunak poravnat,
tezine Sljunka i vode unutar bilo koje pre-
_ grade moraju biti priblizno jednake (u gra-
b) | ‘ ‘ | l l 9 hicama tocnosti mjerenja). Ocito je da na
o J/ i i i i i razini pregrada imamo dvije iste zadace u
Qi Co Qi Qn kojima su oba optereéenja aproksimirana
Slika 56.: Opterecenje vodom i sljunkom na razini j;om jednakih koncentriranih sila (slika 56.).
pregrade A znamo da je to dobra aproksimacija jed-
nolikog kontinuiranog opterecenja (slika 57.).43
S O A N A lq Konaé¢no, ako se tezine sljunka i vode podudaraju
1 unutar svake pregrade i ukupne se tezine na gredi moraju
+ +  podudarati. Drugim rijec¢ima, rezultante koncentriranih
sila kojima aproksimiramo oba opterecenja jednake su,
qus qus qus qus qu/s odnosno vrijedi

I Y N B

1/5 1/5 /5 /5

-~
-~

L lo
id a1

-~

~10%
~5%
~ 4%
Slika 57.: Pogreska diskretizacije jedno-
likog kontinuiranog opterecenja

Y Qi=Q=0 (75)
i=1

Sto smo prvo zahtijevali. Valjanost aproksimacije moze
se potvrditi i upotrebom Saint Venantovog principa: utje-
caj uravnotezene grupe sila neke pregrade na udaljenije
djelove grede moze se zamijeniti utjecajem staticki ek-
vivalentnog koncentriranog ili ¢ak kontinuiranog optere-
¢enja (slika 58.). Naravno, na ovaj se nac¢in ne moze ut-
vrditi utjecaj kontaktnih naprezanja izmedu pojedinog
zrna i grede. Ali ta komponenta naprezanja u pravilu

nije mjerodavna za dimenzioniranje, a po teoriji tankih greda i ploc¢a se zanemaruje (slika 59.).

431 povréniji poznavatelji MKE znaju da prema klasi¢noj formulaciji sva optereé¢enja svodimo u &vorove.
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dj Sirine pregrada ne moraju biti jednake. Medutim,
— moze se pokazati da je u slucaju sljunka za opisanu
I | aproksimaciju potrebna Sirina pregrade b od priblizno
pet (ili vise) prosjecnih promjera valutice. Tada smo
| sigurni da ¢e unutar pregrade biti dovoljan broj valu-
| tica koje ¢e prema statistickim zakonima mnostva dati
| prosjecnu tezinu jednaku tezini vode u promatranoj
| pregradi. Vrlo uske pregrade bi sadrzavale samo neko-
: liko valutica. Tada je malo vjerojatno da ¢e se tezine
|
|
|

1<

Q
Il
Q

2|  (rezultante) sljunka i vode podudarati unutar svake
pregrade (slika 60.a). Ekstremni je slucaj ako je neka
pregrada uza od najmanjeg promjera valutice (slika
60.b). Tada bi prilikom sipanja sljunka ostala prazna,
Slika 59.: Oblik normalnog naprezanja o, dok bi ju voda ispunila. Ocito je da u slucaju uskih
po visini ploce pregrada ne mozemo govoriti o jednakosti rezultanata
po pregradi.*4

|
|
|
|
|
| — 4 4
|
|
|
|
|

Dakle, s obzirom na kontinuirano opterec¢enje djelovanje vode
— jamci ispunjenje uvjeta ravnoteze u svakoj tocki grede, dok slju-
nak osigurava uvjete ravnoteze samo na dovoljno velikom dijelu
grede (zapravo pregradi). Tada problemi postaju ekvivalentni, pa
vrijedi ¢ — ¢ = 0 i izraz (74) odnosno slaba formulacija. Drugim
rije¢ima, Sljunak zadovoljava uvjete ravnoteze, ali samo prosjec¢no
a) b) (integralno). Uocavamo da stroga definicija uvjeta ravnoteze u sva-
koj tocki grede (pododjeljak 4.2.5.) vise ne vrijedi.*® Zbog toga ni
diferencijalna jednadzba ravnoteze (jaka formulacija) nije zadovo-
ljena u svakoj tocki.

Slika 60.: Sirina pregrade: a)
uska pregrada, b) vrlo uska
pregrada

7.1.2. O funkciji reziduala na razini valutice

Promotrimo sada oblik i znacenje reziduala r = ¢ — g koji ostaje na gredi, ako prihvacamo
opterecenje sljunkom kao aproksimaciju opterec¢enja vodom. Na slici 59. vidimo da zbog dimenzija
valutica®® postoje neoptereéeni dijelovi grede. Zbog toga optereéenje §ljunkom mora pretezno
djelovati visim amplitudama od opterecenja vodom (slika 61.a), jer funkcije obaju opterecenja
unutar pregrade zatvaraju jednaku povrsinu.

44Problem broja valutica u pregradi mozemo usporediti s brojem bacanja novéiéa. Ako novéié bacimo samo
nekoliko puta, moze se dogoditi da ¢e uvijek pasti pismo (ili glava). Samo u slucaju velikog broja ponavljanja
pokusa mozemo govoriti o jednakoj vjerojatnosti pojave pisma ili glave.

45Sli¢no je i prema klasiénoj MKE. Ni ravnoteza duz brida niti unutar konaénog elementa nije zadovoljena. Vrijedi
samo ravnoteza ¢vornih sila.

46Podruéja dodira valutica s ploéom ne mogu se preklapati.
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q(x) 1.

a) ©) ',

L b

1€y
****** iR
X
oduzimanjem ostaje
ARARE U
b
* d]
*+
" n-d=b "

Slika 61.: Pojava reziduala unutar pregrade: a) optereéenja §ljunkom i vodom (zacrnjene su
povrsine koje ostaju nakon medusobnog oduzimanja), b) razlika optereéenja (rezidual)

O
[> #’«." 0
oobee

a) >
| tezi  tera |
L§1]unakl, voda L
71 7 7

®) | |

L b L
7 7

Slika 62.: Nejednoliko
djelovanje: a) opterece-
nje, b) rezidual

(Spomenuli smo da su rezultante unutar bilo koje pregrade jed-
nake.) Prema tome, rezidual ¢ — g predstavlja skokovitu funkciju koja
prilicno ujednaceno oscilira oko osi apcisa (slika 61.b). Bududi da takav
oblik reziduala postoji unutar bilo koje pregrade, mora ostati sacuvan
i duz cijele grede. U protivnome bi imali previse ili premalo valu-
tica na pojedinim mjestima (slika 62.a). Takvo optereéenje ne bi bilo
dobra aproksimacija opterecenja vodom. Razlike medu rezultantama

(povrsinama optereéenja) na tim dijelovima grede bile bi prevelike (slika
62.b).

7.1.2.1. Posljedice pojave reziduala. Analizirajmo Sto zane-
marujemo prihvacanjem takvog reziduala. Radi lakse predodzbe,
zamijenimo opterecenje Sljunkom sa slike 61.a oblikovno slicnom har-
monijskom funkcijom g(z) = 2sin?(nwz/l), gdje je n broj zrna, a |
raspon grede (slika 63.). Iz slike vidimo da pretpostavljamo diranje
dvaju susjednih zrna u tocki na rubu kontakta. (Time odustajemo od
oblika valutice, $to ne utjece na nasa razmisljanja.) Oba opterecenja
imaju jednake rezultante iznosa [, odnosno, vrijedi

l l
Q=1-1=1 i @:/gdazzz/sﬁ@dw:z.
0 0

(76)

Ako je opterecenje vodom ¢ = 1, tada je rezidual (slika 64.)

r(x)=q—q(x) =1 —2sin? T — cos

2nmx
) )
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e

20 — - 1 1 11— — —

opterecenje sljunkom

q(x)-2 sin“10mx

n . i B W pierecenje vodom

q-1

1,0 - . m — —
l l l l l l l l l l )0
l Y Y Y Y Y YY YIY YO MDJM 1

Slika 63.: Harmonijsko optereéenje sljunkom q(x) = 2sin®*(nmz/l), (n = 10, [ = 1) i jednoliko

opterecenje vodom ¢ = 1 na prostoj gredi jedini¢noga raspona. Ucrtane su i rezultante f; ideali-

ziranih kontaktnih naprezanja.

1,0 L-1

lo
7

20 x 120 -1

-

Ako kontaktna naprezanja zamijenimo rezultantama, koncentriranim silama f;, ¢ = 1,...,20,
vidimo da se radi o aproksimaciji kontinuiranoga opterec¢enja nizom koncentriranih sila. Jasno
je da ¢e, s obzirom na sliku 57., podudaranje momentnih dijagrama biti iznimno dobro. Drugim
rije¢ima, rezidualni moment savijanja AM = Moyq vode — Mod sljunka j€ dovoljno mali. U slucaju
grede taj je moment jednak dvostrukom integralu optereé¢enja rezidualom (slika 65.):17

I \? nmx l; 2 T
AM = COS gz de = — [ ——) cos =—|—=) cos—. (78)
2nm l T l;

S obzirom na polozaje nultocaka, mozemo ga zamijeniti momentima prostih greda na raspo-
nima jednakim poluvalu funkcije momenta (li =1/ (2n)) Ti su rasponi reda veli¢ine promjera
valutice! O¢cito se radi o zanemarivim vrijednostima u odnosu na momente od kontinuiranog
jedini¢nog optere¢enja. Prema tome, opterec¢enje sljunkom je odlicna aproksimacija optere¢enja
vodom.

Zaista, mjerenjem progiba ne¢emo zamijetiti znacajnije razlike, bez obzira je li greda opterec¢ena
vodom ili §ljunkom. Zaklju¢imo da ne treba a priori odbaciti rjesenje koje (priblizno) ne zadovo-
ljava diferencijalnu jednadzbu.

7.1.3. O izboru test funkcija

Sada jos treba odabrati funkcije 1 tako da integral umnoska r bude jednak nuli. Pouceni
primjerom uz sliku 53. mozemo odabrati test funkciju jednaku funkeiji reziduala (77), pa ¢e integral

4TPrisjetimo se: y!V = q/EI, za EI = 1 dobivamo y” = [([ qdz)dz. Zatim, y” = M/EI, odnosno y” = M i
konacno M = [([ gdz)dx
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q(x)

TH

0_X

RRARRARRRRRRARRRARY

-0 1,0
20 x 120 -1

l
1

Slika 64.: Rezidualno optereéenje r(x) = 1 — 2sin*(nrwx/l) = cos(2nmz/l), (n = 10, | = 1) zbog
harmonijske aproksimacije jednolikoga opterecenja

M(x)
0000250
(o ZX [
0,0002 | momentni dijagram
| AM=-(120m) cos 20mx
\
0,0001 |
I nul to¢ka
0 _2&77 O OO O— O T O— O T O— O T T O— OO TR0 O——
‘ )
| ﬂbi - 0,125 0,00025
-0,0001 |
\
\
-0,0002 120 |
s
-0,00025 [ — V- — 777777M7777&77777L7JJ
. . 2 _
Slika 65.: Moment savijanja AM = —[l/(2n7)]" cos(2nmz/l), (n = 10, | = 1) za rezidualno

opterecenje sa slike 64.

slabe formulacije uvijek biti razlicit od nule, jer integriramo funkciju r? = cos?(2nmz /1) (slika 66.).
Time odbacujemo bilo kakvo priblizno rjesenje. Razmatranja iz prethodnog pododjeljka ipak
ukazuju da takva stroga analiza pribliznog optere¢enja nije potrebna.

Kako mozemo ,,propustiti“ opterec¢enje sljunkom kao dobru aproksimaciju optere¢enja vodom?
Odgovor je jednostavan: odaberimo test funkciju dovoljno velikog poluvala u odnosu na promjer
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q()
1,0 -
: kvadrat reziduala
|
| 1'(x53=(*()s2(20nx, 1)
0,5 :
|
|
|
|
|
|
0 | X
= L1

Slika 66.: Umnozak funkcije reziduala sa slike 64. i test funkcije istog oblika

q(x)

LoF-————=—5- antimetriéna funkcija

/\( 1'(X)-w(x)=co§32(h‘cx-sinnx
o /| Mg
| \/

A
\/ L-1

B X | S

Slika 67.: Umnozak funkcije reziduala sa slike 64. i test funkcije ¢(x) = sin(nz); [za n = 1]

valutice (moze se pokazati da je potrebno najmanje pet promjera). Tada ¢e integral slabe formu-
lacije biti jednak nuli jer je produkt ¢ - antimetriéna funkcija (slika 67.). Izbor test funkcije moze
biti i nesto slobodniji. Dovoljno je da, s obzirom na broj valova, 1 zaostaje za r pa ¢e ¥ - r biti
priblizno antimetri¢na funkcija, a integral priblizno nula. Znaci da pri dovoljno velikom poluvalu
test funkcija u odnosu na poluval rezidualnog optereé¢enja mozemo zadovoljiti slabu formulaciju.
Primijetimo da je time odreden skup S. Cine ga sve funkcije s duljinom poluvala n veéim od
priblizno pet promjera valutice. Time dobivamo i dimenziju pregrade. Poluval test funkcije ,,pre-
kriva“ pregradu pa joj duljina iznosi priblizno b ~ n ~ 5d.*® Takva test funkcija ,ne mari® za
raspored sila unutar pregrade.

Naravno, osnovna lema (time i jaka formulacija) nikada neée vrijediti jer je integral (61) razlicit
od nule za proizvoljnu test funkciju. (Preciznije, za test funkcije ¢ije su valne duljine reda veli¢ine
valne duljine rezidualnog opterecenja.) Time svjesno zadrzavamo reziduale jer smo pokazali da
malo utjecu na momente savijanja od pribliznog opterecenja.

48Granicni je slucaj da test funkcija ima jedan poluval duljine jednake rasponu grede (n = [). Tada imamo samo
jednu pregradu, pa optereéenje vodom mozemo zamijeniti ve¢ s pet diskova (funkcijom duljine poluvala n = 5). I
to je ve¢ dobra aproksimacija, jer pet koncentriranih sila istih vrijednosti predstavlja dobru zamjenu za jednoliko
kontinuirano optereéenje na gredi (slika 57.).
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q(x)

prasina

voda

Slika 68.: Usporedba opterecenja sljunkom, pijeskom prasinom i vodom. Zbog jednostavnosti,
kontaktna su naprezanja prikazana po dijelovima linearnim funkcijama

7.2. Zaklju¢no o slaboj formulaciji
7.2.1. Prednosti slabe formulacije

Treba naglasiti jo§s dva dobra svojstva slabe formulacije. Znamo da jaka formulacija ima
jedinstveno i to¢no rjesenje — opterecenje vodom. Slaba formulacija moze imati neizmjerno
mnogo prihvatljivih rjesenja. Ako sljunak uklonimo s ploce i ponovno ga nanesemo, raspodjela
kontaktnih sila ¢e se izmijeniti, ali ¢e tezine unutar pregrada ostati nepromijenjene. (U primjeni
MKE razliciti nacini diskretizacije, uz jednaki broj nepoznanica, daju sli¢ne rezultate.) Nadalje,
za razliku od jakog rjeSenja, slabo rjesenje nije osjetljivo na promjene koje kolebaju oko
tocnog rjesenja. Zabiljezit ¢emo gotovo iste progibe ako plocu opteretimo lubenicama, sljunkom,
pijeskom ili praginom. (Rjeda i guséa mreza konacénih elemenata daju priblizno iste rezultate.) Sva
rjesenja zadovoljavaju slabu, ali ni jedno ne zadovoljava jaku formulaciju, jer plo¢a nije savrseno
jednoliko optereé¢ena. Stovise, navedenim se redosljedom sve vise priblizavamo toénom rjesenju.
Smanjenjem zrna pojavljuje se sve vise kontakata na manjim razmacima tako da se ucestalost
(frekvencija) funkcije optereéenja mora povecati, a amplituda funkcije ustaliti oko vrijednosti
jednolikog djelovanja (slika 68.). Ocito je da vrijedi

lim (¢ — ) = lim r = 0. (79)

n—oo n—oo
Bududi da zrna postaju sve sitnija, mozemo smanjiti i povrsine podrucja koja zatvaraju pregrade.
Spomenuli smo da je dovoljna Sirina od priblizno pet promjera zrna. Znaci usitnjavanjem zrna
broj pregrada moze postati sve veci, a povrSine podrucja koja zatvaraju sve manje. U limesu, broj
pregrada postaje neizmjerno velik, a povrSina pregrade neizmjerno mala, ¢ime pregrada zapravo
prelazi u tocku kontinuuma. Buduéi da uvjeti ravnoteze vrijede na nivou pregrade, znaci da se
u limesu pretvaraju u uvjete ravnoteze tocke kontinuuma. A to je temeljni zahtjev diferencijalne
jednadzbe (jake formulacije) koji smo potvrdili izrazom (79). To je lako potvrditi i formulom (78),

jer dobivamo
lim AM = 0. (80)

n—oo

Odnosno, s pove¢anjem broja poluvalova n rezidualnog optereé¢enja, razmaci nul tocaka momenta
(rasponi prostih greda) padaju u omjeru [/n, a rezidualni momenti u omjeru (I/n)? i obje vri-
jednosti teze prema nuli. Fizikalno gledano, sve su funkcije optere¢enja prihvatljive. Dokaz su
gotovo isti progibi ploce pod tim djelovanjima. U smislu jake formulacije sve su funkcije lose jer su
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diskontinuirane, odnosno uvijek vrijedi r # 0. Jedino opteretenje vodom moze zadovoljiti i to ne
potpuno.*® Iz ovih razmatranja mozemo naslutiti da je jednostavnije zadovoljiti slabu formulaciju,
odnosno pronaci jedno rjesSenje iz ve¢eg skupa dovoljno dobrih rjeSenja, nego traziti tocno, ¢esto
vrlo slozeno i samo jedno jako rjesenje.

7.2.2. Opravdanost slabe formulacije

Nije potrebno inzistirati na jakoj formulaciji iz joS jednog razloga. Spomenuli smo do sada
mnoge razloge zbog kojih matematicki model sigurno odudara od fizikalnog problema! Prema
tome ni to¢no rjeSenje modela ne moze u potpunosti odgovarati rjesenju realne zadace koje je
jedino u potpunosti ispravno. Zato nije potrebno inzistirati na pretjeranoj toc¢nosti koju daje jaka
formulacija. Spomenuli smo na pocetku odjeljka: jednoliko (i vise manje svako) opterecenje je
uvijek idealizacija stvarnog optere¢enja. Takvo djelovanje rijetko postoji pa pogreska modela
nedvojbeno raste. Stvarno optere¢enje poda ucionice vrlo je nepravilno, ali kod proracuna se ne
uzima u obzir kolike su tezine studenata i gdje ¢e tko sjediti, ve¢ je dimenzionirana na jednoliko
optere¢enje. Slicno, i optere¢enje Sljunkom je diskretna aproksimacija jednolikog optereéenja.
Tezine i raspored valutica nisu vazni.

7.2.3. Problem prakti¢ne realizacije

Objasnili smo da rijesiti neki problem primjenom slabe formulacije znaci rijesiti sustav od n
jednadzbi s nepoznatom podintegralnom funkcijom pribliznog opterecenja [vidjeti (74)]:

/awidﬁ: /qwidﬁ, P; €8S, i=1,...,n. (81)

Q Q

Buduéi da integral lijeve strane nije poznat (zadano je ¢, a ne ), prakti¢no rjesavanje sustava
u ovome obliku nije moguce. Pri tome je vazno zamijetiti da smo aproksimirali funkciju K(w)
(opterecenje), a ne funkciju w (pomak).

Ako smo ,,pogodili“ pribliznu funkciju pomaka @ problem smo odmabh rijesili. Provjera je jednostavna. Uvrsta-
vanjem funkcije u diferencijalnu jednadzbu K(w) = g trebali bismo dobiti dobru aproksimaciju zadanoga optereéenja
q i rubnih uvjeta u|r, = 4,. Medutim, tesko je u slozenome slucaju unaprijed znati dobru funkciju nepoznatog
pomaka. Lakse je pristup rjeSenju temeljiti na aproksimaciji poznate raspodjele optereéenja. Zaista, prikladna
aproksimacija (ne pogadanje) funkcije pomaka unutar K(w) donijet ée nam odlu¢ujuéu prednost. Dakle, temeljna
je zamisao:

/K:(E)d)idﬁ:/qwidﬁ, P €8, i=1,...,n.
~——

a g a

Na ovaj ¢emo nacin nepoznati integral lijeve strane pretvoriti u sumu poznatih integrala po
nepoznatim parametrima (skalarima). Izravna je posljedica toga pristupa transformacija sustava
jednadzbi slabe formulacije u sustav algebarskih jednadzbi koji mozemo u¢inkovito rijesiti primje-
nom racunala. Objasnimo detaljnije ovaj pristup.

8. Aproksimacija funkcije pomaka

Temeljna je zamisao (i jos jedno pojednostavljenje) razviti funkciju pomaka u konacne
redove. Funkcije (¢lanovi) reda ¢ine tzv. potpuni skup funkcija. Funkcije takvoga skupa mogu

49Ni vodom opterecena ploca neée biti jednoliko optereéena, jer ée se ploéa prognuti pod tezinom vode. Ipak to
spada u nelinearni utjecaj koji ne¢emo razmatrati. Spomenuli smo da uvjete ravnoteze postavljamo na nedeformi-
ranome sistemu.
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f(x)
f(x+dx) ostali ¢lanovi reda
% £"(x) dx2
fx,) f'(x)dx
X

Slika 69.: Graficki prikaz prognoze vrijednosti funkcije f(zo + dx) s pomoéu Taylorovog reda, ako
poznajemo vrijednost f(xg)

po volji toéno aproksimirati funkciju pomaka, odnosno broj funkcija n nekog reda moze biti po
volji velik. Primjerice, polinomi i trigonometrijske funkcije tvore potpuni skup funkcija.
Ako koristimo polinome, zadanu funkciju f(x) mozemo aproksimirati Taylorovim redom:

£@) = )+ Lo —w0) + Tl EmS S ) )

Ako je x — xq = dz govorimo o razvoju funkcije f(z) oko zg (slika 69.). Osim u okolisu tocke,
kod nekih je funkcija ovaj red dobra aproksimacija i na intervalu I = (zq — x, 29 + x). Pri tome
funkcija na njemu mora biti beskonacno puta derivabilna.

Ako koristimo trigonometrijske funkcije, sluzimo se razvojem funkcije f(z) u Fourierov red

f(z) = % + Z(an cosnx + by, sinnx), (83)
n=1
gdje su
1 : 1 .
a, = — / f(z)cosnxdx i b, = —/f(;v) sin nxdx (84)
T 7r

Fourierovi koeficijenti funkcije f(x) koja mora biti integrabilna na segmentu [—m, 7.
Primjerice, funkciju f(z) = e® mozemo razviti na oba nac¢ina. Primjenom Taylorovog reda®

dobivamo (slika 70.):

2 .173 .174

T
T =1 R N
=1tz ot (85)

jer je d"/dx"(e®) = e, ¥n i € = 1. Razvojem u Fourierov red dobivamo (slika 71.):

e® = 2sinh <%> — sinh <%> M + sinh (l) 4 cos(4mx)  inh (1) 4 cos(67x)

1+ 4n2 2/ 1+ 1672 2/ 1+ 3672
_ 1\ 8msin(2rx) | 1\ 167 sin(47z)
B o) SESETE) G (S ) ST 86
ein (2) L +drz 0 (2) 1+ 1672 (86)
, 1\ 247 sin(6mx)
| e i Sl
e <2> 1+ 3672

50Zapravo radi se o Maclaurinovom redu koji se podudara s Taylorovim redom za g = 0.
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: eXmlixs Xy L
f(x) S 2
e
:ele+x+
|
|
|
|
X0-X 1,0 e*=l+ ... X
x -0 X0 +X

Slika 70.: Razvoj funkcije e u Taylorov red. Funkcija je prikazana isprekidano, a ¢lanovi 1 (za
n=1),1+x (zan=2)11+xz+2?/2 (zan = 3) punom linijom.

() .
e
|
c |
J |
|
|
Xo-X 1,0 I x
| =7/ x50 cszSinh%-. Xo+X
|
|

Slika 71.: Razvoj funkcije e® u Fourierov red. Funkcija je prikazana isprekidano, a aproksimacije
zan = 3 (dulji period) i n = 20 (kraéi period) punom linijom.

Bitno je zapaziti da s pove¢anjem broja ¢lanova reda priblizenje postaje sve bolje. Medutim,
iz slika 70. i 71. vidimo da aproksimacija od samo nekoliko ¢lanova moze biti dovoljna. Na
taj nacin uvodimo aproksimaciju funkcije koju zovemo diskretizacijom. Naravno, time ¢inimo
pogresku koja je reda velicine prvog zanemarenog (najvecéeg) ¢lana razvoja funkcije. Taj ¢lan
najvise doprinosi veli¢ini odstupanja od tocnog rjesenja. Primjerice, ako u formuli (85) zadrzimo
samo ¢lanove do ukljucujuéi 3 /6, tada je pogreska reda velicine x?/24 i pisemo O(z*). Konstanta
1/24 i svi preostali €lanovi reda redovno manje doprinose pogreski od najveée potencije z*. Znaci:

2 3
ez:1+x+%+%+0(x4). (87)
Uocimo da su (85) i (86) zapravo linearne kombinacije funkcija (polinoma ili trigonometrijskih
funkcija). Svaku funkciju reda mnozimo skalarom. S obzirom na ideju diskretizacije, kona¢ne
redove mozemo opcenito zapisati u obliku

n ay

fla) = fl@) =) aipi(e) = [pi(2),-...pal@)] | 1 | = @(2)"a=a" p(2), (88)

i=1 an
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£(x)

|
0,( |
Ay : |
|
I
Ay |
I X
|
0 |
I
ay I

OXey)

Slika 72.: Koordinatne funkcije s pripadnim amplitudama

gdje su p;(x) funkcije reda (bazne ili koordinatne funkcije), a a; skalarni élanovi, odnosno ampli-
tude tih funkcija (slika 72.). U formuli (88) koristimo znak ~ jer zanemarujemo pogresku aprok-
simacije, odnosno ¢lanove od n 4 1 na vise. Recimo, za red (85) mozemo pisati (uz izostavljanje
argumenta x):

1 1 1
a =1, ay=1, @3=35, G=g ... =, (89)
o1=1, pa=x, 3= @y=2° ... p,=2z" (90)
Slicno, za (86) vrijedi:
a; = 2sinh (%) , ap = —sinh <%> ﬁ, az = sinh (%) ﬁ, (91)
01 =1, o = cos(2mz), w3 = cos(4mz), ... (92)

Temeljni je problem §to funkcija f(z) nije unaprijed poznata. (Najcesée se radi o funkciji
pomaka modela.) Zbog toga ne mozemo odrediti derivacije te funkcije u Taylorovom redu ili
koeficijente a; u Fourierovom redu. Prema tome, koordinatne funkcije i pripadni koeficijenti ostaju
nepoznati. Medutim, koeficijente mozemo izracunati, a funkcije ¢;(x) odrediti unaprijed. Izbor
mora biti takav da uz sto manje ¢lanova reda sto bolje aproksimiramo funkciju pomaka ¢iji oblik
samo nasluc¢ujemo. O ovim ¢e tesko¢ama i njihovu svadavanju biti govora u 11. poglavlju.

9. Slaba formulacija u diskretnom obliku

Primijenimo rezultate prethodnog odjeljka na nase matematicke (pod)modele, preciznije na
aproksimaciju polja pomaka u. Ako je nepoznata samo jedna komponenta polja pomaka (primje-
rice progib nosaca w), prema (88) mozemo pisati

wRT=) aip;, (93)
i=1
gdje je w priblizni oblik progibne linije (slika 73.). Uz diskretizaciju (93) slaba formulacija (68)
poprima oblik:

/zﬁi[qz—K(@)]dﬁ:/% d=0, i=1,..n (94)

. —K <2n: aj90j>

J=1
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Slika 73.: Oznake uz slabu formulaciju u diskretnom obliku

Koordinatne funkcije su oznacene sa ¢; jer se indeks j odnosi na sumiranje clanova reda. Primje-
¢ujemo poveznicu s pododjeljkom 7.2.3. Opterecenje K(w) je diskretizirano (priblizno odredeno)
kao posljedica diskretizacije pomaka w. Usporedbom (94) i (69) uoc¢avamo da diskretni (priblizni)
oblik funkcije optereéenja (slika 73.) poprima oblik:

7. =Kw)=K (Z aj%‘) , (95)

=1

Sto je, grubo receno, matematicki zapis optere¢enja slojem sljunka iz odjeljka 7.1.

Moze se dokazati da je i ovaj, diskretni oblik slabe formulacije ispravan, odnosno da u li-
mesu, s povecanjem broja ¢lanova, konvergira prema jakoj formulaciji, jer priblizno rjesenje w
konvergira prema to¢nome rjesenju w. Takav rezultat naslu¢ujemo i iz svojstava redova opisanih
u prethodnome odjeljku.

U sluc¢aju modela prostornog kontinuuma formula (93) se moze zapisati u obliku

n ay
urxu=)» Na;=[N,... N, |:|=Na (96)

i=1 a,
Vektorsko polje i vektor a; sadrze skalarne komponente (u sadrzi skalarne funkcije, a a; brojeve)

u=[u v w,

(97)
T
Q = [az,i Qy i az,i] .
Clanovi matrice N su podmatrice
Ni=10 ¢ 0] =wnl, (98)
0 0 o

jer se najcesce koristimo istim oblikom baznih funkcija u sva tri smjera. (Matrica I je jedini¢na
matrica reda 3.) Prema aproksimaciji funkcije pomaka (96) slabu formulaciju (68) mozemo zapisati
u obliku

/@bi[f—K(ﬁ)]dQ:/z/)i f—/C(Zn:Njaj)]dﬁzo, i=1,...,n; (99)
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a priblizno opterecenje kao
f=K@m=K (Z Njaj) . (100)
j=1

Opisanom diskretizacijom matematicki model prelazi u numeric¢ki model kojim dobivamo klju¢ne
prednosti potrebne za prakticno rjeSsavanje zadanoga fizikalnog problema.

9.1. Sustav linearnih algebarskih jednadzbi

Pokazimo sada kako raspisivanjem diskretnog oblika slabe formulacije dobivamo sustav line-
arnih algebarskih jednadzbi numerickog modela. Zbog jednostavnosti, zadrzimo se na jednodi-
menzionalnome modelu. Bududi da je K linearan vrijedi princip superpozicije pa za dvije funkcije
mozemo pisati:

K(aip1 + aspa) = a1K(p1) + a2K(¢p2), (101)

gdje su ¢; funkcije, a a; koeficijenti. Prema tome, deriviranjem pribliznog optereéenja u (94)

dobivamo
’C (Z CleDj) = ZCLJ'K:(QDJ‘), (102)
j=1 j=1

jer su a; konstante. Znaci, slaba formulacija (94) poprima oblik
/wz [qz —Zale(cpj)] dQ =0, i=1,...,n; (103)
) =1

odnosno, nakon mnozenja zagrade s test funkcijom,

/ [wiqz - i a;il(p;)

Q

dQ) =0, i=1,...,n. (104)

Cak i za po dijelovima neprekidne funkcije®! vrijedi da je integral sume jednak sumi integrala.
Znadi, ako integriramo (101), dobivamo

/IC(algol +a2g02)d§:al/K(gpl)d§+a2/K(gp2)dﬁ, (105)

<l

Q Q

tako da u nasem slucaju izraz (104) mozemo zapisati u obliku

=g a

51Koordinatne funkcije moraju biti neprekidne ili u najgorem slu¢aju po djelovima neprekidne, jer moraju aprok-
simirati strogo neprekidnu funkciju pomaka. Vidjeti 11. poglavlje.
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Ako raspisemo sumu, dobivamo sustav jednadzbi koji mozemo matri¢no prikazati kao

_ / 1K (1)) / B (2)dT / kenda| a| | / 1S
Q Q Q Q

/ oK (1) 02 / oK (o)A - / oK (n)dT | |az / Yoo
a a a = |5 ; (107)

Jokcendd [vienda - [ukie)dd| fa| | [ vn0.d

ili, skra¢eno

Aa=b, (108)

gdje su clanovi matrice A i vektora b brojevi

/ /

Ako u izrazu (106) zadrzimo vrijednost indeksa i, a indeks j mijenjamo od 1 do n, dobivamo
i—tu jednadzbu sustava (107). Dobiveni se integrali, ovisno o obliku podintegralnih funkcija,
mogu rijesiti analiticki (u zatvorenome obliku) ili numericki (primjerice trapeznom, Simpsonovom
ili GauBovom formulom). Pri tome je nuzno da produkt funkcija ; i K(¢;) bude integrabilna
funkcija s konaénim iznosom integrala na podruéju €. Jos je sigurnije ako je svaka od funkcija
produkta takvih svojstava. Ti Ce zahtjevi biti ispunjeni za neprekidne, jednoznacno definirane
funkcije konacnih vrijednosti. (Za $tapni je problem K = d*/daz*, pa koordinatne funkcije moraju
biti ¢etiri puta derivabilne, pri ¢emu je za sigurno postojanje kona¢ne vrijednosti integrala najbolje
da i cetvrta derivacija bude neprekidna. Prema tome, pozeljna klasa koordinatnih funkcija jest
C*4, ili opéenito klasa C™ gdje je n red diferencijalne jednadzbe.)

Primijetimo da broj test funkcija v; odgovara broju koordinatnih funkcija ¢;, odnosno broju
¢lanova reda n. Zbog toga je matrica A kvadratna, odnosno, broj jednadzbi jednak je broju ne-
poznatih komponenata vektora a. Ovaj je sustav algebarskih jednadzbi linearan, jer je temeljen
na linearnome matematickom modelu. Clanovi matrice sustava ne ovise o nepoznatim parame-
trima a;. Zbog toga sustav mora imati jedinstveno rjesenje, odnosno, matrica A je regularna i
ima inverz. Rjesenjem sustava:

a=A"'b, (110)

dobivamo koeficijente a; koji uvrsteni u (93) daju aproksimaciju polja pomaka. Vidimo da tek
aproksimacijom funkcije pomaka (zapravo optereéenja) unutar slabe formulacije dobivamo nu-
mericki model s kona¢nim brojem nepoznanica, koji mozemo prikazati sustavom linearnih alge-
barskih jednadzbi. Konacno, nakon velikoga broja pojednostavnjenja, po prvi puta odustajemo
od rjesavanja diferencijalne jednadzbe kontinuiranog, matematickog modela.

9.2. Rubni uvjeti

Sustav (108) vrijedi ako koordinatne funkcije zadovoljavaju i geometrijske i prirodne rubne
uvjete. Medutim, to nije nuzno. Slaba formulacija i njezin diskretni oblik mogu se prosiriti i na
rub tijela.
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9.2.1. Homogeni rubni uvjeti

U slucéaju homogenih rubnih uvjeta sustav (108) mozemo opcenitije zapisati razdvajanjem
jednadzbi koje pripadaju podrucju 2 od onih po rubu I', sa zadanim prirodnim ili I', sa zadanim
geometrijskim rubnim uvjetima:

a;j = /@/)i/C(SOj)dQ i b; = /@/}iqde, i=1,... k; (111)
0 0

Aij = /%A(%')dro i bi = /%%dra, i=k+1,...,m; (112)
I's I's

@ij = /%B(%Oj)dfu i by = /wiquFu; i=m+1,...,n (113)
Tw Ty

Primijetimo da se diferencijalni izraz K koji vrijedi unutar podrucja najcesée razlikuje od izraza
A ili B koji vrijede na rubu. Primjerice, u sluc¢aju proste grede je K = d*/dz*, a A = d?/dz?
(moment savijanja u krajnjim tockama jednak nuli) i B = Z (pomak u krajnjim tockama jednak
nuli). Ako lezaj smatramo upetim tada su pomak i kut zaokreta (B = d/dzx) jednaki nuli. To ne
mora biti pravilo. Postoje problemi kod kojih je K = A i/ili K = B.

Koordinatne funkcije ¢; mogu i ne moraju zadovoljiti rubne uvjete. Ako su zadovoljeni i pri-
rodni i geometrijski rubni uvjeti, sustavi (112) i (113) is¢ezavaju, jer su unaprijed zadovoljeni. Dru-
gim rije¢ima, dovoljno je odrediti koeficijente (111) unutar podruc¢ja prorac¢una 2. Uocavamo da
tada rjesenje mora brze konvergirati u odnosu na rjesenje aproksimirano funkcijama koje zadovo-
ljavaju samo jedan tip rubnih uvjeta ili, jos losije, koje uopcée ne zadovoljavaju rubne uvjete. Tome
je razlog manji broj funkcija (ima ih samo k) potreban za postizanje jednake to¢nosti rjesenja,
pa i pripadni sustav jednadzbi ima manje nepoznanica (nisu potrebne jednadzbe po rubu). Zbog
toga je manji i utjecaj pogresaka zaokruzivanja koje nastaju prilikom rjesavanja velikih sustava
jednadzbi (16. poglavlje). Ipak, teze je pronaci koordinatne funkcije koje se pruzaju po cijelom po-
druc¢ju i zadovoljavaju oba tipa rubnih uvjeta, posebno u slu¢aju ravninskih ili prostornih modela
sloZenijeg oblika.

Ako koordinatne funkcije ne ispunjavaju prirodne (ili geometrijske) rubne uvjete, treba rijesiti
i sustav po I', (ili T'y). Pojavljuje se dodatnih m — k (ili n — m) jednadzbi. Dodatni sustav
predstavlja uvjete ravnoteze (ili kompatibilnosti) po rubu. Njegovim ¢e rjeSenjem ti uvjeti biti
priblizno zadovoljeni.

9.2.2. Nehomogeni rubni uvjeti

Ako rubni uvjeti nisu homogeni, potrebno je dodatno objasnjenje. Primjerice, za koordinatne
funkcije koje zadovoljavaju nehomogene geometrijske rubne uvjete na obostrano upetoj gredi (slika
74.a), prema (42) mozemo pisati

;i(za) =0, ;(zg) =0, j=1,...,n;
@;(xA) = PA; 90;(333): 0, J=1...,n;

gdje su za i xp koordinate krajeva grede, a ¢, zadani zaokret na lijevome kraju grede. Sli¢no,
ako je zadan pomak na desnome kraju wg (slika 74.b) imamo:

@i(za) =0, @i(rs)= ws, J=1...n;
‘P;(mA):Oy @;(JTB) =0, j=1,...,n.



9. Slaba formulacija u diskretnom obliku 76

A @, B A 0 B
a) VY I b) I
/ } ([R\ (Pl (Pl - I B
oyl 1 ; ; 1 .

Slika 74.: Koordinatne funkcije koje zadovoljavaju geometrijske rubne uvjete na obostrano upetoj
gredi: a) uz zadani kut zaokreta, b) uz zadani pomak

Ali, ako sve koordinatne funkcije zadovoljavaju geometrijske rubne uvjete, koeficijenti moraju

zadovoljiti i dodatni zahtjev

Y ai=1 (114)
i=1
To je lako dokazati jer izraz za pribliznu funkciju pomaka vrijedi i na rubu, pa za kut zaokreta u
tocki A dobivamo

pa =" (z4) = Z aipi(ra) = Z@WA = PA Z% (115)
=1 =1 =1

a slicno i za pomak u tocki B:

n n n

wp = wW(zp) = Zaigpi(xB) = Zain = wp Zai. (116)

Iz oba izraza slijedi zahtjev (114). Medutim, radi se o dodatnoj jednadzbi po nepoznatim koefi-
cijentima a; koja nije potrebna. Spomenuli smo da broj jednadzbi sustava (108) odgovara broju
nepoznanica a;. Prema tome, uz dodatni uvjet sustav postaje preodreden, pa ne mora imati je-
dinstveno rjesenje. Zbog toga bismo morali izbaciti jednu jednadzbu iz toga sustava. Prikladniji
nacin ispunjenja nehomogenih geometrijskih rubnih uvjeta, bez nepotrebnog zahtjeva, opisan je u
odjeljku 11.3.2., kod analize Rayleigh—Ritzove metode.

Svakako, ispravnim ¢e izborom koordinatnih funkcija uvjeti kompatibilnosti na rubu, odnosno,
geometrijski rubni uvjeti (113) biti direktno zadovoljeni. Prirodni rubni uvjeti ¢e biti priblizno
ispunjeni rjeSenjem sustava (112) koji ima znacenje uvjeta ravnoteze.

Izbor test funkcija ¢; moze biti proizvoljan, ali je ponajprije motiviran nac¢inom procjene
reziduala nastalog upotrebom pribliznog rjesenja zadanoga matematickog modela. O tome vise u
sljede¢em poglavlju.
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10. Temeljne inacice diskretnog oblika slabe formulacije

Ovisno o izboru test funkcija 1;, kojima procjenjujemo kakvocéu aproksimacije, razlikujemo
nekoliko temeljnih inacica slabe formulacije u diskretnom obliku. Razvile su se mahom krajem
XVIII. i poc¢etkom XIX. stoljec¢a. Zajednicko im je svojstvo da priblizna funkcija pomaka, ovisno
o dimenziji problema, uvijek poprima oblik (93) ili (96).

10.1. Metoda Bubnov—Galerkin

Test funkcije su iste kao i koordinatne funkcije kojima aproksimiramo krivulju pomaka, od-
nosno, 1; = ;. Prema formuli (94) mozemo pisati

/(pi [qZ—’C<Zajgoj>] dﬁzO, 1=1,...,n. (117)
j=1

Q

Nakon deriviranja, mnozenja s ; i ulaska integrala unutar sume, vrijedi

Z%’/%’C(%)dﬁ:
j=1 Q

0iq2dQY  i=1,... n. (118)

{O\\

Matric¢no:

[ewnia [axeaa - [oxed] || | [ o
Q Q Q Q
[k [exead - [ee)d@] o | [
a a a = |a (119)
[ekend [okienda - [okiend| (o] | [ oo
| Q Q Q 11 ] | O i
Matrica sustava je puna, ali simetricna, jer je:
il(pj) = piK (i) (120)
To je lako pokazati, jer iz uvjeta ravnoteze prema metodi pomaka (43) vrijedi:
Ke)=4¢" i  K(p)=qY, (121)

gdje je qg) funkcija opterecenja koja odgovara progibnoj liniji u obliku koordinatne funkcije ;.
Sada uz (121) jednakost (120) mozemo zapisati u obliku

pig? = 0,41, (122)
i primijeniti Bettijev stavak: rad opterecenja qgj ) na pomacima ; izazvanim opterecenjem qgi)
jednak je radu opterecenja qg) na pomacima ¢; nastalim djelovanjem opterecenja qij). Time je
dokazana simetri¢nost matrice A.
Promotrimo metodu na primjeru proste grede konstantnog poprecnog presjeka i konstantnog
opterecenja ¢, (slika 75.). Odaberimo koordinatne i test funkcije u obliku (slika 76.)
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o(x)
1,0

1,0

Slika 76.: Koordinatne funkcije oblika ¢; = sin(irz/l), za i = 1,2, 3

i(z) :sinﬁ, i=1,...,m (123)
gdje je [ raspon grede, sto znaci da je 2 = [0,1]. Lako je pokazati da funkcije zadovoljavaju i
geometrijske i prirodne rubne uvjete. Pomaci i momenti®? na krajevima grede jednaki su nuli:
d*p; .
©i(0) =0, T2 (0)=0, Vi, (124)
d*pi .
wi(l) =0, e (1)=0, Vi. (125)

Zbog toga se iz sustava mogu isljuciti jednadzbe koje pripadaju rubu, jer su unaprijed zadovoljene.
Znamo da je prema (51)
d g

K=— 1 @)= o

e (126)

pa clan a; ; matrice A opcenito iznosi

(jw)4/ _imx . jmn (127)
= sstdea:

4

= j2j— = (?)3 [i cos(im) sin(jm) — j cos(jm) sin(im)].

"2Sjetimo se: d?y/dx? = M/(EI,), odnosno: d*p;(z)/dx? = —(ir/l)? sin(inz/1).
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Clanovi desne strana sustava su

! !
imx q.l

_ e [ _ .
bl—/gozqzdx EI sin — dr = Bl [1 — cos(im)]. (128)

0 0

Ako usvojimo aproksimaciju s tri koordinatne funkcije, tada je n = 3, odnosno ¢ i j poprimaju
vrijednosti 1, 21 3. UvrStavanjem tih vrijednosti u posljednja dva izraza dobivamo numericki oblik
sustava jednadzbi (119):

_1 — — — B .
5 0 0 |a 1
Elx (7t
2;/ (l_3> 0 8 0 a2| =gq, 0 ) (129)
81| |4 1
_0 0 7 _3_ 3

Primijetimo da je matrica sustava dijagonalna. To je uvijek slucaj ako su funkcije medusobno
ortogonalne®, odnosno, ako opéenito vrijedi

l
[ ekt dz =0, i) (130)
0
Tada je lako rijesiti dobiveni sustav, jer su jednadzbe medusobno neovisne, odnosno, opc¢enito
vrijedi a; = b;/a;;, gdje je a;; dijagonalni ¢lan matrice A. U nasem primjeru dobivamo:
4 ql* 4 ql*

W= @0 BT omsEn

(131)

Vidimo da je koeficijent uz antimetri¢nu funkciju sin(27z /1) jednak nuli, jer ona ne moze opisati
simetri¢an problem koji rjesavamo. Priblizna funkcija pomaka prema (93) ima oblik (slika 77.)

4 ¢.lI* | 7 4 ql* | 3mx 4 gl T 1 . 3mx
w—Za,gpl— 5EI T+2437T5Efysm i :;Efy sin — 4+ —sin— | . (132)

Tocna vrijednost progiba u sredini raspona za jednoliko optereé¢enu prostu gredu (¢, = | =
EI, =1,0) iznosi W = 5/384. U nasem je primjeru: Wpa, = 4/7° - 0,995885. Ovi se razlomci
gotovo podudaraju, jer je 5/384 = 0,013021, a 4/7° - 0,995885 = 0,013017, §to je za samo tri
koordinatne funkcije izvrstan rezultat. Sada je lako drugom i tre¢com derivacijom progibne linije
(132) dobiti momente i poprecne sile na gredi. Ipak, kakvoca aproksimacije nece biti tako dobra,
jer derivacija uvijek smanjuje glatkost funkcije, ¢ini je ,hrapavijom*“. (Integriranje radi suprotno
— izgladuje funkciju.) To je, opéenito govoreéi, redovna pojava kod veé¢ine numerickih metoda.
Spomenimo usput da je analiticki uvijek lakse derivirati nego integrirati. Numericki je obrnuto,
teze je realizirati deriviranje.

Ako se podsjetimo izraza (69), tada uz uvazavanje 1); = ¢;, metodu mozemo zapisati i u obliku

/gpﬂ“zdﬁz /gpi(qz —q.)d2=0, i=1,...,n; (133)

Q Q

53U slucaju slozenog podruéja prora¢una u dvije ili tri dimenzije nije lako odrediti ortogonalne koordinatne
funkcije, posebno ako moraju zadovoljiti i neke (ili sve) rubne uvjete.
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0013017 -~~~ — = Wiacno~ 354 - 0,013021
w(x)

Slika 77.: Oblik rjesenja za prostu gredu sa slike 75. prema metodi Bubnov-Galerkin za ¢, = [ =
El,=1,0

-
é

Slika 78.: Oblik podintegralne funkcije ¢;r, na prostoj gredi

koji nam daje dodatno razjasnjenje. Ako uvrstimo priblizno rjeSenje w u diferencijalnu jednadzbu
proste grede, dobivamo priblizno optereéenje g, = K(w) koje ima oblik oscilatorne funkeije. U to
se lako uvjeriti ¢etverostrukim deriviranjem izraza (132). (Rekli smo da derivacija ¢ini funkciju
,hrapavijom®.) Oduzimanjem zadanog optere¢enja ¢, = 1 od oscilatorne aproksimacije dobivamo
rezidual r, = ¢, — @, koji titra oko osi apscisa. Prema izrazu (133) zahtijevamo da umnozak
toga reziduala i bilo koje koordinatne funkcije ¢; bude antisimetri¢na funkcija nad podruc¢jem
Q (slika 78.) jer je integral takve funkcije jednak nuli. Treba istaknuti da s poveéanjem broja
koordinatnih funkcija priblizno opterecenje postaje sve kracega perioda, a razlika u odnosu na
zadano opteretenje postaje sve manja. Prema analogiji sa sljunkom, ,prisiljavamo* funkciju rezi-
duala na veliki broj nultoc¢aka (gdje je r, = 0) u odnosu na broj nultocaka test funkcije (slika 79.).
Intuitivno je jasno da se s povecanjem broja n pojavljuju test funkcije ¢; sa sve veéim brojem
nultocaka [vidjeti (123)]. Znaci da broj nultocaka funkcije reziduala mora jos vise porasti, ¢ime se
priblizavamo to¢nome rjesenju (kada je rezidual posvuda jednak nuli).

10.2. Metoda najmanjih kvadrata

Za metodu najmanjih kvadrata lako se motivirati ako ponovno promotrimo primjer antime-
tricnog oblika funkcije reziduala (slika 53.) za koji vrijedi

/ r.dQ = 0. (134)
Q
Ponovimo: vrijednost integrala jednaka je nuli, iako reziduali mogu biti veliki. O¢ito je da moramo
ukloniti utjecaj suprotnih predznaka koji uzrokuju ponistenje reziduala, bez obzira na njegovu
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Slika 79.: Oblik funkcije reziduala r, i koordinatnih funkcija ¢y = sin(mz/l) i ps = sin(27z/l).
Produkti ¢; - r, i s - r, poprimaju oblik slican onome na slici 78.

D(a)
\  D(a)
\
\ /
\ /
\ /
0 h N P g a
‘ q)(&) min_ (D(a() ):O
A

b
+

Slika 80.: Pojasnjenje metode najmanjih kvadrata na jednodimenzionalnome primjeru

velicinu. Zbog toga je prirodno uvesti kvadratnu ocjenu

@@:/@m:/qu<ihm>iﬂ:/keihﬁm)

J J —1 J i—1
Q Q ! Q !

2

aQ  (135)

i potraziti rjesenje tako da ta ocjena bude minimalna. Znaci da funkcional®® ®(a) po svim varija-
blama a; mora imati stacionarnu vrijednosti. To mora biti minimum, jer za bilo koji r, # 0 vrijedi
®(a) > 0. Tome je razlog kvadrat funkcije r, pod integralom (135). Buduéi da je funkcional strogo
pozitivan, to¢na vrijednost minimuma mora biti jednaka nuli, a pripadni je argument funkcionala
nulfunkcija: r, = 0. Tim zahtjevom opet dobivamo sustav jednadzbi po koeficijentima a;:

oD . .
S 2 [ K(¢i) |- — Zale(goj) =0, i=1,...,n. (136)
(] -
a =1
Ako umjesto vektora a = [aq,...,a,] imamo samo jednu nepoznanicu ag, tada funkcional prelazi u funkciju

®(a) ¢ijom minimizacijom dobivamo trazeni broj koji lezi na osi apcisa jer je ®(a) kvadratna funkcija, pa je
®(a)min = 0 (slika 80.).

Primijetimo da derivacijom izraza u zagradi ostaje samo ¢lan sume uz a;, dakle K(p;). Dobiveni
sustav mozemo shvatiti kao diskretni oblik slabe formulacije kod koje su test funkcije oblika

54 Podsjetimo se: argument funkcionala su funkcije (ovdje r,), a rezultat su realni brojevi (ovdje povrsina ispod
funkcije r2).
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1; = K(p;). Nakon mnozenja zagrade s test funkcijom i integriranja dobivamo sustav jednadzbi

Zaj/lC(goi)/C(goj)dﬁ:/K(gpi)qzdﬁ, i=1,...,n. (137)

Q

Matri¢éni oblik sustava je:

_bﬂﬂwﬁﬂl /mewﬁm /m%mwwm'al '/umma{
Q Q Q Q
[Ktrena [ ) [ Kk o] | [Kiea)edn
a a a = |a
]/Kx¢n>x<w1yﬁz j/KX¢n)K(wzﬁﬁ? - ‘/th¢nn2dn an jka¢nyhda
ko) a a 1] o |

Matrica sustava je puna i simetri¢na, jer je skalarni produkt funkcija komutativan, odnosno uvijek
vrijedi: KC(p:)K(p;) = K(;)K(p;). Vidimo da kod ove metode simetricnost matrice A ne ovisi
o svojstvima operatora K. Za primjer proste grede iz prethodnog pododjeljka slicnim postupkom
mozemo dobiti sustav algebarskih jednadzbi. Ukratko, prema (123) i (126) mozemo pisati

l

a / d! (sin imc) d! (sin jﬂm) dx
Wi = | g4 7 ) g4 7
/ dx ) dx ) (138)

4 4 7
= z';—ij (?) [j cos(jm) sin(im) — i cos(im) sin(j)],
odnosno
! d4 : . 3
q- . amT q. [im ,
b; = EI / s (Sln T) dzx = EI (7) [cos(im) — 1]. (139)

0
Nakon uvrstavanja vrijednosti za ¢ i j u posljednja dva izraza dobivamo sustav jednadzbi po
nepoznatim koeficijentima a;. RjeSenja sustava nam omogucuju raspisati priblizno rjesenje w
prema (93).

Ako to rjesenje uvrstimo u diferencijalnu jednadzbu problema koji aproksimiramo, dobivamo
priblizno optereéenje g, [K(w = q,] za koje je kvadrat povrsine koju zatvara sa zadanim op-
tereenjem ¢, (ili kvadrat reziduala) minimalan (slika 81.). Drugim rije¢ima, od svih moguéih
pribliznih optereé¢enja zapisanih s pomocu svih moguéih skupova od n clanova a; [vidjeti (95)]

i=1
biramo onaj skup a; (i = 1,...,n) koji daje minimalni kvadrat povrsine medu optereéenjima g,

i g,. Naravno, svim skupovima pripadaju iste koordinatne funkcije ¢;. To je lako pokazati, jer
(135) mozemo zapisati u obliku

B(z) = / 12401 / (¢ — 7.)°d. (141)
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9z |

£

1

Slika 81.: Minimizacija prema metodi najmanjih kvadrata

d d
L ! L 2 L
7 4 7
A C B
-
X
X I-x
L L L
7 7 7
L 1 L
7 7

Slika 82.: Trazenje tezista primjenom metode najmanjih kvadrata

Minimizacijom nikada ne mozemo dobiti totnu progibnu liniju (za koju je rezidual, odnosno funk-
cional ®(x) = 0), jer je priblizno opterecenje uvijek diskretizirano kao g, = >, a;K(¢;) 1 mora
odstupati od zadanoga opterecenja q,. Zapravo, toénu bismo progibnu liniju dobili samo ako se
i zadano opterec¢enje moze tocno prikazati istim izrazom, pa bi razlika » = ¢, — g, bila jednaka
nuli. Uvodenjem nepoznanica a; odlucili smo minimizirati diskretni, ®(a), a ne kontinuirani, ®(z)
oblik funkcionala. Minimizacijom kontinuiranog oblika funkcionala vratili bismo se na pocetak:
dobili bismo polaznu diferencijalnu jednadzbu ravnoteze modela, koju u opéem sluc¢aju ne znamo
rijesiti. Zbog toga smo se motivirali za priblizni, diskretni pristup.

Radi objasnjenja zasto za ocjenu tocnosti koristimo kvadrat reziduala a ne samo rezidual,
promotrimo primjenu metode najmanjih kvadrata na odredivanje tezista tijela. Zadatak je odrediti
polozaj tocke C koja je minimalno udaljena od dviju zadanih toc¢aka A i B (slika 82.). Zapisimo
sumu kvadrata udaljenosti d; i ds trazene tocke od tocaka ruba:

2
Y di=di+dy =2+ (- 1) =22"+1 2. (142)

=1

Zatim, derivacijom izraza po x potrazimo minimum:

d l

d—(2x2 +1>—2lz) =0, odnosno 4r—2l=0 = x= 5 (143)
x

Ocito je da dobiveni rezultat odgovara koordinati tezista. Kada bismo trazili samo minimum
sume udaljenosti tocke C od zadanih tocaka (bez kvadriranja), tada ne bismo mogli naéi rjesenje,

jer je suma udaljenosti bilo koje tocke (pa i tezista) od krajeva upravo jednaka duljini duzine
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o (X3,y3)

o(X1,¥1)

o(X,¥,) o(Xpyi) T

Slika 83.: Dvodimenzionalno podrucje proracuna diskretizirano tockama kolokacije

2
> ldi = |di| + |do| =z + (I —x) = 1. (144)
=1

10.3. Metoda kolokacije u tocki

Kod ove metode zahtijevamo da rezidual bude jednak nuli u proizvoljno odabranom broju i
rasporedu tocaka modela (z;,y;) koje zovemo tockama kolokacije (slika 83.). Objasnimo i ovu
metodu na jednodimenzionalnom problemu. Mozemo pisati

Toi = (zi— [IC(@)L =q.(x;) — [ICZaJ-(pj] (x;) =0, i=1,...,n; (145)

gdje je g, vrijednost opterecenja u tocki x;. Deriviranjem sume dobivamo sustav jednadzbi po
nepoznatim parametrima a;:

n

STk (@) = gu(z),  i=1,...m (146)

ili matri¢no:
[[K(e)](@1)  [Kle)](@) - [Klea)](@)] [ar]  [a:(e1)]
[K(e1)](x2)  [K(p2)](x2) -+ [K(pn)](z2)]| |az q=(72)
= . (147)
_[’C(Spl)Mxn) [K(902)}($n) [K(Wn)}(%%)_ | On | _Qz(xn)_

Dovoljno je da koordinatne funkcije ispunjavaju samo geometrijske rubne uvjete. Prirodne rubne
uvjete mozemo ispuniti tako da na rubu zadamo dovoljan broj tocaka kolokacije (slika 83.) u
kojima ¢e rjesenjem sustava (147) ti uvjeti biti strogo zadovoljeni, jer se radi o sustavu jednadzbi
ravnoteze. Za primjer proste grede, prema (123) i (126) ¢lanovi matrice sustava i vektora desne
strane imaju oblik

iy = [K(o)] (@) = [% (5077 Y] = (j%r):m (7). (148)
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n=3
e o o o - ¥=1,...,3
—— 3 _]:1,...,3

=1 =L =3
=7l =71 x3=7I

Slika 84.: Diskretizacija proste grede prema metodi kolokacije u tocki

Slika 85.: Moguca odstupanja pribliznih od to¢nog opterec¢enja prilikom prora¢una metodom kolo-
kacije u tocki

gdje je q.(z;) = ¢, vrijednost jednolikog optereéenja u tocki x;. Sada mozemo odabrati nekoliko
tocaka kolokacije. Pri tome razmaci medu toc¢kama ne moraju biti jednaki. Ako zbog jednos-
tavnosti odaberemo tri ekvidistantne tocke (n = 3; slika 84.), sustav (147) uz uvazavanje (148)
mozemo raspisati kao

s S .
% 16 81% o 1
4
EI, (;) 10 81| |a| =¢ [1]. (149)
3 3
g 16 81% a 1

Rjesenjem sustava dobivamo koeficijente a1, as i as koje uvrstimo u (93). Na taj nacin dobivamo
aproksimaciju progibne linije grede .

Moze se pokazati da je ova metoda vrlo uc¢inkovita ako je rub modela glatka, zatvorena krivulja.
Primijetimo da je matrica sustava (149) puna i nesimetri¢na. Uz to, moze imati nulu na dijagonali.
Zmaci da ju moramo cijelu pamtiti u memoriji racunala, a sustav rjesavati metodama kojima se
matrica moze preurediti (premjestanjem stupaca i/ili redaka) tako da se izbjegava dijeljenje nulom.
Primjerice, poznata Gaufova eliminacija s pivotiranjem jedan je od takvih postupaka.

Spomenimo da se ova metoda moze smatrati diskretnim oblikom slabe formulacije ako su test
funkcije jednake Diracovim funkcijama (65) u kolokacijskim tockama, odnosno ¢; = A(z — ;).
Primjenom formule (64) na slabu formulaciju (94) dobivamo

/5(3: — ;) |¢: — K (Z::aj%')

Q
stouzi=1,...,n odgovara formuli kolokacije (145).
Kod ove se metode moze pojaviti dodatna pogreska aproksimacije, jer osiguravamo toc¢nost
opterecenja (ne pomaka!) samo u tockama kolokacije (slika 85.). To je lako zamijetiti, jer izraz
(145) mozemo zapisati u obliku

dQ = q.(z;) —

ICZam] (1) = 0, (150)

Tzi:q,z,i_qzi:()a Z:L,TL (151)

’ )
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/'_\\ 77777

P 1,

2
N\
A\
N

Slika 86.: Dvodimenzionalno podrucje proracuna diskretizirano potpodrucjima kolokacije

Ne mozemo nista reci o pribliznoj funkciji optere¢enja izmedu tih tocaka. Nismo u stanju sprijeciti
i ve¢a odstupanja. Drugim rije¢ima, istoj funkciji pomaka pripada ¢itav niz funkcija opterec¢enja
koje prolaze tockama kolokacije (slika 85.). Stovise, takvih optereéenja ima neizmjerno mnogo.
Jasno, s povecanjem broja kolokacijskih tocaka aproksimacija opterecenja postaje sve bolja, jer je
sve ve(i broj tocaka (na sve manjim razmacima) gdje se priblizno i toéno opterecenje podudaraju.

Prema ovoj metodi nije mogucée uzeti u obzir djelovanje koncentrirane sile f; u tocki kolokacije
x;, jer s desne strane sustava (147) postoji samo iznos kontinuiranog opterecenja q.(z;) u toj
tocki.?® Doduse, koncentrirana sila se moze prikazati kao kontinuirano djelovanje po maloj duzini
d; (8to ona realno i jest), pa mozemo pisati q,(z;) = f;/d;, gdje, precizno govoredi, tocku kolokacije
x; mozemo postaviti tako da raspolavlja duzinu d;. Ovaj polozaj tocke (zapravo rezultante) je,
staticki gledano, ispravan, ali u postupku kolokacije nije ni¢im uvjetovan, pa nije nuzan. Tocka
moze biti i nesto odmaknuta od stvarnog polozaja rezultante ¢.(x;), pa Ce rjeSenje biti manje
precizno.

10.4. Metoda kolokacije po potpodruéjima (Biezeno—Kochova metoda)

Da bismo izbjegli ove nedostatke mozemo traziti da ravnoteza bude zadovoljena integralno, po
potpodrucjima (slika 86.), a ne u tockama modela. Pri tome vrijedi

Lnj Q; = (152)
=1

Prema ovome zahtjevu sustav (145) mozemo integrirati, pa pisemo:

/ oG, / g, — K(w)]dC%, = / qZ—K(ijajsoj>

i it it =1

dQ,; =0, i=1,...,n. (153)

Primijetimo da time dobivamo upravo losi primjer koji nas je motivirao na upotrebu test funkcije
u osnovnoj lemi i na metodu najmanjih kvadrata koju smo obradili u pododjeljku 10.2. Iz izraza
(153) je jasno da pod integralom nema test funkcije. Zapravo, mozemo je smatrati konstantom
jednakoj jedinici (1); = 1) unutar bilo kojeg potpodrucja (slika 86.). Takva funkcija nece ,,otkriti¢
antimetricne reziduale koji se mogu javiti unutar nekog potpodrucja jer je 1-r, =r, i [r, = 0.

55U ostalim je metodama to moguée uéiniti izborom koordinatne funkcije u obliku Diracove funkcije.
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1 2 n:3
0 71 v b =3
X 61 (—22 (—)3 A 1=1..,3

Slika 87.: Diskretizacija proste grede prema metodi kolokacije po potpodrué¢jima

Ali, ako su iznosi reziduala mali (sjetimo se prostih greda u 7. poglavlju; slika 65.), tada u smislu
slabe formulacije ipak mozemo prihvatiti pripadajuce rjesenje.

Uvazavanjem izraza (153), uz operacije kao u prethodnim pododjeljcima, dobivamo integralni
oblik sustava (146)

Q;

=1
Q;

Matri¢no se sustav moze zapisati kao

[ rend [ [re)in] fo| ][] )

Q1 Ql 51 51
/ K (01)d00 / Klp)d - [ Klon)d | | an 0.
R 0 0 = | : (155)

/ K (ip1)dcY, / K(p2)d0, - / K(on)d, | |an / 0.,

n

I ovdje mozemo birati koordinatne funkcije tako da zadovoljavaju samo geometrijske ili i prirodne
rubne uvjete. Ako prirodni rubni uvjeti nisu ispunjeni, mogu se priblizno zadovoljiti rjesenjem
sustava (155) koji ima znacenje uvjeta ravnoteze, pa mora vrijediti i na rubu. Vidimo da prema
ovoj metodi ¢lanovi a; ; 1 b; u sluc¢aju primjera proste grede imaju oblik

€T

i,b
— da* - S\ 3 _— -
CLiJ’ :/K(@])dQZ = @Sin (‘?) dx = (‘%) |:COS (%) — cos (]le ,b):| :

i Ti,a

Tip (156)
TaY qZ Qz
bi: dez: dlb:—%z — Tia),
/q Ely/ Ely( b= Tia)
ﬁi Ti,a
gdje su z;, 1 2 tocke koje omeduju dio grede i, odnosno €; = [x;,,%;p]. Prema ovoj metodi

gredu moramo podijeliti na proizvoljan broj dijelova koji ne moraju biti jednake duljine. U slucaju
triju jednakih dijelova (slika 87.) imamo

_ l —[r2al o~ [
Ql = |:07 §:| y QQ = |:§,§:| 1 Qg = |:§, :| s (157)

pa, uz uvazavanje (156) sustav (155) postaje
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|
| q, |
N\ V- N Y ya

I I A S
o0 q o

Slika 88.: Moguca odstupanja pribliznih od to¢nog opterec¢enja prilikom prora¢una metodom kolo-
kacije po potpodrucjima. Integral oznacene povrsine po ovoj je metodi jednak nuli

% 12 54| |@ 1
3 l
EI, (?) 1 0 54| [q, :% 1, (158)
1
5 12 5| a) i

¢ijim rjesenjem dobivamo koeficijente ai, as i a3, odnosno aproksimaciju progibne linije (93).
Spomenimo da je i ovdje matrica sustava puna i nesimetri¢na, ali je odstupanje pribliznog od
zadanog optereéenja puno manje u odnosu na metodu kolokacije u tocki i moze sa javiti samo
lokalno, unutar podruéja ;.

Zapravo, sve funkcije pribliznog optere¢enja koje kolebaju oko zadanog opterec¢enja tako da
integral njihove razlike na svakom od potpodrucja bude jednak nuli zadovoljavaju ovu metodu
(slika 88.). Jednostavno, zadovoljavaju integral (153) koji mozemo zapisati u obliku:

/rzdﬁi = /(qz —q,)dQ; = 0. (159)

Q; Q;

Vidimo da ovom metodom , prisiljavamo* funkciju pribliznog optereéenja na antimetri¢ni oblik,
tako da mora vise puta presjeéi zadanu funkciju optereéenja unutar svakog potpodrucja. Znaci
da uz jednaki broj nepoznanica, postoji vise tocaka u kojima se opterecenja podudaraju u od-
nosu na metodu kolokacije u tocki. S pove¢anjem broja podrucja n (postaju sve manja), raste i
broj koordinatnih funkcija, pa i broj tocaka podudaranja. Tome je razlog $to s porastom broja
koordinatnih funkcija priblizno opterec¢enje

=K (Z W,-) (160)
i=1
postaje sve kra¢eg perioda i manjeg odstupanja od zadanoga opterecenja q.

Biezeno—Kochovu metodu mozemo izvesti iz slabe formulacije ako upotrijebimo spomenute
jedini¢ne impulsne test funkcije oblika (66). Takva funkcija ima samo na i—tom potpodrucju
vrijednost jedan, dok je na svim ostalim potpodrué¢jima jednaka nulfunkciji (slika 86.):

1 zax e,

%(x)z{o N (161)

Sada je lako uociti da se izrazi (94) i (153) razlikuju samo po podrucju integracije. Ova metoda

koristi integraciju po potpodrucjima §2;, a slaba formulacija (opéa i diskretna) po cijelom podruéju
(2. No, zbog (152) i (161) vrijedi

/ 0~ K(Jud = 3 / g — K ()|, = / o — K@d%, i=1,....n  (162)

Q Qs
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w(x) — w(x)

—
—

_ Mﬁm -wix,h)
X |

|
L)
v N N
Gl Z |
- B o
\;/\ | z |
| l l
x;-h X, x+h
h h
# + + L h L h L
% 7 %
a) b)

Slika 89.: Aproksimacija derivacija funkcije prema metodi konaé¢nih razlika: a) prve derivacije, b)
druge derivacije

jer su svi integrali unutar sume za i # j jednaki nuli. Prvi integral predstavlja slabu formulaciju, a
posljednji metodu po potpodrucjima koja uz diskretizaciju funkcije pomaka (93) odgovara izrazu
(153).

Ako je umjesto kontinuiranog opterec¢enja zadana koncentrirana sila f;, direktno je postavljamo
na desnu stranu sustava (155), jer je integral desne strane upravo jednak rezultanti po potpodruéju:

fi= / q-dSY;. (163)

Q

Promjena polozaja sile unutar potpodru¢ja nema utjecaja na rjeSenje problema, jer se utjecaji sile
na rub potpodruéja (momenti i poprecne sile) ne uzimaju u obzir.

10.5. Metoda konac¢nih razlika

Klasi¢éni pristup diskretizaciji matematickog modela temelji se na metodi konacnih razlika. I
ovdje koristimo ideju diskretizacije: priblizno rijesiti diferencijalnu jednadzbu u odredenom broju
tocaka podruécja. Bit aproksimacije sastoji se u zamjeni derivacije (nagiba tangente) kona¢nom raz-
likom (nagibom sekante) na krivulju progiba. Uz pretpostavku jednakih razmaka medu tockama,
prema slici 89.a mozemo pisati

1
w'(z;) ~ tana = o [w(z; + h) — w(z; — h)]. (164)

Prema ovoj formuli, nagib tangente funkcije w(z) u tocki (z;,w(z;)) aproksimiramo nagibom
sekante koja prolazi kroz totke (z;,w(z; — h)) i (@;, w(z; + h)). Intuitivno mozemo zakljuéiti da
je u slucaju malog koraka h to dobra aproksimacija. Zaista, kada h tezi nuli, iz jednadzbe (164)
dobivamo klasi¢nu definiciju prve derivacije funkcije:

w/(2) = lim % [w(a: + h) — wiz; — h)]. (165)
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Pri tome funkcija w(z) mora biti glatka funkcija. Slicno, primjenom formule (164) dva puta
mozemo odrediti aproksimaciju druge derivacije (slika 89.b):

—_

(w’(wi)), = w"(z;) ~ —(tan ay — tan ay)

>

= %{% [w(z; + h) —w(z;)] —

(. J/

tan g &~ w'(z; + h/2) tana; =~ w'(z; — h/2)

(=] —

— % [w(z; + h) — 2w(z;) + w(z; — h)].

Vidimo da umjesto promjene nagiba tangente u tocki (xl-, w(mz)) koristimo promjenu nagiba se-
kanti na razmaku h, koje prolaze kroz totke (z; — h, w(z; — h)) i (25, w(z;)), odnosno (z;, w(z;))
i (xZ + h,w(z; + h)) I ovdje lako uocavamo da smanjenjem koraka h aproksimacija tezi prema
tocnom rjesenju, koje mozemo dobiti iz drugoga izraza u (166):

W (z;) = lim % [ (s + h/2) — (i — h/2)]. (167)

h—0

Na slican nac¢in mozemo dobiti priblizni izraz za w” (z;) i tako redom:

W"(13) ~ 2—23 [w(a: + 2h) — 2wz, + ) + 2w(z; — h) — wlz; — 20)], (168)
W () ~ % [w(as + 2h) — dw(a + h) + 6w(z;) — dw(z, — h) +w(z; — 2h)]. (169)

Ako nas zanima pogreska ovih aproksimacija, mozemo se posluziti razvojem funkcije w(z) u Taylo-
rov red (82) oko poznate vrijednosti u z; i tako procijeniti vrijednost progiba u tocki z; + h:

1 1 1 1
w(x;+h) =w(x;)+hw'(z;)+ §h2w”(a7i) + Eh?’w"'(xi) + ﬂh4wlv(mi) + thswv(xi) +..., (170)

jer je x; + h — x; = h. Sli¢no, za procjenu progiba u tocki z; — h dobivamo

1 1 1 1
w(x; —h) = w(x;) —hw'(x;) + §h2w”(x,~) - Eh?’w'"(xi) + ﬁh4wlv(xi) — —hSwY(z)+..., (171)

120
jer je x; — h — x; = —h. Ako odbijemo drugu jednadzbu od prve, ostaju samo ¢lanovi s neparnim
derivacijama
! 1 3,,.1m 1 5,V
w(x; +h) —w(x; —h) = 2hw'(x;) + 26h w”(x;) + QEOh w (z;) + ..., (172)

odnosno, dijeljenjem s 2h dobivamo pogresku aproksimacije prve derivacije (164):

1 / 1 2 I 1 4 V

— [w(zi + ) — w(z; — B)] = () + = )4 — Vo 1

o [w(z; + h) —w(z; — k)] = w'(z;) +§h w” (x;) + 120h w” (z;) + : (173)
zanemareno

Vidimo da je pogreska proporcionalna kvadratu razmaka medu totakama h? i pisemo O(h?). Ako
zbrojimo (170) i (171), te 2w(x;) prebacimo na lijevu stranu, mozemo pisati

1
w(x; + h) — 2w(z;) +w(z; — h) = h*w (z;) + Eh4wlv(:pi) +..., (174)
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Slika 90.: Zvijezda srediSnjeg ¢vora grednog nosaca

indeksi jednadzbe

X h X, Xgth ;
leZajnog Cvora

wWaR) | e xch X x¢+h xp#2h  indeksi jednadzbe
x-2h " W | | prvoga &vora
h h h h

lo le lo le le
a1 1 1 1 a1

Slika 91.: Rubni uvjeti na prostoj gredi

jer preostaju samo ¢lanovi s parnim derivacijama. Dijeljenjem s h? dobivamo

1
—h2w™ () + .., (175)

€ [w(z; + ) = 2w(z;) + w(@; — h)] = w"(z;) + 12

h2

J/

~
zanemareno

iz Gega moZzemo uociti da je i pogreska aproksimacije druge derivacije (166) velicine O(h?). Na
slican se nacin moze pokazati da je pogreska bilo koje vise derivacije takoder kvadratna.

Postupak proracuna provodimo tako da podrucje diskretiziramo definiranjem veceg broja ¢vo-
rova na razmacima h i za svaki ¢vor napisemo jednadzbe konacnih razlika, ovisno o stupnju deriva-
cije diferencijalne jednadzbe koju aproksimiramo. Primjerice, za problem savijanja grede definiran
izrazom (46) koristimo aproksimaciju (169). Diferencijalna jednadzba w'(z) = ¢,/(EJ) koja vri-
jedi u bilo kojoj tocki grede prelazi u sustav algebarskih jednadzbi w!(x;) = q.(z;)/(EJ) koje
vrijede u odabranim tockama x;. Iz izraza za aproksimaciju derivacija uocavamo da u jednadzbu
odabranog ¢vora ulaze i susjedni ¢vorovi. Mozemo zamijetiti da s povec¢anjem reda derivacije broj
susjeda postaje sve veéi. Ako zelimo na modelu pokazati polozaj ¢vorova obuhvac¢enih nekom
jednadzbom, tvorimo zvijezdu (slika 90.). U slu¢aju parnih deivacija sredinu zvijezde zauzima
¢vor ¢iju jednadzbu prikazujemo. Zovemo ga srediSnjim ¢vorom. Brojevi unutar zvijezde pred-
stavljaju koeficijente uz clanove jednadzbe i njihova suma, zbog uvjeta ravnoteze ¢vora, mora biti
jednaka nuli. Ocito je da prilikom definiranja jednadzbi ¢vorova pri rubu trebamo rubne ¢vo-
rove, a ponekad i ¢vorove izvan podrucja modela. Medutim, nepoznanice tih ¢vorova eliminiramo
primjenom rubnih uvjeta.

Primjerice, za jednadzbu konaénih razlika prvoga ¢vora do lezaja®® (koordinate x;) prema (169)
mozemo pisati:

% [w(z1 + 2h) — dw(zy + h) + 6w(z) — flw(xi— h) + w(xlv— Qh),] = qzﬁgz) (176)
0 —w(w1)

Jednakosti oznacene viticama slijede iz rubnog uvjeta (slika 91.). Prva vrijednost znaci da je
pomak lezajnoga ¢vora jednak nuli, a druga da je moment (druga derivacija) jednak nuli:

w"(zg) = % [w(zo + h) —2w(zo) +w(zo —h)] =0 =  w(xo+h) = —w(zeg—h). (177)
0

56Uvjet ravnoteze lezajnog évora nije potrebno postavljati. Znamo da je w(zg) = 0.




10. Temeljne inacice diskretnog oblika slabe formulacije 92

h
| 4 |
R
: : ©)
: (x,.y;+h) : =
XisYi+
= 4 f 0 -~ -8
| | =
| |
. . + D)—C0—C8 1
Dl ey gy ey | OO i @ N g @
| |
| | @ * 8
| (Xiayi_h) | L h L h L
| | 7 7 4
| | ®
T O Sy
| |
a) b) 9)

Slika 92.: Dvodimenzionalne kona¢ne razlike: a) oblik pravokutne mreze, b) i ¢) zvijezde évora u
slu¢aju modela membrane i tanke ploce

Geometrijski gledano, posljednji uvjet znaci da tangenta na progibnu liniju u tocki lezaja ne smije
imati lom, odnosno vrijedi a; = s (slika 91.). Prema tome, izraz (176) kona¢no postaje

. Qz(xl)

1
o [w(xl + 2h) — dw(zy + h) + 5w(x1)] = EI, . (178)

4

Na isti na¢in mozemo postupiti u slucaju dvodimenzionalnih ili trodimenzionalnih modela.
Sada u jednadzbu nekog ¢vora ulaze izrazi za derivacije funkcije iz dva ili tri smjera. Najvise
se koriste pravokutni, trokutni ili Sesterokutni oblici polja mreze. Primjerice, za aproksimaciju
Aw(z;,y;) = 0*w/0x* + 0*w/dy* i pravokutnu mrezu s koracima h, 1 h, u smjerovima z i y
mozemo pisati

1

Aw(z;,y;) = 2 [w(l’i + ha, yi) — 2w (s, i) + w(z; — hm,yz')]

8N

J/

~ 0*w/0z?

, (179)

+ 7z [w(zi, y; + hy) — 2w(w;, yi) + w(ws, yi — hy)] -
Yy

J/

~ 82;/8,7;2

Jednadzbu smo dobili primjenom (166) u smjerovima z i y. Pri tome koordinatu y, odnosno x
drzimo konstantnom. Ako je mreza kvadrati¢na, odnosno ako vrijedi h, = h, = h (slika 92.a),
nakon zbrajanja i sredivanja mozemo pisati

1
Aw(z;, y;) = e [w(z; + h,yi) +w(z; — hyy) — 4w(zg, y:) + w(z, yi + h) +w(x, g — k)], (180)

pa zvijezda ¢vora ima oblik prikazan na slici 92.b. Izraz (180) koristimo, primjerice, za proracun
modela membrane definirane jednadzbom (50). Sliéno, primjenom druge derivacije (166) i cetvrte
derivacije (169) u smjerovima z i y mozemo odrediti aproksimaciju za A%w(z;,v;), koja pri h, =
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2) b) D @ O

Slika 93.: Zvijezda ¢vora u slucaju trokutne mreze: a) za model membrane, b) za model tanke
ploce

h, = h postaje

*w P *w N o*w

Oz? 0x20y?  Oy*

1

~ 7 [20w (i, 4) + wi + 2k, 31) — 8w (i + by ys) = Sw(zi — by yi) + w(a — 2k, 1)
+ w(z;, yi + 2h) — 8w(z;, yi + h) — 8w(w, yi — h) + wlzi, y; — 2h)

+ 2w(x; + h,y; + h) + 2w(z; + h,y; — h)

+ 2w(x; — hyy; + h) + 2w(z; — h,y; — h)]

Aw(z,y) =

Zvijezda koja pripada ovom izrazu prikazana je na slici 92.c. Zbog (49), mozemo ga upotrije-
biti prilikom proracuna tankih ploca. Na isti nac¢in mozemo odrediti oblik zvijezde s pripadnim
koeficijentima za trokutnu mrezu (slika 93.).

Tako razmaci medu ¢vorovima mreze ne moraju biti jednaki, moze se pokazati da, uz isti broj
¢vorova, kvadraticna mreza daje najbolje rezultate. Intuitivno, samo se tada ¢lanovi reda (172)
i (174) koji imaju suprotne predznake ponistavaju. Ako razmaci nisu jednaki onda se ti ¢lanovi
zbrajaju ili oduzimaju. U svakome slu¢aju ne daju nisticu, nego neku vrijednost koja povecava
pogresku aproksimacije. Naravno, od pravilne mreze moramo ¢esto odustati radi bolje prilagodbe
moguc¢em nepravilnom rubu modela koji prora¢unavamo. To je u pravilu bolji pristup od primjene
pravilne mreze uz losu aproksimaciju ruba.

Izraz (164) je to¢an u svim ¢vorovima progibne linije w(z) samo ako se radi o paraboli. (Ako
se radi o Stapu, samo za slucaj ¢istoga savijanja.) U tom su sluc¢aju tangenta i pripadajuéa sekanta
prema metodi konacnih razlika paralelne. To je lako dokazati, jer za odredivanje polozaja sekante
prema slici 89.a i izrazu (164) koristimo koordinate triju tocaka (z; — h,w(z; — h)), (@, w(x;)) i
(xi + h,w(z; + h)), kroz koje mozemo jednoznacno povuci parabolu:

yi = az} +br; +c, i=1,2,3. (181)
Tri su jednadzbe dovoljne da bismo odredili koeficijente a, b i c. Zaista, ako funkciju pomaka w(x)
aproksimiramo linearnom kombinacijom triju parabola

3

w(z) = W) = ap;, (182)

J=1
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Slika 94.: Koordinatne funkcije ¢vora z; prema metodi konacnih razlika.

derivacijama tako definirane funkcije dobivamo izraze za konac¢ne razlike do ukljucivo cetvrte
derivacije. Ako trebamo aproksimacije za vise derivacije, moramo povecati broj funkcija ¢, (j > 3).
Parabole su prikazane na slici 94. i odredene su prema (181):

1 T — T; 2 T — x; o
@1—51( h >— h ]7 a1 =w(z; — h),

2
Y2 = 1— (17 hxz) 3 o — w(.fz), (183)

1 T — T; 2 T — x; _
903251( A >+ A ]7 as = w(z; + h),

gdje su koeficijenti linearne kombinacije aq, as i ag priblizne vrijednosti progiba u tockama x; — h,
x; 1 x; + h. 1z slike 94. je vidljivo da aproksimacija progibne linije van ¢vorova nije jednoznac¢no
definirana. Ne bi zadovoljila diferencijalnu jednadzbu grednog nosaca. Ipak, mi se s time ne
zamaramo. Tocke mozemo spojiti i pravcima.

Zahvaljujué¢i ovoj interpretaciji metodu konacnih razlika mozemo poistovjetiti s metodom ko-
lokacije u tocki, jer s pomocéu (182) jednadzbe kona¢nih razlika (ne diferencijalnu jednadzbu!)
mozemo zapisati u obliku

Z ajgoj] (x;) — q.(x;) =0, 1=1,...,n; (184)

i=1

sto se podudara sa izrazom (145). Prvi ¢lan predstavlja konaénu razliku za trazenu derivaciju funk-
cije pomaka. Kao i kod metode kolokacije, primjenom Diracovih test funkcija mozemo dokazati
formalno porijeklo metode konac¢nih razlika u diskretnome obliku slabe formulacije.

Iz izraza (184) vidimo da i ovom metodom diferencijalnu jednadzbu diskretiziramo tako da
nastaje sustav linearnih algebarskih jednadzbi, sada po vrijednostima progiba w(z). Primjerice,
kod modela proste grede, uz jednadzbu prvog i zadnjeg ¢vora oblika (178) i preostalih jednadzbi
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oblika (169), dobivamo poznatu peterodijagonalnu simetriénu matricu:

s 41 0 1 [w(a)] q:(1)

46 4 1 0 - wlza)| | (@)

1 4 6 -4 1 0 wizs) || (@)
_ , (185)

0 1 -4 6 -4 1 0 wira)| | a:(r)

_ o 001 =4 5] w(e)| [ ge(e)

ili skraceno:

Avw—q. (186)

Prednost ove metode u odnosu na sve ostale je slaba popunjenost matrice sustava A. Stovie,
vrijednosti razlicite od nule su koncentrirane oko glavne dijagonale. Kazemo da matrica ima
vrpcasti (trakasti) oblik, sto je povoljno za razli¢ite nacine Stednog zapisa matrice u memoriji
racunala. Vrpcasti oblik nastaje zbog toga sto jednadzba nekog ¢vora obuhvaé¢a samo nekoliko
susjednih ¢vorova. To je lako zamijetiti iz prilozenih zvijezdi i oblika koordinatnih funkcija sa
slike 94. Funkcije se ne pruzaju po cijelom podruéju €2, nego samo lokalno, u okolisu évora.?” Pri-
mjec¢ujemo da je matrica A i dijagonalno dominantna — barem je jedan dijagonalni ¢lan jednak ili
veci od apsolutne vrijednosti zbroja ostalih ¢lanova retka ili stupca. Ova je osobina povoljna pri-
likom numerickog rjesavanja sustava jednadzbi, posebno ako je A strogo dijagonalno dominantna
— svi su dijagonalni ¢lanovi vedi ili jednaki apsolutnoj sumi preostalih ¢lanova retka ili stupca.

Smanjenjem razmaka h progus¢ujemo mrezu i u pravilu postizemo veéu to¢nost proracuna.
Medutim, tada sustav jednadzbi postaje veéi i raste broj racunskih operacija potrebnih za rjesava-
nje toga sustava. Zbog toga se gomilaju numericke pogreske koje mogu ugroziti tocnost rezultata,
a utrosak memorije i trajanje proracuna se produljuje. O ovim ¢e problemima biti govora u 15.
poglavlju.

10.5.1. Razvoj pogreske u smislu konaénih razlika

Postoje pokusaji da se pogreska aproksimacije svede na O(h?). Recimo, u izrazu (173) ¢lan
koji sadrzi trecu derivaciju w”(x;) mozemo prebaciti na lijevu stranu jednakosti i prikazati ga s
pomoc¢u konac¢nih razlika (168). Nakon sredivanja dobivamo

1 / Loy v
o [w(z; — 2h) — 5w (z; — h) + 5w(x; + h) — w(z; + 2h)] = w'(z;) + th w' (x;) + ... (187)

zanerareno

J/

Slicno i wV(z;) u (175) mozemo raspisati s pomo¢u (169). Na taj nacin dobivamo (doduse
nesto slozenije) izraze za prvu, odnosno drugu derivaciju, ali se moze uociti da je pogreska takvih
aproksimacija O(h*). Isti postupak moZemo primijeniti i na izraze za ostale derivacije. Vidimo
da se ovim pristupom poveéava zvijezda ¢vora. lzraz za prvu derivaciju (187) sadrzi Cetiri, a ne
dva clana kao u klasi¢nom pristupu jednadzbom (164). Zbog toga trebamo vise rubnih uvjeta.
Moze se pokazati da na svakom kraju proste grede umjesto dva trebamo cetiri takva uvjeta (po
dva ¢vora izvan raspona s definiranim pomacima). Nedostatak je §to veca zvijezda zahtijeva i veéi
utrosak memorije za spremanje matrice sustava. Osim toga, sustavi jednadzbi temeljeni na ovom

57Za razliku od prethodnih metoda indeks j ne ide do n nego samo do tri.
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Slika 95.: Dvije mreze konacnih razlika s razlicitim duljinama koraka h

pristupu pokazuju tendenciju numericke nestabilnosti®® (nisu dobro uvjetovani, jer dijagonalni
¢lanovi matrice sustava nisu dominantni), a fizikalna interpretacija dodatnih rubnih uvjeta nije
jasna.

10.5.2. Rombergov postupak

Opisimo ukratko bolji pristup smanjenju pogreske. Rombergova zamisao temelji se na po-
boljsanju dvaju postojeéih rjesenja dobivenih uz razlicite gustoée mreza (slika 95.), pri cemu se
odreduje trece rjesenje sa smanjenim redom pogreske u odnosu na dva prethodna rjesenja. Bududi
da je prema (173) i (175) pogreska aproksimacije proporcionalna sa h?, totna vrijednost pomaka
u nekome ¢voru ¢ prve mreze (indeks 1) moze se prikazati u obliku

w; = W1 +ahi +bhi+ ..., (188)
N——

zanemareno

gdje je w; ; priblizno rjesenje dobiveno metodom kona¢nih razlika, hy korak mreze, a bhi pogreska
aproksimacije. Za razliku od klasi¢ne metode konaénih razlika zanemarili smo tek bh*. Tocno
rjesenje primjenom druge mreze (indeks 2) u istoj tocki daje

——

zanemareno

gdje je w; o priblizno rjesenje, hy korak, a bhj pogreska. Imamo dvije jednadzbe (188) i (189) s
dvije nepoznanice: w; i a. Primijetimo da progib w; ne treba dodatni indeks, jer toéno rjesenje
ne ovisi o gusto¢i mreze. Uzmimo da je hy = 2h;, odnosno, druga mreza ima dva puta vece
udaljenosti medu ¢vorovima od prve. Tada je

w; Wiy +ahi 1w =W, + dahi. (190)

Iz ovog sustava jednadzbi eliminiramo a i dobivamo rjesenje temeljeno na rezultatima proracuna
s dvjema mrezama:
dw; 1 — Wi 2
w; & T (191)

Dobiveno je rjesenje puno to¢nije jer je prema zanemarenim ¢lanovima u (188) i (189) pogreska
aproksimacije O(h?). Osim toga, prema primjeru sa slike 95., imamo 25 nepoznanica od prve i

58To znaéi da mala promjena vektora optereéenja b donosi veliku promjenu u rezultatu a.
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Slika 96.: Neke singularne tocke u numerickim modelima: a) konkavni lom ruba ploce, b) nagla
promjena visine nosaca, ¢) djelovanje koncentrirane sile, d) nagla promjena iznosa optereéenja

4 od druge mreze. Znagci, broj nepoznanica se povecao samo za 4/25 ~ 1/6. Bududéi da je broj
racunskih operacija potreban za rjesavanje sustava jednadzbi, recimo, Gauflovom eliminacijom
O(n?), dodatni je broj racunskih operacija pove¢an samo za (1/6)® = 1/216 ili priblizno 0,5%. U
klasicnom pristupu s jednom mrezom pogreska je O(h?), pa bismo trebali dva puta guséu mrezu
(11 x 11 évorova), priblizno pet puta vise nepoznanica (121/25 & 5) i 52 = 125 puta vise operacija
za jednaku toc¢nost aproksimacije. Uocavamo da Rombergovim postupkom malim povecanjem
broja nepoznanica dobivamo tocnije rjeSenje. Ovom bismo idejom mogli racunati i s tri mreze, pa
eliminirati i ¢lan bh*. Tada bi pogreska aproksimacija bila O(hS).

Osnovni nedostatak opisanih metoda je potreba za diferencijalnim izrazom K. Drugim, rije¢ima,
moramo poznavati diferencijalnu jednadzbu ravnoteze modela, sto u opem slucaju nije moguce
ostvariti. Ve¢ za plocu ojacanu gredama nije poznata pripadna diferencijalna jednadzba. Zbog
toga nismo u mogucénosti odrediti ni konacne razlike za aproksimaciju ponaSanja takvih modela.
Cak i ako poznajemo diferencijalnu jednadzbu, nismo u moguénosti upotrijebiti metodu za razno-
vrsne oblike ruba, jer izrazi za konacne razlike ipak vrijede samo za pravilne oblike mreza (najcescée
trokutne ili pravokutne). Kona¢no, metoda zahtijeva da budu zadovoljeni i geometrijski i prirodni
rubni uvjeti, pa ¢esto trebamo dodatne ¢vorove izvan podrucja proracuna. Ipak, ona se i danas
¢esto koristi za numericke proracune u mehanici fluida i opcéenito za diskretizaciju po vremenu
prilikom numerickog rjesavanja dinamickih problema.

Osim sredisnjih razlika koje su ovdje objasnjene, postoje jos lijeva i desna metoda kona¢nih
razlika, ovisno o tome na koji se nac¢in u odnosu na sredisnji ¢vor postavljaju sekante na progibnu
liniju. Medutim, kod obiju metoda je pogreska aproksimacije O(h), $to ih ¢ini manje ucinkovitim
od sredisnjih razlika. Ipak, u nekim nelinearnim problemima mogu pokazati bolje rezultate.

10.6. Problem singularnih tocaka

Upozorimo: mrezu ne proguséujemo zato da bismo dobili gusée rasporedene rezultate, nego
tocnije rjesenje. Medutim, cesto postoje singularne tocke na konstrukciji u kojima postoje lo-
movi konture (slika 96.a), nagla promjena debljine konstruktivnog elementa (slika 96.b), mjesta
djelovanja koncentriranih sila (slika 96.c) ili nagle promjene vrijednosti kontinuiranog opterec¢enja
(slika 96.d). Neke derivacije funkcije pomaka (momenti ili poprecne sile) u tim tockama ne moraju
biti definirane ili mogu teziti u neizmjerno. Zbog toga i neke komponente naprezanja poprimaju
beskonacnu vrijednost. Znaci da ih ne mozemo aproksimirati linearnom kombinacijom koordinat-
nih funkcija s kona¢nim vrijednostima na podruéju Q, ma koliko poveéali broj funkecija, odnosno
(kod nekih metoda) progustili mrezu ¢vorova. S druge strane, u singularnim tockama i razvoj u
Taylorov red ne postoji ili ne konvergira. Ako ne konvergira, ne znamo je li bas prvi odbaceni
¢lan dominantan u procjeni rjesenja, pa ga ne bismo smjeli zanemariti. Prema tome, nismo u
stanju procijeniti pogresku aproksimacije. Ipak, postoje analiticka rjesenja za pojedine singularne
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slucajeve kojima se mozemo posluziti kako za proracun pomaka i naprezanja, tako i za procjenu
aproksimacije. Ako se radi o proracunu, te vrijednosti mozemo superponirati na numericko rjesenje
modela ili zadati kao rubne uvjete u tim tockama. Umetanje takvog rubnog uvjeta je opravdano,
jer se utjecaj singulariteta brzo gubi s povecanjem udaljenosti (Saint Venantov princip), tako da
nema znacajnijeg utjecaja na rezultate u okolisu takve tocke.

Neki su singulariteti posljedica modeliranja, a u realnosti ne postoje. Primjerice, grede i
stupovi uvijek imaju dimenzije, iako se modeliraju linijski. Zbog toga postoje tocke u kojima se
javljaju teorijski neizmjerno velika naprezanja. Primjeri su tocka spoja zida i grede, ili stupa i
ploce. Takve se lokalne ,necistoée” u modelima rjesavaju kinematickim ograni¢enjima. Njima
smo posvetili 18. poglavlje.

Spomenimo da neizmjerno velika koncentracija naprezanja u realnim konstrukcijama ne postoji,
jer se materijal plastificira preko granice tecenja, naprezanje vise ne raste, nego se preraspodjeljuje
u okolisu singulariteta. Za u¢inkovitu preraspodjelu staticki sustav mora biti neodreden. Konacno,
pojava singulariteta se izbjegava pravilnim inzenjerskim oblikovanjem detalja kojima se smanjuje
velika koncentracija naprezanja (najcesce se izvode zaobljenja, ukrute i vute).

10.7. Zakljuéno o diskretnom obliku slabe formulacije

S obzirom na nedostatke ovih metoda (tablica 2.), nije bilo za oc¢ekivati da ¢e neka od njih
omoguciti rjeSavanje op¢ih inzenjerskih problema. Manjkavosti su se s mukom uklanjale na ustrb
opcenitosti, pa su se najcesce rjesavali pravilni oblici podmodela s pogodnim optere¢enjima i rub-
nim uvjetima. Primjerice, rijeSeni su neki problemi jednoliko opterecenih pravokutnih ili okruglih
ploca, stijena, pa i ljusaka sa zglobnim ili upetim rubnim uvjetima i slicno. Ovim je metodama
moguce rijesiti i neke slozenije probleme, medutim tada, bez ra¢unala, nije bilo lako izrac¢unati
slozenije integrale unutar sustava jednadzbi, niti rijesiti velike sustave tih jednadzbi. (Direktno
se rjesavalo nekoliko jednadzbi, a iteracijskim, ponajprije relaksacijskim postupcima i nesto vise.)
Sira je upotreba ovih metoda izostala i danas, jer jos uvijek nije moguéa primjena na proizvoljni
oblik, opterec¢enja i rubne uvjete neke konstrukcije koja se sastoji od vise podmodela.

Svaka od metoda ovoga poglavlja ima nekoliko inacica koje ne¢emo posebno spominjati. Na-
glasimo samo da sve metode zovemo i metodama teziniranih reziduala, jer se rezidual r, =
¢. — K(w) ili r, = ¢, — q, tezinira test funkcijom v; radi procjene njegove vrijednosti. Teorijski,
kada broj funkcija n — oo sve metode konvergiraju prema istome rezultatu. To se moze objasniti
porijeklom svih metoda iz slabe formulacije. Prakticno gledano, za neki konacni n, rezultati se
nesto razlikuju, jer svakoj metodi pripada razliciti sustav jednadzbi, a postoje i nuzne pogreske
koje ¢inimo prilikom numerickih prorac¢una tih sustava (vidjeti 16. poglavlje).

11. Rayleigh—Ritzova metoda

11.1. Uvod

Sve metode koje smo do sada koristili temeljene su na integralnoj procjeni reziduala (slaba
formulacija) koji je dobiven direktno iz diferencijalne jednadzbe matematickog modela (jaka for-
mulacija). Zatim je poznatim nacinom procjena aproksimirana, ¢ime smo dobili diskretni oblik
slabe formulacije. Zahvaljujuc¢i tome formirali smo sustav linearnih algebarskih jednadzbi ¢ijim
smo rjesenjem mogli odrediti priblizni oblik funkcije pomaka.

I Rayleigh—Ritzova metoda se temelji na integralnoj (slaboj) formulaciji koja u ovom slucaju
ne polazi od reziduala diferencijalne jednadzbe, ve¢ od funkcionala energije matematickog mo-
dela. Vazno je pojasniti ovu metodu, jer je cesto lakSe odrediti potencijalnu energiju slozenoga
modela nego njegovu diferencijalnu jednadzbu. Osim toga, lakse je raditi sa skalarnim ¢lanovima
(iznosima rada i energije) u funkcionalu energije nego vektorskim veli¢cinama (silama i pomacima)
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Temeljne inacice diskretnog oblika slabe formulacije

=l g Q

naziv metode oblik 1); osnovni nedostatci metode

e treba poznavati K, ¢; i K(p;) na Q

Bubnov — Galerkin Vi .
e puna matrica sustava

e treba poznavati K, ¢; i K(y;) na Q

najmanjih kvadrata Kei) e puna matrica sustava

e treba poznavati K, ¢; i K(y;) na Q

kolokacija e puna i nesimetri¢na matrica sustava
u d(z — x;) | e pogreska aproksimacije opterecenja
tocki e nije moguce uzeti u obzir

koncentriranu silu

e treba poznavati K, ¢; i K(y;) na Q
kolokacija po 1 za x € ); | ® puna i nesimetricna matrica sustava
potpodrucjima 0 za = & §2; | ® nije moguce uzeti u obzir polozaj
koncentrirane sile

e treba poznavati K na €
konacne razlike d(x — x;) | e slozeni izrazi i spora konvergencija
za nepravilne mreze

Tablica 2: Tablica osnovnih nedostataka temeljnih inacica slabe formulacije primijenjenih na
jednodimenzionalni model

u diferencijalnoj jednadzbi. Kona¢no, matrica krutosti velikoga broja konacnih elemenata najlakse
se izvodi iz izraza za energiju. Tome smo posvetili 13. poglavlje. Zamisao je prvi predlozio lord
Rayleigh 1870. godine za analize sustava Cije se ponasanje moze opisati jednom nepoznanicom.
Poopcenje na slozenije matematicke modele napravio je Ritz 1909. godine.

Problem se zapravo svodi na minimizaciju ukupne potencijalne energije linearno elasticnog
modela koju uz geometrijske ovisnosti € = Lu i rubne uvjete po pomacima u|r, = uy zovemo
Lagrangeovim funkcionalom energije. Iz predmeta Teorija elasti¢nosti i plasticnosti poznato je da
taj funkcional ima oblik®

1 __
II(o,e,u) = §/aTsdQ—/fudQ—/qudF. (192)

a Q r

Prvi ¢lan predstavlja potencijalnu energiju deformacija, a drugi i treéi élan potencijale®® volumen-
skih i povrsinskih sila. Negativni predznak znaci ulozeni rad na deformiranje tijela, koje zbog toga
akumulira potencijalnu energiju deformacija. (Nakon uklanjanja optereéenja prikupljena se ener-
gija naglo oslobada. Naglim rastere¢enjem zbijena opruga moze odbaciti predmet, dakle izvrsiti
rad.) Vidimo da se u izrazu za energiju pojavljuju nepoznata polja naprezanja, deformacija i po-
maka. Znamo da prema metodi pomaka sva polja mozemo svesti na nepoznato polje pomaka, tako
da i prvi ¢lan funkcionala energije bude ovisan samo o tome polju. S pomoé¢u o = Ce (preciznije,

591 ovdje se pojavljuju integrali §to je pogodno za numericku realizaciju.
60rad s negativnim predznakom
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Slika 97.: Oznake uz objasnjenje postupka svodenja potencijalne energije modela tijela na poten-
cijalnu energiju osi Stapa.

ol =eTCTiC=C"), te e = Lu (odnosno, e’ = u™L"), prvi ¢lan mozemo transformirati u

1 — 1 — 1 1 _
3 / o'ed) = = / e'CedQ == [ ' L"CLud) = - / u'Kud(, (193)
Q

[\]

Q Q Q

pa izraz za potencijalnu energiju glasi

1 __
[I(u) = i/uTKudQ— /fudQ— /qudF. (194)

a Q r

Nakon toga primjenimo Ritzovu zamisao: diskretiziramo dobiveni funkcional umetanjem poznatog
oblika za priblizno rjesenje polja pomaka

urti=>» Na, (195)

i trazimo minimum tako diskretiziranog funkcionala (0Il(a;)/0a; =0, i =1,...,n). Tim zah-
tjevom dobivamo sustav algebarskih jednadzbi, Cije rjesenje daje koeficijente a;. UvrStavanjem
koeficijenata u (195) mozemo raspisati priblizno rjesenje za polje pomaka. Uocavamo da se, sli¢no
metodama iz prethodnog poglavlja, i ovdje radi o diskretnoj aproksimaciji slabe formulacije. S
pomocu izraza (195), integralni oblik funkcionala energije prelazi u diskretni.

Ukratko opisani postupak diskretizacije moze se provesti i na opéem izrazu za potencijalnu
energiju modela (194), ali to zahtijeva nesto slozenije operacije s matricama. Zbog toga ¢emo
metodu radije objasniti na primjeru savijanja Stapa.

11.2. Rayleigh—Ritzova metoda na primjeru savijanja Stapa
11.2.1. Potencijalna energija savijanja Stapa

Pokazimo najprije kako se usvajanjem podmodela Stapa transformira opéi izraz (192). Prvo,
integrale po volumenu rastavljamo na integrale po osi duljine [ i povrsini poprecnog presjeka Stapa
A(z). Drugo, povrsinski integral mozemo prikazati kao produkt integrala po optereé¢enom dijelu
osi (od x, do xp) i 8irini rasprostiranja po plastu od b;(x) do be(x) (slika 97.). Pri tome znamo da
posmicna naprezanja ne ulaze u izraz za energiju, jer obavljaju rad na posmi¢nim deformacijama
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(slika 43.b.) koje nisu osnovne nepoznanice prema Bernoulli-Navierovoj teoriji stapa. Taj je
podmodel prikladan za niske grede, pa je vitoperenje poprec¢nih presjeka malo, odnosno, doprinos
posmicnih deformacija pove¢anju progiba mozemo smatrati zanemarivim. Prema tome i povec¢anje
potencijalne energije deformacija zbog posmi¢nog doprinosa 7y, 7y, nije znacajno. U skladu s time
mozemo pisati

! ! zy, [ ba(x)
1
H(ax,sz,w)zi/ /axsdi da:—/ / frwdA dx—/ / qwdy | dx, (196)
0 A(x) 0 A(x) Ta bi(x)

L QOstale su

gdje je f. volumenska sila po jedinici zapremine, a ¢, povrsinska sila po stapu.°
podintegralne funkcije poznate od ranije.
Sada izrazimo prvi integral u funkciji pomaka. Povezimo najprije uzduzne deformacije ¢, i

vertikalni pomak w. Prema (44) vrijedi

€p = ; = zp, (197)
gdje je p zakrivljenost progibne linije nosaca
dw
o= da? , (198)

dw\ 212
1 b
()

koju uz pretpostavku malih kvadrata zaokreta prema jedinici mozemo linearizirati

d*w
= 199
pa izraz (197) za uzduznu deformaciju poprima oblik
d*w
Kako je 0, = Ee,, uz (200) prvi integral u (196) mozemo transformirati u
! !
1 1 9
5 0x8.dA | dx = 3 EcidA | do =
0 A(x) 0 A(x) (201>
! ] L[
1 d*w\” 9 1 2w\’ 9
0 | Ax) | o | A(z)

jer se modul elasti¢nosti i zakrivljenost ne mijenjaju po popreé¢nome presjeku stapa.®? Integral

I, = / 22dA (202)

61U sluéaju zakrivljene osi stapa, trebalo bi koristiti krivuljni integral od 0 do I. Nadalje, puno bi preciznije bilo
umjesto obiénoga opet upotrijebiti krivuljni integral po optere¢enom rubu popreénog presjeka od by (x) do ba(x).
Konaéno, integral po povrsini A(x) bi trebalo pisati kao dvostruki integral.

62Materijal §tapa je homogen, izotropan i linearno elastian pa je E = const., a prema Bernoulli — Navierovoj
hipotezi i zakrivljenost Stapa je konstantna veli¢ina, odnosno p = const.
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predstavlja moment tromosti stapa oko osi y, pa (201) mozemo kona¢no zapisati u obliku

!
1 2
2/E1 (fz 2) da. (203)
0

Bilo kakvo prostorno ili povrsinsko popreé¢no optere¢enje mozemo integracijom svesti na rezulti-
rajuce djelovanje p, po osi:
ba(x)
Df. = / f.dA i Dgz = / q.dy. (204)
by ()
Usput, ako je f, = const. po povrsini, a g, = const. po rubu poprecnog presjeka Stapa, vri-
jedi py.(x) = f.A(x) 1 pg.(x) = ¢.(ba(x) — bi(x)). Vertikalni pomak osi Stapa ne mijenja se po
popre¢nome presjeku,% pa ga mozemo izluciti ispred integrala po povrsini i rubu poprecnoga
presjeka. Prema tome, drugi i treéi ¢lan u (196) mozemo zapisati kao

l l

/ / frwdA daf:/w / f.dA da::/pf,zwda:,
0 A(x) 0 Ax) 0
(205)
xy [ ba(z) xp b2 () xp
/ / q.wdy da::/w / ¢.dy | de = /pqyzwda:.
Za b1($) Za bl(.T) Ta

Uz (203) i (205) izraz za energiju Stapa (196) poprima oblik
I

l Ty
1
I(w) = §/E1y <F> dx—/pfzwdx—/pq,zwdx (206)
0 0

Ta

koji ovisi samo o vertikalnome pomaku w. Vidimo da uvodenjem Stapnih pretpostavki potencijalnu
energiju trodimenzionalnog duguljastog modela transformiramo u potencijalnu energiju osi Stapa.
Odnosno, volumne i plosne integrale pretvaramo u linijske, a izraz za energiju ovisi samo o skalarnoj
funkciji pomaka w(zx); ne vise o vektorskoj funkeiji u(z,y, 2).

11.2.2. Diskretni oblik potencijalne energije

Sada mozemo iskoristiti poznato priblizno rjesenje za funkciju pomaka u obliku
W= aip (207)
i=1

i uvrstiti ga u (206). Time dobivamo diskretni izraz za energiju koji ovisi samo o nepoznatim
koeficijentima a;:

l 2
I(w) = Il(a) = §/Ely (Z a; dﬁ) dx
=1
l

/ Py.: (Z am) dx — /b o (2:; aigoi) da.

63Znamo da su u $tapnome pristupu svi popreéni presjeci apsolutno kruti, dakle nisu rastezljivi i stigljivi (e, = 0
io, =0).
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Ovaj je oblik energije priblizan, jer potencijalnu energiju matematickog modela s neizmjerno
mnogo nepozanica (u svakoj tocki modela) transformiramo u diskretni oblik po kona¢nome broju
nepoznatih parametara a;.

11.2.3. Minimizacija potencijalne energije u diskretnom obliku

Nakon diskretizacije primijenimo teorem o stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije koji
kaze da tijelo u ravnotezi ima ekstremnu vrijednost potencijalne energije. U slucaju stabilne
ravnoteze ta je vrijednost minimalna. Ovdje ne¢emo govoriti o problemima indiferentne ili labilne
ravnoteze kada funkcional energije moze po jednoj ili vise varijabli a;, imati tocke infleksije ili
maksimuma. Takve probleme sre¢emo u nelinearnim podrué¢jima mehanike, primjerice u teoriji
stabilnosti ili teoriji plasti¢nosti. Svakako, ekstremnu vrijednost funkcionala (208) trazimo tako
da prve parcijalne derivacije po svim koeficijentima a; izjedna¢imo s nulom. Na taj nacin nastaje

sustav jednadzbi
!
8H(a) 1 dQQDZ - dQQDj
5o ~2'3 /Ely—dxg Zaj o5 | da
0
! -
- /pfvz%'dx + /pq,zspidm =0, 1=1,...,n.

0 Ta

Ako sumu pomnozimo s ET, d*p;/dz? i opet usvojimo da je integral sume jednak sumi integrala,
a da su a; konstante koje ne ovise o podrucju integracije, dobivamo

n l Ty

!
d*p; d*p; .
Z /EIy T2 dy? Sdx /pf,zgoidm + /pwgpid:v, i=1,...,m (210)

=1 9 0 Ta

Matri¢no zapisano (umjesto d?y;/dz? kraée pisemo ):

l _ l Ty

/ Bl [ Blgldds - / BLgldidn| (| | [propdet oo
0 0 Tq
! xb

/Elygoggollldx /EIyg0’2'2da: . /EIySOIQISOZ az| _ bfpf,zso2d93+/pq7z902d$ . (211)

Za
l Ty

/ ElLypnpida / Elypppsdr - / Efycp”Qdac an / Pf2pndr + / Pq,z$ndx
-7 0 Ta

U skrac¢enom obliku opet mozemo pisati
Aa =D, (212)

gdje su

l l Ty

a;j = /E'[y(pZ <)d/dx 1 bz = /pf’zgoidx—i—/pq,zgoida:. (213)

0 0 La
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Slika 98.: Po dijelovima prekidne koordinatne funkcije koje aproksimiraju neprekidnu funkciju
pomaka

Lako je uociti da je i po ovoj metodi matrica sustava puna i simetricna. Integrale mozemo rijesiti
analiticki ili numericki. Znamo da sustav (212) predstavlja jednadzbe ravnoteze, jer nastaju
minimizacijom funkcionala energije (206) primjenom dvostruke parcijalne integracije prvoga ¢lana
(potencijalne energije deformacija). Pri tome nastaju dva ¢lana koji ne sadrze integrale, a
ovise o produktu vrijednosti prirodnih i geometrijskih rubnih uvjeta. Ako koordinatne funkcije
zadovoljavaju homogene geometrijske rubne uvjete, ti ¢lanovi is¢ezavaju. Podintegralne funkcije
ostalih ¢lanova su uvjeti ravnoteze i prirodni rubni uvjeti. Njih oslobodimo od integrala primjenom
osnovne leme varijacijskog racuna. Prema tome, prirodne rubne uvjete nije potrebno zadovoljiti
unaprijed. Oni su sadrzani u funkcionalu energije i biti ¢e priblizno zadovoljeni rjesenjem jednadzbi
ravnoteze koje vrijede i na krajevima stapa. (Da su krajevi ukljuceni vidi se iz granica integracije
u (213) koje predstavljaju koordinate krajeva stapa.)

Funkcional energije moze sadrzavati i ¢lanove koji predstavljaju doprinos pocetnih deformacija,
naprezanja, te linijskih i koncentriranih sila i momenata. Njihov je razvoj u smislu Ritzove metode
slican razvoju koji smo upotrijebili kod volumenskih i povrsinskih sila. Uglavnom, svi se ¢lanovi
nakon umetanja pribliznog rjesenja w prebace na desnu stranu sustava (210). Spomenimo usput
da su koncentrirana opterecenja uvijek idealizacija kontinuiranih djelovanja po maloj povrsini, pa
se mogu prikazati posljednjim integralom u (192).

Slicno kao u metodama prethodnog poglavlja, rjesenjem sustava jednadzbi dobivamo koefici-
jente a; koji su potrebni za priblizno rjesenje progibne linije (207). Kao i do sada, uspjesnost
aproksimacije ovisi o izboru i broju koordinatnih funkcija ¢; koje u ovome slucaju zovemo i Rit-
zovim funkcijama. Nabrojimo osnovne uvjete koje moraju zadovoljiti te funkcije.

11.3. Nuzni uvjeti za izbor koordinatnih funkcija
11.3.1. Uvjeti neprekinutosti

Koordinatne funkcije moraju biti neprekidne, jer prema metodi pomaka, moraju aproksimirati
neprekidnu funkciju pomaka. Preciznije, najmanje moraju biti po dijelovima neprekidne (slika
98.), jer i tada sumarno mogu aproksimirati neprekidnu funkciju, a integral produkta tih funkcija
nije upitan. Ipak, prikazane oblike funkcija treba izbjegavati, jer je problem numericki derivirati
takve funkcije. Potrebu za deriviranjem pojasnimo u nastavku.

Ovisno o stupnju diferencijalne jednadzbe koju aproksimiramo i neke derivacije koordinatnih
funkcija moraju biti neprekidne. Opéenito vrijedi: za jednadzbu n-tog reda mora postojati deri-
vacija funkcije reda n/2, ali smije biti po dijelovima konstantna (dakle prekidna) jer ju mozemo
integrirati. To znaci da je dovoljno da derivacija reda n/2 — 1 bude neprekidna, odnosno, da je
funkcija klase C™/2~1. Primijetimo da ovom metodom postavljamo slabiji zahtjev na derivabilnost
(,glatkost“) koordinatnih funkcija u odnosu na sve metode do sada. One koriste stupanj derivacije

64Gjetimo se izraza za parcijalnu integraciju: fol udv = uv’o — fol vdu. U slu¢aju parcijalne integracije potencijalne
energije deformacija trodimenzionalnog modela tijela koristimo poznatu Greenovu formulu.
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Slika 99.: Verizni poligon i pripadna derivacija

IC koji se javlja u diferencijalnoj jednadzbi, odnosno

i = [ 0iK(,)0, (214)

a ne u funkcionalu energije koji pripada toj jednadzbi. Prema tome, ako je diferencijalna jednadzba
reda n, tada n—ta derivacija mora biti integrabilna, pa koordinatne funkcije moraju biti n puta
derivabilne. To zna¢i da derivacija n — 1 mora biti neprekidna. Ocito je da Ritzova metoda
zahtijeva manju klasu neprekidnosti.

Promotrimo neke primjere. Znamo da je problem savijanja Stapa opisan diferencijalnom jed-
nadzbom ¢etvrtog reda (K = d*/dz*). Znaéi da se u izrazu za energiju javlja najvise druga
derivacija i moze biti prekidna. To je lako uociti iz izraza (206). Prema tome, dovoljno je da
pomaci (funkcija) i kutovi zaokreta (prva derivacija) budu neprekidni. Dakle, koordinatne funk-
cije su polinomi treé¢eg stupnja (klase C').%° Analogno, kod problema ploca je K = 9*/0x* +
20 /(0x?0y?) + 0*/0y*, pa koordinatne funkcije takoder moraju biti polinomi treéega stupnja
po = iy, jer se pojavljuju najvise cetvrte derivacije funkcije pomaka. Kod modela membrane
(K = 0%/02% 4+ 0*/0y?) i uzeta (K = d?/dz?*) dovoljno je da funkcija pomaka bude neprekidna
(klase C?), a prva derivacija moze biti prekidna — po dijelovima konstantna. Primjerice, svi
znamo da je verizni poligon dobra aproksimacija progibne linije uzeta (slika 99.). Derivaciju takve
funkcije moguce je integrirati, sto je dovoljno za primjenu Ritzove metode. Slicno tome, i poli-
edarski oblik je dobra aproksimacija progibne plohe membrane.

11.3.2. Rubni uvjeti

11.3.2.1. Geometrijski rubni uvjeti. Koordinatne funkcije moraju zadovoljiti homogene
geometrijske rubne uvjete. (Na kraju pododjeljka 11.2.3. je spomenuto da je takav uvjet potre-
ban za iS¢ezavanje slobodnih ¢lanova nakon parcijalne integracije izraza za potencijalnu energiju
deformacija.) Ako su zadani nehomogeni geometrijski uvjeti, tada aproksimaciju funkcije pomaka
mozemo zapisati u obliku

w = o +Zai90iv (215)

i=1
gdje je o dodatna funkcija koja zadovoljava takve uvjete, odnosno predstavlja pocetni progib
stapa (slika 100.b). Takvu funkciju ne mnozimo skalarom, jer bi se zadani progib poremetio.

65Primjer izuzetka od ovoga pravila pokazan je u pododjeljku 13.5.1.
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Slika 100.: Koordinatne funkcije uz nehomogene rubne uvjete

P(x)

Slika 101.: Koordinatne funkcije na prostoj gredi sa zadanim nehomogenim geometrijskim rubnim
uvjetima

Ostale funkcije moraju zadovoljiti samo homogene geometrijske rubne uvjete. Jedno razjasnjenje.
Ako se radi o staticki odredenome sustavu zadani pomak nema utjecaja na unutarnje sile, odnosno
nosa¢ se od zadanoga pomaka ne deformira. Tada je ¢q pravac (slika 101.). Ipak ga treba dodati
na proracunom dobivene pomake, odnosno moramo uzeti u obzir da je ¢o(0) = wo 1 @o(l) = w;.
Tada ¢e konacne vrijednosti pomaka biti ispravne, odnosno mjerene u odnosu na kosi polozaj osi
grede.

11.3.2.2. Prirodni rubni uvjeti. Prirodni su rubni uvjeti sadrzani u funkcionalu energije
(192). Primijetimo da je podruéje integracije prvog ¢lana 2, dakle ukljucuje rub I'. To je logi¢no,
jer naprezanja na rubu moraju doprinijeti potencijalnoj energiji deformacija, budué¢i da se pri
djelovanju optere¢enja i rub modela deformira, pa naprezanja po rubu ,rade“ na deformacijama
ruba. Buduéi da uvjete ravnoteze dobivamo minimizacijom funkcionala energije, oni sadrze i
rubna naprezanja, a to su upravo prirodni rubni uvjeti. Prema tome, iako koordinatne funkcije
ne moraju zadovoljiti prirodne rubne uvjete, ipak ¢e ih linearna kombinacija tih funkcija priblizno
zadovoljiti, jer su a;, odnosno w(x), dobiveni i iz uvjeta ravnoteze po rubu.
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Slika 102.: Linearno nezavisni vektori: a) i b) u ravnini, ¢) i d) u prostoru

11.3.3. Uvjet linearne nezavisnosti

Koordinatne funkcije moraju biti linearno nezavisne, odnosno:

n

Zaigoi:a1901+...+aj<,0j+...—|—ang0n:0 (216)

i=1

onda i samo onda ako su svi a; jednaki nuli. Pri tome smatramo da su sve koordinatne funkcije
razlic¢ite od nulfunkcije. Drugim rije¢ima, nijednu funkciju ne mozemo prikazati linearnom kom-
binacijom ostalih, odnosno, nije ju moguce ,projicirati“ u ,,smjeru“ neke od njih. Ako su neki
koeficijenti a; razliciti od nule, tada za jedan od njih, recimo a;, mozemo pisati

1
Yj = 0 Z @i Pi- (217)

Vidimo da je ¢; zapravo ,rezultanta® funkcija ¢;. Za usporedbu, u slucaju triju vektora u rav-
nini, jedan se uvijek moze prikazati kao linearna kombinacija (rezultanta) preostala dva vektora.
Odnosno, u ravnini su samo dva vektora linearno nezavisna — ,,razapinju“ tu ravninu (slika 102.a
i b). Slicno, u prostoru su samo tri vektora linearno nezavisna (slika 102.c i d). Cetvrti se moze

prikazati kao linearna kombinacija preostala tri. Zaista, ako na tri jedini¢na orta primijenimo
(216), dobivamo

1 0 0 0 ay 0
a; 0] +as [1| +a3 [0 = |0|, odnosno: as| = |0 (218)
0 0 1 0 as 0

Vektori su jednaki ako su im sve komponente jednake, pa dobivamo a; = as = az = 0, ¢ime je
dokazana linearna nezavisnost ortova u prostoru.

Opcenito, za n—dimenzionalni prostor (koji nismo u stanju predo¢iti) trebamo n linearno ne-
zavisnih vektora. Moze se pokazati da su tada stupci i retci matrice A takoder linearno nezavisni,
pa je i determinanta matrice razli¢ita od nule, Sto osigurava jedinstveno rjesenje sustava jednadzbi
Aa = b.% U protivhome, matrica je singularna, pa nije moguée odrediti rjesenje.

Ovdje je zgodno, radi objasnjenja, spomenuti poznati Cramerov postupak rjeSavanja sustava jednadzbi, kod

kojega za svaku nepoznanicu vrijedi:
- det .AZ

YT et A

(219)

66Podsjetimo se da je rang matrice jednak broju linearno nezavisnih stupaca ili redaka matrice sustava. Ako je
taj broj jednak broju nepoznanica, tada sustav ima jedinstveno rjesenje.
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Slika 103.: Oznake uz blisko polozene vektore

Matricu A; dobivamo zamjenom i—toga stupca vektorom desne strane b. O¢ito je da u slu¢aju det A = 0 rjeSenje
sustava nije moguce. Treba naglasiti da ovim na¢inom mozemo ucinkovito rijesiti sustave s najvise tri jednadzbe.

Za velike se sustave koriste puno brze metode (vidjeti 15. poglavlje).

Numericki gledano, nepovoljno je i ako je det A ~ 0, odnosno ako je matrica ,,skoro* singu-
larna. Takav se slucaj javlja ako je barem jedna funkcija ,,gotovo® linearno zavisna o preostalima.
Primjerice, tri pravca u prostoru od kojih se dva gotovo podudaraju ,,bolje” odreduju ravninu
nego prostor. Ako su sva tri vrlo bliska, bolje odreduju pravac nego prostor. Slicno tome, dva
skoro kolinearna pravca ,,bolje definiraju® pravac nego ravninu. U tim je slucajevima sustav jed-
nadzbi loSe uvjetovan i dobiveno rjesenje nije stabilno. Zbog toga se postavlja i strozi zahtjev da
su funkcije linearno zavisne ako je

1 n

NP aipi, 220

Py a; ; 12 (220)
1#]

gdje je |a;| > 0 za barem jedno j, a ¢ je neki prikladno mali broj. Znaci da se ,rezultanta“ koor-

dinatnih funkcija ,,skoro“ podudara sa smjerom vektora ;. Slikovito receno, time se izbjegavaju

ostri kutovi medu praveima koji tvore ravninu ili prostor (kut « na slici 103.).

11.3.4. Uvjet potpunosti

Koordinatne funkcije moraju zadovoljiti i uvjet potpunosti. Njega je prilicno tesko matemati-
¢ki formalno objasniti, jer postupak zahtijeva poznavanje nekih slozenijih podrucja matematicke
analize. Zbog toga je uvjet najbolje pokazati suprotnim primjerima — primjerima nepotpunosti.
Primjerice, ako za aproksimaciju progibne linije kontinuirano optere¢ene proste grede izaberemo
funkcije s istim polozajem nultocke, tada Ce i njihova kombinacija dati nultocku na istome mjestu
(slika 104.b). Takvu aproksimaciju ne mozemo prihvatiti kao dobru. Opet, iz numerickih razloga
nije dobro ako su nultocke blizu (interval A na slici 104.c). Sli¢no, ako odaberemo simetri¢ne
funkcije, mozemo aproksimirati samo simetrican problem (slika 105.), jer antimetri¢no rjesenje
nije moguce opisati linearnom kombinacijom simetri¢nih funkcija. Ako su koordinatne funkcije
medusobno ortogonalne [ve¢ smo koristili sin(izrx/1)] 1 ako izostavimo, recimo prvu funkciju, tada
preostale funkcije mogu aproksimirati samo rjesenje ortogonalno na tu funkciju, jer su sve na nju
ortogonalne. Takva aproksimacija u primjeru savijanja grede nije dobra, jer prvi ¢lan najvise do-
prinosi kakvoci aproksimacije, odnosno oblik prve funkcije najbolje odgovara obliku progibne linije
grede (slika 106.). U slucaju simetri¢nog opterecenja (sve antimetricne funkcije tada otpadaju)
dobili bismo simetri¢nu, ali vrlo losu aproksimaciju progibne linije grede (slika 106.b).

Treba priznati: svaki je konacan skup funkcija nepotpun, jer ne moze totno opisati problem
s neizmjerno mnogo nepoznanica. Stovise, prema posljednjem primjeru vidimo da se u slu¢aju
skupa od n koordinatnih funkcija moze dogoditi da nismo u stanju dobro aproksimirati ni problem
s n+ 1 nepoznanicom. Ako nedostaje viSe vaznih koordinatnih funkcija, aproksimacija postaje sve
losija. Treba ipak spomenuti da postoje izuzeci kada se progibna linija podudara s raspolozivom
funkcijom ili se moze tocno opisati linearnom kombinacijom raspolozivih funkcija. Tada kazemo
da rjesenje lezi u podprostoru tih funkcija.
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Slika 105.: Simetri¢ne koordinatne funkcije [pod a)] i linearna kombinacija [pod b)]

11.3.4.1. Preciznije obrazloZenje uvjeta potpunosti. Uvjet potpunosti bi se priblizno mogao definirati:
Sustav koordinatnih funkcija je potpun ako se bilo koje potencijalno rjesenje moze po volji totno aproksimirati (u
smislu diskretnog oblika slabe formulacije) kao linearna kombinacija tih funkcija: w = 3" a;¢;. Pojam se vjerojatno
najbolje moze neformalno razjasniti ako se pokazu primjeri nepotpunosti:

e Sve koordinatne funkcije imaju istu nul-tocku.

e Sve koordinatne funkcije su simetri¢ne. Tada nije moguée aproksimirati mogucéa nesimetri¢na rjesenja. (Ipak,
ako unaprijed znamo da rjeSenje lezi u podprostoru simetri¢nih funkcija, tada je ovakav izbor koordinatnih
funkcija u tome podprostoru potpun.)

e Nedostaje prvi (opéenito neki od pocetnih ¢lanova koji se ne smiju zanemariti) ¢lan razvoja u Fourierov red.
Ili blize Ritzovoj metodi, pretpostavimo da su za koordinatne funkcije odabrane svojstvene funkcije istog
problema (ili nekog drugog problema na istoj geometriji), pa je izostavljen prvi ¢lan.
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Slika 106.: Aproksimacija progiba simetricno optereéene grede bez doprinosa prve koordinatne
funkcije

Strogo govoredi, bilo koji unaprijed odabrani kona¢ni sustav koordinatnih funkcija je nuzno nepotpun. Naime
toc¢nost aproksimacije je ograni¢ena brojem koordinatnih funkcija. Aproksimacija ne moze biti po volji toé¢na. Da bi
sustav bio potpun mora se broj koordinatnih funkcija odrediti nakon izbora Zeljene toénosti aproksimacije. (Ranije
je spomenuto da aproksimacija moze biti po volji to¢na.)

U strozem matematickom obliku pojam potpunosti bi se mogao definirati: Sustav koordinatnih funkcija je
potpun ako s povecanjem broja funkcija niz Ritzovih aproksimacija konvergira prema to¢nome rjesenju slabe
formulacije. No odabrani primjeri ostaju nepotpuni ¢ak i za beskonacan broj koordinatnih funkcija. Ne konvergiraju
toénome rjesenju.

Ako se opisani primjeri ,,oslabe“, sistem postaje teorijski potpun, ali u racunanju s kona¢nom to¢noséu loSe
uvjetovan:

e Sve koordinatne funkcije imaju samo priblizno istu nul-toc¢ku. (Nultocke svih koordinatnih funkcija leze
unutar malog intervala.)

e Koordinatne funkcije su skoro simetricne.

e Sve koordinatne funkcije su skoro ortogonalne (skalarni produkt je malen) na prvi svojstveni vektor (ili na
toéno rjesenje).
11.3.5. Uvjet ortogonalnosti

Ispunjenje ovoga uvjeta nije nuzno, ali je pozeljno. Opcenito, za dvije funkcije f; i f; kazemo
da su ortogonalne ako vrijedi

l
;5 = /fz fj dz = 0, za 1 # ] (221)
0

Tada je matrica sustava A dijagonalna jer su svi ¢lanovi izvan dijagonale jednaki nuli. Takav smo
primjer upoznali kod metode Bubnov-Galerkin ( fi=zeiif; = IC(goj)), sa sinusnim funkcijama
w; 1 K(p;). Lako je uociti da su dijagonalne matrice povoljne za numericko rjeSavanje sustava
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Slika 107.: ,,Slabo ortogonalne“ koordinatne funkcije za aproksimaciju rjesenja: a) na prostoj gredi:
o1 =xz(l—1x), po = 2*(l —x) i 3 = 2*(l — x), b) na konzoli: v; = 2%, Yy = 2° i p3 = z*

pripadajucih jednadzbi, jer se svaka jednadzba moze rijesiti neovisno. Ali, ortogonalne funkcije je
tesko pronaci za op¢i, prostorni podmodel. Medutim, dovoljno je zahtijevati da budu ,,priblizno
ortogonalne®, a takve je funkcije puno lakse pronaci. Za objasnjenje ideje podimo od potpuno
suprotnoga primjera.

Na slici 107. su prikazane funkcije za koje uvjet ortogonalnosti nije ni ,,priblizno* ispunjen. To
je lako dokazati ako na njih primijenimo izraz za Ritzovu (ili bilo koju drugu) metodu

l

a; = /(pf(p;' dz, (222)
0

gdje, u smislu opcega izraza za ortogonalne funkcije (221), vrijedi ¢ = f; i ¢j = f;. Dvos-
trukim deriviranjem funkcija i potom integriranjem dobivenoga produkta dobivamo velike iznose
¢lanova izvan dijagonale u odnosu na dijagonalne ¢lanove matrice sustava. Stovise, ovakav izbor
funkcija narusava i uvjet potpunosti, jer naglasavaju upetost (prva derivacija, odnosno nagib tan-
gente postaje sve manji) i kvare rjesenje problema, ponajprije na prostoj gredi, ali i na konzoli.
Primijetimo usput, da su funkcije nastale generiranjem niza u obliku ¢; = x*~tpy, i = 1,...,n.
Naslu¢ujemo da treba birati funkcije koje imaju nultocke unutar raspona. Pri tome je dobro da
(i zbog zahtjeva potpunosti), one budu jednoli¢no rasporedene. Ako u primjeru konzole zadrzimo
prvu koordinatnu funkciju ¢; = 22, bolje je odabrati druge funkcije u obliku ¢y = 2%(1/2 — x),
w3 = 2%(1/3 — 2)(2/3 — x) i tako dalje. Druga funkcija ima nul tocku u sredini raspona, a tre¢a u
1/3 1 2/3 raspona (slika 108.). Uocavamo ideju za generiranje koordinatnih funkcija: prvu funk-
ciju uvijek mnoziti polinomima koji imaju jednolicno rasporedene nul-tocke duz raspona grede.
Uvrstavanjem u (222) uocit ¢emo da ni sada matrica sustava nije strogo dijagonalna, ali je dija-
gonalno dominantna. Dijagonalni su ¢lanovi puno veéi od preostalih ¢lanova pripadajuceg retka i
stupca. To je, naglasili smo, povoljno za numericko rjeSavanje sustava jednadzbi.

11.4. Koordinatne funkcije nad dvodimenzionalnim
podruc¢jem proracuna

Iz uvjeta koje moraju zadovoljiti koordinatne funkcije vidimo da je osnovni problem Ritzove
metode dobar izbor tih funkcija. Ako njima dodamo i geometrijske nepravilnosti kojima se funk-
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Slika 108.: Dobar izbor koordinatnih funkcija u primjeru konzole: ¢, = 2%, ¢y = 2%(1/2 — z) i
o3 =2°(1/3 —2)(2/3 — 7)

cije moraju prilagoditi u slucaju dvodimenzionalnog ili trodimenzionalnog podruc¢ja proracuna,
s raznovrsnim rubnim uvjetima, problem postaje jos naglaseniji. Prema tome, izbor funkcija je
cesto vrlo tezak i nepraktican. Za jednostavnija podrucja, primjerice pravokutnog oblika sa zglob-
nim uvjetima oslanjanja, mogu se primijeniti posebna rjesenja poput dvostrukih trigonometrijskih
redova (slika 109.)

iz, y) = sin%sin‘%, i=1,....n i j=1,... m (223)

gdje su a i b duljine stranica promatranog podrucja. Lako se uvjeriti da za svaki ¢ i j vrijedi

Spi,j(ov y) = 90;/,](07y) = 07

i a7 = ;;/. a,’ pr— 0
pij(a,y) sou,J( 0) (224)
Soivj(xa O) = Soi,j(xv 0) =0,
(Pi,j(l’, b) = QOZJ-(SC, b) =0

Sto znaci da su duz rubova pomak i moment jednaki nuli (zglobni uvjeti). Zadovoljeni su i
geometrijski i prirodni rubni uvjeti.

Razmotrimo sada malo slozenije dvodimenzionalno podrucje u obliku konveksnog poligona
(slika 110.). Sada je nezgrapnije i teze pronaéi prikladnu familiju dvostrukih trigonometrijskih
redova, koja uz to zadovoljava razli¢iti rubni uvjet duz svakoga pravca. Postoji ipak elegantan
nacin generiranja takvih funkcija.

11.4.1. Omega funkcije: koordinatne funkcije definirane produktom funkcija

Najprije treba pronaci funkciju ¢ija ¢e vrijednost unutar podrucja biti pozitivna, a na rubu
jednaka nuli.%” To mozemo postiéi tako da u eksplicitnom obliku zapiSemo jednadzbe ravnina,

2z = a;x + by + ¢, 1=1,...,4; (225)

67Izvan podruéja nas vrijednosti ne zanimaju, jer taj dio prostora nije predmet proracuna.
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Slika 110.: Poligonalno podrué¢je proracuna u ravnini definirano skupom pravaca

koje presjecene ravninom z; = 0 (ravnina xy) odreduju implicitne jednadzbe pravaca koji ¢ine rub
podrucja:
a;x + by +¢; =0, 1=1,...,4. (226)

Zatim definiramo funkciju u obliku

w(z,y) =21-20- 23 24

227
= (a1 + bry + ¢1)(agx + boy + ¢2)(asz + b3y + ¢3)(asx + byy + c4). (227)

Radi se o plohi ,,napuhanoj“ nad zadanim podru¢jem. Sli¢no, produktom dvaju pravaca y; = r—a
i yo = & — ay dobivamo krivulju — parabolu w(z) = y; - y2 = (x — a1)(x — ag) pozitivhu nad po-
dru¢jem, preciznije segmentom [ay, as] (slika 111.).  Rub® podruéja ¢ine tocke a; i as koje do-
bivamo za y; = yo = 0, §to daje z —a; = 01 z —ay = 0. Analogno, ako neka tocka (z,y)
lezi na bilo kojem od pravaca, tada je prema (226) z; = 0 (zadovoljava jednadzbu pravca), pa je
prema (227) i w(z,y) = 0. Sada ispitujemo vrijednost svake funkcije z; za neku to¢ku unutar po-
drucja. Ako je vrijednost funkcije negativna, promijenimo predznak te funkcije. Druga moguénost
ne postoji, jer znamo da tocka ravnine mora s jedne strane pravca koji lezi u xy ravnini imati
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y=25—x2

Slika 111.: Parabola w = —y; - y» = —(z — 5)(x + 5) = 25 — 2? dobivena umnoskom dvaju pravaca
zapisanih u eksplicitnom obliku: y; =x —5iy, =2 +5

pozitivnu, a s druge negativnu vrijednost. I tako napravimo za sve cetiri funkcije. Na taj nacin
umnozak (227) uc¢inimo strogo pozitivnim (w(x,y) > 0) za svaku tocku unutar zadanoga podrudja.
Konacno, mozemo generirati Ritzove funkcije. Primjerice, funkciju w(z, y) mozemo mnoziti polino-
mima p(z,y), tako da opéenito vrijedi ¢;(x,y) = wpi(z,y), zai =1,...,n,ili g;(x,y) = wp;(z), za
i=1,....kigiz,y) =wpiy),zai=k+1,...,n. Uzmimo polinome oblika 1, z, y, 22, y*,...pa
(uz izostavljanje argumenata x i y) drugim nac¢inom generiranja koordinatnih funkcija dobivamo

Y1 = w, P9 = Wi, V3 = Wy, 04 = wa?, 05 = wy?, . .. (228)
Medutim, ovaj niz u smjerovima x i y podsjec¢a na nizove prikazane na slici 107. (ako je w = z(l—x)
za prostu gredu, a w = x? za konzolu) jer w upravo mnozimo s x, z2,... u smjeru x, odnosno s ¥,
y?,... u smjeru y. Spomenuli smo da je zbog losih svojstava tih nizova bolje odabrati polinome
oblika: 1/2 —x, (1/3 —x)(2/3 —x), 1/2 —y, (1/3 —y)(2/3 — y) i tako dalje. Ritzove funkcije su
tada

1 1 1 2
Y1 = w, 902:(.{)(5—1'), <p3:w(§—y>, <,04:w(§—x) <§—x), (229)

Jednako bi trebalo postupiti i u smjeru y. Vidimo da je za primjenu Ritzove metode na nekome
podrucju u ravnini dovoljno definirati funkciju w koja je pozitivna nad tim podrucjem. Nakon
toga je lako, mnozenjem s prikladnim funkcijama (spomenuli smo polinome) odrediti potreban
broj (n) koordinatnih funkcija. Zatim treba na poznati nac¢in aproksimirati funkciju pomaka,

w(z,y) = Z a;ipi(z,y), (230)

i provesti minimizaciju diskretnog oblika potencijalne energije dvodimenzionalnog modela (pri-
mjerice zida ili ploce). Slican, jednodimenzionalni postupak pokazali smo na primjeru savijanje
stapa (odjeljak 11.2.).

11.4.1.1. Primjeri omega funkcija. Probajmo odrediti oblik funkcije w nad nekim po-
dru¢jima u ravnini. Promotrimo najprije podru¢je u obliku pravokutnog trokuta s duljinama
kateta jednakim a (slika 112.). Definiramo rub podruéja kao

y=0, x—y=0, a—1x =0, (231)
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y y
A‘_ _\r
x-y=0 x-y=0
a-x=0 © a-x=0 ©
® ®
y=0 X y2: 0 X

A a L I a ),

7 2 ]

a) b)

Slika 112.: Podrucje proracuna u obliku pravokutnog trokuta s razli¢itim rubnim uvjetima: a)
zglobni, b) upeti duz osi apcisa

kojemu pripadaju jednadzbe ravnina
21 =, 29 =T — Y, z3=a—1, (232)
tako da je funkcija nad podrucjem oblika
w=2z-2"-23=ylx—y)la—x). (233)

Lako se uvr§tavanjem uvjeriti da je na rubu podru¢ja w = 0, a unutar podruéja w > 0 (slika
112.a). Na ovaj na¢in mozemo Ritzovom ili nekom drugom metodom rijesiti, primjerice, plocu
trokutnoga oblika sa zglobnim uvjetima oslanjanja. Ako zelimo da duz y = 0 funkcija w ima i
prvu derivaciju jednaku nuli (upetost plo¢e duz osi apcisa), ne mozemo iskoristiti funkciju (233)
jer prva derivacija ne ovisi o koordinati y. Imamo dw/0y = (x — 2y)(a — ), odnosno za y = 0
dobivamo dw/dy(x,0) = ax — x* # 0. Medutim, ako z; kvadriramo, w postaje:

w=y*(z —y)(a— 1), (234)
pa je
dw _ (2x — 3y)(a — z) (235)
By =Y Y )

¢ime dobivamo zeljeni rezultat duz osi x: dw/Jy(x,0) = 0 (slika 112.b).
Pokusajmo sada definirati koordinatne funkcije za podrucje oblika polukruga (slika 113.). Rub
lako odredimo s dvije funkcije: osi ordinata i polukruznicom. Njihove su jednadzbe

r=0 1 P —2>—y>=0. (236)

Funkcije kojima pripadaju ovi oblici ruba su

2 =, z =17 — 2% — 9, (237)
pa nad podru¢jem mozemo definirati plohu

w=z -2 =10r—z*—y?). (238)

Opisani postupak pouzdano vrijedi za razlicite oblike podrucja proracuna s konveksnim lomovima
ruba (slika 114.). Medutim, problemi nastaju u slucaju konkavnih lomova ruba. Primjerice, za
podrucje prikazano na slici 115. tesko je na ovaj nacin odrediti funkciju w. Ako je definiramo
kao produkt jednadzbi pravaca koji omeduju podrucje, dobit ¢emo vrijednost nula i na pravcima
z1 1 zg koji ga dijelom presijecaju. A njih moramo uzeti u obzir ako zelimo definirati konkavni
dio ruba. Jedan od nacina za svadavanje ovoga problema, ali i za generiranje koordinatnih funk-
cija nad slozenim podruc¢jem, prilicno proizvoljnog oblika, predlozio je ukrajinski matematicar
V. L. Rvacev.
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Slika 113.: Polukruzno podrucje proracuna
\ \ /

Slika 114.: Podrucja omedena konkavnim i konveksnim rubovima koji imaju konveksne lomove

——> konveksi lom 7* '\

) b)

11.4.2. R-funkcije: omega funkcije definirane logickim operacijama
nad funkcijama

Rvacev je doSao na ideju da logicke operacije Booleove algebre primijeni na funkcije. Zbog
toga je potrebno definirati pojam skupa i osnovne logicke operacije nad tim skupovima.

y
270
z;7=0 -
’ ® \@ @ 20
z,=0 X
z=0 @
konkavni z=0

lom

Slika 115.: Podrucje dijelom omedeno konkavnim rubom



11. Rayleigh—Ritzova metoda 117

Slika 116.: Dvodimenzionalno podrucje proracuna omedeno analiticki definiranim funkcijama

11.4.2.1. Formulacija problema. Neka je, u skladu s dosadasnjim razmatranjima, zadano
dvodimenzionalno podruc¢je omedeno dijelovima analiticki definiranih glatkih krivulja z;(x,y) = 0
(slika 116.). Prema zahtjevima koje smo do sada spomenuli, nad takvim podrué¢jem treba generirati
plohu, odnosno funkciju w(z,y), koja zadovoljava sljedece uvjete:

1. Funkcija i potreban broj njenih derivacija (ovisno o problemu koji aproksimirano) su nepre-
kidne, osim u singularnim tockama, poput lomova konture.

2. Unutar podrucja su vrijednosti funkcije pozitivne, a izvan podrucja negativne.

3. Vrijednost funkcije na rubu jednaka je nuli.

Prvi je uvjet potreban radi zahtjeva metode koju koristimo (Rayleigh-Ritzova, Bubnov-Galer-
kinova ili neka druga). Drugi i tre¢i uvjet definiraju pojam skupa i osnovne logicke operacije
nad njima. Tako, skup ¢ine sve tocke podrucja cije koordinate daju pozitivne (ili negativne)
vrijednosti funkcije z;. Rub koji dijeli dva skupa tvore sve tocke za koje je iznos funkcije z;
jednak nuli. Osnovne logicke operacije definirane su tako da je svojstvu istinitosti (T, engl. true)
pridruzeno svojstvo pozitivnost funkcije, odnosno z;(x,y) > 0, dok je neistinitosti (F, engl. false)
pridruzeno svojstvo negativnosti, odnosno z; < 0. Ako je z;(x,y) = 0, vrijednost istinitosti nije
definirana.

Primjerice, funkcija z(x,y) = 1—2%—y? je ploha definirana nad jedinié¢nim krugom sa sredistem
u ishodistu koordinatnog sustava. Ocigledno, ako se tocka (x,y) nalazi unutar kruga, vrijednost
funkcije z(z,y) je pozitivna (istinita). Recimo, za srediste kruga (0,0) dobivamo z(z,y) =1 > 0.
Ako se tocka nalazi na kruznici, vrijednost funkcije je jednaka nuli, jer koordinate tocke zadovo-
ljavaju jednadzbu kruznice, a ako pada izvan kruga, vrijednost funkcije je negativna (neistinita).

Nakon definiranja skupova i temeljnih logickih odnosa, Rvacev je odredio osnovne logicke
operacije (R-operacije) nad funkcijama (u prethodnome odjeljku koristili smo samo mnozenje
funkcija):

R — negacija (—z = —z). Logickoj negaciji funkcije odgovara promjena predznaka te funkcije.
Pozitivna funkcija postaje negativna i obratno.

R — disjunkcija (unija) (z; V, 22). Ona se definira kao

21 Vo 22 =21 + 20 + \/z% + 22 + 2021 2. (239)

R — konjukcija (presjek) (z; A, 22). Definira se u obliku:

21 Ng 22 = 21 + 29 — \/zf + 22 + 2021 29. (240)
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b)

Slika 117.: Unija [pod a)] i presjek [pod b)| funkcija 2z =z 1 20 = y.

Posljednja dva izraza sadrze konstantu « koja mora zadovoljiti uvjet —1 < o < 1. Uobicajeno je
uzeti a = 0. Tada se umjesto A, ili V,, pise samo A ili V.

Ako radi objasnjenja unije i presjeka uzmemo ravnine z; = x i z5 = y (prolaze kroz osi y
odnosno x pod kutom od 45°) i a = 0, tada korijeni predstavljaju jednadzbu stoSca, a w = 21 V 29
i w = 21 A 29 pozitivne dijelove funkcije (iznad ravnine zy) prikazane na slici 117. Ako je a@ # 0
baza stoSca viSe nije kruznog nego elipti¢nog oblika. Ovi se odnosi mogu i formalno dokazati, sto
ne¢emo provoditi. Treba spomenuti da unija i presjek ne moraju biti definirani opisanim izrazima.
Poopcéeno mozemo zapisati:

21V 2o = fi(z,y),

2Nz = folz,y), (241

gdje funkcije f; i fo moraju biti odabrane tako da zadovoljavaju tri osnovna uvjeta. Ipak, definicije
(239) i (240) su se pokazale najprakticnijima. R — ekvivalencija (z; = z3 = 27 - 29). Radi se
o obi¢nom mnozenju funkcija. Dvije funkcije su logicki ekvivalentne ako imaju istu vrijednost
istinitosti (obje su istinite ili lazne), a to je upravo svojstvo mnozenja. Produkt z; - z5 je pozitivan
(istinit) ako su obje funkcije istog predznaka, znaci logicki ekvivalentne.

Ovim je operacijama definiran nacin tvorbe nove funkcije, kao kombinacije dviju postojec¢ih
funkcija. Prilozenim je formulama odredeno podruc¢je nad kojim je definirana nova funkcija,
vrijednosti (oblik) funkcije i istinitost (predznak vrijednosti funkcije) nad tim podru¢jem. U
tablici 3. je priloZzena istinitosti pojedinih funkcija ovisno o istinitosti R—operacija nad njima.
Tako, primjerice, za z; > 01 2o > 0 dobivamo z; V 25 > 01 21 A 25 > 0 jer prema (239) i (240)

vrijedi
214204+ +22>0 1 ozt zm—/ 2 +22>0. (242)

Prvi je izraz vedi od nule jer su sva tri pribrojnika pozitivna, a drugi jer vrijedi nejednakost (ovdje
pravokutnog) trokuta: ako su z; i 22 katete, hipotenuza mora biti kra¢a od njihova zbroja, pa je
suma pozitivna. Primjenom ovih operacija mozemo odrediti funkcije w(z,y) nad vrlo slozenim
podruc¢jima. Tada takve funkcije zovemo R-funkcijama. Rijesimo nekoliko primjera.

11.4.2.2. Primjeri R—funkcija. Promotrimo podrucje (slika 118.a) definirano dvjema kru-
znicama jednakih radijusa r sa sredistima smjestenim na osi z, odnosno u tockama (—a,0) i (a,0):

P —(r+a)’-y*=0 i rrP—(r—a)P—-y*=0. (243)
Funkcije nad podruc¢jem imaju oblik

2 =1~ (v +a)’ -y i m=r—(r—a)* -y~ (244)
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119

’ 21 \ 29 ‘_‘21‘21\/22 21 N2 | 21 = 29

<0|<0]>0 <0 <0 >0
<0|=0]>0 <0 = =
<0|>01]>0 <0 >0 <0
= <0|=0 <0 = =
= =0|=0 =0 = =
= >0|=0 =0 >0 =
>0 <0]<0 <0 >0 <0
>0|1=0]<0 =0 >0 =0
>0 >0]<0 >0 >0 >0

Tablica 3: Istinitosti R — operacija u ovisnosti o istinitosti funkcija 27 i 2o

y
\__Xeo/
b)

y
T a ANE: ! , T
@\/
d)

Slika 118.: Razli¢iti oblici podrucja temeljenog na kombinaciji dvaju krugova: a) osnovni oblik, b)
unija krugova, c) presjek krugova, d) kombinacija z; A =29

Lako je provjeriti da je vrijednost funkcije z; pozitivna (istinita) unutar prvog kruga, a zs unutar
drugoga. Prema formuli (239) unija tih funkcija daje R—funkciju nad podrué¢jem sa slike 118.b, ¢iji
je oblik prikazan na slici 119. Buduéi da su obje funkcije pozitivne, tada je i unija pozitivna jer
je zbroj, zbroj kvadrata i umnozak takvih funkcija uvijek pozitivan. Rezultat mozemo potvrditi
u tablici 3. Primijetimo da su u tockama sjecista kruznica lomovi konture konkavni, Sto vise ne
predstavlja teskocu pri generiranju R-funkcije. Ipak, to su singularne tocke u kojima su prve
derivacije funkcije (nagibi tangenti) dw/0x i dw/dy neodredene (0/0), a druge derivacije §%w /dz>
i 0%w/dy? teze u neizmjerno (c/0, gdje je ¢ konstanta). U to se lako uvjeriti deriviranjem funkcije
i uvrstavanjem koordinata takve tocke. Ako ovu funkciju mnozimo s prikladnim polinomima,
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Slika 119.: Oblik R — funkcije nad tlocrtom sa slike 118.b definirane s w = z1 V 29

Slika 120.: Podruéje prora¢una u obliku 3/4 kruga

dobivamo proizvoljan broj dobrih koordinatnih funkcija nad pokazanim podruc¢jem. Sli¢no, ovisno
o primijenjenim R-operacijama mozemo dobiti funkcije w (R—funkcije) nad razlicitim dijelovima
podrucja definiranog s (243). Uvijek ¢emo dobiti pozitivnu funkciju (slike 118.c i d).

Ako zelimo definirati funkciju w nad podruéjem oblika 3/4 kruga (slika 120.), tada definiramo

rubove sa:
z =0, y=0 i 1-2"—y*=0. (245)

Pripadajuce su funkcije

2

2 =, 20 =1y i z3=1—2% — 9% (246)
Zatim trazimo gdje su funkcije pozitivne i piSemo
w=(21V23) A z3. (247)
Na kraju, odredimo funkciju w nad ,gljivastim“ podruc¢jem prikazanim na slici 121. Najprije
definiramo osnovne funkcije koje odreduju rub podrucja:
1/4—2*=0, 1—y=0, —y =0, y—2°+1=0. (248)
Pripadajuce plohe su

2 =1/4 — 22, 2o =1—y, 23 = —, u=y—2>+1=0. (249)
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Slika 121.: Gljivasto podrucje proracuna

Zatim definiramo R—funkciju:
W = [(21 N ZQ) V 2’3] N Z4. (250)

Ovako definirane funkcije mogu posluziti za generiranje koordinatnih funkcija za sve metode
o kojma smo do sada govorili.

11.5. Analogija Ritzove metode i metode Bubnov—Galerkin.

Moze se pokazati da se u slu¢aju linearnih problema koji imaju definiranu potencijalnu energiju
Ritzova metoda i metoda Bubnov—Galerkin podudaraju. Cisto intuitivno, ako na integral metode
Bubnov—Galerkin

Qi j Z/Wilc(@j)dﬁa (251)

Q

primijenimo parcijalnu integraciju, tada red derivacije jedne funkcije podintegralnog umnoska
smanjujemo za jedan, a druge funkcije poveéavamo za jedan. Postupak mozemo ponoviti vise
puta tako da uvijek smanjujemo derivaciju ¢lana KC(¢;), a pove¢avamo derivaciju clana ¢;, dok se
red derivacije obaju ¢lanova ne izjedna¢i. Mozemo pisati

Gy = / Alpo) Alp,) L (252)

gdje je A diferencijalni izraz upola manjega stupnja od stupnja diferencijalne jednadzbe mate-
matickog modela (stupnja operatora KC). Pri tome slobodni ¢lanovi koji nastaju svaki puta kada
primijenimo parcijalnu integraciju moraju isceznuti pa koordinatne funkcije moraju zadovoljiti
homogene geometrijske rubne uvjete. To u izvornoj formulaciji metode Bubnov—Galerkin nije
potrebno. Analogiju je lako uociti usporedbom s potencijalnom energijom deformacija Stapa (213)

l

Qi = / El,pj¢)dx (253)
0

kod kojeg je A = d?/dx?, a znamo da je prema diferencijalnoj jednadzbi stapa K = d*/dz*. Ako
usporedimo desne strane sustava (119) i (211) uoc¢avamo da se kod obje metode radi o integralu
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produkta kontinuiranog optere¢enja i koordinatne funkcije:

! l Ty
bi - /@indx7 bz = /pf,ZQOZ'dl’ + /pq,zgoidx- (254>
0 0 Ta

Zahvaljujué¢i analogiji s metodom Bubnov-Galerkin i Ritzovu metodu mozemo smatrati slabom
formulacijom u diskretnom obliku.

Medutim, dok se Ritzova metoda moze primijeniti samo na probleme s definiranim funkciona-
lom energije, metoda Bubnov-Galerkin vrijedi i u slu¢ajevima kada taj funkcional ne postoji. To
su pretezno materijalno i/ili geometrijski nelinearni problemi ili problemi s izrazenim energijskim
gubicima za koje ne postoji (jednoznaéno) definiran potencijal gubitka energije.

Ako se nelinearni problemi rjeSavaju kao niz uzastopnih linearnih koraka, u svakome koraku mozemo odrediti
prirast energije koji u opéem sluc¢aju nije linearan. Tada ni ¢lanovi matrice A nisu konstante — ovise o nepoznatim

koeficijentima a;.

Za usporedbu, parcijalna integracija ne bi dala Zeljeni rezultat kod metode najmanjih kvadrata,
jer joj pripada integral

s = [ KoK (o) (255)

Kako god proveli parcijalnu integraciju, red derivacije jednoga podintegralnog ¢lana mora se
povecati, jer oba sadrze diferencijalni operator jednadzbe matematickog modela. Zbog toga se
kod ove metode parcijalna integracija i ne provodi. Znaci da metoda najmanjih kvadrata zahti-
jeva vecu klasu neprekidnosti koordinatnih funkcija nego metoda Ritza ili Bubnov—Galerkina.
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12. Pristup proracunu konstrukcija prije MKE — temelji
provjere suvremenih proracuna

12.1. Uvod

Zahvaljujué¢i metodama teziniranih reziduala i Rayleigh-Ritzovoj metodi rijeSeni su mnogi
podmodeli s razli¢itim opterecenjima i uvjetima oslanjanja. RjeSenja su za pojedine slucajeve
zidova, ploca i ljusaka prilozeni u priru¢nicima u obliku formula ili tablicno. Medutim, nerijetko
bi se pojavio problem koji nije postojao u takvim priru¢nicima, a nijedna od spomenutih metoda
ne pruza moguénost cjelovitoga rjesavanja slozenijega podmodela (primjerice ljuske s nepravilnim
otvorima), ili neke konstrukcije sastavljene od vise podmodela (Stapova, ploca, ljusaka). Zbog
toga su se inzenjeri na razlic¢ite nacine snalazili prilikom proracuna slozenijih nosivih elemenata
i objekata u cjelini. Pri tome su morali problem svesti na niz jednostavnijih statickih sustava, s
jasnim prijenosom sila, a nejasne su se situacije nastojale procijeniti na sigurnu stranu. Takve su
prosudbe morale biti utemeljene na osnovnim nacelima mehanike (primjerice uvjetima ravnoteze)
i rezultatima vise ili manje pribliznih postupaka. Neki od njih, poznati od davnina, spomenuti su
u Uvodu ovih biljeski. S razvojem tehnicke mehanike pojavili su se i bolji nacini procjene koji su
predmet ovoga poglavlja. Iako se danas konstrukcije mogu prorac¢unati puno preciznije,% takvi
su postupci vazni radi razumijevanja ponasanja konstrukcije i interpretacije rezultata formalnoga
proracuna.

12.2. Poznata rjeSenja jednostavnih problema

Realni se problem ¢esto moze interpretirati kao modifikacija nekoga ,,Skolskog® primjera iz
udzbenika ili prakse koji tada sluzi za procjenu rjesenja toga problema. Navedimo jednostavne
primjere: homogeno stanje naprezanja ili deformacija, , kotlovska formula“ za tanku cilindricnu
ljusku pod djelovanjem konstantnog pritiska iznutra (slicno rjesenje postoji i za sfernu ljusku),
rjeSsenja za jednoliko optereéene pravokutne i kruzne ploce s razli¢itim rubnim uvjetima, oblik
koncentracije naprezanja oko kruznog otvora na jednoliko optere¢enoj beskonacnoj stijeni, para-
zitni momenti na rubovima ljusaka, poznata analiticka i numericka rjeSenja za visokostjene nosace,
naborane konstrukcije, gljivaste stropove, kupole, hiperbolne paraboloide i druge oblike s jednos-
tavnim optereéenjima. Inzenjer obi¢no vizualno zapamti takva rjesenja (oblike dijagrama pomaka,
unutarnjih sila i sliéno), a u pojedinim jednostavnijim slu¢ajevima i formule u zatvorenom obliku
ili priblizne ekstremne vrijednosti numerickoga rjesenja.

12.3. Analogije

Ve¢ od daleke proslosti graditelji su odredivali optimalne oblike lukova, svodova, kupola i drugih
tlacnih konstrukcija (primjerice poznatih Gaudijevih paradoksalnih konstrukcija) po analogiji s
oblikom mreze vlaéno opterecenih niti. I danas se rjeSenje problema ¢esto nalazi (ili provjerava)
prema analogiji s nekim drugim problemom koji je bolje istrazen ili se moze jednostavnije rijesiti
ili je s njim lakSe eksperimentirati u laboratoriju ili ga konstruktor bolje poznaje. Analogija moze
biti jaka (kada dva problema imaju zajednicki matematicki model — obi¢no istu diferencijalnu
jednadzbu) ili slaba (primjerice, vizualni prikaz neke pojave, problema ili rjeSenja asocira na neku
drugu pojavu, problem ili model).

68Rijec ,,preciznije“ treba shvatiti uvjetno. Vidjeti 16. poglavlje.
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12.3.1. Jaka analogija

Jaka analogija se upotrebljava u teorijskoj analizi konstrukcija i u pokusima. Nekoliko ¢estih
primjera iz konstruktorske prakse i istrazivanja su: analogija tlacne konstrukcije s vlaénom (pri
nalazenju oblika), torzije u elasticnom podru¢ju s deformacijom membrane, torzije u plasticnom
podrucju s hrpom pijeska ili krovnom plohom, grani¢noga stanja ploce u plasticnom podrucju s
krovnom plohom, elektricnoga polja s poljem naprezanja i momentnoga dijagrama s progibnom
linijom.

12.3.2. Slaba analogija

Slaba analogija se primjenjuje za jednostavne i brze provjere proracuna, te ako jaka analo-
gija ne postoji ili je teska za rjeSavanje. Neke od takvih analogija su: resetkaste konstrukcije s
punostjenom, trajektorija naprezanja sa strujnicama pri laminarnom tecenju, ploce u elasticnom
podrucju s rostiljem, te cilindri¢ne ljuske i naborane konstrukcije s gredom.

Primjer slabe analogije izvan graditeljstva: izum tipkovnice pisatega stroja inspiriran je analogijom
s klavirskim tipkama.

12.4. Idealizacije

Idealizacija je pojednostavnjenje pri kojemu se uzimaju u obzir samo ona svojstva modela, za
koja se (ovisno o problemu) pretpostavlja da su dominantna. Cesti je primjer materijalna lineari-
zacija kojom se pretpostavlja neograniceno vazenje Hookeova zakona. Ovako idealizirani model
pregledniji je i dostupniji inzenjerskoj prosudbi, ali i matematickim formulacijama. U predkom-
pjutorsko je doba vazna korist toga pristupa bila pojednostavnjenje i skrac¢enje proracuna, bez
prevelikog utjecaja na tocnost. Danas nije toliko vazno trajanje proracuna koliko jasnoca inter-
pretacije. Nabrojimo joS nekoliko idealizacija koje sre¢emo u nasim modelima: apsolutno kruto
tijelo, geometrijska linearizacija, Winklerova podloga, Bernoulli-Navierova hipoteza za Stapove,
Kirchhoffova hipoteza za ploc¢e i membranska teorija ljusaka.

12.5. Aproksimacije

Aproksimacija je postupak kojim se izvorni model zamjenjuje pribliznom inacicom ¢ije je
ponasanje procijenjeno (vise ili manje) ,,na sigurnu stranu®“. Ponekad se, kod znacajnih objekata,
procjenjuje i pogreska zamjenskoga modela. (Spomenimo samo da i tvorba izvornoga modela
znaci aproksimaciju.) PribliZzenje se moze primijeniti na model ili njegov dio, optere¢enja, nacin
proracuna i pojasnjenje rezultata. Spomenimo tri tipicna postupka.

12.5.1. Interpolacija rjesenja

Interpolacijom rjesenja izmedu dva idealizirana ekstrema cesto se moze ,omediti“ rjeSenje
nekoga problema ako pouzdano znamo da se ono nalazi medu tim ekstremima. Takav je pristup
osobito koristan kada ne raspolazemo pouzdanim podacima. Primjerice, rjeSenje elasticno upete
grede lezi izmedu rjesenja greda sa zglobnim i upetim rubnim uvjetima.

12.5.2. Kvazistaticki proracun

U mnogim praktickim primjerima dobivaju se dovoljno dobri rezultati, ako se dinamicki
proracun zamijeni mnogo jednostavnijim statickim proracunom. Djelovanje vjetra, potresa ili
strojeva cesto se aproksimira statickim rasporedom i iznosima sila uve¢anim za procijenjeni di-
namicki faktor.
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Slika 122.: Bojama istaknuta hijerarhijska ovisnost medu nosivim elementima zgrade

12.5.3. Hijerarhijski model konstrukcije

Hijerarhijski model je u predkompjutorsko vrijeme bio gotovo jedini na¢in proracuna slozenih
konstrukcija. Konstrukcija se rastavlja na niz hijerarhijski medusobno ovisnih elemenata, ¢ime se
zadatak rasclanjuje na nekoliko mnogo jednostavnijih koraka. Ovakvo rastavljanje je vazno za
inzenjersku prosudbu, jer je staticki sustav mnogo lakse interpretirati, provesti kontrole, a cesto i
rjesavati napamet. To je moguce, jer se model rasclanjuje na niz neovisnih cjelina s malim brojem
nepoznanica.

Promotrimo poznati primjer: rucni hijerarhijski proracun zgrade na vertikalno opterecenje.
Primarna je konstrukcija sastavljena od ploca na sekundardnim i glavnim gredama te okvira (ili
zidova) s temeljima koji leze na tlu (slika 122.). Faze proracuna su:

1. Proratun plo¢a (sivo). Ploca lezi na gredama i preckama okvira koje se idealiziraju kao apsolutno
krute i nepomicne (nemaju ni pomake krutoga tijela), pa predstavljaju lezajeve ploce.

2. Proratun sekundarnih greda (crveno). Pretpostavlja se da je ploca apsolutno gipka na savijanje
te samo opterecuje sekundarne grede. Glavne grede i precke okvira i dalje smatramo apsolutno
krutima, pa predstavljaju oslonce sekundarnih greda.

3. Proralun glavnih greda (plavo). Ploca i sekundarne grede sada su apsolutno gipke a precke
ostaju apsolutno krute i nepomicne, pa predstavljaju lezajeve glavnih greda.

4. Proratun okvira (naranasto). Ploce, sekundarne i glavne grede su apsolutno gipke i djeluju
u razini precaka kao optere¢enje okvira. Temelji su apsolutno kruti i nepomicni, Sto znaci da
pretpostavljamo i apsolutno kruto temeljno tlo.

Krutost ploce u srednjoj ravnini doprinosi krutosti svih greda i precaka okvira. To se uzima u obzir ,,sudjeluju¢om
Sirinom“ ploce koja se ukljucuje u presjek grede. Tako dobivamo T — presjek. Medudjelovanje ploce i grede ne

utjece na opisani hijerarhijski slijed.

5. Proratun temelja (zeleno). Stupovi okvira prenose teret na temelje, a oni na tlo. Stupovi (za-
pravo okviri, sve grede i ploce) sada su apsolutno gipki, a samo tlo ostaje apsolutno kruto.
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6. Proratun temeljnoga tla (nije prikazano). Temelji prenose opterecenje na tlo. Pogadamo, oni su
sada apsolutno gipki.

Uocavamo da se ponavljaju iste pretpostavke. U fazi proracuna unutrasnjih sila promatranoga
elementa krutost se hijerarhijski nizih elemenata zanemaruje, a hijerarhijski visi elementi apsolutno
su kruti i nepomic¢ni. Posljedica toga je da promatrani element uvijek nasljeduje opterec¢enje od
hijerarhijski nizeg, a rubne uvjete (lezajeve) dobiva od viseg elementa. Time je odreden (lako
rjesivil) zadatak za taj element.

Ovaj je pristup priblizan, jer u stvarnosti ne postoji samo ,,jednosmjerni“ utjecaj hijerarhijski
nizega elementa (optere¢enjem) na visi, nego i obrnuto. Deformacije nekog elementa uzrokuju
pomake i deformacije u svim elementima, Sto uzrokuje promjenu unutrasnjih sila u cijeloj kons-
trukciji. Zbog toga je to¢nije (premda ne uvijek) analizirati konstrukciju kao cjelinu, sto se svodi
na rjesavanje vecih sustava jednadzbi.

U danasnje vrijeme hijerarhijski nas proracun najvise zanima kao aproksimacija u ranoj fazi
projektiranja, koji zbog svoje jednostavnosti omogucuje brzi izbor pocetnih dimenzija eleme-
nata i jednostavno priblizno razjasnjenje ponasanja konstrukcije. Uglavnom smatramo da je kod
statickih sustava s jasnom hijerarhijom opisani pristup na strani sigurnosti.

I u slozenijim se konstrukcijama procjenjuje put prijenosa sila, iako hijerarhijske ovisnosti medu
nosivim elementima nisu tako jasne. Primjerice, u nepravilnim plosnim nosac¢ima pokusavaju se
nadi ,skrivene grede ili ,skriveni lukovi* — podrucja koja se ponasaju kao hijerarhijski visa (kruca
— prenose dominantni dio opterec¢enja). Takav je model jos manje to¢an od modela zgrade, ali
je prije pojave racunala bio i jedini mogué¢i nacin proracuna ,necistih® statickih sustava koji se
nisu mogli analiticki rijesiti (poput konstrukcija Nervija, Torroje, Finstenwaldera i Freyssineta).
Ovaj je pristup i danas koristan, jer potic¢e na inzenjersko rasudivanje i olakSava analizu rezultata,
premda u slucaju slozenih prostornih konstrukcija moze biti vrlo tezak. Pri rasclanjivanju takvih
statickih sustava treba biti oprezan s uvodenjem hijerarhijskih pretpostavki. Greske mogu biti
pogubne!

12.6. Iskustvena pravila

Graditelji su oduvijek nastojali prenositi iskustvo na mlade, pa su podatke biljezili u obliku
niza pravila koja su se prenosila generacijama. Iz Rimskoga carstva poznata je Vitruvijeva knjiga%
kojom su se sluzili graditelji jos dugo poslije propasti carstva. U njoj se nalazi veliki broj iskustve-
nih pravila (engl. rules of thumb) koja su, izdrzavsi stolje¢a provjere, jaméila starim majstorima
sigurnost njihovih gradevina. Tako je primjerice preporuceni omjer visine i debljine stupa od 9,5
ili medusobnih razmaka i debljine stupova od 2,25 ulijevao graditeljima povjerenje u pouzdanost
od rusenja.

Pravila se nisu uvijek mogla slijediti u potpunosti, ali su odstupanja obi¢no bila mala. Najbolji
i najhrabriji graditelji ponekad su se usudili znac¢ajno odstupiti od uzanci i dati novo rjesenje. Ako
je taj iskorak bio uspjesan, nastalo je novo pravilo. Graditeljstvo je na taj nac¢in napredovalo, ali
vrlo sporo. Neuspjesi su bili vrlo cCesti, a ruSenja s tragicnim posljedicama bilo je neusporedivo
viSe nego danas.

I u suvremenoj praksi postoje slicno motivirana pravila koja se kod uobicajenih konstruk-
cija uvijek slijede: preporucljive dimenzije ravninskih i plosnih nosa¢a u odnosu na raspon i
opterecenje, spljostenost luka, svoda ili kupole, prosjecna tezina konstrukcije ili utrosak celika po
kvadratnome ili kubnom metru, osnovna frekvencija i oblik osciliranja tipi¢nih konstrukcija zgrada,
te mnoga druga. I ta su pravila nastala modifikacijom starih preporuka zbog pojave novih materi-
jala, konstrukcija, tehnologija izvedbe, namjena objekta, nacina spajanja, ali i ,mode*. Iskusan ¢e

69Marcus Vitruvius Pollio: The ten books on architecture, Dover Publications, New York, 1960.
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inzenjer opaziti odstupanja od uobicajnih vrijednosti, Sto ¢e ga potaknuti na provjeru. Iskustvena
se pravila mijenjaju i nadopunjuju i danas, a Vitruvijeva je zamisao aktualna u jos vec¢oj mjeri
kroz razlicite oblike tipizacije detalja i ¢itavih konstrukcija, ukljucujuéi i postupke njihove izvedbe.

12.7. Propisi

Danasnja pravila nisu samo iskustvena, nego sadrze i stroge, teorijski i pokusima utemeljene
formule. Stovise, neka su pravila obvezna, a to su norme i propisi. Naravno, takvi podaci pos-
toje u priru¢nicima, ali korisno je vrijednosti koje se ¢esto primjenjuju znati napamet. (Njih se i
nauci nakon vise primjena.) Evo nekoliko primjera: mehanicki podaci o materijalu (¢vrstoca, mo-
dul elasti¢nosti, Poissonov koeficijent i granica popustanja), faktori sigurnosti, dopusteni progibi,
omjer debljine i promjera cijevi potreban za Stapni pristup, formule za dimenzioniranje i sli¢no.

Postoji analogija s uéenjem stranoga jezika. Sto vise rijeéi i gramatickih pravila nekoga jezika znamo napamet

i njima se sluzimo bez svijesnoga razmisljanja, to bolje znamo taj jezik.
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13. Metoda konacnih elemenata

13.1. Motivacija

Do sada smo obradili dva integralna pristupa numerickoj formulaciji problema. Jedan je teme-
ljen na ocjeni reziduala diferencijalne jednadzbe matematickog modela i tu smo spomenuli metode
Bubnov—Galerkin, najmanjih kvadrata, kolokaciju u tocki, kolokaciju po potpodrucjima i na kraju
metodu konac¢nih razlika. Drugi je temeljen na minimizaciji ukupne potencijalne energije mate-
matickog modela iz koje proizlazi Rayleigh-Ritzova metoda. Pokazali smo da sve metode mozemo
smatrati diskretnim oblikom slabe formulacije koja je dobivena primjenom aproksimacije polja
pomaka u obliku:

W= aip (256)
=1

Zahvaljuju¢i takvoj aproksimaciji, primjenom bilo koje od metoda dobivamo sustav linearnih
algebarskih jednadzbi:
Aa=b. (257)

Clanovi matrice sustava a; ; mogu se opéenito zapisati kao:

;= /Iﬁilc(cpj)dﬁ, i=1,...,n; j=1,...,n; (258)
Q

odnosno za Ritzovu metodu:

0= [A)A@MT,  i=Lm G-l (250)
Q

Clanovi vektora desne strane za diskretni oblik slabe formulacije i Ritzovu metodu su:

b; Z/wiqzdﬁ, i=1,...,m b; :/soiqzdﬁ, i=1...,m (260)
Q

Q

gdje su 1; test, a ¢; koordinatne funkcije nad podrucjem Q. I ovdje je lako uoéiti analogiju medu
metodama. Ako u izraz za ¢lanove matrice sustava (258) uvedemo smjenu ¢; = A(p;) 1 K = A,
a u lijevi izraz za desne strane (260) stavimo 1); = ¢; dobivamo Ritzovu metodu. Kod svih su
metoda komponente vektora a nepoznati parametri linearne kombinacije (256):

a=la,...,a,) , (261)

koje dobijemo rjesenjem sustava (257). Metode su se razlikovale ovisno o izboru test funkcija
koje su bile kontinuirane po cijelom podrué¢ju, po potpodrucjima (kolokacija po potpodrué¢jima)
ili diskretno definirane u tockama (Diracova funkcija kod metode kolokacije ili kona¢nih razlika).
Medutim, kod svih metoda moramo na cijelom podrucju poznavati:

1. diferencijalnu jednadzbu (izraz K) ili potencijalnu energiju (izraz A), ako uopée postoji i
(jos zahtjevnije),

2. koordinatne funkcije ¢; 1 dovoljan broj derivacija K(ip;), odnosno A(y;).
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Zbog toga nije jednostavno primijeniti spomenute metode na geometrijski slozenija podrucja pro-
racuna, ¢ak i ako kao cjelinu promatramo jednostavni Stapni sustav u ravnini. (Da ne govorimo
o kombinaciji vise podmodela: Stapova, ploca i ljusaka.)

Izbor koordinatnih funkcija je tezak jer (ma kako podrucje bilo slozeno) moraju zadovoljiti i
nuzne uvjete: neprekinutosti, linearne nezavisnosti i potpunosti. Kod Ritzove metode funkcije
moraju jo$ zadovoljiti i homogene geometrijske rubne uvjete. Ako poznajemo K ili A, primjenom
R — funkcija mozemo rijesiti vrlo slozena podruéja u ravnini (i prostoru), primjerice zidove i ploce
razlicitih oblika, s pravilnim ili nepravilnim otvorima. Ipak, ako plo¢i dodamo jos stupove i grede,
problem postaje gotovo nerjesiv, jer je vrlo tesko definirati diferencijalnu jednadzbu ili potencijalnu
energiju i prikladne R — funkcije nad tako slozenim podrucjem. Ako to uspijemo, znamo funkcije
¥; 1 ¢;, pa mozemo odrediti podintegralne izraze u spomenutim metodama (nije tesko analiticki
derivirati i slozenije funkcije). Problem ostaje kako analiticki integrirati te izraze.

Zbog toga najceS¢e moramo posegnuti za numerickom integracijom, jer se radi o vrlo slozenim
izrazima. Ve¢ zbog toga trebamo neku diskretizaciju po podrucju. (Sjetimo se, recimo, diskre-
tizacije intervala kod primjene trapezne formule.) Nakon integriranja, dobivamo matricu sustava
koja je najceSée puna, jer su svi integrali razli¢iti od nule,”® a kod nekih je metoda matrica jos i
nesimetricna s mogué¢im nulama na dijagonali.

13.2. Kljuéna zamisao: podjela modela na manja podrucja

Medutim, motivirani postupcima kojima se rjesavaju Stapni sustavi (metoda pomaka poznata
je jos s kraja XIX. stoljec¢a), diskretizacija modela tako da koordinatne funkcije ¢; budu
definirane po djelovima modela pokazala se kao pravo rjesenje. Kljuéno je uociti da i tako,
lokalno definirane funkcije (za element, pa i za ¢évor) mogu u linearnoj kombinaciji > 1 | a;p;
aproksimirati progibnu liniju modela (slika 123.a—c). Poopéenje toga pristupa na slozenije (ne
samo Stapne) modele (slika 123.d-f) ne moze se pripisati jednome autoru. Ukratko, ¢ini se da
je matematicku podlogu prvi dao Courant 1943. godine. Njegova su razmisljanja bila ispravna,
ali tada ne previSe zanimljiva, jer se metoda nije mogla primijeniti bez racunala. Ipak, uz puno
muke postupak je ,ru¢no“ upotrebljavalo nekoliko autora, ponajprije Southwell, diskretizacijom
kontinuuma Stapnim elementima, jos 1946. godine. Diskretizaciju plosnog podrucja na ,,trokutna
potpodrucja® (tada se jo§ nisu zvali kona¢nim elementima), prvi su nacinili Argyris i Turner
1956. godine. Naziv , konacni element“ prvi je puta upotrijebio Clough 1960. godine.

13.3. Izbor metode za primjenu diskretizacije

Zamisao diskretizacije moze se primijeniti na ve¢inu metoda koje smo do sada spomenuli. Izu-
zetak su metoda kolokacije u tocki i metoda konacnih razlika kod kojih ¢lanovi sustava jednadzbi
ne sadrze integrale po podrucju, pa diskretizacija nema smisla. Odmah treba istaknuti da primje-
nom ove ideje matrice sustava preostalih metoda vise nisu pune nego vrpcaste. Ipak ostaju neki
nedostatci koji su utjecali na slabiju primjenu tih metoda.

Primjerice, metoda kolokacije po potpodrucjima nije popularna jer, kako smo pokazali, nastaje
nesimetri¢na matrica s mogué¢im nulama na dijagonali tako da trebamo vise memorije za spremanje
i viSe vremena za proracun dobivenog sustava. Zbog toga se najvise koriste metoda najmanjih
kvadrata i metoda Bubnov — Galerkin jer njihovom primjenom dobivamo simetri¢ne matrice.

Medutim, Ritzova metoda je u prednosti u odnosu na obje metode jer uz simetri¢cnu matricu
sustava trebamo manji stupanj neprekidnosti (glatkosti) koordinatnih funkcija (klase n/2 — 1, a
ne n — 1). Ipak, kod metode Bubnov — Galerkin mozemo parcijalnom integracijom smanjiti stu-
panj neprekidnosti funkcija, a nije potrebno poznavati potencijalnu energiju modela sto zahtijeva

"0Koordinatne se funkcije pruzaju po éitavome podruéju €2, a u pravilu nisu ortogonalne.
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Slika 123.: Diskretizacija modela: a) — ¢) stapnoga, d) — f) plosnoga

Ritzova metoda. Spomenuli smo da ovaj postupak nema ucinka kod metode najmanjih kvadrata.
Prema tome, metoda Bubnov — Galerkin postaje poopc¢enje Ritzove metode s najmanjim brojem
pretpostavki u odnosu na sve numericke metode koje smo obradili.

Buduci da su modeli koji se analiziraju u ovome kolegiju linearni, postoji potencijalna energija
deformacija, pa je dovoljno diskretizaciju primijeniti na Ritzovu metodu. Zbog toga poopcéenje
na metodu Bubnov — Galerkin ne¢emo provoditi, iako je postupak vrlo slican i ne predstavlja
posebnu teskocu.

13.4. Uvodni primjer — konac¢ni element uzeta

Dakle, temeljna zamisao koja rjeSava probleme spomenute u prethodnom odjeljku moze se
podijeliti u dva koraka. Najprije podijelimo podruc¢je na potpodrucja jednostavnijih oblika. To i
nije novi pristup — ve¢ smo ga koristili kod metode kolokacije po potpodrué¢jima. Drugi je korak
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Slika 124.: Primjer diskretiziranoga uzeta.

kljucan. Treba definirati koordinatne funkcije ¢; tako da budu razli¢ite od nule samo lokalno,
nad pripadajuéim potpodru¢jima. (Primijetimo razliku: tako definirane test funkcije postoje kod
metoda kolokacije ili konac¢nih razlika, ali koordinatne funkcije ne).

Razmotrimo, radi objasnjenja postupka, primjer s pocetka kolegija — uze zanemarive tezine
optereéeno utezima (slika 124.). Uze je podijeljeno na potpodrué¢ja koja zovemo elementima.
Krajevi elemenata odredeni su tockama koje zovemo €vorovima. Razmaci medu ¢vorovima
(duljine elemenata) ne moraju biti jednaki, niti je potrebno opteretiti sve ¢vorove. Neka je sila u
uzetu velika u odnosu na opterec¢enja, odnosno N > G5 4+ G4, tako da su progibi ¢vorova w; mali
prema rasponu uzeta. (Na slici 124. su zbog objasnjenja pomaci jako karikirani.) Stovise, zbog
zanemarive tezine uzeta provjes medu ¢vorovima mozemo zanemariti.

13.4.1. Potencijalna energija modela uzeta

Za uze, poput Stapa, vrijedi isti izraz za energiju (196), jer se radi o trodimenzionalnim mode-
lima koji se opravdanim transformacijama (ograni¢enjima) pretvaraju u podmodele kojima svoj-
stva tijela svodimo na liniju, odnosno os:

l l xp ba(x)
1
H(aw,ex,w)—é/ /axedi dx—/ /fzwdA d:c—/ /qzwdy dx. (262)
0 \A(z) 0 \Az) za  \bi(z)

Kao i u slucaju stapa najprije treba odrediti vezu izmedu uzduznih deformacija ¢, i provjesa
uzeta w, jer trebamo izraz za energiju koji ovisi samo o tome provjesu. Uzduzna deformacija ¢,
nastaje zbog produljenja i provjesa uzeta. Utjecaj produljenja odreden je poznatim izrazom du/dx
i mozemo pretpostaviti da se radi o malim vrijednostima (du/dx < 1). Doprinos od provjesa
nastaje jer uvjete ravnoteze moramo postaviti na prognutome uzetu. U suprotnome nismo u
mogucnosti zadovoljiti uvjete ravnoteze ¢vorova u vertikalnome smjeru. Vidimo da poligon sila
u optereéenim ¢évorovima nije zatvoren (slika 125.). Prema slici 126. relativno produljenje dijela
uzeta duljine dxr mozemo izraziti kao:

dw 2 2
1+ (—) dx
ds —dx ds dx

:——1:
dx dx dx

1=

1=

1+ @—Z)?] T 1, (263)

pri cemu smo za proracun ordinate usvojili odnos tan(dw/dz) =~ dw/dz koji vrijedi samo uz
pretpostavku maloga kuta zaokreta, odnosno dw/dxr < 1. Zbog toga je vrijednost ordinate
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-

b)

Slika 125.: Pogresni polozaj ravnoteze optereenoga uzeta: a) oblik uzeta, b) poligon sila u op-
tere¢enome ¢voru

dx

Slika 126.: Osnovni odnosi uz oblik deformiranoga uzeta

tan(dw/dz) - dv ~ dw/dx - dz. Ako Elan koji sadrzi korijen razvijemo u binomni red™ i pri tome
zanemarimo sve ¢lanove s potencijom ve¢om od dva, dobivamo:

1
dw\? |’ 1 (dw\®> 1 [(dw\*
1 — =1+-(—] —=(— 264
+(dw)] +2(d:v) S(dx) * (264)

~
zanemareno

Prema tome, (263) mozemo zapisati kao:

ds — dx 1 /dw\?
— ~ 5 (%) ) (265)

Konacno dobivamo izraz za uzduznu deformaciju u obliku:

du 1 (dw\’
Eo=—+=|—— , 266
dr 2 (dx) (266)
gdje drugi ¢lan predstavlja doprinos od provjesa uzeta. Usporedbom s prvim ¢lanom Green —
Lagrangeovog tenzora deformacija (3) uocavamo da se radi o nelinearnome doprinosu. Naime,
iako je ¢lan (dw/dz)? mala veli¢ina drugoga reda (jer je dw/dz < 1) nismo ga zanemarili u (264).
Tome je razlog sto problem ne moze biti u potpunosti linearan jer ravnotezu moramo postaviti na

"I Taj red nastaje sredivanjem Taylorovog reda primijenjenog na potenciranje sume. Podsjetimo se: (a + b)™ =

-1 —1)(n—-2
a™ + na(n—l)b + n(n2| )an—2b2 + n(n 3)'(n )an—3b3 4.
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prognutome uzetu. Ako bi uzeli (dw/dr)* = 0 nastaju dvije posljedice. Prvo, prema (263) lako
je zakljuciti da dobivamo (ds — dz)/dxz = 0, odnosno ds = dz, Dakle, pocetna (dx) i deformirana
duljina odsjecka stapa (ds) se podudaraju, $to znac¢i da promatramo nedeformirano uze. (Takav
pristup nije moguce primijeniti, jer zbog nedostatka krutosti na savijanje nismo u stanju postici
ravnotezu pri vanjskim djelovanjima.) Drugo, u izrazu za deformaciju (266) ostaje samo prvi,
linearni ¢lan: e, = du/dz. Uocavamo da su tek zanemarenjem kvadrata rotacije ispunjene obje
pretpostavke geometrijski linearnog modela (vidjeti odjeljak 4.3.).

Mozemo zakljuciti da je model geometrijski linearan ako su deformacije, kutovi zaokreta i kvadrati tih kutova
male veli¢ine prema jedinici. Strozi je zahtjev da su pomaci mali u odnosu na dimenzije modela (w < 1). Moze se
pokazati da su tada ispunjena sva tri zahtjeva (vidjeti odjeljak 4.2.3.).

Prema tome, pretpostavke o maloj uzduznoj deformaciji i zaokretu prema jedinici (du/dz < 1
i dw/dr < 1) ne znace nuzno da se radi o vrijednostima istoga reda velic¢ine (usporedimo li
jednu vrijednost prema drugoj). Zapravo, moze se dogoditi da je i vrlo mala vrijednost zaokreta
dovoljno velika da kvadrat te vrijednosti predstavlja doprinos uzduznoj deformaciji €, koji ne
smijemo zanemariti, odnosno: du/dz &~ (dw/dx)?*.

Buduéi da je 0, = Ee, prvi ¢lan u (262) postaje:

l 2
1 du 1 [dw\?
E2dA = — E|l—+-|(—
/ £ad du 2/ / [dm+2(dx)
A A

0

du\ 2 dul (dw\? 1 [dw\*
(2] (&) »za(E) «1(%) [#a|@-
A ~— ——

dA| dx =

N | —
o\JN

DO | =
\

L zanemareno zanemarenao.
(267)
v du ) U w2 d
u w w u
— E—(—) dA = _ — ) —FE [ dA =
2/ / dz (d:z;) da) dv 2/ (dq;) dz /d da
0 LA 0 A
——
L N J

y 2 y 2
l/N(d—w) d:ple/(d—w) dx.
2 dx 2 dx
0 0
S obzirom na prethodna obrazlozenja, tek su oznaceni ¢lanovi male veli¢ine drugoga reda, pa
ih smijemo zanemariti. Materijal je homogen, linearan i elastican, pa je modul elasticnosti F
konstantan po uzetu. U §tapnome je pristupu kut zaokreta, (pa i kvadrat te velicine) (dw/dz)?
konstanta po popreénome presjeku, a kod inacice uzeta i deformacija du/dz (uzduzna je sila
konstantna). (Time dobivamo da je £, = const. po presjeku stapa.) Prema tome, sve smo
vrijednosti mogli izluciti pred integral po povrsini.
Razjasnimo jos nesto. Izraz:

du
N=—FA=0,A, 268
o o (268)

pokazuje da uzimamo u obzir samo naprezanje o, = du/dz - E od produljenja uzeta. Naprezanje
uslijed deformacije 1/2 (dw/dz)? izazvane provjesom se zanemaruje. Smatramo da doprinos od
provjesa ne utjece na veli¢inu nego samo na smjer uzduzne sile. To je lako dokazati jer zbog
maloga kuta zaokreta (dw/dx < 1) vrijedi i: sin(dw/dzx) ~ dw/dx i cos(dw/dx) ~ 1, pa je iznos
sile u deformiranome i nedeformiranome uzetu jednak: N/cos(dw/dz) ~ N (slika 127.a). No, i
tako je moguce uravnoteziti silu G (slika 127.b i ¢). Prema tome, sila je u uzetu konstantna i
mozemo je izluciti pred integral po duljini.
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Slika 127.: Posljedice pretpostavke o malim rotacijama: a) konstantna uzduzna sila, b) poligon sila
u ¢évoru 2, ¢) sile u évoru 2

Preostala dva ¢lana u (262) transformiraju se u iste izraze kao i u slucaju stapa [vidjeti (206)],
pa kona¢no mozemo pisati:

l l Zb
1 dw
w) = QN/ (@) dz — /pfzwdx - /pq,zwdx. (269>
0 0

Ta

Prema svemu mozemo zakljuciti da u slucaju uzeta govorimo o velikome provjesu prema di-
menzijama uzeta i malim (ali ne zanemarivim!) rotacijama prema jedinici.

13.4.2. Primjena Ritzove metode na model uzeta

Ako u dobiveni funkcional energije uvrstimo aproksimaciju progibne linije u poznatom obliku:
W= ap, (270)
i=1

i provedemo postupak minimizacije kao u slucaju stapa (vidjeti potpoglavlja 11.2.2. 1 11.2.3.),
dobivamo sustav jednadzbi ravnoteze prema Ritzovoj metodi:

e

U matricnome obliku mozemo zapisati Aa = b, gdje je ¢lan matrice A i vektora desne strane b:

! Ty

w; d
% —Ldr = /pf,chidx + /pwgoidx, i=1,...,n. (271)
0

Ta

l Ty

!
i depj .
Qi j :N/ . dxjd i b, = /pﬁzgoid:n—i—/pq,zgoidx, (272)
0

0 Tq

a vektor nepoznatih parametara:
a=[a,...,a,)" (273)

Bududi da smo pretpostavili da je uze bez tezine, vrijedi ps. = 0, a opterecenje koncentriranim
silama G; uvijek mozemo smatrati jednoliko kontinuiranim duz malog odsjecka duljine A. (To je
u realnim konstrukcijama redovna pojava. Djelovanje u tocki je samo idealizacija koja prakticno
ne postoji.) Znaci da vrijedi p, ., = G;/A, pa mozemo pisati:

Ty Ty

G G [ G
b; = /pq,zgoid:c = /—(pidx = — / widr = —pi(x;) (T — xa) = Gipi(x;), (274)
A A A N

Za Ta La
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Slika 128.: Uz aproksimaciju koncentriranog opterecenja jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim
opterecenjem.

BW

Slika 129.: Progib uzeta pod djelovanjem koncentrirane sile

gdje je z; bilo koja tocka unutar segmenta [x,, 23], jer je opravdano smatrati da je nad segmentom
vrlo male duljine u odnosu na raspon funkcija ¢; konstantna (slika 128.). Medutim, ako A — 0,
tocka postaje mjesto djelovanja koncentrirane sile G;.

13.4.2.1. Izbor koordinatnih funkcija. Poznato je da diferencijalna jednadzba uzeta ima
oblik d*w/dz* = q./N (vidjeti Mehaniku I i Otpornost materijala I). To je obi¢na diferencijalna
jednadzba drugoga reda, pa je prema pododjeljku 11.3.1. n = 2. Prema tome, dovoljno je da
postoji prva derivacija (n/2) koordinatnih funkcija, jer i tada mozemo rijesiti integrale (272).
Znaci da funkcija mora biti neprekidna (klase C'(®), ali moze imati lomove. Ako upotrijebimo
takve koordinatne funkcije (slika 130.) mozemo aproksimirati progibnu liniju u obliku veriznog
poligona prikazanog na slici 124. U slucaju naSeg modela, to je ujedno i toéno rjesenje jer je uze
bez tezine optereé¢eno koncentriranim silama.

Radi se o totnome rjeSenju matematickog modela, a ne fizikalnog problema. Zanemarujemo ¢injenicu da stvarno
uze, konacne debljine, ne moze imati lom s radijusom jednakim nuli. Na mjestu djelovanja sile progibna linija uzeta
uvijek ima mali radijus (slika 129.). Zainteresirani studenti mogu pokusati utvrditi postoji li djelovanje momenata
duz uzeta i ako postoji kako bi izgledao dijagram tih momenata. Stovise, moze doéi i do plasti¢noga popustanja
uzeta na mjestu djelovanja sile i pojave vrlo velikih pomaka, pa predlozeni matematicki model viSe ne bi vrijedio.

Derivacija takve funcije je stepenasta (prekidna), ali i ispod takve funkcije (slika 131.a) i njenog
produkta (slika 131.b) je definirana povrsina tako da postoji integral a; ;. Treba istaknuti da su
svi integrali unutar matrice sustava A razli¢iti od nule (puna matrica), jer se koordinatne funkcije
pruzaju po cijelom rasponu uzeta, a u op¢em slucaju nisu medusobno ortogonalne. Sve spomenute
tvrdnje ne predstavljaju sustinski nista novo. Radi se samo o primjeni Ritzove metode na uze.
Sada dolazi vazan, novi korak.
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Slika 130.: Poligonalni oblik koordinatnih funkcija za aproksimaciju progibne linije uzeta.

N 5 , @)

b ® @) ¢

Slika 131.: Stepenasti oblik funkcije ¢} (x) [pod a)] i produkta h(z) @5(x) [pod b)]

13.4.3. Izbor koordinatnih funkcija za metodu konac¢nih elemenata

Zamislimo na trenutak da poznajemo deformirani oblik uzeta, odnosno progibe ¢vorova. Klju-
¢no je primijetiti da takvu poligonalnu liniju mozemo dobiti kao zbroj triju poligonalnih linija
koje se pruzaju samo na ogranicenome dijelu uzeta (slika 132.). Mozemo pisati:

W(z) = Wy(x) + W3(x) + Wa(x), (275)

odnosno zbrojem ordinata tako odredenih funkcija dobijemo polazni oblik progibne linije. Nadalje,
svaku od funkcija w;(x) mozemo zapisati kao produkt vrijednosti pomaka w; u ¢voru i i funkcije
istog oblika ¢;(z) koja na tome mjestu ima jedini¢nu vrijednost (slika 133.). Znaci da zapis (275)
mozemo transformirati u:

W(x) = Wapa(x) + Waps(x) + Waps(z) = Z@/% (276)

Funkcije ¢1(2) 1 ¢5(x) nisu potrebne jer su pomaci w; i w5 poznati i jednaki su nuli. O¢ito je da smo
i sada dobili poznati izraz za aproksimaciju progibne linije oblika (270), ali koordinatne funkcije
su razlicite od nule samo lokalno, a ne po cijelom rasponu uzeta. Ovakva nam aproksimacija
donosi niz prednosti.
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Slika 132.: Progibna linija definirana kao zbroj triju funkcija koje su razli¢ite od nule samo na
odredenom dijelu uzeta
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Slika 133.: Produkt pomaka nekoga ¢vora w; i pripadne koordinatne funkcije ¢;(x) jednak je dijelu
funkcije progiba w(x) na odredenom dijelu uzeta

13.4.4. Prednosti lokalno definiranih koordinatnih funkcija

Prema slikama 132. i 133. vidimo da su, za razliku od Ritzove metode, koordinatne funkcije
uvijek istoga oblika. Osim toga, jednostavnije su od onih na slici 130. i neovisne su o cijelom
rasponu uzeta, pa ih je lakse analiticki definirati. Uz to, koeficijenti a; sada imaju fizikalno
znacCenje: predstavljaju nepoznate pomake ¢vorova w;, pa vektor nepoznatih parametara (273)
prelazi u vektor nepoznatih pomaka ¢vorova:

(277)

W= [Wi,..., W,

Jedna od glavnih posljedica lokalno definiranih koordinatnih funkcija je da matrica sustava nije
viSe puna. (Sjetimo se istoga svojstva kod metode konac¢nih razlika.) Primjerice, ako integral po
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Slika 134.: Koordinatne funkcije ¢;(x) i pripadne derivacije ¢ (z)

72

rasponu raspisemo kao sumu integrala po elementima,’® za prvi ¢lan matrice (slika 134.) dobivamo:

l n n Ti41 )
1 1
o= [ st =N [rar=nY [ aar=n| [ (1) (3) &
0 = lz = xT;

o (278)

x3 T4 x5
+/ Ly (2L d:c+/0‘0dx+/0~0dx =N l—i—l :
lQ lg ll l2

z2 3 T4

jer je duljina elementa i jednaka [; = x; 11 — x;, a prva je derivacija koordinatne funkcije konstanta
jednaka nagibu tangente, dakle ¢'(x) = £tan«a; = 1/l;. Ako funkcija raste s obzirom na orijenta-
ciju osi z (prema dolje), tada je kut orijentiran u smjeru kazaljke na satu i derivacija je pozitivna.
U suprotnome slucaju je negativna. Slicno:

l T2 T3 Ta
1 1 1 1
k23:N/90/2<Péd37:N /—~0d:c+/ —= -—dx+/0- —=) dx
' I Iy ly I3
xso 1 2 3 (279>
1
—l—/O'de =—-N—.
ly
T4

"2Spomenuli smo da to vrijedi i za po dijelovima neprekidne funkcije, kakve su zaista funkcije ¢} (z)
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Medutim, za k34 dobivamo:

l T2 T3 T4
1 1 1
k724:N/4p’2g0£1dx:N /—-de+/ —— -0dm+/0-—dx
’ [y lo l3
0 x1 T2 3 (280)

T

5
1
—l—/O- (——) de| =0,
ly
T4
jer se funkcije ne preklapaju duz raspona uzeta, pa je uvijek jedan od clanova produkta unutar

svakog od integrala po elementima jednak nuli. Primijetimo da yo(z) zavrsava, a ¢4(x) pocinje u
¢voru 3. Sliéno mozemo postupiti i pri prora¢unu preostalih ¢lanova matrice, pa dobivamo:

-1+ 1 1 0 - -_- -G-
Lol I 2 2

N Ly by b bs =10, (281)
Ll |67

1 1 1 _ Gy
_— — 42| |w
A

Ako uze diskretiziramo s vise ¢vorova odnosno elemenata, mozemo uociti trodijagonalni oblik
matrice sustava:

11 1 1wl (o
T —— 0 2 2
LTL O Th
1 1 1 1 . Ws Gl
lh 1y I I
0 S 1y W Gl
ls I3 Uy ly o
. 1 1 1 1 ws Gs
N| 0 —= =+ —— 0 = : (282)

ln—l ln—l ln Wn G”

jer koordinatne funkcije zahvacaju najvise tri ¢vora. (U klasiénoj Ritzovoj metodi funkcije se
pruzaju po cijelom uzetu, pa su produkti ¢;(z)¢’; () uvijek razliciti od nule. Izuzetak su, naravno,
ortogonalne funkcije.) Drugim rije¢ima, ¢lanove razli¢ite od nule daju samo produkti derivacija
onih funkcija koje se preklapaju duz raspona. Na ovaj smo nacin, primjenom Ritzove metode na
diskretizirano uze, zapravo upotrijebili metodu konac¢nih elemenata.

13.4.5. Analogija izmedu metode konac¢nih elemenata i Ritzove metode

Ako napisemo jednadzbu ravnoteze nekoga ¢vora (slika 135.), lako se uvjeriti da vrijedi:

W — Wi, W — W;
N(tano;_1 + tana;) = N ( ! +1> = G;

2
I + I (283)
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Slika 135.: Ravnoteza jednog od ¢vorova diskretiziranog uzeta

Nakon raspisivanja ovoga izraza i zdruzivanja ¢lanova koji sadrze iste pomake dobivamo jednadzbu
i—toga retka sustava (282):

N {—m_li +w; (L + 1) - wiﬂl} =G, (284)
li— licn U Li

To je i logi¢no jer je sustav dobiven iz Ritzove metode, a spomenuli smo da minimizacijom
funkcionala energije upravo dobivamo sustav jednadzbi ravnoteze modela. Znaci, metoda kona¢nih
elemenata je analogna Ritzovoj metodi za lokalno definirane koordinatne funkcije. Kod klasi¢ne
Ritzove metode koordinatne su funkcije definirane istim izrazom po cijelom uzetu, a sada su
definirane razli¢itim izrazima na svakome elementu [vidjeti (286)]. Naravno, i takve funkcije
moraju zadovoljiti ¢etiri nuzna uvjeta o kojima je bilo rijeci u odjeljku 11.3.

Naglasimo da diskretizacija nije nuzna zbog potrebe za ¢vorovima, nego zbog definiranja ma-
njih potpoducja (elemenata), jednostavnijih oblika, pogodnih za definiranje koordinatnih funkcija
samo nad odgovarajué¢im potpodrucjem. Medutim, pojam ¢vora je vazan zbog interpretacije ideje.
Vidimo da se metoda svodi na sustav jednadzbi ravnoteze ¢vorova. Osim ove interpretacije, MKE
mozemo shvatiti i kao poopéenje metode pomaka, koja je za Stapne sustave poznata iz Gradevne
statike II.

13.4.6. Analogija izmedu metode konac¢nih elemenata i metode pomaka

Znamo da se i metoda pomaka svodi na sustav jednadzbi ravnoteze ¢vorova. Prema tome,
mora postojati analogija izmedu MKE i toga, poznatog pristupa. Zaista, ako vektor nepoznatih
parametara a postaje vektor nepoznatih pomaka w, tada, prema metodi pomaka, matrica sustava
A mora biti globalna matrica krutosti modela K, a vektor desne strane b odgovara vektoru
opterecenja modela f. No, pokazimo da analogija seze i dublje, na razinu elementa.

13.4.6.1. Matrice krutosti elementa. Izolirajmo u matrici sustava (281) podmatricu koja
ovisi samo o duljini, recimo drugog elementa. Duljinu oznac¢imo s [,. Elementi podmatrice su
obiljezeni u matrici sustava. Mozemo pisati (indeks (2) odnosi se na drugi element):

1 1
lh I
K% =N : (285)
11

b b
Pokazimo sada da je zapisana podmatrica matrica krutosti elementa u globalnom koordinat-
nom sustavu. Pogledajmo, u smislu metode pomaka, dijelove koordinatnih funkcija s i ¢3 nad
drugim elementom (slika 136.a). Odmah vidimo da se radi o pravcima:

g) _ la = (x — x5) i (pgf) _r— T (286)
lQ l2
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Slika 136.: Uz definiciju matrice krutosti elementa uzeta: a) koordinatne funkcije drugog elementa,
b) ¢lanovi k‘%) i k:éz, ¢) lanovi k%) o3 1 k:33

kojima su definirani pomaci Stapa za stanja slobodnih pomaka. To je lako provjeriti uvrstavanjem
vrijednosti x = x9 1 x = x3, Uz ly = r3 — Ta:

9052)(%) = 17 ()02(32) (‘IQ) = 07 (287>
P (x3) = 0, 0P (3) = 1. (288)

Iz Gradevne statike II znamo da je ¢lan matrice krutosti &; ; jednak sili u ¢voru ¢ uslijed jedini¢nog
pomaka ¢vora j. Zadajmo jedini¢ni pomak u ¢voru 2 i odredimo silu u smjeru toga pomaka (slika
136.b). Iz geometrijskih odnosa vidimo da je:

k§22) 1 (2 N
t =22 _ - = k= 289
e =N T, Iy (289)
Zbog uvjeta ravnoteze u smjeru z, u ¢voru 3 mora postojati ista sila suprotnoga predznaka:
N
B == (290)
b l2
Slicno vrijedi za évor 3 (slika 136.c). Dobivamo
(2)
33 1 2 N
tan as W E l{}gg = E’ (291)
odnosno: N
k) = -7 (292)
2

Prema tome, ¢lanovi matrice krutosti drugog elementa jednaki su ¢lanovima u izdvojenoj podma-
trici (285). Ta je podmatrica o¢ekivano simetricna jer su ¢lanovi matrice sustava prema Ritzovoj
metodi simetri¢ni. Ponovimo da su ¢lanovi dobiveni derivacijom formula (286) jer je:

def 1 dey” 1 (293)
dz B 12’ dz n 12’
pa iznosi integrala:
" dgo(Q) o : :
J—N/ Is ] d 1=2,3; j=2,3; (294)

za odgovarajuée brojeve ¢vorova i i j odgovaraju clanovima dobivenim u (289) — (292).
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Slika 137.: Gibanje elementa kao krutog tijela u vertikalnom smjeru

13.4.6.2. Singularitet matrice krutosti elementa. Primijetimo da je ta podmatrica sin-
gularna. Ako prvi stupac pomnozimo s —1 dobit ¢emo drugi stupac. Isti je slucaj i s retcima.
Stupci su linearno zavisni. Postoji stupanj slobode gibanja koji ne uzrokuje deformaciju stapa,
jer za stanja slobodnih pomaka element nije pridrzan. Ako napisemo:

1 1 ] 0
Iy Iy
N = , (295)
R
ly Iy 1 0

vidimo da je rezultat jednak nuli, odnosno od translacije za jedinicu, nemamo nikakvih sila na
krajevima Stapa. Stap mozemo gibati po vertikali kao kruto tijelo (slika 137.). Red matrice je 2
(dimenzija joj je 2 X 2), a imamo samo jedan neovisni stupanj slobode — vertikalni pomak. Rang
joj je samo jedan.

Prema oznakama uvedenim u (289) — (292), izdvojenu podmatricu (285), pa i podmatricu
sljedeceg (treceg) Stapa mozemo zapisati kao:

i ) )

K®? =N ., K®=N|= ’ (296)
2 2
e [k 6 k)

13.4.6.3. Tvorba globalne matrice krutosti modela. Promotrimo sada kako globalnu ma-
tricu krutosti mozemo dobiti zbrajanjem prikladno prosirenih matrica krutosti svakog elementa
(engl. assembling). Najprije svaku matricu krutost elementa povecamo tako da broj nepoznanica
odgovara broju stupnjeva slobode naseg modela. Jednostavno, umetnemo dovoljan broj redaka i
stupaca ispunjenih nulama na mjestima onih stupnjeva slobode koji ne pripadaju promatranom
stapu. Sada su sve matrice istih dimenzija i mozemo ih zbrojiti:

Fo1 1 - - - .
— - ]o 0 o0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1
) ) . 1 R 0 0 0 0 0 o 0o o o 0
_ — 0o 0 o E 75 1 1
1y Iy 0 o — -— 0 0 0 o0 0 0
I3 I3
1 1
N 0 0 0 0 o0 o {7*] Iy N 1 1 o
l2 l2 0 o {77] - 0 1 1
I3 I3 0 0 0| ~ -~
4 4
0 0 0 0 o0 0 0 0 0o o ) X
0 O 0 0 0 0O 0 O N —_
0 0 0 0 o0 0 0 0 0 0 _ L N Iy
KM K K® K®

(297)

Dobivamo matricu:



13. Metoda konacnih elemenata 143

— - 0 0 0
1 Iy
1 1 1 1
TR
Iy 151 lo lo
n 1 1 1 1
K= K® =N 0 {——] — 4+ = {—7] 0 : (298)
= l2 l2 I3 l3
1 1 1
o | o [A] rerl|-k
I3 I3 lg lg
1 1
0 0 0 - —
lg ly

Primijetimo da se ¢lanovi matrica krutosti Stapova koji pripadaju istome ¢voru pribrajaju
[uokvireni ¢lanovi u (296) i (297)]. Primjerice:

1 1 11
ks = ki) + ks = N (T) +N (z_) =N (z_ + z_) : (299)
2 3 2 3

jer se u ¢voru 3 sastaju Stapovi 2 1 3. Dobiveni je ¢lan globalne matrice krutosti uokviren u (298).
Ostali ¢lanovi tih matrica se ne pribrajaju, jer Stapovi 2 i 3 u ¢vorovima 2 i 4 nisu medusobno
spojeni. To su suprotni krajevi tih Stapova u odnosu na ¢vor 3. Ti su ¢lanovi stavljeni u uglate
zagrade. Prema formuli (299), za Stapne sustave mozemo opéenito pisati:

kio= > kS, (300)
e=1

gdje je n broj elemenata koji su povezani u ¢voru i. Clanovi van dijagonale uvijek su samostalni,
odnosno:

ki = k& (301)

1,57
jer su Stapovi medusobno povezani preko samo jednog ¢vora, a dva su ¢vora povezana samo jednim
Stapom. Vidjet ¢emo da u slucaju konacnih elemenata u dvije ili tri dimenzije to nije slucaj.
Konacno, sustav jednadzbi ravnoteze mozemo zapisati kao: Kw = G, gdje su:

w=|w | W w; w |@5]T,

(302)

G=[N| Gy 0 Gy |0 ]",

nepoznati pomaci ¢vorova modela uzeta i zadano koncentrirano opterec¢enje u tim ¢vorovima.

13.4.6.4. Singularitet globalne matrice krutosti. Ako konstrukcija kao cjelina nema do-
voljan broj i raspored pridrzanja, globalna matrica krutosti je takoder singularna. Opet, ako je
pomnozimo s vektorom pomaka ¢ije su komponente jednake jedan (translacija ¢itavog modela u
vertikalnom smjeru) dobivamo nul vektor. Znaci da se u ¢vorovima ne javljaju sile, odnosno model
uzeta se ne deformira (slika 138.).

13.4.6.5. Aproksimacija djelovanja po elementima. Ako optereéenja (koncentrirana ili
kontinuirana) djeluju po elementu (slika 139.) uvijek ih mozemo svesti na ekvivalentne koncen-
trirane sile koje djeluju u évorovima elementa. Zbog toga ih oznacavamo s f jer se ipak radi
o aproksimaciji zadanoga optere¢enja. Rije¢ ,ekvivalentne“ znac¢i da su u smislu uvjeta rav-
noteze oba optereéenja jednaka. (Ovaj se postupak u statici neodredenih stapnih sustava zove
odredivanjem sila za stanje sprijecenih pomaka ili pune upetosti.) Tada, prema slici 139. za vektor
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Slika 138.: Gibanje modela kao krutog tijela u vertikalnom smjeru

(2)

q. (x)
2 3
2 £ o
RS,
3 4
: S £
5 ) 5
o5 e
i © 7
2 3 3 4 2 5 3 4
o]
a) b)

Slika 139.: Cvorna optereéenja od kontinuiranog djelovanja po 2. i 3. elementu: a) zadano djelova-
nje, b) djelovanje prema MKE

desne strane mozemo pisati:

[ N 1 t~71 7107 707 [O] To]
—(2) — = ]
Gy — [y Gs 0 ;) 0 0
-2 |, 73 — —=(3)
(s + T =10 =0 = |72 = |T5 | - |0]. (303)
—(3 —(3
Gi— T Ga| 0] |0 D1 |0
0 0 0 0 0 0
[N ~ - — v_ - \; ,—/_ — iy v_ -
5 G @ a e

ili skraéeno:

f=c-Y 1" (304)

Tako primjerice u ¢voru 3 imamo:

); (305)
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ili opc¢enito, ukupna sila u ¢voru ¢ iznosi:

F=G ST (306)

gdje je G; koncentrirana sila, a ?i(e) koncentrirano optereéenje (reakcija) u ¢voru ¢ od kontinuiranog
djelovanja po Stapu e koji je spojen na taj ¢vor. Primjerice, za jednoliko kontinuirano opterecenje
q po Stapu duljine /., koncentrirane sile iznose ¢l./2. Lako je uociti da treéi i ¢etvrti vektor u (303)
predstavljaju ¢vorna optere¢enja stapova 2 i 3. Prema tome, mozemo posebno zapisati opterecenja
na svakome Stapu:

=(2 —(2) — T =(3 —(3) — T

=0 7 7 0o =loo 7T o) (307)
Naravno, kao i kod zbrajanja matrica, u izrazu (303) smo morali dodati nule na mjestima onih
stupnjeva slobode koji ne pripadaju odredenom Stapu. Tada ¢e svi vektori biti istih dimenzija i
mozemo ih zbrojiti. Mozemo zakljuciti da globalni sustav jednadzbi modela

Kw = f, (308)

mozemo dobiti zbrajanjem doprinosa pojedinih elemenata.

Budu¢i da kod metode kona¢nih elemenata sva optere¢enja diskretiziramo u ¢vorove, ne uzi-
mamo u obzir lokalno djelovanje opterecenja po stapovima. (U nasem primjeru provjes od tezine
uzeta medu ¢vorovima.) Medutim, uvijek mozemo progustiti ¢vorove i smanjiti raspone eleme-
nata tako da taj utjecaj bude po volji mali. Znamo da je dodatni provjes odreden formulom
Aw = ¢,1?/(8N), dakle opada s kvadratom raspona.

13.4.6.6. Umetanje rubnih uvjeta. Ako iz matrice krutosti modela (298) izostavimo prvi
i zadnji (peti) redak i stupac dobivamo matricu koja odgovara matrici sustava (281). Pri tome
moramo izostaviti i prvi i posljednji ¢lan vektora optere¢enja. Clanovi koje uklanjamo iz sustava
odvojeni su linjjama u izrazima (298), (302) i (303). Primijetimo da se radi o stupnjevima slobode
lezajnih évorova naseg uzeta (prvii peti é¢vor). Logicno je da preostaje samo dio sustava jednadzbi
koji se odnosi na nepoznate stupnjeve slobode uzeta. Poznate su komponente pomaka unaprijed
zadane i najcesce su jednake nuli. Rjede se u prakticnim modelima zadaje prisilni pomak lezaja.

Znamo da ¢lanovi matrice krutosti predstavljaju sile od jediniénih pomaka évorova. Sto znaci
prvi stupac matrice? Prema definiciji, radi se o silama u svim ¢vorovima modela zbog je-
dini¢nog pomaka prvog c¢vora. Ako je u; = 0 tada su i sve sile koje pripadaju tome pomaku
jednake nuli, odnosno prvi stupac mozemo ispuniti nulama. Zbog simetri¢nosti matrice krutosti’™
i pripadajuéi redak mora biti jednak nuli. Sto fizikalno znaci prvi redak matrice krutosti? Radi
se o silama u prvome ¢voru zbog jedinicnog pomaka svih évorova. To je upravo spomenuti
oblik gibanja modela kao krutog tijela (slika 138.), pa se u svim ¢vorovima (tako i u prvome) ne
pojavljuju sile.

Ovu ¢injenicu mozemo objasniti i na drugi nacin. Znamo da prvi redak definira uvjet ravnoteze
prvoga ¢vora u vertikalnom smjeru. Medutim, taj uvjet nije potrebno postavljati jer se bilo kakvo
djelovanje na lezajni ¢vor mora direktno uravnoteziti s reakcijama u tome ¢voru (slika 140.). To
smo napomenuli kod prirodnih rubnih uvjeta na apsolutno krutome spoju (odjeljak 4.2.7.1.).
Lezajevi uzeta jesu apsolutno kruti jer su pomaci na tim mjestima jednaki nuli. Zbroj sila N i G5
koje djeluju na cvor jednak je reakciji N 4+ Go. Zbog toga je ki 22 = 0 jer nema sile s kojom se
moze uravnoteziti.

"3Simetricnost smo pokazali kod Ritzove metode, vidjeti 11. poglavlje.
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Slika 140.: Ravnoteza prvog (lezajnog) ¢vora modela uzeta

Isti postupak mozemo primijeniti i na ¢vor 5. Budu¢i da s nulama ne trebamo racunati, na
kraju ostaje sustav jednadzbi (281). Matrica krutosti vise nije singularna, odnosno ima inverz, pa
mozemo odrediti progibe ¢vorova:

w=K'G, iliopéenito: w=K"'f. (309)

Inverzija matrice je ovdje napisana simbolicki. Ona se obi¢no ne provodi jer nije ucinkovita
za velike sustave jednadzbi. (Trebamo veliki broj numerickih operacija za provedbu postupka
inverzije i veliku koli¢inu memorije za spremanje matrice.) Nepoznanice se uvijek odrede direktnim
operacijama nad sustavom Kw = f.

13.4.6.7. Poopcéeno objasnjenje umetanja rubnih uvjeta. Prilikom analize rubnih uvjeta
naglasili smo da postoje prirodni i geometrijski rubni uvjeti. Ako model rjesavamo metodom
pomaka, prirodni se rubni uvjeti zadaju kao poznato optereéenje f, i nepoznate reakcije f;, u obliku
koncentriranih sila u évorovima na rubu modela. Geometrijski su rubni uvjeti zadani poznatim
vrijednostima pomaka i/ili kutova zaokreta W, u ¢vorovima ruba, dok pomake W, treba odrediti.
Ako sustav jednadzbi KW = f razvrstamo u skladu s uvedenim podjelama vektora optereéenja i
pomaka na prvih a i preostalih b komponenti, dobivamo:

Ka a Ka b Wa fa
: b | Wal | Za| 310
|:Kb,a Kb,b:| {WJ E‘b:| (310)
Iz prve jednadzbe sustava odredimo nepoznate pomake:
W, = K;(ll(fa - Ka,bwb)a (311)

Sto je zapravo poopéeni zapis rjesenja (309) kod kojega su zadani pomaci jednaki nuli. U to se
lako uvjeriti ako u posljednji izraz uvrstimo w, = 0, pa preostaje w, = K;}lfa Sto je reducirani
sustav jednadzbi dobiven ukidanjem redaka i stupaca (koji pripadaju zadanim pomacima) sustava
Kw = f. U svakom slu¢aju, treba zamijetiti da zadani pomaci utje¢u na optereéenje modela.
Vidimo da je f, korigirano clanom —K, ,Wy.

13.4.7. Odredivanje reakcija
Iz druge jednadzbe sustava (310) mozemo odrediti nepoznate reakcije:

f, = Ky oW, + Ky Wy, (312)
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koje takoder treba korigirati ako postoje sile u lezajnim ¢vorovima f( ) (ima ih b) od izravno
zadanih koncentriranih sila i kontinuiranih opterec¢enja po elementima koji sadrze lezajne ¢vorove:

f,.=F 1" (313)

13.5. Stapni konaéni elementi
13.5.1. Konacni element sa cetiri stupnja slobode

13.5.1.1. Nekompatibilni element. Promotrimo sada primjer Stapa na savijanje. Znamo
da je prema Ritzovoj metodi dovoljno da derivacija n/2 postoji, a n/2 — 1 mora biti neprekidna.
Te uvjete zadovoljava polinom treceg stupnja. Medutim, mogli bi definirati koordinatne funkcije
u obliku kvadratnih parabola (slika 141.a), jer je tada druga derivacija konstanta, a prva je de-
rivacija oblika pravca, znaci neprekidna je, ali samo unutar elementa. U ¢vorovima postoji skok
(slika 141.b). Zbog toga takve funkcije ipak nisu prihvatljive prema Ritzovoj metodi, jer se zah-
tijeva neprekidnost derivacije (kuta zaokreta) i u évorovima. Ipak, u linearnoj kombinaciji mogu
dati paraboli¢no rjesenje progibne linije (slika 141.c), poligonalni (dakle neprekidni) dijagram kuta
zaokreta (slika 141.d) i po dijelovima konstantni dijagram momenata savijanja (slika 141.e). Po-
precnu silu ne mozemo odrediti derivacijom dijagrama momenata po svakome stapu. (Derivacijom
konstante dobivamo nulu.) Medutim mozemo ju izracunati kao razliku momenata u ¢vorovima,
podijeljenu s duljinom Stapa. Konkretno, za prvi stap dobivamo (Myq — M;)/l; (slika 141.f). Za
drugi i treci Stap poprecna je sila jednaka nuli.

Na stapu postoje zadana Cetiri rubna uvjeta (pomak i kut zaokreta na svakom kraju stapa),
a za definiciju parabole dovoljna su tri uvjeta. Dakle, jedan nece biti zadovoljen, jer ga ne
mozemo iskoristiti. Na slici 142. prikazane su koordinatne funkcije u obliku parabole kod kojih
nije upotrijebljen uvijet ¢©" = 0 za kraj stapa na kojemu nije zadan jedini¢ni pomak ili zaokret.
Iz metode pomaka znamo da to nije ispravno. I na suprotnome kraju stapa tangenta mora biti
horizontalna na koordinatnu funkciju, sto znac¢i da mora imati tocku infleksije unutar raspona.
Parabola nema takvu tocku (oznaceno na slici 142.a).

Primijetimo da dijagrami momenata savijanja i poprecnih sila imaju skokove. Budud¢i da
nemamo zadane koncentrirane momente i sile to su mjesta gdje nisu zadovoljeni uvjeti ravnoteze.
Ipak, s poveéanjem broja elemenata neuravnotezeno optereéenje postaje sve manje (slika 143.).
U ovom slucaju mozemo govoriti o odredenome poopcenju Ritzove metode, kada odustajemo od
nuznih uvjeta koje ta metoda zahtijeva. Tada govorimo o nekompatibilnim (nekonformnim)
konacnim elementima. Ovakvi se kompromisi cesto primjenjuju kod konacnih elemenata u dvije
ili tri dimenzije kada je kompatibilnost funkcije pomaka i potrebnih derivacija zadovoljena u
¢vorovima, ali nije duz bridova elementa. Moze se pokazati da s proguséenjem mreze i takvi
elementi konvergiraju prema tocnome rjeSenju, a u nekim su ,slabo glatkim“ sluc¢ajevima i bolji
od komformnih (kompatibilnih) elemenata. Intuitivno, ,glatke* funkcije pomaka imaju veéi broj
»glatkih® derivacija. Tada je vrlo tesko aproksimirati problem koji sadrzi singularitete u nekoj od
tih derivacija (Znamo da je druga derivacija pomaka proporcionalna momentu, a tre¢a popreénoj
sili pa je tesko aproksimirati skok u tim vrijednostima (vidjeti problem na slici 183.).

13.5.1.2. Kompatibilni element. Naravno, ako zelimo da moment savijanja bude nepreki-
dan i u ¢vorovima modela, koordinatne funkcije moraju biti u obliku polinoma tre¢eg stupnja
(slika 144.). Tada je prva derivacija parabola koja nema prekida u ¢vorovima. Znamo da je poli-
nom treéeg stupnja toéno rjeSenje (homogene) diferencijalne jednadzbe Stapa koji nije optereéen
duz raspona [E1,(d*w/dz*) = 0]. To je ,u duhu® aproksimacije metodom kona¢nih elemenata, jer
smo spomenuli da se bilo kakvo opterecenje po stapu svodi na ekvivalentno opterecenje u ¢voro-
vima. Vidimo da je dovoljno da treca derivacija bude konstanta, jer je ¢etvrta derivacija jednaka
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Slika 141.: Minimalni uvjeti potrebni za prora¢un Stapa na savijanje: a) koordinatne funkcije, b)
derivacije koordinatnih funkcija, ¢) progibna linija, d) dijagram kuta zaokreta, e) priblizni (puna
linija) i toc¢an (isprekidano) momentni dijagram, f) priblizni (puna linija) i tocan (isprekidano)
dijagram poprecnih sila

nuli. Opdi oblik koordinatne funkcije i njene derivacije je:

©i(7) = ag + a1x + agx® + azz® i ©i(r) = ay + 2ay + 3azx®. (314)
Vise neéemo pisati indeks (e) jer se podrazumijeva da su koordinatne funkcije definirane po jed-
nome elementu. Koeficijente a;, i = 1,...,4, mozemo odrediti ako definiramo ¢etiri jednadzbe po
konactnom elementu Stapa. Primjerice, za cetiri odabrana rubna uvjeta imamo cetiri jednadzbe
(prilozene u zagradama):

Tr = 07 xr = l,
p1(0) =1, (a0 =1), p1() =0, (ag + arl + asl® + a3l® = 0), (315)
1(0) =0, (a1 =0), (1) =0, (a1 +2asl + 3asl® = 0),
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Slika 142.: Koordinatne funkcije u obliku kvadratne parabole: a) ¢1(x), b) pa(z), ¢) ps(z) i d)
4(x). Radi usporedbe, tanjom je linijom ucrtan i polinom trecega stupnja.

q.(x)

P

a) M(x)

b) m — w T(X)

Slika 143.: Oblik dijagrama momenata i poprecnih sila na prostoj gredi modeliranoj nekompatibil-
nim Stapnim elementima

pa mozemo odrediti nepoznate koeficijente (ag = 1, a; = 0, ag = —3/I? i a3 = 2/12), a time i
funkciju ¢4 (x). Radi se o prvoj funkciji na slici 144. Zadavanjem preostalih jedini¢nih pomaka ili
zaokreta, uz ostale vrijednosti jednake nuli, mozemo odrediti i koordinatne funkcije o, 3 1 4
(preostale funkcije na slici 144.). Kada poznajemo funkcije, odredimo druge derivacije tih funkcija
i koeficijente matrice krutosti stapa:

l

ke = / El,pigjd. (316)
0

Izraz smo upoznali kod Ritzove metode [vidjeti prvi izraz u (213)], ali je ovdje integral definiran po
rasponu jednoga elementa a ne duz cijele grede. Konacan oblik matrice, uz £, = const. poznat
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Slika 144.: Koordinatne funkcije i ¢lanovi matrice krutosti Stapa s dva stupnja slobode po ¢voru

je iz Gradevne statike II:
12/02  6/L, —12/02 6/L,
@ _ E.I, 6/l 4 —6//, 2 . (317)
le | —12/0% —6/0. 12/02 —6/L,
6/0, 2 —6/0, 4
I ovdje se moze pokazati da je matrica krutosti nepridrzanog Stapa singularna. Primjerice, ako je

mnozimo bilo kojim od vektora (translacija u vertikalnome smjeru i/ili rotacija oko prvog ¢vora;
slike 145.a i b):

1 0
0 . 1
] i Ll (318)
0 1

na desnoj strani moramo dobiti nul vektor. Znaci radi se o gibanju bez deformacija odnosno
unutarnjih sila. Matrica je reda 4 (4 x 4), a rang joj je 2, jer su samo dva stupnja slobode linearno
nezavisna: pomak i kut zaokreta. Dva stupca ili retka matrice su linearno zavisna.

Analogno kona¢nom elementu uzeta, matricu krutosti stapa (317) mozemo zapisati kao:

K¢ K©

KO (’) (’]) 7 (319)
K¢ K
7, J5J

gdje su sada Kfej) podmatrice krutosti Stapa, svaka dimenzije 2 x 2. Radi se o silama u ¢voru

1 od jedini¢nog pomaka i zaokreta ¢vora j. Imamo cetiri takve sile jer se od jedini¢nog pomaka
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Slika 145.: Stupnjevi slobode gibanja stapnog elementa kao krutog tijela: a) translacija, b) rotacija
oko prvog ¢vora

(ili zaokreta) jednog ¢vora javljaju dvije sile i dva momenta (po sila i moment u svakome évoru
Stapa). Prema analogiji s (300) i (301), globalne podmatrice krutosti imaju oblik:

K=Y K7 i K=K (320)
e=1

Vektor opterecenja po Stapu ima cetiri komponente i mozemo ga prikazati u obliku:

z(e) —=(e) (e T — i — T
f = [fz() f]( )i| = Ez,i my,i fz,j myvj} (321>

gdje primjerice vektor:

z () — 1T

fi = |72,i my,i} ) (322)
sadrzi dva clana — vertikalnu silu i moment u ¢voru 7 od djelovanja po Stapu e. Primjerice, za slucaj
konstantnog kontinuiranog opterecenja ¢, u évoru i djeluje sila f, ; = ¢l/2 i moment m,; = ql?/12,
gdje je [ duljina stapa. Za koncentriranu silu F' koja djeluje u sredini raspona dobivamo: TZJ- =F/2
i m,; = Fl/2. Primje¢ujemo da se zapravo radi o silama pune upetosti koje su poznate iz metode
pomaka. Znamo da su dobivene za razli¢ita optereé¢enja (silama i pomacima) duz raspona Stapnog
elementa.

Komponenta globalnog vektora desne strane ima oblik:

fi=r,— Zfz‘(e)a (323)
e=1
gdje je r; vektor koji sadrzi koncentrirana djelovanja: vertikalnu silu i moment u ¢évoru i. (Vise
necemo govoriti o tezinama utega G;.):
T
r;= [T, M] . (324)

13.5.2. Konacni element sa Sest stupnjeva slobode

Ako ¢vorovi Stapa u ravnini imaju tri stupnja slobode, tada je potrebno dodati i utjecaj
uzduznih sila. Znagci, uz funkcije definirane u prethodnome odjeljku dodamo jos dvije koordinatne
funkcije u obliku pravca (kao i u primjeru uzeta):

vi(x) = ag + aqz, 1=1,4; (325)
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Slika 146.: Koordinatne funkcije i ¢lanovi matrice krutosti stapa s tri stupnja slobode po ¢voru

a koeficijente a i b za svaki od pravaca odredimo iz uvjeta:

r =0, x =1, (326)
¢1(0) =1, (ap=1), ©1(l) =0, (ap+ a1l =0), (327)
(,04(0) = O, (CL() = O), @4([) = 1, ((lo + all = 1) (328)

Koeficijenti 1 i 4 znace da su uzduzni stupnjevi slobode na mjestu prve i cetvrte komponente
vektora pomaka () na krajevima stapa. Pravac je dovoljan jer smo spomenuli da je diferencijalna
jednadzba Stapa za djelovanje uzduznih sila definirana s EA d*u/dz? = 0. (I ovdje opterecenje
djeluje samo u évorovima.) Dakle, druga je derivacija funkcije jednaka nuli, a prva mora postojati.
Koordinatne funkcije su (uz ostale, odredene u prethodnome odjeljku) prikazane na vrhu slike 146.
Derivacijom pravca, pa integracijom Ritzovog izraza za uzduzno opterec¢eni Stap mozemo odrediti
i preostala cetiri clana matrice krutosti:

l

k) = / EApda. (329)
0
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Slika 147.: Gibanje stapnog elementa kao krutog tijela u smjeru osi Stapa

Matrica je krutosti takvog Stapa uz FI, = const. oblika:

Ae O 0 _Ae O 0
0 121, 61, 0 121, 61,
Iz ‘. Iz ‘.
61 61
g |0 gy 41, 0 - gy 21,
K(e)zé_: _A, 0 0 A 0 0 (330)
0 121, 61, 0 121, 61,
2, 2,
61 61
0 gy 21, 0o - gy 41,

Matrica krutosti je reda 6, a rang joj je tri, jer imamo samo tri neovisna stupnja slobode: dvije
translacije i jednu rotaciju. U odnosu na stap s cetiri stupnja slobode pojavljuje se jos jedan oblik
gibanja elementa kao krutog tijela — translacija u smjeru os stapa (slika 147.).

I ovu matricu mozemo zapisati u obliku:

K¢ K

K= <’> (j (331)
K¢ K
Jt 2,37

gdje je svaka podmatrica Kl(e]) reda 3. Vektor opteretenja Stapa e ima Sest komponenti i mozemo
ga raspisati u obliku:

=(e) wle) =l(e T i — T T — T
£ = |:fz() f]( ):| = |7x,i fz,i My i fac,j fz,j myaj] ’ (332>

gdje podvektor

?z’(e) = [7m ?z,z’ my,i]Tv (333>

sadrzi koncentrirana djelovanja u ¢voru ¢ od optere¢enja po Stapu e. Za dobivanje ¢lanova globalne
matrice i podvektora desne strane vrijede isti izrazi:

i?j

K,=Y K K,;=K9 i f=r->1£ (334)
e=1 e=1

T . . . . 5 .
ar; = [Ni T; MZ} sadrzi koncentrirana djelovanja zadana u ¢voru .
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13.5.3. Napomene o Stapnim elementima

Treba naglasiti da jedino stapnim elementima pripadaju egzaktne matrice krutosti. (,egzak-
tne“ u skladu s odabranom inacicom podmodela Stapa). Clanovi matrice krutosti dobiveni su
tocnim rjeSenjem diferencijalne jednadzbe Stapa za stanje prisilnih pomaka. Na isti su nacin
odredena i opterecenja na krajevima obostrano upetog Stapa, optere¢enog uzduz raspona (stanje
pune upetosti). Konac¢no rjesenje stapnog modela, optereéenog koncentriranim djelovanjima u
¢vorovima, moze se korigirati zbog djelovanja po rasponu samo iz uvjeta ravnoteze Stapa. Zbog
toga se u modelima mogu koristiti prilicno dugacki stapni elementi. Prema tome, Stapni se model
moze rijesiti egzaktno, pa rjesenje zadovoljava uvjete ravnoteze, kompatibilnosti, rubne uvijete i
zadana svojstva materijala u bilo kojoj tocki stapa. Ako u pribliznim metodama proracuna, po-
put diskretnih oblika slabe formulacije, upotrijebimo koordinatne funkcije koje se podudaraju s
tocnim rjeSenjima za stanja prisilnih pomaka, dobivamo toc¢ne clanove matrice krutosti Stapa i
vektora desne strane. Umetanjem pribliznih funkcija pomaka, takvim metodama dobivamo pri-
blizne krutosti i optere¢enja. Ovi su komentari u skladu s pojmovima jake i slabe formulacije.
Svi matematicki modeli koji se mogu egzaktno rijesiti diferencijalnom jednadzbom, mogu se tocno
rijesiti i pribliznim postupcima. Jasno, obrat ne mora vrijediti. Stovige, pri analizama stapnih
modela mogu se javiti problemi koji sadrze singularne tocke, pa je tesko, bez dodatnih zahtjeva,
rijesiti pripadne diferencijalne jednadzbe. Najcesce se radi o Stapovima s naglom promjenom
materijalnih svojstava i/ili povrsine poprecnog presjeka, ili sa zadanim koncentriranim silama i
momentima duz raspona. Tada je potrebno podijeliti stap na dijelove koji ne sadrze diskontinu-
itete i uspostaviti odgovarajué¢e rubne uvjete medu njima. Priblizne se metode mogu direktno,
bez dodatnih uvjeta, primijeniti i na takve slucajeve.

U slucaju opé¢ih modela u dvije ili tri dimenzije moramo upotrijebiti neki od pribliznih pos-
tupaka proracuna, s koordinatnim funkcijama koje aproksimiraju funkciju pomaka po elementu,
jer nam nije poznato to¢no rjeSenje rubnoga problema po trokutnim ili ¢etverokutnim podrué¢jima
(funkcije nad elementom za stanja slobodnih pomaka, a time i sile pune upetosti). Zbog toga su,
za razliku od stapnih elemenata, matrice krutosti svih kona¢nih elemenata priblizne™ jer diferen-
cijalne jednadzbe po elementu nisu zadovoljene, ali pogreska se u pravilu smanjuje s proguséenjem
mreze. Naravno, korekciju za optere¢enja po elementima nije moguce odrediti samo iz uvjeta
ravnoteze, jer svaki konacni element predstavlja staticki neodredeni rubni problem. Njega nije
jednostavno rijesiti za opéu raspodjelu optereéenja i rubnih uvjeta (ne samo u ¢vorovima kao kod
Stapnih elemenata, veé i duz bridova). Postoje nacini pribliznoga rjesavanja takvih problema,
ali se time nepotrebno komplicira, inace skladan numericki postupak proracuna, a dobitak od
upotrebe vec¢ih elemenata nije znacajan. Ucinkovitije je jednostavno progustiti mrezu radi bolje
aproksimacije opterecenja.

13.5.4. Popunjavanje globalne matrice krutosti

Prema oznakama uvedenim u prethodnim odjeljcima, sustav jednadzbi ¢itavog modela mozemo
zapisati u obliku: B
Ku =f, (335)

gdje je vektor nepoznatih pomaka:
u=[w,...,w,)". (336)

"To je osnovni razlog zasto se stapni elementi ¢esto, u smislu aproksimacije, ne smatraju konaénim elementima.
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Svaki podvektor u; ima onoliko nepoznatih komponenti koliko ¢vorovi imaju nepoznatih stupnjeva
slobode. U primjeru uzeta jednu, u slucaju stapa dvije, odnosno tri nepoznanice:

_ U;
v %

Isto vrijedi i za podvektore r; i ?2-(8) koji pripadaju vektoru optereé¢enja
f=1[f,.. . 1] . (338)

Ako, u skladu s razmatranjima do sada, djelomic¢no raspisemo sustav (335) dobivamo:

[ e e | -u | -I' | < _(5)-
YK OKG || Ol h
e=1 e=1
K$ YK TSR (339)
e=1 e=1

Pokazimo na jednostavnome modelu primjer popunjavanja. Zadan je reSetkasti nosa¢ u ravnini
(slika 148.a). Cvorovi nosaca definiraju krajeve Stapova. Svaki évor ima dva stupnja slobode.
Ako izdvojimo, primjerice §tap 7 (slika 148.b), njegova je matrica krutosti K™ reda éetiri (4 x 4),
odnosno svaka je podmatrica KE? reda 2 (2 x 2). Globalna je matrica krutosti stapa prikazana
na slici 148.c. Bududi da poznajemo brojeve ¢vorova i i j promatranog Stapa (¢vorovi 2 i 5),
svaku podmatricu mozemo direktno smjestiti u globalnu matricu krutosti na mjesta (2,2), (2,5),
(5,2) i (5,5) [slika 148.d]. Nije potrebno prosirivati matricu umetanjem nula na odgovarajuca
mjesta. Sli¢no, vektor koncentriranih sila r; u évoru ¢ zauzima svoje mjesto u globalnom vektoru
koncentriranih sila r na mjestima druge i pete komponente (slika 149.a). Vektor r; ne mora biti
vezan za Stap i njegove ¢vorove. Zbog toga ga i mozemo smjestiti u poseban vektor koji ovisi
. .. , . . . =(7M . = (1) .. . . .
samo o pobrojavanju ¢vorova. Opterecenja u cvorovima f, " i f; ° od kontinuiranih djelovanja
po $tapu 7 mozemo smjestiti u globalni vektor f (slika 149.b). Sliéno mozemo popuniti sustav
s doprinosima preostalih stapova. Na kraju dobivamo oblik sustava jednadzbi prikazan na slici
150. Uocavamo da je matrica sustava simetri¢na i sadrzi nekoliko nul podmatrica. One nastaju jer
postoje ¢vorovi koji nisu medusobno povezani stapom. (Matrica bi bila puna kada bi svi ¢vorovi
bili medusobno spojeni stapovima. Skicirajte kako bi tada izgledao resetkasti nosac¢.) Tako su
podmatrice K5 = 01 K;; = 0 jer ¢vorovi 1 i 5 nisu povezani Stapom. Sli¢no vrijedi za ¢vorove
21 3, odnosno 3 i 5. Vidimo da su clanovi pripadnih podmatrica ispunjeni nulama. Vektor
koncentriranih djelovanja r ispunjen je nulama na mjestima koja pripadaju ¢vorovima koji nisu
optereceni (¢vorovi 1 i 3). Primijetimo jos da su samo ¢vorovi 2 i 5 optereéeni reakcijama od
kontinuiranih djelovanja po Stapu 7. Ostali su Stapovi neoptereceni, pa su komponente vektora f
koje pripadaju ¢vorovima tih elemenata jednake nuli.

Naglasili smo da je ovako definirana matrica krutosti sustava singularna. Odnosno, ako zelimo
jedinstveno rjesenje, potrebno je oduzeti slobode gibanja modela kao krutog tijela. U naSem
primjeru je potrebno u ¢voru 1 ukinuti drugi redak i stupac (vertikalni je pomak u tome ¢évoru
jednak nuli), a u évoru 3 oba retka i stupca (horizontalni i vertikalni pomak su jednaki nuli).
Eliminirani retci i stupci prekrizeni su na slici 150.

Ako bi stapovi modela prikazanog na slici 148.a bili medusobno kruto spojeni, tako da kons-
trukcija ima okvirno djelovanje (slika 151.a), tada u svakome ¢voru postoje tri stupnja slobode
(horizontalni i vertikalni pomak, te kut zaokreta; slika 151.b). Matrica krutosti elementa postaje
6 x 6, a svaka je podmatrica 3 x 3 (slika 151.c). Globalna matrica krutosti s pomacima koje
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b) c) d)

Slika 148.: Primjer popunjavanja globalne matrice krutosti: a) model konstrukcije, b) izdvojeni
Stap s pripadnim stupnjevima slobode, ¢) lokalna matrica krutosti stapa, d) na¢in popunjavanja

—|1 —1
8 8

2 )2
X X
—13 —13
— |4 4
X5 X5

J — 5
Y N X

Slika 149.: Primjer popunjavanja vektora desne strane: a) od koncentriranih djelovanja u ¢voru,
b) od opterecenja po Stapu

treba eliminirati prikazana je na slici 151.d. Primijetimo da u lezajnim ¢vorovima momenti nisu
eliminirani, jer nije definiran zglobni lezaj. Prema analogiji sa slikom 149., lako popunimo vektore
opterecenja r i f.

13.5.5. Transformacija iz lokalnog u globalni koordinatni sustav

Clanovi matrice krutosti i vektora optere¢enja najéesée su odredeni u smjeru jediniénih po-
maka i zaokreta koji djeluju u pravcu osi lokalnog koordinatnog sustava Stapa. Na taj su nacin
svojstva elementa definirana neovisno o budué¢em polozaju u modelu konstrukcije. Lokalna os
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Slika 150.: Oblik sustava jednadzbi za primjer prikazan na slici 148.a. Oznaceni su retci i stupci
koji se uklanjanju zbog uvodenja lezajnih uvjeta.

1 3 4 53
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Slika 151.: Okvirni sustav: a) model, b) stap s pripadnim stupnjevima slobode, ¢) oblik matrice
krutosti elementa, d) popunjavanje globalnog sustava jednadzbi

2’ se podudara s osi Stapa i usmjerena je od prvoga prema drugome ¢voru, dok je lokalna os i/
postavljena okomito na nju. Os 2z’ je usmjerena okomito na ravninu koju ¢ine ta dva vektora.
Uobicajeno je da su vektori usmjereni prema poznatome pravilu ,,desne ruke“. Prema slikama
135., 144. i 146. vidimo da su do sada Stapovi uvijek bili horizontalno polozeni, odnosno paralelni
s globalnom osi x, tako da su se smjerovi lokalnih i globalnih osi podudarale, odnosno: = = 2/,



13. Metoda konacnih elemenata 158

Slika 152.: Lokalni i globalni koordinatni sustavi: a) transformacija vektora pomaka, b) transfor-
macija vektora optereéenja

y =19y iz=2z. Poznato je da globalne osi modela sluze za unos dimenzija (geometrije) modela,
nekih opterecenja i rubnih uvjeta, te za odredivanje pomaka deformirane konstrukcije. U primje-
rima popunjavanja iz prethodnoga poglavlja neki su Stapovi koso polozeni, ali smo, jednostavnosti
radi, presutno smatrali da su transformacije koordinata izvrSene. Zbog toga su smjerovi sila i
pomaka na krajevima Stapa nacrtani u smjeru globalnih osi.

Medutim, u opéem slucaju koso polozenog stapa (zarotiranog u ravninskom modelu za kut «;
slika 152.) potrebno je izvrsiti transformaciju matrice krutosti i vektora optere¢enja (ako je zadano
u lokalnom koordinatnom sustavu stapa). Pokazimo postupak. Prema slici 152. za pomake ¢vora
1 nekoga Stapa e mozemo pisati:

i/ = u; cos o + U; sin
/ (340)

= —; sin o + U; cos «,

U
UZ

. A — . . . . . ~
gdje su u; i v, pomaci u lokalnom koordinatnom sustavu, dakle u smjeru i okomito na os Stapa.

Matricni oblik sustava je:
ﬂfi | cosa  sina| |u;
{Wé} B {— sina cos a} {@J ’ (341)

ili skraéeno:
a = T%q,, (342)

gdje je Tl(-i) matrica transformacije (rotacije) pomaka ¢vora i iz globalnog u lokalni koordinatni

sustav elementa. Drugim rijecima, ako matrica TZ(Z-) djeluje na vektor globalnih pomaka dobivamo
vektor pomaka u lokalnom koordinatnom sustavu zarotiranom za kut «. Za neki Stap mozemo
pisati:

@ = 77O, (343)

gdje je T'® vektor pomaka ¢vorova i i j Stapa e u lokalnom koordinatnom sustavu toga Stapa.
Raspisano:

1 (e) u;
u; Tz',i 0 i

{ﬁ'} "o TV | ] ' (344)
j i3] aj
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Poput pomaka, i komponente vektora optere¢enja zadane u lokalnom koordinatnom sustavu ele-
menta mijenjaju se na isti na¢in.”® Za opterecenja koja djeluju u évoru i vrijedi (slika 152.b):

?a/:z | cosa  sina| [f.;
[7;1 B [— sina  cos oz} Byz] ‘ (345)

f. = T\9F,. (346)

Skraceno,

Za neki stap opet mozemo pisati:

/

9 = TOF (347)

gdje su f(e) i t_"(e) vektori optere¢enja u ¢vorovima u odnosu na lokalni i globalni koordinatni
sustav. Spomenuli smo da je matrica krutosti elementa definirana u lokalnom koordinatnom
sustavu. Uvjet ravnoteze s obzirom na taj sustav ima oblik:

K©a© =)' (348)

Besmisleno je formirati globalni sustav jednadzbi direktno iz svojstava elemenata u lokalnome
sustavu jer su, u opéem slucaju, elementi razli¢ito orijentirani, pa bi doprinosi elemenata u ¢voru
(opterecenja i krutosti) i pomaci bili razli¢ito usmjereni. Osim toga, prirodno je pomake svih
elemenata (modela) promatrati u odnosu na jedan (globalni) koordinatni sustav, pa ih moramo
transformirati s pomoc¢u (343). Pisemo:

K© TO7 = (349)
'
Raspisano:
KO KO0 o] [6
= . 350
K(e)/ K(e)' 0 T(e) = =(e)’ ( )
g 33 5id LW £,

Medutim, i optere¢enja moraju biti definirana u globalnom koordinatnom sustavu, jer se cijeli
sustav mora odnositi na iste koordinatne smjerove. Nije logicno pomake definirati u jednom, a
optereéenja u drugom koordinatnom sustavu. Mnozenjem (347) s lijeva matricom T(©T dobivamo:

T(e)T?(e)/ _ T(e)TT(e) f(e) _ ?(e)‘ (351)
I

Matrica T(®) je ortogonalna matrica pa mnozenjem s lijeva transponiranom matricom T7T do-
bivamo jediniénu matricu. Drugim rije¢ima, inverzna je matrica [T(®]~! jednaka transponiranoj
matrici — matrici kojoj su u odnosu na matricu T® zamijenjeni stupci i retci. Prilikom transfor-
macije svojstava elementa iz globalnog u lokalni koordinatni sustav i obratno mijenjaju se samo
predznaci sinusa i kosinusa kuteva kao posljedica rotacije stapa (kao krutoga tijela) iz jednoga
sustava u drugi. Promjena predznaka je upravo ekvivalentna zamjeni redaka stupcima. (Zbog
toga se ¢esto matrica T®) zove matricom rotacije.) O¢ito je da mnozenjem vektora optereéenja u
lokalnom koordinatnom sustavu transponiranom matricom rotacije slijeva, dobivamo opterec¢enje
u globalnom koordinatnom sustavu. Prema tome sustav (349) moramo mnoziti s lijeva matricom
T©T ako zelimo dobiti optere¢enja u globalnom koordinatnom sustavu. Znaci:

T(OTK () ple) o) — peTFe)" (352)
K© f(e)

5] pomaci i optereéenja su vektorske veli¢ine, pa se jednako ponagaju pri rotaciji koordinatnog sustava.
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Slika 153.: Transformacija lokalne matrice krutosti [pod a)] i vektora opterecenja stapa [pod b)]
prije popunjavanja globalnog sustava jednadzbi modela s dva stupnja slobode u ¢voru. Slovom
s je oznaceno sin «;, a slovom ¢ cosa. Desno su oznacena mjesta popunjavanja globalne matrice
krutosti i vektora optere¢enja nakon provedenih transformacija.

Uz smjene naznacene viticama dobivamo sustav jednadzbi elementa zapisan u globalnom koordi-

natnom sustavu: B
KO© = . (353)

Transformacije:
K© — TOTKETE  § ) = p@Tg (354)

ne mijenjaju dimenzije lokalne matrice krutosti i vektora optereéenja jer je T kvadratna matrica.
Simetricnost matrice krutosti takoder ostaje sacuvana. Znaci, mozemo prvo izvrsiti transformaciju
¢lanova lokalne matrice krutosti i optere¢enja stapa s obzirom na smjerove globalnog koordinatnog
sustava i onda ih smjestiti na odgovarajuc¢a mjesta u sustavu jednadzbi ravnoteze ¢itavog modela
(slika 153.). Tako definirana globalna matrica krutosti je i dalje singularna, pa je potrebno odrediti
rubne uvjete kako je objasnjeno u prethodnom odjeljku. Ako model ima tri stupnja slobode po
¢voru tada vrijede sve provedene operacije, ali je podmatrica rotacije:

cosa sina 0
TE? = |—sina cosa 0], (355)
0 0 1

jer se kut zaokreta ne mijenja s rotacijom koordinatnog sustava (slika 154.) Opéenito, u prostoru
vrijedi:
cosqap cosfl; cosv
TE? = |cosay cosfy cosyal (356)
cosas €osf3 Cos7Yy3
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Slika 154.: Transformacija lokalne matrice krutosti [pod a)] i vektora optereéenja stapa [pod b)] za
model s tri stupnja slobode po ¢voru. Oznake s i ¢ iste su kao za sliku 153.

gdje su ay, ;17 (i =1,...,3) kutovi to ih zatvara svaka od osi lokalnog koordinatnog sustava
stapa s globalnim koordinatnim osima. Spomenimo na kraju da se transformacije ovoga poglavlja
mogu primijeniti i u slucaju koso zadanih lezajeva kod kojih se sprijecene i oslobodene veze ne
podudaraju s globalnim smjerovima.

13.6. Plosni konac¢ni elementi
13.6.1. Konac¢ni elementi membrane

Promotrimo model membrane definiran nad podru¢jem prikazanim na slici 155. Prilagodimo
najprije opdi izraz za potencijalnu energiju tijela (192) problemu membrane. Pisemo:

1 t(z,y) t(zy)
(0y, 0, w) = 5/ / (044 + 0ygy)dz| dA —/ / frwdz | dA — /qzwdA, (357)
0 0

A 1 A




13. Metoda konacnih elemenata 162

gdje su volumni integrali rastavljeni na integral po povrsini
A i debljini membrane t(x,y) koja, u opéem sluc¢aju, nije
konstantna. Volumenska sila f. ovisi o sve tri varijable: z, y
i z, a ostale funkcije samo o x i y. Povrsinsko opterecenje ¢,
moze djelovati po cijeloj povrsini membrane A, ili po dijelu
povrsine A. I ovdje mozemo uoéditi da posmi¢na naprezanja
ne ulaze u izraz za energiju, jer posmicne deformacije nisu
osnovne nepoznanice matematickog modela membrane.

Prema Hookeovom zakonu za ravninsko stanje vrijedi:

E
0r = T3 (€5 — vey),
5 (358)
= 1 — V2 (59 - ygﬂ?)?

Oy

Slika 155.: Model membrane

gdje su e, — ve, i €, — ve, produljenja membrane (slika 156.). Primijetimo da zbog Poissonovog
ucinka naprezanja i deformacije nisu neovisne za svaki koordinatni smjer.

N Uvrstavanjem (358) u prvi integral (poten-
7 cijalnu energiju deformacija) izraza (357) dobi-
2 v vamo:

1 tzy) g
5 / [/ T (22 — 2ve,e, + 63) dz
0 _
A

Istim razmatranjima kao i u slucaju uzeta mo-

dA.

<f¢ €, zemo odrediti izraze za deformacije:
N, ‘
Slika 156.: Deformacije membrane - ou . 1 /ow\? . v n 1 (ow\?
=t las) te=a+515)
or 2\ 0x Yoy 2\ 0y

jer uvjete ravnoteze moramo postaviti na prog-
nutoj membrani, pa postoji doprinos od produljenja (linearni ¢lan) i progiba (kvadratni ¢lan). Ako
uvrstimo posljednje izraze u potencijalnu energiju deformacija i za oba smjera (z i y) zanemarimo
¢lanove viseg reda [kao i u slucaju uzeta, vidjeti (267)] dobivamo:

L oy o oy
2 0 1—v2 |0x \ Ox dy \ Jy
A

du 1 (ow\’ v 1 [ow\’ (33
2v (% —|—§ (%) ) <8_y+§ (8_y) >] dz}dA.
Nakon mnozenja zagrada pojavljuju se jos dva clana viseg reda koje mozemo zanemariti:
1 Wy B ou (w\® v [ow)’
5[{/0 o (5) *a (&) -
(360)

/

| o vougauyt vow w1 ooyt ou | L
Ox dy 20x \ Oy 20y \ Ox 4 \ Ox oy : '
N—— (.

~~
zanemareno zanemareno
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Prvi zanemareni ¢lan je veli¢ina drugog reda u odnosu na du/0dz ili dv/dy, a drugi u odnosu na
(Ow/0x)? ili (Ow/dy)?. Ako grupiramo ¢lanove koji sadrze (Ow/0x)? i (Ow/dy)* dobivamo:

1 ey g ow\ > [ Ou ov ow\?* [ v ou
- — — — — — d A. 1
2/{/ o () Grem) < (5) (5 vva)|epen oo
A
Mnozenjem s E/(1 — v/?) i uvodenjem integrala unutar sume prethodni izraz postaje:
/ / N A R T v
or ) 1—v2\0x ay
@) | 7 ow E ov ou
[ [(@) (5, va) |

Slicno uzetu, ¢lan E/(1 — v?) i zakrivljenosti ne ovise o debljini podmodela membrane, a uzduzne

su deformacije zbog odsustva fleksijske krutosti konstantne po debljini.”® Znaci da podintegralne
¢lanove mozemo izluciti pred integrale po visini membrane:

dz+

l\:>|>—l

(362)

1/ Ou\'_E_(Ou_ 00 /Iy)dwr Ou\'_E_ (00 0u /xy)dz dA =
2 or ) 1—v2\0x 8y 0 dy ) 1—1v2\dy T 0 N
A ~ -~ . N - _

N, Ny
1 ow\ ow\” 1 ow\” ow\”
./ [Nx (52) = (5) -2 [(%) () | .
A A

Oznaceni ¢lanovi odgovaraju uzduznim silama N, i N, po jedinici duljine u presjecima membrane
okomitim na osi z odnosno y. One utjecu na produljenje membrane. Provjes membrane ne
utjece na veli¢inu nego samo na smjer uzduznih sila. Konaéni izraz u (363) vrijedi samo ako je
N, =N, =N.

Drugi integral (rad volumenskih sila) u izrazu za energiju (357) prelazi u:

t(z,y) t(z,y)

/ / fowdz | dA = /w / f.dz | dA = /pf,zwdA, (364)
0 0

A A N 7

A

D

jer progib podmodela w ne ovisi o debljini membrane. Ako je f, konstantan po debljini membrane
(5to je najcesdi slucaj), onda je py. = f, - t. Kona¢ni je oblik potencijalne energije:

o= |(5) ()

Posljednji integral (rad povrsinskih sila) ne zahtijeva nikakvu transformaciju u odnosu na (357),
jer je ¢, plosno opterecenje koje je veé¢ zadano po povrsini (dijela) membrane A.

dA — /pﬂzwdA— /qzwdz. (365)
A A

"6Uzduzne deformacije (produljenja) membrane su du/dx + vov/dy i Ov/dy + vou/dx.
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y Ako usporedimo izraze (262) i (357) mozemo uociti
4 —— da potencijalnu energiju deformacije membrane mozemo
/ M 1y N shvatiti kao zbroj potencijalnih energija dvaju okomito
f > 7 spojenih familija neizmjerno bliskih uzadi. Familija koja
BT Z:I se pruza u smjeru osi z napeta je silama N;,, a druga
_ - =N N x silama N;,. Pri nekom broju (i razmaku) uzadi mozemo
- 1 ol N T\ pisati (slika 157.):
. ey X l
\ 2 ) 1 l/ o\’ 1En [ fow)?
> | Nia <_> dx+—Z/Ni7y (—> dy,
\\ 1 / 23 , Oz 23 ; 0y
A‘_ _— e Te————

" 1 " pri ¢emu je N;, = N, Ay;, a N;, = N,Ax;, gdje su N, i

N, napetosti membrane, a Az; i Ay, razmaci uzadi duljina
liz11;,. Broj uzadi duz osi x oznacen je s n,, a duz osi y s
n,. Kada te vrijednosti teze u neizmjerno, (razmak uzadi
tezi prema nuli) vrijedi:

Slika 157.: Membrana aproksimirana
sustavom uzadi

lim . A ZWN dw 2d im 1S A li’yN Ow 2d
0 0

Ayi—>0 =1 Axi—ﬂ) =1

odnosno, prema definiciji, sume u limesu prelaze u integrale” s granicama jednakim rasponima
membrane duz osi x i y (vidjeti na slici 157.). Mozemo pisati:

1 (] [ ow\> L[l [ ow\’
5/0 [/0 Nx(%) dx dy+§/0 [/0 Ny<a—y) dy| dz. (367)

Budu¢i da dvostruke integrale mozemo zamijeniti integralima po povrsini, prethodni izraz, uz
N, = N, = N daje (357). Sli¢no se moze pokazati i za potencijal vanjskih, odnosno volumenskih
sila.

Isti zakljucak mozemo izvesti ako promotrimo dife-
rencijalnu jednadzbu membrane:

82111 a2w q- 1
w—i—a—?ﬁ—ﬁ—ﬁ[(l—a)qz%—@%], (368)

kod koje smo opterecenje rastavili na dva pribrojnika
¢ija suma bez obzira na iznos a daje ukupno opterec¢enje
q.. Mnozenjem zagrade sa N dobivamo:

Pw  Pw (1—a)g.-1 ag -1
= . 369
0x2+0y2 N-1 +N-l (369)

Vidimo da jednadzbu membrane mozemo shvatiti kao
zbroj diferencijalnih jednadzbi dvaju okomito polozenih
spojenih uzadi povrsine presjeka t - 1, napetih silama
N - 11 opteretenih djelovanjima (1 — a)q, - 11 ag, - 1
(slika 158.). Koeficijent o kojim mnozimo optereé¢enja

Slika 158.: Dva uzeta definirana svoj-
stvima membrane jedinicne Sirine

""Podsjetimo se: limﬁ?ioo = Z?zl As; = fol ds. Fizikalno, duljina poligonalne aproksimacije krivulje s

povecanjem broja segmenata tezi prema tocnoj duljini te krivulje.
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Slika 159.: Analiza dva uzeta: a) optere¢enje, b) medudjelovanje i reakcije

uzadi lako je objasniti s pomocu slike 159. Gornje je uze optereéeno silom (1 — a)F, a donje
aF'. Medusobno spojena uzad moraju imati jednaki progib u tocki spoja. To znaci da uze
manjega raspona moramo pritisnuti ve¢im optereé¢enjem da se progne jednako kao i uze vecega
raspona (uz iste uzduzne sile). Prisjetimo se da krutost uzeta iznosi N/I. Drugim rije¢ima, krace
uze je kruce, pa preuzima veéi dio optere¢enja. Ako su rasponi uzadi jednaki, svakome pripada
polovina optereéenja (o = 1/2). Primijetimo da sustav uzadi (pa i membrana), za razliku od
jednoga uZzeta, nosi prostorno. Pri jednakome opterecenju I’ = ¢ - [, - [, i udaljenostima od lezaja
(a =b=c=d=1/2), reakcije dvaju uzadi su F/4, a u slucaju jednoga uzeta F'/2. Prema
tome, zbog prostornog preuzimanja optere¢enja membrana je ucinkovitija od uzeta. Nakon ovih
razmatranja mozemo analizirati trokutni i ¢etverokutni konac¢ni element membrane.

13.6.1.1. Trokutni konacni element. Najprije aproksimiramo rub podrucja poligonom, a
zatim podijelimo podrucje trokutnim konaénim elementima. Prema (368) vidimo da, analogno
uzetu, vrijedi n = 2, pa je za aproksimaciju dovoljna neprekidnost koordinatnih funkcija (n/2 —
1 = 0), odnosno postojanje njihovih derivacija. To je lako uociti iz (363). Funkcije elementa
su sada definirane u dvije dimenzije (slika 160.), a nepoznanice su i dalje vertikalni pomaci u
¢vorovima modela. Naravno, definirane su lokalno, a ne po cijelom podru¢ju modela membrane.
Analogno uzetu, promatramo jedan element i definiramo jednadzbe koordinatnih funkcija nad tim
elementom. Ako je dovoljna neprekidnost funkcije (¢(x,y) € C®), najnizi dopusteni polinom je
prvog stupnja po x i y kojim je nad elementom odredena jednadzba ravnine:

oz, )9 = ap + a1z + azy. (370)

Za odredivanje koeficijenata a; trebamo tri jednadzbe. Budué¢i da imamo tri ¢vora na elementu,
definiranjem rubnih uvjeta u tim ¢vorovima dobijemo dovoljan broj jednadzbi. Primjerice, za
prvu koordinatnu funkciju (slika 161.a) zadamo u tocki i jediniénu vrijednost, a u preostalim
tockama j i k vrijednost funkcije je jednaka nuli. Mozemo pisati (uz izostavljanje indeksa (e) jer
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a) b) c)

Slika 160.: Oblik koordinatnih funkcija za trokutni kona¢ni element membrane: a) funkcija ¢;(x,y),
b) funkcija ¢;(x,y), ¢) funkcija i (z, y)

(e)
K f ki

c)

Slika 161.: Clanovi matrice krutosti trokutnog konaénog elementa membrane

podrazumijevamo da se radi o funkcijama nad elementom):
vilziy) =1, wilzy) =0, @il@r gk) =0, (371)
gdje su (z;,v:), (xj,y;) 1 (z2,y.) koordinate vrhova elementa. Matri¢no:
L yi| |ao

1
1 i Y ay| = 0] . (372)
1 2z yr| |a2 0
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k Dobiveni je sustav dobro uvjetovan ako je trokut pravilnog oblika,

s podjednakim duljinama stranica. (Najbolje je ako je istostranican

trokut.) Matrica sustava je regularna (invertibilna) ako trokut ne de-

generira u pravac ili tocku. S numerickog stanovista je lose i ako

je blizak pravcu (determinanta matrice sustava je bliska nuli; slika

162.). Rjesenjem sustava jednadzbi dobijemo nepoznate koeficijente

i koji uvrsteni u (370) daju jednadzbu koordinatne funkcije ¢;(x,y).
j Sliéno postupamo pri odredivanju koeficijenata preostalih funkcija (sli-

Slika 162.: Transforma- ke 161.b i ¢), samo vektor desne strane za funkciju ¢;(z,y) iznosi

cija trokutnog elementa [0 1 O}T, a za funkciju g (z,y) uvrstavamo [O 0 1]T. Nakon de-
prema numericki loSem finiranih koordinatnih funkcija mozemo odrediti koeficijente matrice
obliku krutosti. Izraz za potencijalnu energiju deformacija membrane je:

1 ow\ 2 ow\ >
“p—iN/ (a_) *(a—y)
Ae

gdje je A, povrsina konacnog elementa. Nakon uvodenja poznatog oblika za diskretizaciju polja
pomaka:

dA,, (373)

= > maitey) (374

uvrstavanja u izraz za potencijalnu energiju deformacija (373) i minimizacije ukupne energije
(Oll(w;)/0w;), mozemo dobiti ¢lan matrice krutosti u obliku:

aQOZ 890] a‘,@z 880‘7 . .
ks / {ax or oy oy | ¢ i=1,....3% j=1,...3 (375)

Sada derivacijama koordinatnih funkcija dobivenih prema (372) i integriranjem nastalih ¢lanova
mozemo odrediti matricu krutosti elementa:
VA
K@ — k(e) k]('j')l kj(,ek) ) (376)
W

Analogno mozemo provesti sve ostale operacije koje smo objasnili na Stapnim kona¢nim elemen-
tima (transformaciju iz lokalnog u globalni koordinatni sustav, popunjavanje globalne matrice
krutosti, diskretizacija plosnog optere¢enja u ¢vorove i umetanje rubnih uvjeta).
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Spomenimo da za razliku od stapnih modela ov-
dje moramo zahtijevati neprekidnost ne samo u ¢vo-
rovima nego i uzduz brida kojim su konacni elementi
medusobno spojeni. No taj je zahtjev ovdje direktno
ispunjen jer susjedni elementi imaju jednake pomake
¢vorova, a izmedu évorova je definiran pravac (sjeciste
ravnina nad zajednickim bridom) koji mora biti je-
dinstven za oba elementa, jer je jednadzba pravca
odredena dvjema tockama.

Vazno je naglasiti da je ravnoteza modela ispu-
njena samo integralno. Drugim rije¢ima, vrijede uvjeti
ravnoteze ¢vorova i elemenata kao cjeline (slika 163.),
ali opcenito, nije zadovoljena ravnoteza naprezanja
s optere¢enjem u tockama brida ili unutar konacnog
elementa. To je posljedica formulacije problema koja se svodi na uvjete ravnoteze ¢vorova mo-
dela. Pri tome smatramo da je bilo kakvo optere¢enje zamijenjeno ekvivalentnim ¢vornim silama.
Prema tome, za element membrane vrijedi homogena diferencijalna jednadzba NAw = 0 (nema
opterecenja unutar elementa), ¢ija su rjeSenja u obliku harmonijskih funkcija, dakle ne poduda-
raju se s ravninom.” Postavlja se logi¢no pitanje: Zasto ne upotrijebimo harmonijske koordinatne
funkcije nad elementom? Medutim, tesko je rijesiti homogenu diferencijalnu jednadzbu membrane
nad trokutnim podrué¢jem opéeg oblika za zadane rubne uvjete (jedinicne pomake u ¢vorovima) i
uvjete kompatibilnosti (jednakost pomaka u ¢vorovima i duz bridova susjednih elemenata). Ipak,
intuitivno mozemo zakljuciti da s pove¢anjem broja elemenata poliedarska aproksimacija postaje
sve bolja. Izlomljena progibna ploha sve se vise priblizava totnome provjesu membrane.

Slika 163.: Ravnoteza ¢vora i konacnog ele-
menta

13.6.1.2. Pravokutni konac¢ni element.

Ako zelimo membranu aproksimirati ¢etverokut-
nim elementima, koordinatna se funkcija sastoji od
vitoperih ploha. Radi se o pravcastoj plohi koju u
slucaju pravokutnog oblika elementa zovemo hiper-
bolnim paraboloidom (slika 164.). Kod takvih se
funkcija pojavljuje i mjesoviti ¢lan — produkt xy.
Primjerice, za ¢vor ¢ mozemo pisati:

vi(x,y) = ap + a1 + azy + azxy. (377)

Cesto govorimo i o bilinearnom polinomu, jer je po
svakoj varijabli linearan. (Za x = ¢ = const. ostaje
polinom @;(c,y) = ag + ajc + asy + ascy, a za y =
¢ = const. dobivamo ¢;(z, ¢) = ap+a;x+asc+azcx.
Bududi da raspolazemo sa cetiri ¢vora, mozemo pos-
taviti dovoljan broj jednadzbi potrebnih za dobivanje koeficijenata a;. Analogno izrazu (371), za
koordinatnu funkciju ¢;(z,y) vrijedi:

Slika 164.:  Oblik koordinatne funkcije
wi(z,y) nad pravokutnim elementom

@z(l‘wyz) - ]-7 301<xj7yj> = 07 SOl(xku yk) - 07 %’(xla yl) - 07 (378>

"8Uvjeti ravnoteze stapnih elemenata vrijede u bilo kojoj tocki stapa jer su polinomi treéeg stupnja toéno rjesenje
homogene diferencijalne jednadzbe Stapa.
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Slika 165.: Oblici ¢etverokutnog konacénog elementa s polozajima sjecista nasuprotnih stranica: a)
kvadratni (najbolji oblik), b) prihvatljivi ¢etverokuti, c¢) i d) losi ¢etverokuti.

gdje su i, 7, k il brojevi ¢vorova konacnog elementa. Sliéno zapisu (372), matri¢ni oblik dobivenog
sustava je:

Iz oy x Qo 1
1 Tj Y TjYj aq 0

= . 379
1 o oy orye| |a2 0 (379)
I v oy xy | |as 0

Rjesenjem sustava dobivamo koeficijente s pomoc¢u kojih mozemo odrediti oblik koordinatne funk-
cije pi(z,y). Na isti nac¢in mozemo postaviti preostala tri sustava jednadzbi kojima pripadaju
desne strane u obliku: [O 10 O]T, [O 01 O}Ti [O 0 0 1]T, te odrediti koeficijente koor-
dinatnih funkcija ¢;(z,y), vr(z,y) 1 @i(z,y). I ovdje je vazno spomenuti da je matrica sustava
(379) slabo uvjetovana ako je ¢etverokut blizak trokutu, ili degenerira u taj lik. Takve oblike
mozemo izbjec¢i ako tezimo uvjetu da su sjeciSta nasuprotnih stranica dovoljno daleko od rubova
kona¢nog elementa. Na slici 165.a vidimo da su sjecista stranica kvadrata (i svakog para pra-
vaca pravéaste plohe koordinatne funkcije) neizmjerno daleko. Moze se pokazati da je u slucaju
takvog oblika konac¢nog elementa matrica sustava najbolje uvjetovana. Prihvatljivo je i ako su
sjecista stranica nepravilnog cetverokuta (i pravaca koordinatne funkcije) dovoljno daleko (slika
165.b). Kada je cetverokut blizak trokutu, tada je jedno (slika 165.c), ili oba sjecista blizu ili cak
na stranicama elementa (slika 165.d). U oba je slucaja matrica sustava lose uvjetovana i rjesenja
nisu pouzdana. Stovise, u slucaju trokuta (S1 152 su u uglovima) ili konkavnog loma cetvero-
kuta (slika 165.d dolje) matrica sustava je singularna. Takve oblike kona¢nih elemenata treba
izbjegavati. Bolje je podruc¢je podijeliti na pravilniji trokut i ¢etverokut.

y' Ako se osi lokalnog koordinatnog sustava x’ i ¢y poduda-
raju s bridovima elementa sa sjecistem u tocki i (slika 166.),
1(0,b) k(a,b) mozemo direktno (probanjem) odrediti sve Cetiri koordinatne
funkcije:
1 1
o pi = —la—2)(b—y), v = o(b—y),
_y _ 1
10.0) i@.0) > Pr = ab’ YL = aby(a ),
Slika 166.: Lokalne koordinatne osi 1 nhije potrebno rjesavati sustave jednadzbi oblika (379). U
u smjeru bridova elementa svaku funkciju mozemo uvrstiti odgovarajuc¢e koordinate ¢vo-

rova elementa (r = 01ili @ i y = 0 ili b) i uociti da je uvijek
u jednome ¢voru vrijednost funkcije jednaka jedan, a u preos-
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talim je ¢vorovima jednaka nuli. Medutim, s pravokutnim elementom smo prilicno ograniceni jer
ne mozemo uspjesno modelirati razli¢ite oblike ruba membrane.

Izraz za ¢lan matrice krutosti ostaje oblika (375), samo je sada matrica krutosti elementa reda
cetiri:

.

o R 0
WK KL K
KK KDk

Buduci da se radi o pravcastoj plohi nad kona¢nim elementima, tada je i ovdje zadovoljen uvjet
kompatibilnosti duz bridova. Sjeciste pravcastih ploha nad bridom susjednih elemenata mora biti
u obliku pravca koji je jednoznacno definiran s dvije tocke. Pomaci vrhova su zajednicki za oba
elementa (to su nepoznanice modela), pa postoji samo jedan pravac nad bridom. Prema tome
elementi se ne mogu razdvojiti.

13.6.2. Konacni element stijene

R [e9) postoje dvije nepoznanice u svakoj tocki
podruc¢ja — pomaci u ravnini stijene. Iz

teorije elasticnosti znamo da probleme o-

voga tipa mozemo opisati Maxwellovom

cija naprezanja. RjeSenja ove diferenci-

jalne jednadzbe su biharmonijske funkci-

i je i formalno se mogu dobiti za razlicite

| oblike stijena. Postupak zapravo spada u
S ili u kombinaciji sa Stapnim elementima
X S resetke (slika 167.), moramo se posluziti
metodom konacnih elemenata, odnosno

rjesenje potraziti po metodi pomaka. Cla-

Poznato je da kod problema stijene
(biharmonijskom) diferencijalnom jedna-
dzbom A%® = 0, gdje je @ Airyjeva funk-
metodu sila. Medutim, ako Zelimo prora-

y ¢unati stijenu slozenog oblika s otvorima,
novi matrice krutosti i vektora desne strane mogu se odrediti postupkom opisanim kod podmodela

Stapa, uzeta i membrane. Opisimo ukratko glavne faze proracuna:

Slika 167.: Slozeniji ravninski problem

1. Najprije transformiramo potencijalnu energiju deformacija tijela (192) u potencijalnu ener-
giju deformacija stijene:

1 t(z,y) - t(z,y)
IT= 5/ /0 € TCedy dA—/ /0 fudy dA—/qudA. (381)
A

o A A

Ponovimo da u prvome integralu zbog o = Ce dobivamo o' = eTC" i kona¢no o1 = TC,
jer je C simetri¢na matrica (CT = C). Matrica C, te vektori o i € moraju odgovarati
ravninskome stanju naprezanja:

E 1 v 0
C= 1_ .2 v 1 0 s o = [Ux Oy Txy]T, €=|e; &y foy]T- (382)
00 (1-v)/2
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Budu¢i da funkcional energije treba izraziti po pomacima, koristimo vezu € = Lu, koja u
sluc¢aju ravninskog stanja naprezanja poprima oblik:

_ % - _3 -
. ox ox
z ov 0 U
v ou  Ov 9 9|4
L Jy  Ox. LJy  Ox
L

2. Zatim (382) i (383) uvrstimo u prvi integral funkcionala energije (381) tako da cijeli izraz
postaje ovisan samo o vektoru pomaka u:

1 t(x,y) t(z,y)
I(u) = 3 / ( /0 uTLTCLudy) dA + / ( /0 fudy | dA + / qudA. (384)
A A

A

Uoc¢imo da nakon transformacije funkcionala energije modela tijela u funkcional energije
podmodela stijene, podintegralni izrazi i dalje sadrze vektorska polja (ne kao do sada skalarna
polja), jer problem stijene sadrzi dvije komponente polja pomaka i opterecenja.

3. Nadalje, pomake modela prikazemo prema (96) u diskretnom obliku:

uAT = iNiﬁi = {%’(g’y) ¥ } F} , (385)

iz, y)] |V

gdje je N; matrica interpolacijskih funkcija (polinoma) koje su definirane samo u okolisu
¢vora 7, a U; je vektor pomaka toga ¢vora. UvrStavanjem pribliznoga izraza u funkcional
energije (384) (pribliznoga jer su @;(x,y) priblizni pomaci elemenata spojenih u ¢voru 1)
dobivamo diskretizirani oblik toga funkcionala.

4. Minimizacijom diskretiziranog funkcionala (0Il(u;)/0u;) = 0 — vidjeti potpoglavlje 11.2.3.)
dobivamo sustav jednadzbi Ku = f kojega s obzirom na svojstva interpolacijskih funkcija
mozemo odrediti pribrajanjem doprinosa krutosti K®©' i opterec¢enja f () svakog elementa.
Moze se pokazati da podmatricu matrice krutosti i podvektor desne strane elementa mozemo
prikazati izrazima:

K = / B'CB;d4, [ = / NiqudA—i—/ NTqdA, i=1,...,nj=1,...,n (336)
A A A
gdje je n broj ¢vorova elementa, a B, = LN; matrica koja sadrzi derivacije koordinatnih

funkcija. (Derivacije se moraju pojaviti jer ih koristimo u postupku minimizacije funkcionala
energije. )

Matrica krutosti je reda 6, jer element ima Sest stupnjeva slobode, a svaka je podmatrica
reda 2 jer svakome ¢voru pripadaju dva stupnja slobode:

K(?)/ K(?)' ng)/

1,0 1,J ok
= i K K| 57
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Slika 169.: Oblik i smjerovi koordinatnih funkcija za problem stijene. Prikazane su funkcije
Puk(T,Y) 1 0or(,y).

Intregrali se u (386) najcesée odreduju numericki, mahom Gauflovim integracijskim postup-
kom s prikladno rasporedenim tockama integracije (zovemo ih i Gauflovim tockama) unutar
elementa. Moze se pokazati da je i ova matrica singularna. Element posjeduje tri stupnja
slobode gibanja kao krutoga tijela: dvije translacije i rotaciju u ravnini koordinatnih osi.

5. Nakon odredivanja krutosti i optere¢enja elemenata, vrsimo transformaciju koordinata, po-
punjavanje globalnog sustava jednadzbi i umetanje rubnih uvjeta.

6. Slijededi je korak prora¢un globalnog sustava Ku = f, ¢ime dobivamo vektor pomaka u.
7. Konac¢no, odredujemo reakcije i vrsimo proracun unutarnjih sila:
o = Ce = CLu = CLNu = CBaq, (388)

jer su C, B i u poznati.
13.6.2.1. Trokutni konaé¢ni element.

Promatramo podrucje diskretizirano kona-
¢nim elementima u obliku trokuta. U svakom
¢voru mreze postoje dva stupnja slobode u rav-
nini stijene (slika 168.). Buduéi da je dovoljno
postojanje prve derivacije [vidjeti (383)], svaki
stupanj slobode mozemo, slicno membrani, a-
proksimirati linearnom kombinacijom poligonal-
nih koordinatnih funkcija. Zamijetimo samo da
je vrijednost funkcije prikazana okomito na rav-
ninu stijene, dok smjerovi ostaju u ravnini sti-
jene (slika 169.). Vrijednost funkcije i smjer po-
maka se ne podudaraju kao sto je bio slucaj kod
modela membrane. (Sli¢cno vrijedi za koordi-
natne funkcije potrebne za odredivanje uzduzne
krutosti stapa.) U ovome modelu mozemo pos-
tupiti na isti nacin kao i kod modela membrane,
ali rezultat neovisno primijeniti za svaki smjer

Slika 168.: Komponente pomaka, opterecenja i
naprezanja modela stijene

posebno. Treba odrediti funkcije:

ou(x,y) = u(z,y) = ap + a1z + azy, (389)
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jer isti oblik funkcije pripada svakome smjeru. Znaci, za ¢vorove elementa i, j i k dobivamo:

(pu,i (xa y) Spv,i (LE, y) = 801(17, y)a
ui(T,y) = 0o, y) = pi(T,9), (390)
Cuk(T,y) = Qor(T,y) = or(z,y),

jer im za oba smjera pripadaju iste jednadzbe oblika (372) po nepoznatim koeficijentima ag, a; i
as. Nakon odredivanja tih koeficijenata (za prikladno odabrane jediniéne vrijednosti u svakome
¢voru) mozemo odrediti sve koordinatne funkcije, pa pomaci nad elementom poprimaju oblik:

7 =ap; + Wp; + Uy pr, (301)

v =T + Vo + T
Na isti nac¢in mozemo provesti analizu pravokutnog elementa, samo treba odrediti ¢etiri hiperbolna
paraboloida — za svaki ¢vor po jedan, koje zatim mozemo primijeniti u oba smjera.

Slicnim se postupkom moze odrediti matrica krutosti i vektor opterec¢enja konacnih elemenata
ostalih podmodela: ravninskog stanja deformacija, osnosimetricnog stanja, ploca i ljuski. Pri tome
treba odrediti C, o, €, vezu € = Lu odabranog podmodela (vidjeti gradivo iz Teorije elasti¢nosti
i plasti¢nosti) i prikladne polinome nad elementom.

13.6.3. Konacni elementi ploce

Do sada smo, bilo da se radilo o membrani ili stijeni, zahtijevali samo neprekidnost koordinatnih
funkcija, odnosno ¢(x,y) € C©. Kod problema ploée mora biti neprekidna i prva derivacija
funkcije u dva okomita smjera, jer je diferencijalna jednadzba ploce:

o*w *w dw  f.

2
Ox? - 0x20y? * oy* D

(392)

Sto znaci da je n = 4, pa prema Ritzovoj metodi trazimo neprekidnost stupnja n/2 — 1 = 1.
Mozemo pisati: ©©(z,y) € C. Sjetimo se da je zahtjev za neprekidnoséu prve derivacije
postojao i kod stapa, naravno samo u smjeru osi Stapa i samo u ¢vorovima. Ovdje neprekidnost
mora vrijediti u smjeru i okomito na smjer bridova po kojima su konac¢ni elementi spojeni.

Medutim, vidjet ¢emo da u slucaju dvodimenzionalnih elemenata ploce to nije lako ispuniti.
Sre¢om, moze se pokazati da se i elementi koji ne zadovoljavaju potpuno trazenu neprekidnost
uspjesno koriste za modeliranje ploca.

13.6.3.1. Nekompatibilni trokutni konac¢ni element. Ako promotrimo trokutni konacni
element, tada u svakome ¢voru postoje tri stupnja slobode. Primjerice u ¢voru ¢ postoje vertikalni
pomak w; u smjeru lokalne osi z i dva zaokreta ©,, = 0p;/0x 1 ©,, = 0p;/0y oko lokalnih osi
x 1 y. Znaci, ukupno imamo devet stupnjeva slobode (slika 170.a). Prema analogiji sa Stapom,
za neprekidnu prvu derivaciju trebamo polinom treceg stupnja, ali sada po koordinatama z i y.
(Derivacija toga polinoma je polinom drugoga stupnja koji je neprekidan po cijelom elementu
ukljucujuéi i évorove. To je prema Ritzovoj metodi nuzan uvjet.) Medutim, potpuni polinom
tre¢eg stupnja ima deset clanova kako se moze uociti iz Pascalovog trokuta:

Qoo
a0 amy
2
20T a117Y ap2y

2 2 3
azpx a1 7Y a12Y o3y
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-

a) X b) J

Slika 170.: Trokutni konacni element ploce sa devet stupnjeva slobode: a) nepoznanice, b) koordi-
natna funkcija ¢;(x,y)

y y K(e): ‘K(e)'
K(c): T(“)'l' K“)' T(“‘)
k
g e
v’ .
1 J
> /4
Z X Z X
e -vertikalni pomak

$ -kut zaokreta

a) b)

Slika 171.: Trokutni kona¢ni element sa as; = aj2: a) singularni polozaj elementa, b) rotacija ne
mora biti jednoznacna

Takav polinom sadrzi sve ¢lanove ¢iji zbroj potencija daje najvise tri. Radi se o svim ¢lanovima
oblika a;;z'y’ za koje vrijedi i + j < 3:

w(x,y) = agp + a1 + ap1y + a0z’ + apzy + @0292 + asor® + G219523/ + appry® + (1033/3- (393)

Zamijetimo da postoji jedan koeficijent a;; previse, jer s pomocu tri ¢vora sa po tri nepozna-
nice mozemo definirati samo devet uvjeta. Znaci koeficijente potpunog polinoma ne mozemo
jednoznacno odrediti bez dodatne jednadzbe. Tome se pokusalo doskociti na vise nacina. Naj-
jednostavnije je ukloniti jedan (bilo koji) ¢lan polinoma. Kasnije éemo pokazati da to nije dobar
nac¢in jer su potrebni svi ¢lanovi potpunoga polinoma (vidjeti odjeljak 13.6.3.2.) Jedna je od
starijih zamisli bila uvesti jednakost as; = aq9, ¢ime se pokusalo sacuvati simetriju polinoma.
Medutim, pokazalo se da pri nekim polozajima konac¢nog elementa matrica sustava potrebnog
za definiranje koeficijenata a;; [poput (379)] moze postati singularna. Primjerice, jedan od tak-
vih polozaja je kada su dvije stranice trokuta paralelne s globalnim osima z i y (slika 171.a).
Stovise, pri nekim polozajima konacnog elementa ipak dolazi do izrazaja anizotropija modela —
ovisnost o orijentaciji konacnog elementa. Prilikom deriviranja po z, y ili mjeSovito po x i y
produkti 2%y i xy? ne ponasaju se jednako. Time je prekrSena simetrija polinoma zbog koje je
zahtjevana jednakosti pripadnih koeficijenata as; 1 a12. Zbog toga element nije invarijantan na
rotaciju lokalnog koordinatnog sustava. Ako pri nekim polozajima elementa odredimo matricu
krutosti u lokalnom koordinatnom sustavu, pa izvrS§imo transformaciju u globalni koordinatni
sustav (K(© = T@TKE T) dobivamo razlicite vrijednosti ¢lanova kzz(ej) od onih koje bi dobili

direktnim proracunom matrice krutosti u odnosu na globalne smjerove (K(e) = K(e)/). Naravno,
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polozaj elementa se nije promijenio (nego samo postupak proracuna), pa mu mora pripadati ista
matrica krutosti K® u globalnom koordinatnom sustavu (slika 171.b). Bolja je zamisao uvesti u
tezistu trokuta (opet zbog sa¢uvanja simetrije elementa) jos jedan ¢vor s vertikalnim pomakom
kao nepoznanicom. Time trebamo jos jednu koordinatnu funkciju (engl. bubble) oblika prikazanog
na slici 172.

LGS K Sada mozemo odrediti sve koeficijente polinoma i defi-
— nirati deset jednadzbi koordinatnih funkcija za jedini¢ne po-
make i zaokrete u svakome ¢voru. Prema analogiji s prethod-
nim poglavljem [vidjeti (379)], treba deset puta rijesiti sus-
tav jednadzbi po a;; s jedinicom na odgovaraju¢em mjestu
u vektoru desne strane, dok je ostalih devet vrijednosti jed-
nako nuli. Nakon toga je potrebno odrediti izraz za energiju
savijanja ploce, diskretizirati ga s pomoc¢u dobivenih poli-
noma i na kraju minimizirati. Na taj nac¢in dobivamo sustav
jednadzbi ravnoteze, odnosno izraz za koeficijente matrice
krutosti. Prilikom definiranja matrice vertikalni pomak mozemo eliminirati postupkom staticke
kondenzacije. Podsjetimo se da tim postupkom unaprijed eliminiramo neke jednadzbe ravnoteze.
Izbor jednadzbi moze biti proizvoljan, ali je najéesée motiviran.”™ Primjerice, ovdje Zelimo formi-
rati matricu krutosti elementa neovisno o pomacima unutarnjeg ¢vora. Zamisao je opravdana jer
taj ¢vor nije povezan s drugim elementima, a donosi nam i ustede jer smanjujemo broj jednadzbi
ravnoteze elementa, pa i modela. Sustav jednadzbi elementa u lokalnom koordinatnom sustavu

K© = a© = f° mozemo grupirati s obzirom na pomake vrhova a® i unutarnjeg évora w'®’,
pa dobivamo:

Slika 172.: Koordinatna funkcija
vi(x,y) s jedinicom u tezistu ele-
menta

K9 K97 ra@ £
9%9  9x1 9x1 9x1
/ / = _ / ° (394>
LS v Bl
1x9 1x1 Ix1 1><71

Mnozenjem nastaje sustav od devet jednadzbi s devet nepoznanica i jednom skalarnom jed-
nadzbom:

r__ / —(e)’ (e)/ —(e)’

K/ 4K <1

K =7

e

(395)

(e)f

Primijetimo da prvi ¢lan u drugoj jednadzbi predstavlja skalarni produkt vektora, jer je K/

matrica redak, dakle vektor. Ako iz te jednadzbe izrazimo w'®" dobivamo:

/ 1 —(e)’ e) —(e)
o = — (7 — K. (396)

z,l e

Vidimo da poznavanjem pomaka krajnjih évorova elementa G® mozemo izracunati i vertikalni
pomak @w©". Ovaj izraz mozemo vratiti u prvu jednadzbu sustava (395), pa slijedi:

—(e)
K©'g© — 1 KO KO g — 7 _ [z K© (397)
e,e l((;)/ e,l Le k;l((z)/ el *

Uoc¢imo da umnozak matrice stupca Kiel)/ (9 x 1) i matrice retka Kl(ee)/ (1 x 9) daje kvadratnu

matricu reda 9 (slika 173.). Na kraju dobivamo sustav jednadzbi koji ovisi samo o pomacima

" (Qvaj se postupak éesto provodi ako su neka optereéenja jednaka nuli.
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9
K, K., K

K ,e

el Le

Slika 173.: Graficki prikaz umnoska matrice stupca K . Kod prve matrice

redak, a kod druge stupac imaju samo po jedan ¢lan.

Sl)/ i matrice retka Kl(?/

vanjskih ¢vorova koji definiraju element:

—le)

SR N CS S NV L ) oY
(K& - (e)’Ké,l) Kl(,e) Ju =" — WKEZ) : (398)
. kl,l ) . kl,l )
KE;)'* f(:)'*

Uz oznake naznacene viticama u (398) mozemo pisati:
K q© = e (399)

Opisani postupak preoblikuje koordinatne funkcije matrice K(©' u funkcije matrice K™, tako
da ne uzrokuju sile na mjestu unutarnjeg ¢vora u slucaju jediniénih pomaka bilo kojega, pa i toga
¢vora. Isto tako, pomak unutarnjeg ¢vora ne uzrokuje sile u preostalim ¢vorovima elementa.

Medutim, i ovako definiran konacni element ima jedan nedostatak. Analizirajmo detaljnije
spoj dvaju elemenata (slika 174.a). Radi lakseg objasnjenja, postavimo lokalni koordinatni sustav
tako da os z prolazi zajednickim bridom odabranih elemenata. Tada je duz toga brida y = 0 i
ostaje samo polinom po z, odnosno prema (393) funkcija pomaka poprima oblik:

UJ($, O) = ago + ajpr + CLQO.TZ + CL305€3. (400)

Zmaci, u vertikalnoj ravnini xz se pojavljuje polinom tre¢eg stupnja kojemu pripadaju cetiri ko-
eficijenta (slika 174.b). U svakoj tocki znamo dva podatka: pomak i kut zaokreta, jer su uvjeti
ravnoteze ¢vorova odredeni tim zahtjevima. Znaci da medu njima mozemo jednoznac¢no povuéi
polinom tre¢eg stupnja, jer poznajemo cCetiri uvjeta. Zbog toga je osiguran kontinuitet pomaka
i kutova zaokreta u smjeru brida. (Prva derivacija je polinom drugoga stupnja koji je takoder
neprekidan). Prema tome, kompatibilnost pomaka i zaokreta u tome smjeru ostaje sacuvana.

Promotrimo sada Sto se dogada s derivacijom (kompatibilnosti zaokreta) u smjeru normale
(osi y) na brid. Derivacijom polinoma treceg stupnja u tome smjeru (Ow/dy) dobivamo polinom
drugog stupnja:

a— = ap1 + a;r + 2@023/ + CL21.T2 + 2@12]33/ -+ 3(1033/2. (401)

Ako sada uvrstimo y = 0 (i dalje promatramo tocke istoga brida), opet preostaje polinom drugoga
stupnja, ali samo po x:

ow(z,y)
y

ow(zx,0)

2
= ) 402
8y ap1 + a1 + a1 T ( )
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Slika 174.: Uvjeti kompatibilnosti na spoju dvaju elemenata: a) tlocrt, b) funkcija pomaka u
ravnini zz, ¢) funkcija pomaka u ravnini paralelnoj s yz

(©)

R (xy)
W
oy

Slika 175.: Nekompatibilnost elemenata u smjeru normale na zajednicki brid

Medutim, sada trebamo tri jednadzbe, jer imamo tri nepoznata koeficijenta: agq, aqq i ag;. Ali, ras-
polazemo samo s dvije derivacije u smjeru normale — vrijednostima u ¢vorovima brida dw/dy(0, 0)

i Ow/0y(x;,0) (slika 175.).
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Slika 177.: Motivacija za patch test: a) smanjenje odstupanja neke deformacije od konstantne
vrijednosti (Ae; > Ag] i Aey, > Ac)) sa smanjenjem promatranog podrucja sa € na ﬁl, b)
aproksimacija kona¢nim elementima s konstantnom raspodjelom deformacije po elementu

y Ocito je da ta parabola ne moze biti jednozna¢no de-
finirana. Kroz dvije tocke ih mozemo provuéi neizmjerno
mnogo. Vidimo da tocke duz bridova ne moraju imati jed-
naku prvu derivaciju, odnosno kut zaokreta u smjeru nor-
male. Tangenta moze imati lom (slika 174.c). Znagéi, radi
se o polinomu koji ne ispunjava zahtjeve Ritzove metode,
/\/\/\/\ po kojoj i prva derivacija svuda mora biti neprekidna. Po-
novimo, jednaka je za oba elementa samo u zajednickim
¢vorovima (slike 174.b i ¢).
i i \ n X Ovdje se zapravo radi o nekompatibilnim (nekonfor-
mnim) kona¢nim elementima, koje smo ve¢ upoznali kod
\/\/\/\/ Stapnih modela. Tada ¢ak ni u ¢vorovima nije bilo zadovo-
ljen uvjet kompatibilnosti zaokreta. U ovome se slucaju,
s progusc¢enjem mreze, duz brida pojavljuje sve vise ¢vo-
rova, a u njima je derivacija u smjeru normale jednoznacna
(slika 176.), pa u limesu (kada ¢vorovi postaju neizmjerno
bliski, a elementi neizmjerno mali) mozemo naslutiti da je
kompatibilnost duz brida zadovoljena. Ipak, nasi su ele-
menti, kako sama rije¢ kaze, konacni pa nam svojstva u
limesu nisu od prakti¢ne koristi. Zbog toga im treba ispi-
tati ponasanje pri uobicajenim, korisnickim dimenzijama.

Slika 176.: Porast kompatibilnosti
duz brida s proguséenjem mreze
kona¢nih elemenata

13.6.3.2. Provjera nekompatibilnih elemenata — Patch test.  Treba skrenuti pozornost
da elementi ovoga tipa mogu, ali i ne moraju konvergirati s proguséenjem mreze. Zbog toga je
nuzno prije prakti¢ne upotrebe provesti nuzan test nekompatibilnih elemenata koji zovemo patch
test (zakrpa, engl. patch). Zamisao je temeljena na ¢injenici da se dijeljenjem nekoga podrucja na
sve manje dijelove, stanje deformacija (ili naprezanja) u njima priblizava konstantnoj vrijednosti
(slika 177.a). Znaci, ako raspolazemo konac¢nim elementima koji mogu reproducirati konstantnu
vrijednost deformacije (naprezanja), smanjenjem elemenata se mozemo po volji pribliziti pro-
izvoljnom obliku deformacije ili naprezanja (slika 177.b). Da bismo ustanovili ovo svojstvo mrezu
kona¢nih elemenata moramo podvrgnuti optereéenju silama (momentima) ili prisilnim pomacima
(zaokretima) koji uzrokuju homogeno stanje deformacija (naprezanja). Naprezanja i deformacije
su konstantne u svim tockama modela.
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y Promotrimo primjer neizmjerno duge ploce,
opteretene konstantnim momentima savijanja na

My M,y rubu (slika 178.) Plo¢u modeliramo mrezom ko-
T nacnih elemenata koje zelimo ispitati. S gornje

i donje strane ploce mozemo postaviti uvjete si-

metrije. Osi simetrije mogu biti medusobno uda-
ljene koliko god zelimo. Uvijek mozemo sma-
trati da je s druge strane osi isti oblik ploce,
rubni uvjeti i optereéenja kao i na dijelu koji
promatramo. Poznajemo analiticko rjesenje za
ovaj problem. U bilo kojoj tocki ploce javlja se
konstantni moment savijanja. Ako rjesenje do-
biveno metodom konac¢nih elemenata odgovara
tome analitickom rjeSenju, smatramo da je ele-
ment prosao patch test.* Znaci da moze repro-
ducirati konstantno stanje deformacija ili napre-
zanja. Bududi da se radi o pravokutnoj ploc¢i ne-

X
/. ; ‘Ll | | | | | | | | | | | | H‘ L \ @ izmjerne duljine (nosivoj u jednom smjeru) vri-
- I)’ My 1 Myil
b b

%)

<
4>

jedi:

7 g 2
Slika 178.: Patch test — neizmjerno duga ploca M, = DZTI;) i M, =vM,, (403)
opteretena Cistim savijanjem

pa trebamo polinom w(z,y) koji sadrzi clanove
as07? i any? tako da drugom derivacijom po x, osim visih ¢lanova, ostaje i konstanta 2as, a
po ¥ 2age. Tada konac¢ni element moze reproducirati konstantni moment i zakrivljenost®!. Osim
toga, tada sigurno i manji element (guséa mreza) moze reproducirati homogeno stanje. Znaci da
se takvim elementima mozemo po volji pribliziti nekome opéem rjesenju. Test se ponavlja veliki
broj puta s razli¢itim gusto¢ama, oblicima i orijentacijama konac¢nih elemenata. (Postoje posebni
racunalni programi za takve namjene.)

Ako mreza elemenata nije u stanju reproducirati homogeno stanje deformacija, tada je upitno
da li je to moguée napraviti njenim proguséenjem. Ako jest kazemo da je konacni element prosao
slabi (engl. weak) patch test. A ako nije, kazemo da element ne prolazi patch test i ne bi ga
smjeli upotrijebiti za proracune konstrukcija. Na slican bi na¢in trebalo provjeriti i ¢isto savijanje
u drugome smjeru, tako da polinom mora sadrzavati i ¢lan agy?.

80Primijetimo da i nekompatibilni §tap koji smo obradili u poglavlju o Rizovoj metodi prolazi patch test Gistog
savijanja. Momenti savijanja imaju konstantnu vrijednost po Stapu.

81 Ako je M = const., tada je prema (403) zakrivljenost 1/p, = 0?w/dxz* = M, /D = const., pa je deformacija u
obliku kruznoga luka.
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Osim testa Cistog savijanja, iz istih raz-
loga treba provjeriti i stanje ¢iste torzije.
Primjerice, slicno prethodnoj provjeri, za-
damo konstantni moment torzije M, (ili par
poprecnih sila T na razmaku e tako da vri-
jedi M; = T - e) po rubu modela ploce
(slika 179.). Analiticko rjesenje daje kons-
tantnu torziju po cijeloj ploci. Zahtijevamo
da numericko rjesenje odgovara toj vrijed-
nosti momenta. Na neoptere¢enome rubu
moramo zadati antimetri¢ne rubne uvjete.

Stanje Cistoga posmika ne postoji, jer se
uz konstantnu poprec¢nu silu javlja i line-
arni moment savijanja. Ovo, nehomogeno
Slika 179.: Patch test — neizmjerno duga ploca op- stanje, moze se reproducirati ako, postoje
terec¢ena ¢istom torzijom clanovi ¢ije su trec¢e derivacije funkcije po-

maka po z i y konstantne, a druge linearne.
Prema tome, za konstantnu raspodjelu popreénih sile trebamo ¢lanove asox® i agsy?®, a za linearno
djelovanje momenata as 2%y i ajozy?. Nacelno, ako je moguée zadati rubne uvjete koji omoguéuju
analiticko rjesenje za nehomogena stanja, mozemo ih usporediti s numerickim vrijednostima.

Preostala stanja: tlak, vlak i posmik u ravnini ploce ne mozemo provjeriti, jer prema teoriji
savijanja tankih ploca u tim smjerovima nisu definirani stupnjevi slobode.

Ovdje svakako treba spomenuti jos jednu ideju kojom se pokusalo rijesiti problem desete ne-
poznanice kod trokutnog konacnog elementa ploce. Jednostavno, probalo se ukloniti ¢lan aq;xy.
Na taj nac¢in simetrija polinoma ostaje sac¢uvana, ali koliko god elementi bio mali ne ,prate”
konstantnu torziju. To je lako uociti jer za plocu vrijedi:

0w

Mxy:(l_V)DWaya

(404)
pa mjeSovitom derivacijom polinoma po x i y konstantu (koeficijent aq;) daje samo uklonjeni ¢lan
ajxy. Svi ostali clanovi ne mogu reproducirati takvo homogeno stanje (mogu najmanje linearno
ili vise). Ocito je da takav element ne prolazi patch test i treba ga odbaciti.

Spomenimo na kraju da je patch test nuzan ali ne i dovoljan uvjet za konacan sud o kakvodi
nekog nekompatibilnog elementa.®? Drugim rije¢ima, ako element ne prolazi patch test sigurno
je los, a ako prolazi jos uvijek nije sigurno da je dobar. Postoje razlicite provjere koje element
mora zadovoljiti i koje ne¢emo posebno obrazlagati. Svakako, svi kona¢ni elementi koji se koriste
u programima za proracun konstrukcija moraju proé¢i niz takvih provjera.

82Ako je element kompatibilan prema zahtjevima Ritzove metode, tada automatski zadovoljava patch test, jer
njegove koordinatne funkcije mogu zadovoljiti sva rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe.
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I ‘ Cesto je slucaj da nekompatibilni elementi
daju bolje rezultate od kompatibilnih. To se
moze objasniti energijski. Diskretni oblik funk-
cionala energije [recimo (208)] mora imati visu
vrijednost minimuma II; od tocne vrijednosti
minimuma I1,,;, funkcionala energije matema-
tickog modela (206). Inace bi preksili teorem o
minimumu potencijalne energije modela. To je
posljedica aproksimacije kojom problem s ne-
izmjerno mnogo stupnjeva slobode opisujemo
konac¢nim brojem nepoznanica u ¢vorovima mo-

W dela. To fizikalno znaci da su kompatibilni ele-
menti ipak prekruti. Pomaci numerickih mo-
dela su, globalno gledano, manji od pomaka
matematickih modela koje aproksimiraju. Po-
jedini ¢vor moze imati ve¢i pomak od toc¢ne vrijednosti, ali citava se konstrukcije manje progiba.
Buduéi da nekompatibilni elementi imaju odredenu deformaciju po bridu (pokazali smo da moze
postojati ,,lom* progibne linije ploce), oni su ,meksi“, pa modeli imaju nizu vrijednost minimuma
energije 11, ¢esto blize totnome iznosu od kompatibilnih modela (slika 180.). Pri tome ta vri-
jednost moze biti i niza od to¢noga minimuma, jer takvi elementi ne zadovoljavaju nuzne uvjete
kompatibilnosti koordinatnih funkcija koje se nalaze u izrazu za energiju. Sjetimo se da je tocna
vrijednost minimum energije od svih mogucih, ali kompatibilnih stanja.

Hk>1—[min

]._.[min
]._.[“<]._.[min

W W
n

Slika 180.: Verikalni presjeci energijske plohe kom-
patibilnih i nekompatibilnog modela.

F Spomenimo na kraju da samostalni ¢lan agy mora

postojati zbog potrebe za vertikalnim pomakom ele-

‘ 7 7 7 menta kao krutoga tijela, dakle bez deformacija (pa i
]_\]\7\ naprezanja). Sli¢no, ¢lanovi ajox 1 ag1y moraju osigu-

\ gg rati rotacije elementa kao krutoga tijela u oba smjera

(x iy). Ti ¢lanovi daju konstantne prve derivacije —
kutove zaokreta. Ove je ¢injenice lako objasniti na pri-
mjeru konzole (slika 181.). Elementi desno od sile F’
Slika 181.: Konzola optereena unutar pe smiju biti napregnuti, jer su unutarnje sile na tome
raspona dijelu konzole jednake nuli. Znagci, iako se elementi tran-
slatiraju i rotiraju njihov nedeformirani oblik mora ostati sacuvan. Pocetne duljine stranica i pravi
kutevi ne smiju se izmijeniti. Ovi uvjeti moraju vrijediti bez obzira na dimenzije elemenata.

13.6.3.3. Kompatibilni trokutni konac¢ni element sa 21 stupnjem slobode. Ako zelimo
da prva derivacija bude kompatibilna i u smjeru normale na brid, koordinatne funkcije moraju
biti u obliku polinoma petog stupnja koji ima 21 koeficijent:

apo
a10% ao1y
2 2
a20% ap1xry ap2y
3 2 2 3
asopx a212°Y a2y ap3y
4 3 2,2 3 4
aq0T as1xry a22T"Y aisxry ap4y

4 3,2 2,3 4
asoT 41Ty a32T"Y az3T”yY a4y aosY
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Odnosno:

w(z,y) = ag + a0 + any + axnT? + anxy + a02y2 + azor® + a211’2y + amx?f
+ CL032/3 + agor* + a31x3y + a22x2y2 + a135€y3 + a04y4 + asor® + a41:c4y (405)

+ azr®y? + anr®y® + aury® + apsy’.

y Nepoznanice su vertikalni pomak w, dvije prve dw/0x i

Ow/dy, dvije druge derivacije 0*w/dz* i 0?w/dy* i mjesovita
1 derivacija 0*w/(0xdy). Prema tome, postoji Sest nepozna-
nica po ¢voru, odnosno 18 po elementu, pa nam nedostaju tri

m 1 nepoznanice do 21. Zbog toga definiramo jos tri ¢vora u sredi-

n nama bridova konac¢nog elementa i odredimo kuteve zaokreta

i l j X usmjeru normale dw/dn kao nepoznanice (slika 182.). Tako
n mozemo definirati 21 jednadzbu za odredivanje 21 koeficijenta

Slika 182 Konacni element sa 21 %" & time i polinoma (405). Za y = 0 polinom poprima oblik:

stupnjem slobode w(x,0) = agy + 107 + axr® + azr® + apr® + asx”. (406)

Budu¢i da imamo Sest nepoznatih koeficijenata a;j, a u
svakome ¢voru brida mozemo definirati po tri podatka:

2
w(0,0, 20,0, %00,
ow 0*w

w(mj,O), %(xj’())’ w(xjv())’

polinom je jednozna¢no definiran duz brida y = 0. Prema tome, pomaci su duz toga brida
kompatibilni. Derivacijom u smjeru brida (Qw(z,0)/0x) dobivamo polinom ¢etvrtog stupnja koji
je neprekidan, a u ¢ovorima ima jednaku vrijednost za sve elemente jer polinomi svih elemenata
imaju zajednicku tangentu. Znamo da je kut zaokreta nepoznanica u ¢vorovima modela. Tako su
i zaokreti duz brida kompatibilni.

Razmotrimo sto se dogada u smjeru normale na brid. Derivacijom u tome smjeru dobivamo
polinom ¢etvrtog stupnja:

ow(z,
(—y) = ao; + a1 + 2a02y + a917% + 2a197Y + 3ao3y® + az1r® + 2a207°y
Ay (408)

+ 3arzzy® + daosy® + ana’ + 2a38°y + 3agsz®y® + darszy’ + Sagsy’.
U tockama brida (y = 0), derivacija se mijenja po zakonu:

ow(z,0)

8y =ap1 +anxr + +CL21[L'2 + a31x3 + CL41[L’4, (409)

koji jednoznacno mozemo odrediti s pet podataka (tri prve i dvije druge derivacije u évorovima
brida):

ow 0*w

a_y(070)7 8_y2(070>7

ow 9*w

a—y(l’ja 0), 8—1/2(%'7 0), (410)
8w(xm 0)
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Ovdje treba ispitati i kompatibilnost drugih derivacija jer su i to nepoznanice u ¢vorovima
elementa. Druga je derivacija po z u obliku polinoma tre¢eg stupnja koji mozemo duz brida
jednoznacno odrediti s etiri podatka: druga derivacija 9*w/dz?* i mjesovita derivacija 0*w/(0z0y)
u svakome ¢voru. Isti postupak mozemo primijeniti i okomito na brid, samo uz mjesovitu derivaciju
koristimo druge derivacije u smjeru y, odnosno 9%w/dy>.

Iako je ovaj element kompatibilan prema zahtjevima

| e ! e, | Ritzove metode, ipak se nije pokazao uspjesnim. Preciz-
nije, uspjesan je samo u ,glatkim*“ problemima. Razjas-

| \L \I/ \I/ \l/ \L \L \L J/ J/ \l/ \L \L \L \I/ \I/ \L \L \L \L J/ \l/ | nimo to na primjeru stapa promjenjive visine popre¢nog
| | presjeka (slika 183.). Ako su nepoznanice u évorovima
: Stapa pomak w, prva dw/dz i druga d*w/dz? derivacija
|

| |
J
! X; ! progibne linije §tapa®?, tada ¢e vrijednosti momenata s
| | jedne i druge strane presjeka biti razlic¢ite jer je moment
@ ' (el)' © na kraju Stapa ey, odnosno na pocetku stapa es:
| M;™ | Mj
r,
| MM 2wV
| | | M () = BI)

j v g2 (%’)7

@ ‘\ M () () d2w(62)
] M;™ () = EL> —— (),
| |
Slika 183.: Stap promjenjive visine po- 2 zadano je ]1561) + _7562). Naravno, vrijednosti drugih
preénog presjeka derivacija su jednake u tocki j jer se radi o nepoznanici
u évoru koja mora biti jedinstvena [d?w/dz*V)(z;) =
d*w/dxz®®) (z;)]. Znadi, javlja se skok momenta savija-
nja na mjestu promjene krutosti, $to nije ispravno. Odnosno, naruseni su uvjeti ravnoteze u tocki
7, jer nema djelovanja koncentriranog momenta u toj tocki. Znaci ustrajavanje na pretjeranoj
glatkosti rjesenja (visih derivacija kao nepoznanica) moze se pokazati loge u singularnim slucaje-
vima poput promjene debljine zidova i ploca u nekome modelu. Primijetimo usput da u ovome
slucaju zbog uvjeta ravnoteze moment u ¢voru j mora biti neprekidan (jednak s lijeve i desne
strane ¢vora), a zakrivljenost stapa 1/r; = M, /EI, na tome mjestu ima skok.

Naglasimo da su elementi sa koordinatnim funkcijama u obliku polinoma visokog stupnja vrlo
ucinkoviti kod ,,glatkih“ problema, Cija se rjesenja podudaraju s takvim polinomima. Potreban je
manji broj elemenata od onih koji su temeljeni na polinomima nizeg stupnja za postizanje jednake
toc¢nosti rjesenja. Medutim, korisnici mogu imati razli¢ite zahtjeve koji sadrze singularna mjesta
u modelima. Tada su bolji elementi kojima se mogu aproksimirati i takvi problemi, iako daju
nesto losije rezultate u vrlo glatkim slucajevima. Medutim korisnicima su vazni elementi koji se
podjednako dobro ponasaju u svim situacijama, laksim i tezim. Za programe opée namjene nisu
dobri elementi koji su u nekim problemima superiorni, a u nekima daju ¢ak i pogresne rezultate.

13.6.3.4. Kompatibilni trokutni konaéni element sa 12 stupnjeva slobode. Postoje
ipak potpuno kompatibilni trokutni elementi za problem savijanja ploca (C(l)) opisani polinomom
treceg stupnja. Jedan od takvih elemenata dijeli se na tri trokuta (slika 184.). I ovdje se sredisnji
¢vor obi¢no nalazi u tezistu osnovnog elementa. Tri polinoma tre¢eg stupnja imaju ukupno trideset
nepoznanica. Broj nepoznanica smanjujemo upotrebom uvjeta kompatibilnosti medu trokutima:
zajednicki ¢vorovi moraju imati jednake pomake i kuteve zaokreta koji su predvideni u tim ¢vo-
rovima. Provedimo analizu elementa.

Ako su u sredidnjem ¢voru definirane tri nepoznanice (vertikalni pomak i dva zaokreta), tada bi
ih bilo ukupno devet (po tri za svaki trokut). Medutim, ostaju samo tri, jer su pomaci i zaokreti

83Znamo da je dovoljno w i dw/dx.
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Slika 184.: Kompatibilni trokutni element sa 12 stupnjeva slobode

jednaki u tome ¢voru za sve trokute. Na taj nac¢in imamo Sest nepoznanica manje, odnosno
preostaje ih 24. Na polovistu unutarnjih bridova definiramo ¢vor sa nepoznatim zaokretom u
smjeru normale. Znaci, svakome trokutu pripadaju dvije nepoznanice, odnosno za tri ¢vora ukupno
Sest. Buduc¢i da zaokreti u tim ¢vorovima moraju biti zajednicki za susjedne trokute, imamo
tri jednadzbe manje. Preostaje jos 21 nepoznanica. Nadalje, u vanjskim ¢vorovima imamo tri
nepoznanice (vertikalni pomak i dva zaokreta). U njima se sastaju dva trokuta, pa imamo ukupno
Sest nepoznanica po ¢voru, odnosno za sva tri ¢vora 18 nepoznanica. Sva tri stupnja slobode u
tim ¢vorovima su jednaka za dva trokuta, pa mozemo eliminirati devet jednadzbi. Na kraju ostaje
12 nepoznanica: po tri u ¢vorovima elementa i jos tri zaokreta u smjeru normale na polovistima
stranica trokuta. Problem je sada oc¢ito jednoznacno rjesiv.

13.6.3.5. Nekompatibilni c¢etverokutni konacni element.

y Ako plo¢u modeliramo pravokutnim kona¢nim ele-
Oy mentima, vise nemamo problema s manjkom nego viskom
Sy W ) Wi O nepoznanica. U svakome ¢voru definiramo pomak i dva
! K Pkx zaokreta kao nepoznanice, pa imamo dvanaest stupnjeva
1 B k slobode po elementu i trebamo polinom s dvanaest koefi-
o cijenata. Znac¢i da nam uz ¢lanove potpunog polinoma
.. ' 9, tre¢eg stupnja trebaju jos dva clana. Obicno se zbog si-
" w; O “w; Bin metrije usvajaju ¢lanovi as; 23y i a;3zy® koji pripadaju
: i X polinomu ¢etvrtog stupnja:
Slika 185.: Cetverokutni konaé¢ni ele- )
ment za problem savijanja ploca
a107 a1y
2 2
Q20 a1y o2y
3 2 2
aso a2127yY a127Y Ry
4 3 2,2 3
Q40T a1 Ty A22T7Y ai13TyY

Znaci da oblik funkcije pomaka unutar elementa mozemo
zapisati u obliku:
w(z,y) = agy + a102 + a1y + a2’ + anzy + agy’

+ a30x3 + a21x2y + algny + a03y3 + a31x3y + algxy3.
(411)
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Funkcija u smjeru brida ima oblik polinoma treceg stup-
nja:

w(z,0) = agy + apr + agr® + aspx?®, (412)

koji mozemo jednoznac¢no odrediti s ¢etiri poznata uvjeta:

w(0,0), Ow/0x(0,0), w(z;,0), Ow/dx(x;,0). Derivacija

je polinom drugog stupnja koji je neprekidan, bez loma
u ¢vorovima, pa je u smjeru brida element kompatibilan. Ako opet promotrimo derivaciju u smjeru
normale na brid dobivamo polinom treceg stupnja:

ow
8_y($’ Y) = a1 + anx + 2agey + azx” + 2a122y + 3agsy® + azz® + 3azry’. (413)
Ako uvrstimo za tocke brida y = 0 dobivamo:
ow 2 3
a—y(m, O) = Qo1 + a1 + a1 x” + az;xr”. (414)

Za jednoznacno definiranje polinoma trebamo ¢etiri podatka, a raspolazemo samo s dva: zaokre-
tima u smjeru normale u évorovima elementa [Ow/dy(z;,0) i Ow/0y(x;,0)]. Elementi su kompa-
tibilni samo u ¢vorovima. Medutim, s proguséenjem mreze, razmaci medu ¢vorovima postaju sve
manji, tako da je u limesu i kompatibilnost u smjeru normale zadovoljena. I ovaj element prolazi
patch test i uspjesno se upotrebljava za modeliranje ploca.

13.6.4. Konacni elementi ljuske

Ljuska je prostorno zakrivljeno tijelo kojemu
je jedna dimenzija (debljina ljuske) puno manja
od preostale dvije (rasponi ljuske). Matematicki
podmodel ljuske temelji se na prostorno zakriv-
ljenoj plohi koju zovemo srednjom plohom. Ona
raspolavlja ljusku po njenoj debljini. Pri djelo-
vanju optere¢enja u ljusci se istodobno pojav-
ljuju momenti savijanja i torzije, te poprecne i
uzduzne (membranske) sile. Analiticko rjesava-
nje problema u teoriji ljusaka vrlo je slozeno i
u literaturi postoje priblizna rjeSenja za neke
posebne slucajeve oblika, optere¢enja i rubnih
uvjeta. Pri tome se uvode i dodatne vise ili ma-
Slika 186.:  Aproksimacija ljuske trokutnim nje opravdane pretpostavke koje podmodel lju-
konacnim elementima ske Cine joS jednostavnijim za rjesavanje. Tako
primjerice nastaje membranska teorija ljusaka kod koje se vanjsko opterecenja preuzima samo
uzduznim i poprecnim silama koje djeluju u srednjoj plohi ljuske. Zbog vrlo malog broja realnih
problema koje mozemo rijesiti (puno manje u odnosu na stijene i plo¢e) potreba za numerickim
pristupom postaje jos izrazenija. U vrijeme dominacije analitickih rjesenja projektirali su se oblici
ljusaka za koje takva rjesenja postoje. Nije bilo moguce proracunati slozene modele sa razlic¢itim
polozajima i oblicima otvora, te mjesovitim rubnim uvjetima.

13.6.4.1. Trokutni konaé¢ni element. Jedan od najceséih numerickih modela ljuske temelji
se na poliedarskoj aproksimaciji srednje plohe matematickog modela. Ako su konac¢ni elementi
u obliku trokuta, tada svaki od njih definira dio ravnine razli¢ito orijentirane u prostoru (slika
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konaéni element stjene konaéni element ploée = konacni element ljuske
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Slika 187.: Trokutni konacni element ljuske dobiven superpozicijom membranskog i fleksijskog
djelovanja (stijene i ploce)

186.). Prema ukratko opisanim svojstvima ljuske mozemo uociti da je element najlakse formulirati
superpozicijom elemenata stijene i ploce (slika 187.). Prvim kona¢nim elementom modeliramo
uzduzne utjecaje (pomake u ravnini elementa), a drugim savijanje (vertikalni pomak i rotacije oko
dviju osi u ravnini) ljuske. Prema tome, lokalnu matricu krutosti elementa ljuske mozemo odrediti
zbrajanjem lokalnih matrica krutosti elemenata stijene (indeks s) i ploce (indeks p):

KZ(Z,S)/ KZ(ZS)’ KE;S)/ Kl(’eiﬁp)/ K(Jﬁp)/ Kz(’e];p)/

(e)s)/ — (e’s)/ (673)/ (e)s)/ (e,p)’ — (e,p)/ (e,p)/ (e,p)/
(e;8) (e,8) (e;8) (e;p)’ (e;p)’ (e;p)’

Kk,i Kk,j Kk,k Kk,ip Kk,jp Kk,kp

Podmatrice K( ) su dimenzija 2 x 2 (dva stupnja slobode po ¢évoru), a K ’p) su 3 x 3 (tri stupnja

slobode po cvoru) Ako u ¢évorovima elementa prvo pobrojimo pomake modela stijene pa onda
ploce, zbroj pripadajué¢ih matrica mozemo prikazati u obliku prikazanom na slici 188.

(o) XX é’é é’é Ovaj je oblik matrice krutosti elementa povezan s dva
K X[X XX XX . . . . .

Li XXX XXX XXX kljuéna problema. Prvo, neovisno je djelovanje mem-

K(lelp)/ﬁxxx X branskih i fleksijskih stupnjeva slobode, jer su praznine

TR U b Y u matrici na slici 188. uvijek ispunjene nulama. Prema

o XIX s opcoj teoriji ljusaka, uvijek postoji medudjelovanje mem-

K- XIX[X XIX[X XIX[X branskih i fleksijskih sila, odnosno matrica krutosti bi
X[x X[XIX oy L . . .

0 0 0] morala biti puna. Sjetimo se, radi analogije, da slicno

% X é’% medudjelovanje izmedu uzduznih sila i momenata pos-

S e S toji 1 kod zakrivljenih Stapova, izucavanih u kolegijima

. X ; | © otpornosti materijala. Takvo je medudjelovanje ostva-

reno kod zakrivljenih konacnih elemenata ljuske. Ovdje
taj uvjet moze biti ispunjen samo u ¢vorovima i duz bri-
dova konacnih elemenata gdje postoje lomovi. To su
jedina mjesta na kojima se mogu pojaviti rezultirajuc¢e skretne sile i momenti koje djeluju van
ravnina u kojima leze komponente od kojih su nastali.

Drugi je problem sto prema ovoj formulaciji kona¢noga elementa matrica krutosti sadrzi nulu
na dijagonali koja pripada rotaciji oko normale na ravninu elementa, pa ¢ini matricu krutosti
singularnom. To je ozbiljan problem koji do danas nije teorijski, ve¢ samo iskustveno rijesen.
Razjasnimo u slijede¢em odjeljku osnovne teskocée povezane s ovim problemom.

Slika 188.: Oblik matrice krutosti tro-
kutnog konac¢nog elementa ljuske

13.6.4.2. O Sestome stupnju slobode u ¢vorovima konac¢nih elemenata ljuske. Opce-
nito govoreci, prostorni numeric¢ki modeli slozeni od razli¢itih tipova konacnih elemenata (Stapnih,
stijene, ploce i slicno) imaju Sest stupnjeva slobode po ¢évoru. Medutim, za razliku od Stapa,
stijena, ploca pa ni ljuska nemaju definiranu rotacijsku krutost u smjeru normale. Budud¢i da
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Slika 189.: Singularna [pod a)] i regularna matrica krutosti modela [pod b)]

globalnu matricu krutosti dobivamo zbrajanjem matrica krutosti pojedinih elemenata, sve pod-
matrice nekog ¢vora moraju imati dimenziju 6 x 6. Znaci da redak i stupac koji pripadaju tome
stupnju slobode mogu u matrici krutosti ljuske (bez priklju¢enih drugih elemenata) biti ispunjeni
nulama (slika 188.). Tipican je slucaj ako svi elementi povezani u nekome ¢évoru leze u istoj
ravnini. Tada i nakon transformacije matrice krutosti svakog elementa i zbrajanja u globalnu ma-
tricu na mjestu toga ¢vora, redak i stupac ostaju ispunjeni nulama (ili skoro nulama, jer se zbog
pogresaka zaokruzivanja prilikom mnozenja T©TK(© T(¢) dobije neki vrlo mali broj; primjerice
1071%). Fizikalno objasnjenje je vrlo jednostavno: niti jedna rotacija u ravnini elementa ne moze
dati komponentu rotacije u smjeru normale na tu ravninu (slika 189.a). Cim je jedan element
van ravnine preostalih elemenata, tada ¢e se zaokreti oko osi u ravnini toga elementa projicirati i
na os normale (slika 189.b), pa podmatrica krutosti koja pripada tome ¢voru u globalnoj matrici
krutosti nece vise biti singularna.

Primijetimo da presutno podrazumijevamo da kutove zaokrete smatramo vekto-
rima (slika 190.). To je zaista moguée uéiniti jer postoji iznos (kut rotacije) i smjer
(os rotacije orijentirana prema pravilu desne ruke). Ipak, zaokret ispunjava sva pravila
koja vrijede za vektor samo ako je iznos rotacije neizmjerno mali. (Zbog geometrijske
linearizacije nasi su zaokreti upravo takvi.) Primjerice, rotacija krutog tijela ima iznos i
smjer. Ipak, lako je pokazati da dvije uzastopne rotacije od 7/2 ne mogu biti vektorske

veli¢ine. (Primijetimo da ne vrijedi uobic¢ajena pretpostavka linearizacije, jer m/2 nije

mala vrijednost prema jedinici.) Promotrimo pocetni plozaj i osi knjige na slici 191.a

Izvrsimo rotaciju najprije oko osi 1 za /2 (slika 191.b), a iz toga polozaja oko osi 2

Slika 190.: Rotacija

za isti iznos (slika 191.c¢). Sada opet krenimo iz istog polozaja, ali promijenimo redos-
kao vektor

lijed rotacija. Zarotirajmo najprije oko druge (slika 191.d), a zatim oko prve osi (slika
191.e). Ako usporedimo konaé¢ne polozaje knjiga (slika 191.f i 191.c) vidimo da se razlikuju — ovise o redoslijedu
rotiranja. Znaci, konac¢ne rotacije ne zadovoljavaju zakon komutacije i zbrajanja vektora, pa se takvima i ne mogu

prikazati.

Jedna je od zamisli eliminirati Sesti stupanj slobode (pripadajuéi stupac i redak globalnog sus-
tava jednadzbi), ako je krutost bliska nuli. Takva je operacija analogna umetanju lezaja koji sp-
rjecava rotaciju ¢vora oko globalne osi z. Medutim, ovaj postupak zahtijeva algoritam za trazenje
grupe elemenata koji u nekome ¢voru tvore ravninu (ili gotovo ravninu), ¢ime cijeli proces po-
punjavanja globalne matrice krutosti postaje slozeniji, sporiji i memorijski zahtjevniji. Veéi je
utrosak memorije potreban jer moramo pamtiti brojeve elemenata koji su povezani u svakome
¢voru, Sto u uobicajenome postupku popunjavanja globalne matrice krutosti nije potrebno. Ne
smijemo eliminirati Sesti stupanj slobode u svim ¢vorovima, jer elementi koji ne leze u ravnini
doprinose stvarnoj rotacijskoj krutosti u smjeru normale, pa ju ne smijemo ukloniti. Toj krutosti
mogu doprinjeti i drugi elementi prikljuceni u taj ¢vor, primjerice Stap polozen u smjeru normale,
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Slika 191.: Konacne rotacije nisu vektori

Sto bi takoder trebalo prepoznati.

Zbog toga se problem nastoji rijesiti tako da ¢lan lokalne matrice krutosti uvijek ima malu
vrijednost krutosti umjesto nistice (obicno dva do tri reda veli¢ine manju vrijednost od krutosti
na posmik ili savijanje). To je ekvivalentno umetanju opruge male rotacijske krutosti (ucrtano
na slici 189.a). Tada nije potrebno nista provjeravati. Jednostavno, u slucaju komplanarnih
konac¢nih elemenata u nekome ¢voru, mala ¢e vrijednost krutosti osigurati regularnost (inverz)
globalne matrice krutosti, bez utjecaja na iznose ostalih pomaka i zaokreta, odnosno pripadajué¢ih
unutarnjih sila. (Postoji samo dijagonalni ¢lan matrice krutosti elementa koji pripada rotaciji
oko normale. Ostali ¢lanovi pripadnog retka i stupca su jednaki nuli, pa nema medudjelovanja s
ostalim stupnjevima slobode.)

Logi¢no je na kraju postaviti pitanja: Zasto uzimamo relativno proizvoljnu ,,malu vrijednost
krutosti“? Moze li se ta vrijednost odrediti iz teorijskih razmatranja, poput ostalih ¢lanova ma-
trice krutosti? Postoje pokusaji da se kona¢nom elementu stijene pridruzi rotacijska krutost oko
normale.

Medutim tu postoje problemi koji jos nisu u potpunosti rijeSeni. Naime, ako zelimo ostva-
riti upetost pri rotaciji (torziji) oko normale, takva rotacija mora biti zajednicka za cijeli ¢vor.
Drugim rijecima, kutovi medu stranicama konac¢nih elemenata moraju ostati sa¢uvani nakon de-
formacije. Tangente polozene na bilo koje dvije stranice okrenu se za isti, jedini¢ni kut (slika
192.a). Ako kut ostaje sacuvan tada je posmicna deformacija u uglu svih elemenata jednaka
nuli. Znaci ne dopustamo slobodno posmicno deformiranje elemenata u vlastitoj ravnini, odnosno
mreza elemenata postaje neopravdano (bez fizikalnog objasnjenja) prekruta za djelovanja u toj
ravnini. Primjerice, kod visokog nosaca na slici 192.b mora postojati promjena pravoga kuta medu
kona¢nim elementima zbog izrazitog djelovanja posmic¢nih naprezanja. Zbog toga postoje razliciti
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Slika 192.: Uvjet kompatibilnosti pri rotaciji oko normale: a) medu elementima, b) u primjeru
kratke konzole

nacini kojima se pokusava definirati krutost elementa u smjeru normale uz istodobno odustajanje
od medusobne pune upetosti bridova u ¢vorovima mreze. Medutim, takvi su postupci prilicno
slozeni i teorijski dvojbeni pa ih ne¢emo analizirati. Na kraju se ipak svode na zadavanje ro-
tacijske krutosti opruge odredene na temelju velikoga broja numerickih pokusa na raznovrsnim
modelima kojma se potencira aktiviranje rotacijskog stupnja slobode oko normale.

Konac¢no, i poliedarska aproksimacija zakrivljene plohe znac¢i aproksimaciju. Primjerice, u
poliedarskom modelu stijenke kruznog silosa, diskretizirane izmedu bridova, na dovoljno velikoj
udaljenosti od rubnih poremeéaja postoje momenti savijanja i poprecne sile (slika 193.a), jer model
stijenke nosi kao slozenica (kontinuirani nosa¢ jedini¢ne Sirine).

Reakcija f, mora biti vertikalna, a f; horizontalna jer je problem osnosimetrican, a prolaze lezajevima jer su
momenti jednaki nuli. Sila 2’ prolazi sjecistem sila f, i f1 jer se radi o rezultanti tih sila. Sli¢no mozemo zakljuciti i
za sile 3’ 1 4'. Sve sile, zajedno s reakcijama, tvore vlacni poligon koji se podudara s poligonalnim oblikom stijenke.

Prema tome, ako optere¢enje djeluje na mjestima lomova modela stijenke momenti su jednaki nuli.

Takav utjecaj nastaje zbog aproksimacije matematickog modela numerickim i nije vazan za
dimenzioniranje. Radi se o parazitnim momentima jer s progus¢enjem mreze rasponi slozenice
postaju sve manji, poliedarska aproksimacija tezi prema cilindru, a momenti teze prema nuli
(opadaju s kvadratom raspona). Iz konstrukcije veriznog poligona vidimo da dijagram momenata
(afini lik) mora is¢eznuti (slika 193.b). Vazno je naglasiti da parazitni momenti i popre¢ne sile ne
utjecu na uzduznu silu u stijenci. Tome je razlog neovisnost fleksijskih i membranskih utjecaja u
poligonalnome modelu.

Zmnamo da pri radijalnome opterec¢enju kruznog presjeka postoji samo uzduzna sila u stijenci i
prema teoriji tankih posuda (kotlovskoj formuli) iznosi N = p-r, dok su momenti zanemarivo mali.
Vlaéna se linija podudara sa osi stijenke.?* Ako je poliedarski model optereéen samo duz bridova,
umjesto vlacne linije postoji vlacni (verizni) poligon koji se takoder podudara s poligonalnom osi

84Gtrogo govoredi, postoji konstantni moment savijanja, jer je deformirani silos veéega promjera, pa postoji
promjena zakrivljenosti p = 1/r = M/EJ. Prema tome, vla¢na linija i os stijenke ¢ine dvije koncentri¢ne kruznice.
Radi se o nelinearnome doprinosu jer promatramo uvjete ravnoteze na deformiranoj stijenci.
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Slika 193.: Razlike izmedu kruznog i poligonalnog modela stijenke silosa: a) parazitni momenti, b)

afini lik

stijenke. Prema tome, momenti su jednaki nuli, a dobra aproksimacija vlacne linije poligonom
ukazuje na priblizno jednaku prstenastu silu za oba modela.

U sluc¢aju primjene stapnih elemenata (primjerice prstena za ukruéenje stijenke), ne bi tre-
balo traziti naknadnu (inace uobicajenu) raspodjelu unutarnjih sila od optereéenja medu ¢voro-
vima, niti rabiti razlic¢ite duljine elemenata. Momenti pune upetosti od djelovanja po elementima
razlicitih duljina se ne ponistavaju u ¢vorovima.

13.6.5. Volumni konac¢ni elementi

Postoje i konac¢ni elementi kojima se izravno, bez uvodenja podmodela, moze numericki rijesiti
Laméov matematicki model tijela opisan diferencijalnom jednadzbom (43). Govorimo o volumnim
ili trodimenzijskim kona¢nim elementima. Njima se neposredno, bez ograni¢enja uobic¢ajenih za
podmodele, postavljaju i rjesavaju prostorni numericki modeli (slika 194.). Najjednostavniji takav
element je tetraedar sa Cetiri ¢vora (slika 195.a), a jedan od najslozenijih je kvadar sa 64 ¢vora (slika
195.b). Buduéi da Laméov problem ima tri nepoznata skalarna polja pomaka, svaki ¢vor volumnog
konacnog elementa ima tri translacijska stupnja slobode. Znaci da tetraedar ima 4-3 = 12 (matrica
krutosti je 12 x 12), a prikazani kvadar 64-3 = 192 stupnja slobode (matrica krutosti je 192 x 192).
Elementima ovoga tipa najcesée se modeliraju problemi kod kojih su sve tri dimenzije priblizno
istoga reda veli¢ine, pa svih Sest komponenata naprezanja i deformacija moze biti znac¢ajno. Takvi
su primjerice modeli tla ili nekih detalja spojeva.

Prilikom modeliranja volumnim kona¢nim elementima treba voditi racuna o tome da:

e znacajno raste broj jednadzbi ravnoteze, a time i utrosak memorije racunala, vrijeme trajanja
proracuna i utjecaj pogresaka zaokruzivanja,

e u pravilu, uz jednaki broj nepoznanica postizemo losiju aproksimaciju ako diskretiziramo
podmodele (primjerice stupove ili ploce) za koje bi stapni ili plosni konaé¢ni elementi bili prik-
ladniji. Pri tome se najlosija aproksimacija postize po debljini podmodela. Jedan konac¢ni
element na slici 195.b moze tocno reproducirati stanje naprezanja i deformacija vitke konzole
(slika 195.c), ali sa 192 stupnja slobode. Za Stapni model istoga problema trebamo samo Sest
stupnjeva slobode ¢vora na vrhu konzole. Prema tome, postavlja se pitanje: zasto traziti
linearnu raspodjelu uzduznih i paraboli¢nu raspodjelu posmicnih naprezanja po popreé¢nom
presjeku vitkoga elementa, ako su te komponente unaprijed odredene stapnim modelom? I
konacno,
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Slika 194.: Numericki modeli na¢injeni s pomoc¢u volumnih konac¢nih elemenata: model puzeve
kucice (lijevo), model atrija Knezeva dvora u Dubrovniku (desno). Prvome modelu pripada sustav
od priblizno 450 000 linearnih , a drugome od 210 000 nelinearnih jednadzbi

a) b) c)

Slika 195.: Volumni kona¢ni elementi: a) linearni tetraedar, b) trikubi¢ni Lagrangeov kvadar, c)
model konzole

e prisustvo svih komponenata deformacija i naprezanja cesto otezava interpretaciju rezultata.
(Primjerice, prilikom analize modela slozenijeg oblika, ¢esto nije lako razluciti dominantno
Stapno ili plosno djelovanje, sto je kljuéno za razumijevanje ponasanja konstrukcije, a time
i za ispravno dimenzioniranje — u armiranome betonu i armiranje.)

13.6.6. Popunjavanje globalne matrice krutosti
u slucaju plosnih i volumnih konaénih elemenata

U nacelu, popunjavanje globalne matrice krutosti modela odvija se na isti nacin kao i kod Sta-
pova. Prema indeksima ¢vorova i elemenata mozemo odrediti polozaj svake podmatrice kona¢nog
elementa u globalnoj matrici krutosti i podvektora u globalnom vektoru optereéenja. (slika 196.).
Prije toga je potrebno izvrsiti transformaciju iz lokalnog u globalni koordinatni sustav. Jedina
je razlika u odnosu na Stapne konacne elemente da se i ¢lanovi van glavne dijagonale dobivaju
pribrajanjem doprinosa dvaju ili vise konacnih elemenata. Tome je razlog ¢injenica da su konaéni
elementi medusobno spojeni preko vecéeg broja ¢vorova. Sjetimo se da vandijagonalni elementi
globalne matrice krutosti Stapnoga modela imaju samo jedan ¢lan [vidjeti (301)].
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Slika 196.: Primjer popunjavanja sustava podmatricama dvodimenzionalnih konac¢nih elemenata.
Red svake podmatrice odgovara broju stupnjeva slobode u ¢voru.

14. Svojstva i Stedni zapisi globalne matrice krutosti

U prethodnim poglavljima smo upoznali temelje metode kona¢nih elemenata i pokazali da se
numericki modeli uvijek svode na sustav linearnih algebarskih jednadzbi oblika:

Ku = f. (416)

Slijedeéi je korak ucinkovito rijesiti taj sustav. Radi se o dijelu proracuna koji najdulje traje, pa
mu treba posvetiti posebnu paznju. Postupak popunjavanja matrice krutosti prije i proracuna
unutarnjih sila nakon rjesavanja sustava (416) odnose puno manje vremena.

Nacini rjesavanja sustava bitno ovise o svojstvima globalne matrice krutosti K. Osvrnimo se
zbog toga na temeljne znacajke te matrice.

14.1. Svojstva globalne matrice krutosti

Najprije, matrica krutosti je realna. Svi ¢lanovi k; ; su realni brojevi. Oni predstavljaju sile
u ¢voru ¢ uslijed jedinicnog pomaka ¢vora j. Matrica je i lgvadratna, reda n, gdje je n broj
nepoznanica modela. (U odjeljku 9.1. smo spomenuli da broj koordinatnih funkcija odgovara
broju test funkcija.) Nadalje, matrica krutosti mora biti simetri¢na, odnosno k; ; = k;,;. To smo
pokazali upotrebom Bettijevog stavka u odjeljku 10.1. Ocito je dovoljno zapisati samo gornju
ili donju trokutastu matricu. (Takva matrica sadrzi ¢lanove iznad ili ispod glavne dijagonale i
¢lanove na toj dijagonali.) Na taj nacin Stedimo memoriju. Ako zapiSemo primjerice k; ;, ne
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c)

a)

Slika 197.: Pojasnjenje pozitivne definitnosti matrice krutosti: a) rad veéi od nule, b) rad manji
od nule, ¢) definicija dijagonalnog ¢lana matrice krutosti

moramo i k;; jer su jednaki. Moze se pokazati da simetri¢nost realne matrice osigurava realna
rjesenja. (Realna i nesimetriéna matrica, osim realnih, moze imati i neka kompleksna rjesenja
a %+ bi. Zbog konjugiranih svojstava, takva rjesenja uvijek dolaze u parovima (a + bi i a — bi), pa
njihov zbroj mora biti paran. Buduéi da linearni problem ima jedinstveno rjesenje, matrica mora
biti regularna (invertibilna), $to znaci da je model ispravno pridrzan. U suprotnome je matrica
singularna. Zatim, matrica krutosti je pozitivno definitna, odnosno vrijedi k;; > 0. To proizlazi iz
¢injenice da je rad sile f na pomacima u deformabilnog stabilnog tijela uvijek pozitivan:

R =1 -u=|f|[|ulcos£L(f,u) = |f;||u] >0, (417)

jer je kut izmedu sile i pomaka £(f, u) uvijek manji od 7/2, pa je kosinus kuta uvijek pozitivan.
Jasno, duljine su vektora | - | uvijek veée od nule. Drugim rije¢ima, projekcija sile f na pravac
pomaka u, (|f,;| = f| cos £(f, u)) mora dati pomak u tome smjeru (slika 197.a). Sila i pomak uvijek
zatvaraju siljasti kut. Cisto intuitivno, nije moguée da projekcija sile na neki pravac uzrokuje
pomak u suprotnome smjeru od djelovanja te projekcije. Ne mozemo ocekivati da se prilikom
stiskanja opruge ona razvlaci (slika 197.b). Znamo da je k;; sila u ¢voru ¢ na pravcu i u smjeru
jedini¢noga pomaka u tome ¢voru, a prema prethodnom komentaru mora djelovati u smjeru toga
pomaka (slika 197.c). Mozemo pisati:

Ri = ]{/’:Z . I: |]€:Z||T| COS K(k?:z, I) = |]€:Z||T| cos(0° = |]€:Z| = ki,i > O, (418)

jer je kut jednak nuli i ¢isto fizikalno ne moze biti 180°. Naravno, duljina je vektora k?z strogo
pozitivna. Spomenimo usput da je rad komponente f, na pravcu pomaka u jednak nuli, jer je
cos(m/2) = 0.
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Slika 199.: Zapis matrice krutosti u obliku poluvrpce konstantne Sirine

. Konaé¢no, matrica krutosti je uvijek wvr-
1 péastog, trakastog (engl. band) oblika (ozna-
¢eno na slici 196.). Veéina elemenata razli-
¢itih od nule grupirana je oko glavne dija-
gonale. Takav oblik matrice nastaje jer je
svaki ¢vor preko konacCnih elemenata pove-
zan samo s nekoliko susjednih ¢vorova. U
metodi konac¢nih elemenata matrica krutosti
nikada nije puna, jer bi svaki ¢vor morao biti
povezan sa svakim, Sto se rijetko pojavljuje
lome 1 konstruktorskoj praksi. U slozenim pros-
tornim modelima samo je oko 2% matrice
ispunjeno ¢lanovima razlicitim od nule. Na
slici 198. prikazan je oblik globalne matrice
krutosti modela s 31938 nepoznatih stup-
njeva slobode, pa matrica sadrzi 319382 ~
: s e o7t 1,02-10° (preko milijardul) ¢lanova. Samo
je oko 8,2 -10° ¢lanova razlicito od nule (o-
Slika 198.: Oblik globalne matrice krutosti znaceni na slici). Bududi da nije potrebno
(a ¢esto nije ni moguée) pohraniti mnogo-
brojne nule izvan vrpce, razvijeni su razli¢iti nacini Stednog zapisa matrice. Na taj se nacin
osim uStede u memoriji racunala (ne pohranjuje se veéina ili svi ¢lanovi jednaki nuli) skracuje
i vrijeme proracuna, jer nije potrebno provoditi numericke operacije s nisticama. Spomenimo u
sljede¢em poglavlju najpopularnije oblike Stednog zapisa matrice krutosti.

10000 -10000

20000

31938 -

14.2. Stedni zapisi matrice krutosti
14.2.1. Zapis u obliku vrpce konstantne Sirine

Prema opisanom obliku matrice krutosti namece se zamisao da u memoriji zapiSemo samo
vrpcasti dio s n redaka i b stupaca, gdje b predstavlja Sirinu poluvrpce®® (engl. half-bandwidth).
Buduéi da trebamo pravokutni, matri¢ni oblik, dodatak ispunimo nulama (slika 199.). Prvi stupac
Stednoga zapisa sadrzi dijagonalne ¢lanove matrice krutosti, odnosno zapis je relativan u odnosu
na glavnu dijagonalu. Drugim rije¢ima, retci su pomaknuti u lijevo. Drugi redak za jedan stupac,
tre¢i redak za dva, itd. Opcenito, j-ti redak za i — 1 stupac u lijevo. Znaci da drugi indeks j
izvornoga zapisa matrice krutosti k; ; moramo umanjiti za ¢ — 1. Umjesto k; ; moramo pisati
Kij—(i—1) = ki j—i+1. Prema slici 199. vidimo da ky5 postaje ka5_941 = ko4 (zaokruzeni clan).

Dakle, prvi stupac ¢ine dijagonalni ¢lanovi od kojih nastavljamo izvorne retke. Sirina poluvrpce
b ovisi o polozaju najdaljeg nenultog elementa od glavne dijagonale. Odnosno, ona odgovara razlici

85Nije potrebno spremiti éitavu vrpcu jer je matrica simetriéna.
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Slika 200.: Ovisnost Sirine poluvrpce o pobrojavanju ¢vorova — pobrojavanje redom
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Slika 201.: Ovisnost Sirine poluvrpce o pobrojavanju ¢vorova — naizmjeni¢no pobrojavanje

najve¢eg i najmanjeg indeksa ¢vorova modela koji su spojeni preko nekog elementa e uvec¢ana za
jedan:
b= —i

max min + L.

(419)

Unutar vrpce mogu postojati ¢lanovi jednaki nuli, ali izvan vrpce ostaju iskljuc¢ivo nule. Moze se
pokazati da Sirina poluvrpce b ostaje nepromijenjena prilikom rjesavanja sustava jednadzbi. Ipak,
nule unutar vrpce u pravilu ne ostaju nule. Znaci, moramo ¢uvati njihove memorijske lokacije jer
ih mogu zauzeti clanovi razli¢iti od nule koji nastaju u postupku rjesavanja sustava.

Uvijek treba nastojati da grupiranje ¢lanova bude sto blize dijagonali, odnosno da b bude sto
manji. Nasluéujemo da manju 8irinu vrpce mozemo postiéi ispravnim pobrojavanjem ¢vorova (ne
elemenatal). To je lako pokazati na primjeru (slika 200.). Uoc¢avamo da zbog osmoga Stapa koji
povezuje prvi i osmi ¢vor moramo pamtiti ¢itavu matricu sustava, jer prema formuli (419) vrijedi
b=8—1+1=28. Ovisno o pobrojavanju dobivamo razlic¢ite dimenzije matrice krutosti. Spome-
nimo usput: pobrojavanje ne mijenja broj i vrijednosti ¢lanova matrice nego samo njihov raspored.
Broj nenultih i nultih ¢élanova je uvijek isti. Ako upotrijebimo ,naizmjeni¢no* pobrojavanje (slika
201.) vise ne odskace ¢lan zbog kojega treba pamtiti ¢itavu matricu. Vidimo da je sada b = 3 < 8.
Ocito je pobrojavanje prikazano na slici 201. bolje, jer vise koncentrira elemente razlic¢ite od nule
oko glavne dijagonale. Ako se radi o ,, izduzenim“ modelima, uvijek je bolje pobrojati u kra¢em
(slika 202.), nego u duljem smjeru (slika 203.).

U prvome su slucaju za Sirinu poluvrpce ,,odgovorni“ ¢vorovi vertikalnih, a u drugome hori-
zontalnih Stapova.

Spomenimo da postoje algoritmi za automatsko trazenje najpovoljnijeg nacina pobrojavanja
koje daje najmanji utroSak memorije racunala. Jasno, takvo je pobrojavanje poznato samo unutar
racunalnog programa i sluzi pri rjeSavanju sustava. Svi ulazni podaci i rezultati uvijek se vracaju
korisnickom pobrojavanju. Trazenje najpovoljnijeg rasporeda clanova razli¢itih od nule u slozenim
modelima iziskuje veliki utrosak vremena, zbog cega se Cesto rade kompromisi. Najcesée koristimo
stedljivi raspored dobiven uz razumno trajanje postupka trazenja. Spomenimo na kraju da najveca
Sirina tako optimalizirane poluvrpce u prakticnim modelima iznosi oko 10% Sirine matrice. U
slucaju velikih modela i ta vrijednost moze biti vrlo velika.
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Slika 202.: Sirina poluvrpce u sluéaju pobrojavanja u duljem smjeru

2 4 6 8 123456738
1 (XXX X[X[X
2 5 8 2 XX [X X[ [X
3 X IXIX[X X[X[X
4 XXX X X[ [X
1 4 7 10 s IXCIXIX 8 IXIX[X
6 XIXIX[ [X X[ [X
3 6 9 7 X[ XX X[X
8 XIXIX[ 1] X
1 3 5 7 3 3
S

Slika 203.: Sirina poluvrpce u slu¢aju pobrojavanja u kra¢em smjeru

14.2.2. Zapis u obliku vrpce promjenjive Sirine

Problemu velikog broja nula unutar vrpce moze se djelomi¢no doskociti zapisom u obliku
vrpce promjenjive Sirine (engl. skyline, profile, envelope). Zamisao se temelji na ¢injenici da
prilikom postupka eliminacije nule iznad posljednjeg nenultog ¢lana nekoga stupca ostaju nule, pa
ih mozemo izbaciti iz proracuna. Zbog toga je potpuna Sirina vrpce dostignuta samo na nekim
mjestima (na slici 204.a samo na jednome, strelicom ozna¢enom mjestu). Usteda u odnosu na zapis
u obliku poluvrpce prikazana je isprekidano na slici. Znaci, jo§ viSe smo smanjili broj ¢lanova koji
treba spremiti, iako je unutar novog profila ostalo elemenata koji sadrze nule. Naravno, ovakav
,repasti“ oblik zapisa nije moguce direktno spremiti u pravokutni oblik. Zapravo to je moguce
napraviti, ali tada bi se vratili poluvrpci. Umjesto matrice koristimo dva vektora (slika 204.).
Jedan sluzi za zapis dobivenih stupaca jedan do drugoga (vektor A), a drugi za zapis indeksa
pocetka svakog dobivenog stupca (vektor ID) iz A, pocevsi od dijagonalnog ¢lana (dakle, stupce
zapisujemo odozdo pa se radi o indeksu dijagonalnih ¢lanova). Na taj nac¢in opet mozemo locirati
bilo koji ¢lan matrice krutosti u novom obliku. Primjerice, ¢lan matrice ks mozemo locirati u
vektoru A, jer znamo da je u Sestom stupcu (indeks j = 6) i to jedan element iznad dijagonalnog
(indeks ¢ = 5). Dijagonalni ¢lan koji pripada Sestom stupcu smjesten je na dvanaesto mjesto u

N
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Slika 204.: Zapis matrice u obliku vrpce promjenjive Sirine
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Slika 205.: Primjer pobrojavanja kod kojega ne mozemo postié¢i ustedu u zapisu matrice krutosti,
bilo da se radi o vrpci konstantne ili promjenjive Sirine.
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Slika 206.: Primjer pobrojavanja koji znacajno utjece na zapis u obliku vrpce promjenjive Sirine, a
ne utjece na zapis u obliku vrpce konstantne Sirine.

vektoru A, jer je idg = 12, tj. dijagonalni je ¢lan a4, = a12. No, nama treba sljede¢e mjesto, jer
je trazeni ¢lan u petome retku (i = 5), odnosno a;g,+1 = 1241 = a3 je ¢lan ks u vektoru A.
Trazeni je ¢lan zaokruZen na slici 204. Slicno mozemo pristupiti bilo kojem c¢lanu £; ; u vektoru
A po formuli a;q;4;-; Logicno je da nam je potreban dodatni vektor ID, odnosno indeks id;, jer
smo zapisom polazne matrice u vektor izgubili jedan indeks. Kao i kod poluvrpce konstantne
Sirine, nule unutar profila ne ostaju zagarantirano nule prilikom postupka eliminacije. Moramo ih
zapisati u memoriju.

Redoslijed pobrojavanja i dalje igra veliku ulogu. Promotrimo primjer prikazan na slici 205.
Ako je prvi ¢évor u sredini, tada prema zapisu u obliku vrpce konstantne Sirine trebamo koli¢inu
memorije kao da spremamo cijelu matricu, a u slu¢aju zapisa u obliku vrpce promjenjive Sirine
kao za gornju trokutastu matricu (svi clanovi s gornje strane dijagonale uklju¢ujuéi i dijagonalne
¢lanove). Ako je zadnji ¢vor u sredini, tada se u slu¢aju konstantne poluvrpce nista ne mijenja,
a kod promjenjive poluvrpce imamo znacajnu ustedu (slika 206.). Pamtimo dijagonalne ¢lanove
i posljednji stupac. Najbolje je rjesenje za slucaj konstantne poluvrpce uzeti broj srednjeg ¢vora
koji odgovara polovini ukupnog broja ¢vorova (ili priblizno polovini ako se radi o neparnome broju
¢vorova, slika 207.). Tada za ¢vorove od 1 do 5 imamo slucaj sa slike 206. jer je za njih 5 zadnji
¢vor, a od 5 do 9 slucaj sa slike 205. jer je tada 5 prvi ¢vor. Vidimo da je b =5 < 9.

14.2.3. Hipermatri¢ni (supermatri¢ni) zapis

Ako je matrica sustava ekstremno velika, tako da se ni u stednome obliku ne moze pohraniti u
radnoj memoriji racunala, moramo ju spremiti na disk(ove). Tada se mozemo koristiti metodom
supermatrice ili hipermatrice (engl. hypermatriz method). Matrica se pamti u blokovima
(podmatricama) koje su zapisane u datoteke na disku (slika 208.). Kako bismo poznavali polozaj
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Slika 207.: Primjer pobrojavanja koji znac¢ajno utjece na zapis u obliku vrpce konstantne Sirine.
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Slika 208.: Zapis matrice po blokovima uz upotrebu hipermatrice

svakog bloka u izvornoj matrici koristimo jo$ jednu matricu. Oznacimo je s H. Ona je oblikom ista
kao izvorna matrica ali je puno manjih dimenzija. Zovemo je supermatricom ili hipermatricom.
Ona oblikovno (topoloski) odgovara izvornoj matrici, ali je puno manjih dimenzija. Njeni su
¢lanovi samo nazivi datoteka u koje su zapisani pojedini blokovi. Polozaj imena u matrici H
odgovara polozaju bloka u izvornoj matrici. Tako primjerice znamo da je h;; ime datoteke u
koju je zapisana podmatrica K;;. Pojedini blokovi mogu biti nul-matrice i ne cuvaju se na
disku. Odnosno, ako je h;; = 0 tada je i K;; = 0. To je uputa racunalu da nista ne zapisuje
na disk. Postupak prorac¢una provodimo zapravo na supermatrici, koja s napretkom eliminacije
njenih ¢lanova poziva podmatrice s diska koje odgovaraju tim ¢lanovima. Svaka se podmatrica
takoder moze Stedno zapisati, recimo u obliku vrpce promjenjive Sirine. Zanimljivi su slucajevi
golemih modela kada je i hipermatrica bila toliko velika da se morala podijeliti na blokove,*¢ tako
da je i ona imala svoju hipermatricu (hiperhipermatricu). Danas vise nemamo takvih problema.
Radna memorija moze biti prilicno velika i nije skupa. Ipak, s pojavom viseprocesorskih racunala
i umrezenih racunala ili grozda (engl. cluster) hipermatri¢ni zapis mozemo urediti tako da svaki
procesor ili ra¢unalo grozda obraduje samo jedan blok. Na taj se na¢in mogu gotovo istodobno®”
rjeSavati svi blokovi. Tada govorimo o paralelnom rjesavanju sustava jednadzbi.

86Ni matrica adresa nije mogla biti pohranjena u memoriji raéunala.
87Ipak treba voditi raéuna o ovisnostima podmatrica prilikom rjegavanja sustava.
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Slika 209.: Zapis matrice tehnikom potpunoga knjizenja

14.2.4. Metoda potpunoga knjizenja

Radi se o metodi koja omogucava pamcenje samo nenultih ¢lanova matrice. Umjesto jedne
matrice koristimo tri vektora. U prvi vektor A smjestimo samo clanove matrice razlicite od
nule, pobrojavajuéi po retcima. U drugi vektor IA spremimo indekse zapisanih elemenata tako
da dijagonalni elementi imaju indeks 0. Dakle numeriramo svaki redak vlastitom (relativnom)
numeracijom pocevsi od dijagonalnog ¢lana. U treé¢i vektor ID piSemo indekse pocetka svakog
retka (odnosno dijagonalnog ¢lana) zapisanog u A. Sada smo morali uvesti i treéi vektor jer vise
ne pamtimo niti nule unutar redaka. Prema ovom nacinu zapisa vise nismo u stanju pristupiti
direktno nekome clanu matrice krutosti u novome zapisu, ali mozemo mnoziti redak sa stupcem
(> kiju; = f;). Primjerice, ako mnozimo drugi redak matrice K (i = 2) sa vektorom pomaka

j=1
U (slika 209.) dobivamo:

iday1—1 4
fa= g AfUiq+2 = g A Ujay+2 = A3lUoy2 + Aqllzyo = ko olUy + ko5, (420)
k=1id-> k=3

jer je iag = 01 daq = 3, odnosno az = ko i a5 = kos. Vidimo da (420) odgovara sumi drugog
retka matrice K i vektora u, jer su ostali ¢lanovi u drugome retku matrice krutosti jednaki nuli.
Ili opéenitije, ako mnozimo i—ti redak ovako zapisane matrice K s vektorom u, (to je i—ti clan
umnoska K1 koji je jednak f;) tada mozemo uoéiti da mnozimo:

idi+1 -1

?i: Z akﬂmk_H. (421)

k=id;

Uocavamo da redoslijed pobrojavanja ¢vorova vise nije vazan, jer ne pamtimo odredeni oblik
matrice (poluvrpce). Matrica je zapisana s pomocu tri vektora. Sirina poluvrpce ne utjecée na
utrosak memorije. Ovo je svakako najekonomicnija metoda ako treba zapisati matricu koja ima
veliki broj nepravilno rasporedenih elemenata razlic¢itih od nule. Zapis je posebno prikladan za ite-
racijske postupke rjesavanja sustava jednadzbi jer se tada duljine vektora A, IA i ID ne mijenjaju
(vidjeti odjeljak 15.3.).

Ovaj se zapis moze prilagoditi i direktnim nacinima rjesavanja, ali tada treba voditi racuna o
poveé¢anju dimenzija tih vektora i ubacivanju novih ¢lanova koji nastaju postupkom eliminacije.®®

Vidimo da prema metodi potpunog knjizenja (engl. full bookkeeping method) nije potrebno
pamtiti matricu u nekom posebnom obliku koji proizlazi iz osnovnog matri¢nog zapisa Ku = f.
Ovo svojstvo podsje¢a na metodu Crossa. Stovise, vrijedi za sve relaksacijske metode. Sjetite
se: ,obilazimo® okvir i relaksiramo ¢vor po ¢vor. Ne koristimo matricu krutosti ¢itavog okvira.
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Slika 210.: Obilazenje okvira metodom Crossa
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Slika 211.: Zapis matrice tehnikom potpunog knjizenja — ista topologija matrice krutosti.U sredini
je prilozen puni, a desno Stedni zapis.

Zanimaju nas samo ¢vorovi i pripadni susjedi (slika 210.). Pamtimo samo kako su ¢vorovi spojeni.
Ako trenutno rjesavamo ¢vor 10, dovoljno je poznavati njegove susjede: ¢vorove 6, 9, 11 i 14.
Zatim prelazimo na sljedeci ¢vor i opet trebamo samo njegove susjede. Na taj nacin ,obilazimo*
okvir dok ga ne uravnotezimo do na zadani kriterij. Iako redoslijed pobrojavanja ¢vorova ne utjece
na utrosak memorije moze utjecati na brzinu rjesavanja. Razli¢iti nacini obilazenja ¢vorova okvira
mijenjaju redoslijed relaksacije tih ¢vorova, pa postupak moze brze ili sporije konvergirati. Osim
o pobrojavanju ¢vorova, konvergencija ovisi i o omjerima krutosti stupova i greda. Nije svejedno
da li prvo relaksiramo ¢vorove stupa pa grede ili obratno.

Ako se ponavlja raspored elemenata u matrici sustava mozemo dodatno ustedjeti na duljinama
vektora TA i ID tako da samo jednom upamtimo pravilo ponavljanja elemenata (slika 211.).
Zahvaljujuéi relativnom zapisu, tri se ¢lana u vektoru IA uvijek ponavljaju (0, 2 i 3). Takav zapis
nije poremecen ako su retci pomaknuti u lijevo za isti iznos. Zbog toga uvodimo jos jedan vektor
IP u kojemu je zapisano koliko su dugi takvi retci (bez nultih ¢lanova) i koliko se puta ponavljaju.
Na slici 211., prvi redak ima tri clana razli¢ita od nule (ip; = 3), koji se ponavljaju Cetiri puta
(1p2 = 4).

Ako su osim oblika i vrijednosti u matrici sustava iste, tada je zapis jos Stedljiviji jer mozemo
smanjiti i vektor A. Dovoljno je samo jednom zapisati iste ¢lanove (slika 212.). U nasem primjeru,
¢lanove prvoga, Sestoga, sedmoga i osmoga retka. Matrice nasih modela su cesto po djelovima
upravo takve. Postoje veliki nizovi istih vrijednosti (slika 213.). Ustede mogu biti velike.

88Spomenuli smo da neke nule (a ovdje nule uopée nisu zapisane) ne ostaju nule.



15.  Rjesavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi 201

129345678 1 2 3[4 5 6[v 8 91011 12[13 14 15)16 17[18]19 1.2 3|4 5|6(7
1 X TXIX A [XXIXXX XXX XXX XXX XX X[X]X] A [X]X]X[X[x[x]X]
2 CIX]_[X]X
iﬁxxxxix 12 3]4 5 6|7 8 910 111213 14 1516 17]18[19 1 234 5]6|7
51 IXX X[ XX TIA{o[2[3]o]2]3]o[2]3]0]2]3]0]2]3]0]2]0]0] IA{o]2]3]o]2]0]0]
6 XXX
g Xix 12 34

ID{ 1[4 [7]10]13]16[18[19] D[ 1]16[18[19]

1 23 45 6 78 )
1 2
1 [3]4]

Slika 212.: Zapis matrice tehnikom potpunog knjizenja — ista topologija i vrijednosti ¢lanova matrice
krutosti. U sredini je prilozen puni, a desno Stedni zapis.
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Slika 213.: Cesti oblik matrice krutosti sustava

Na kraju treba istaknuti da stednom zapisu matrice moramo prilagoditi i algoritme za rjesava-
nje sustava jednadzbi. Algoritmi vise ne mogu upotrebljavati nule kojih vise nema u zapisu ili, u
slucaju paralelnog proracuna, elemente koji se trenutno ne procesiraju. Treba priznati jos i ovo:
algoritmi za ucinkovito sazimanje matrica vrlo su slozeni, tezi su za programiranje i vremenski su
zahtjevniji od jednostavnijih, manje uc¢inkovitih ali i brzih nac¢ina spremanja matrice sustava. U
pravilu, vremenu potrebnom za rjesavanje sustava treba pribrojiti i vrijeme utroseno na spremanje
matrice.

15. Rjesavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi

15.1. Uvod

Nekoliko smo puta spomenuli da se linearni numericki modeli, temeljeni na metodi pomaka
svode na sustav linearnih algebarskih jednadzbi oblika:®”

Ku =f, (422)

89Tzostavljamo -.
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gdje je K matrica krutosti sistema, u nepoznati vektor pomaka, a f vektor optere¢enja. Formalno,
rjeSenje uvijek mozemo potraziti u obliku:

u=K'f (423)

Medutim, invertiranje matrice je postupak koji zahtijeva n* operacija, gdje je n broj nepoznanica.
Kazemo da je postupak nep(n*), ili nesto poboljsanim (i slozenijim) algoritmom ney(n® Inn). Pod
jednom operacijom podrazumijevamo:

a=b+c-d, (424)

gdje su a, b, cid realni brojevi zapisani dvostrukom preciznos¢u (na Sesnaest znacajnih znamenki).
Znagdi, potrebno je izvrsiti jedno mnozenje i zbrajanje u brzoj memoriji (RAM—u) i rezultat spre-
miti na disk. Poznati GauB-Jordanov postupak je ne,(n?), a GauBova eliminacija nep(n®/3).
Metoda determinante (Cramerovo pravilo) je ngp(n!), tako da je prihvatljiva samo za sustave do
tri nepoznanice.

Metode rjesavanja sustava mozemo podijeliti u tri velike grupe: direktne, iteracijske i gra-
dijentne metode. Pokazat ¢emo kako se one mogu realizirati na racunalu. U ovome poglavlju
ne¢emo obradivati metodu determinante, Gauflovu i Gaufi-Jordanovu metodu koje su poznate
iz Matematike II i spadaju u direktne metode proracuna. Ostali ¢e postupci biti pokazani na
punim matricama, malih dimenzija. Tako je lakSe objasniti osnovne ideje metode. U prakticnoj
realizaciji, postupci se moraju prilagoditi Stednome zapisu matrice krutosti.

15.2. Direktne metode rjesavanja sustava jednadzbi
15.2.1. Metoda Choleskoga

Zamisao se temelji na Cinjenici da je jednostavnije i brze rjeSavati sustave jednadzbi kojima je
matrica sustava trokutasta. Pogledajmo o ¢emu se radi. Matricu krutosti zapisemo u obliku:

K = LL", (425)

gdje je L donja trokutasta matrica. Kod takve su matrice samo dijagonalni elementi i elementi
ispod dijagonale razli¢iti od nule. Transponiranu matricu L™ dobivamo tako da matrici L za-
mijenimo retke i stupce, pa dobivamo gornju trokutastu matricu. Polazni sustav (422) dobiva
oblik:

LLTu=f. (426)

U slucaju sustava s punom matricom i tri stupnja slobode zapis (425) mozemo raspisati u obliku
(smatramo da je l;; = 1;;):

kin ki ki3 lip O 0 lip Lo hLgs 13, l11l1,2 l1,101,3
kio koo kog| = |li2 laa O 0 lao lasz| = |liile 3o+15, lipliz+1l22la3

lig Iz 33 0 0 33 halis hgho+lasley F3+155+153

kis kosz kzgs

Primijetimo da i matrica LTL mora biti simetri¢na. Clanovi matrice L (pai L) nisu poznati.
Mozemo ih odrediti ako izjedna¢imo polaznu matricu K i produkt LL*. Znamo da su matrice
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jednake ako su im svi ¢lanovi jednaki. Odnosno:

2
l171 = k’l,la ll,l = /fl,l,

ll,lll,Q - kl,Q; ll,? = %:12’
lighz = ki3, li3= %’13,
115+ 135 =kap, lyo = \/ki1 — 13 ,, (427)
Liglizg +laplas = ka3, log = é(/ﬁz,:ﬁ —l12h13),
Ba+ D+ 105, = ks, l33 = \/k3,3 — 15— 135

Ako su matrice jednake, onda obje moraju biti realne, tj. moraju imati realne ¢lanove. To znaci
da iz drugog korijena ne smijemo dobiti imaginarne vrijednosti, pa izrazi pod korijenom moraju
biti vedi ili jednaki nuli. Ali ako su matrice jos i pozitivno definitne onda znamo da su dijagonalni
clanovi [;; > 0, pa izrazi pod korijenom moraju biti strogo veé¢i od nule. Prema tome, moramo
usvojiti samo pozitivnu vrijednost tih korijena. (Inace bi trebalo pisati l;; = £+/-.)

Ako promotrimo formule s desne strane raspisa (427) primjeéujemo da svaka jednakost sadrzi
samo jednu nepoznanicu, pod uvjetom da sustav rjeSavamo redom, odozgo. Ovaj dio proracuna
zovemo rastavom matrice ili dekompozicijom matrice prema Choleskom (engl. Cholesky decompo-
sition). U slucéaju matrice n—tog reda sustav (427) sadrzi n(n+1)/2 jednadzbi, Sto odgovara broju
elemenata razli¢itih od nule unutar trokutaste matrice L ili LT. RjeSenjem sustava dobivamo sve
elemente [; ; tako da obje matrice postaju poznate. Sada pristupamo rjesavanju polaznog sustava
(426). Uvedemo novi vektor y tako da vrijedi:

L'u=y, (428)
pa dobivamo:
LL'u=f - Ly =f. (429)
——
Yy
Novi sustav mozemo raspisati u obliku:
11,1 0 0 W fi
lag o O Y2 | = | J2] - (430)
I31 32 I33] |v3 I3

Njega je lako rijesiti jer je matrica sustava donja trokutasta. Prema tome, opet kre¢emo odozgo.
Ovaj dio postupka zovemo wwvrstavanje prema naprijed (engl. forward substitution) Iz prve jed-
nadzbe dobivamo Iy ;91 = fi, odnosno y; = f1/l1 1. Druga jednadzba glasi lo1y1 + l22y2 = fa, pa
dobivamo ys = (fo — l21y1)/l2,2. Izraz ima samo jednu nepoznanicu jer y; ve¢ poznajemo. Sli¢no
izra¢unamo i posljednju nepoznanice y3. Sada moramo rijesiti sustav (428). Raspisano:

l1,1 11,2 ll,s (51 Y1
0 l272 l2’3 U2 | = Y2 - (431)
0 0 33| [us Y3

Matrica ovog sustava je gornja trokutasta, pa nepoznanice moramo eliminirati odozdo. Zbog toga
se postupak zove uvrstavanje unatrag (engl. backward supstitution). Sre¢emo ga i kod Gauflove eli-
minacije. Najprije rijesimo us = y3/l33. Zatim ga uvrstimo u predzadnju jednadzbu i izra¢unamo
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Ny,
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Slika 214.: Ovisnost broja operacija o veli¢ini sustava jednadzbi

us. Nepoznanicu u; izraCunamo uvrstavanjem ug i us u prvu jednadzbu. Na taj smo nacin rijesili
polazni sustav (426).

Moze se pokazati da zbrajanjem svih operacija dobivamo izraz u kojemu dominira ¢lan n3/3.
On najvise doprinosi poveéanju broja operacija s porastom broja n. Clanovi manjega reda koji
se javljaju u izrazu (n?, n i konstante uz njih) sporije rastu i imaju manji utjecaj. Formule su
asimptotske. Vrijede samo za slucaj velikog broja n, a to nas najvise zanima. Zbog toga kazemo
da je broj operacija proporcionalan s n®/3 i pisemo n,,(n®/3). Cesto kazemo da je i vrijeme
proracuna neyp(n®/3).

U slucaju zapisa matrice u obliku trake konstantne Sirine metoda je ng,(nb?), a za traku
promjenjive Sirine ng, (1, b7). Ako je b; = const. dobivamo prethodni broj operacija.

Metoda je jednako ucinkovita kao i poznata Gauflova eliminacija. Prisjetite se da kod te metode
istodobno manipuliramo s matricom sustava i vektorom desne strane. Uoc¢imo da kod metode
Choleskoga matricu sustava mozemo rastaviti neovisno o vektoru optereéenja, Sto je posebno
vazno ako imamo veliki broj kombinacija opterecenja (vektora f). U tome je osnovna razlika
u odnosu na GauBovu metodu, iako postoje inacice GauBlove metode koje mogu izvrsiti rastav
matrice krutosti neovisno o vektoru opterecenja.

Postoji i brzi algoritam od Gauflove eliminacije i metode Choleskog. Zove se Strassenov al-
goritam koji je nep(n?Inn), $to za veliki n znaci veliku ustedu u vremenu rjesavanja (slika 214.),
odnosno ny ., <K Ngep. Teorijski je dokazano da je to najbrzi algoritam za pune matrice (bez
upotrebe stednoga zapisa). Medutim, postupak je priliéno slozen u odnosu na metodu Gaufla ili
Choleskog.

15.2.2. Rastav LDLT — ina¢ica metode Choleskog

Ako matrica sustava nije pozitivno definitna® tada podintegralni ¢lanovi mogu biti jednaki
nuli ili negativni, pa rjeSenja drugih korijena uz dijagonalne ¢lanove u (427) mogu biti imaginarna
ili kompleksna. Teorijski, s obje vrste brojeva znamo rac¢unati. Medutim, za kompleksne brojeve
trebamo Cetiri puta vise operacija u odnosu na realne brojeve jer imaju dva ¢lana. (Dobivamo
dvostruki broj nepoznanica: realni i imaginarni dio svake nepoznanice.”!) Osim toga, ulazni
podatci (krutosti i opterecenja) i rezultati (pomaci) su u realnome podruc¢ju, a medurezultate

90U predmetu Dinamika i stabilnost konstrukcija razmatraju se primjeri labilne ravnoteze kada je jedan ili
vise dijagonalnih ¢lanova matrice krutosti jednak nuli (tocka gubitka stabilnosti u P — u dijagramu) ili negativan
(postkritiéna grana nakon gubitka stabilnosti u P — u dijagramu).

91Kompleksni broj se sastoji od realnog i imaginarnog ¢lana: a + bi, gdje je i = v/—1 imaginarna jedinica.
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trazimo racunajuc¢i s kompleksnim brojevima. Problem ipak u cjelosti mozemo rijesiti medu
realnim brojevima. Matricu krutosti rastavljamo u obliku:

K = LDL", (432)

gdje je L donja trokutasta matrica s jedinicama na glavnoj dijagonali, a D dijagonalna matrica.
Rastav (432) mozemo raspisati kao:

kii k12 ks 1 0
koi koo kog| = [logn 1
ki ksa k33 31 13

)

0 dl 0 0 1 l271 l371
0] [0 dp O] |0 1 Is2]. (433)
10 0 ds| |0 0 1

Ako se ove tri matrice pomnoze, opet dobivamo sustav jednazbi kod kojega se [;; i d; uvijek
odreduju iz samo jedne jednadzbe, pod uvjetom da ih eliminiramo odozgo. Moze se pokazati da
se, za razliku od sustava (427), ne pojavljuju izrazi pod drugim korijenom. Matrica krutosti moze
imati negativne vrijednosti na dijagonali (u slucaju nestabilne ravnoteze). Nakon rastavljanja
(znamo sve ¢lanove matrica L i D), rjesavamo polazni sustav jednadzbi:

Ku = f, (434)
u obliku:
LDLM'u=f. (435)
~~
y
N——
VA

Prema uvedenim oznakama imamo tri supstitucije:
L'u=y, +— Dy=32, « Lz=f. (436)

Vidimo da moramo racunati od zadnje jednadzbe prema prvoj. Samo tako uvijek poznajemo desne
strane. Kod ovoga rastava moramo rijesiti jedan ,,dijagonalni® sustav jednadzbi vise u odnosu na
izvornu metodu Choleskoga. Dakle imamo i n operacija vise, ali matrica krutosti ne mora biti
pozitivno definitna. Ipak mora biti simetri¢na jer rastav (432) vrijedi samo za simetri¢ne matrice.
Gornja i donja trokutasta matrica imaju jednake vrijednosti ¢lanova.”® Matrica i dalje mora biti
regularna (invertibilna), jer singularna matrica ima neke dijagonalne ¢lanove jednake nuli. Tada
ne bi mogli rijesiti drugi sustav u (436) jer bi trebalo dijeliti s nulom (y; = z;/d;,;i = 1,...,n).
Medutim, u linearnom slucaju, takve modele ne mozemo rijesiti nijednom metodom. Singularna
matrica krutosti nije problem numericke metode veé lose definiranoga numerickog modela.

To se ne odnosi na nelinearne modele. Prilikom rjeSavanja nelinearnih problema, poput primjerice problema
stabilnosti, matrica krutosti ispravno definiranoga i oslonjenoga modela postaje singularna u trenutku dostizanja
kriticne sile. Stovise, ako nakon gubitka stabilnosti model nije u stabilnoj ravnotezi, neki su dijagonalni ¢lanovi
negativni. Algoritmi za svladavanje ovih problema izvan su gradiva predvidenog ovim predmetom. Spomenimo
samo da se medusobnom zamjenom redaka i stupaca (engl. pivoting) nule pomicu s dijagonalnih mjesta uz istodobno
¢uvanje simetri¢nosti matrice. Pri tome se, zbog dobre uvjetovanosti matrice, nastoji najveéi ¢lan smjestiti na
dijagonalu. Matrica i dalje ostaje singularna, ali se u postupku rjeSavanja prema nazad retci s dijagonalnim

¢lanovima jednakim nuli uvijek svrstavaju iznad preostalih redaka matrice i nikada se ne eliminiraju.

Stroze receno, u numerickim je modelima pojava singularne matrice gotovo nemoguca. Uvi-
jek zbog gresaka zaokruzivanja nula ostaje vrlo mali broj, recimo £1071%. Umjesto singularne
dobivamo lose uvjetovanu matricu. Ona jest regularna, ali su dobivena rjesenja nesigurna i ¢esto
neupotrebljiva (vidjeti 16. poglavlje).

Iz ovih razmatranja mozemo uociti dvije osnovne prednosti direktnih metoda:

92Postoje sli¢ni algoritmi i za nesimetriéne matrice, ali zahtijevaju vise memorije i ra¢unskih operacija.
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e unaprijed mozemo odrediti broj operacija potrebnih za rjesavanje sustava i odrediti vrijeme
trajanja proracuna i

e matricu sustava mozemo rastaviti neovisno o vektoru desne strane. Ako imamo vise kom-
binacija opterec¢enja mozemo uvijek koristiti isti rastav koji napravimo samo jedanput. To
je velika prednost jer se radi o dijelu prorac¢una koji oduzima najvise memorije i vremena.
Primijetimo da je kod obje metode najvise operacija potrebno za izracunavanje rastava
K = LL" (¢lanova [; ;), odnosno K = LDL" (¢lanova [, ; i d; ;).

Spomenimo da ¢e u jednom od poglavlja biti govora o frontalnom postupku — direktnoj
metodi proracuna koja je vezana uz pojam staticke kondenzacije.

15.3. Iteracijske metode
Prikazimo matri¢no poopcenje tih metoda u primjeni na sustav jednadzbi Ku = f. Najprije
matricu krutosti zapisemo kao zbroj dviju matrica: K = A + B. Tada redom imamo:
(A+B)u="f, (437)
Au=f—-Bu (438)

Primijetimo da se s obje strane jednakosti u posljednjoj jednadzbi javlja napoznati vektor pomaka.
Zamisao je napisati:

AU(i) =f— Bll(i_l), (439)
N————
£y

gdje je (i) broj trenutne iteracije. Prema oznaci, desnu stranu mozemo smatrati trenutnim op-
terecenjem sustava. Rastavljanje matrice sustava na zbroj A 4+ B mora zadovoljiti dva uvjeta:

1. Sustav jednadzbi Aug) = f(;) mora biti lako i brzo rjesiv, jer ga moramo rijesiti u svakom
koraku iteracije. Inac¢e metoda nema smisla. Ako bi rjesavanje bilo slozeno i sporo u sva-
kom koraku, isplativije je direktno rijesiti polazni sustav Ku = f direktnim metodama iz
prethodnog poglavlja.

2. Rastav mora osigurati konvergentan iteracijski postupak.

Postoji prilican broj nacina rastavljanja matrice sustava na sumu A + B. Po tome razlikujemo
razlicite iteracijske metode. Osvrnimo se u nastavku na najvaznije.

15.3.1. Metoda Jacobija

Matrica K rastavlja se na dijagonalnu matricu A i matricu B koja ima nule samo na dijagonali:

kl,l kl,Q T kl,n kl,l 0 T 0 0 k1,2 e kl,n
k;2‘71 ]{;2'72 . k2,n _ 0 ]{;2'72 . 0 N k2.71 0 . ]{;2771 (440)
kn 1 kn,Q T kn n 0 0 T k3,3 kn,l kn,Z e 0

) )

U primjeni na sustav s tri nepoznanice:

k‘1,1 /f1,2 /f1,3 Uy fi
k‘z,l k‘2,2 k‘2,3 ug | = | f2 (441)
k3,1 k3,2 k3,3 Uus f3
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Slika 215.: Graficki prikaz konvergencije iteracijskog postupka

iz jednadzbe (439) dobivamo:

k1,1 0 0 Uy f1 0 k1,2 k1,3 Uy
0 k’272 0 U2 = fQ — ]{32,1 0 ]{52’3 U2 . (442)
0 0 ksz| |us @ I3 k31 kso O Us| ;1)

Raspisano:

U1,) = (f1 k1 2U2 (1—-1) — ky ,3U3,(i— 1))

1
U2, (3) = E(fz - kz,lul,(z‘q) - k’2,3u3,(2‘71)), (443)

1
Uus (i) = k:3 s (f3 - k?3 1U1,(i—1) k?3,2U2,(z‘—1))~

S lijeve strane izraza nalaze se trenutno nepoznati pomaci u i-toj iteraciji, a s desne poznati
pomaci iz prethodne (i — 1) iteracije. Sve ostale vrijednosti (krutosti i opterecenja) takoder su
poznati. Iteraciju mozemo poceti od bilo kakvog vektora. Ako ne poznajemo priblizno rjesenje
(Sto je najcesci slucaj), uobicajeno je uzeti nul vektor. Pisemo ug = 0, odnosno u nasem primjeru:

w=[0 0 0 (444)

Uvrstavanjem nul vektora u sustav (443), desne strane su poznate i mozemo izracunati komponente
vektora u(;y. Dobivamo:

Dobivena rjeSenja uvrstimo u desnu stranu sustava (443) i mozemo pronaci u). Sada mozZemo
nastaviti dalje, dok ne zadovoljimo zadani kriterij. Primjerice |ug) — ui_1)| < €, gdje je € neki

mali broj, recimo 1079,

Primijetimo da je prvi uvjet rastava matrice krutosti ispunjen. Lako je u svakom koraku
iteracije rijesiti sustav (439). Matrica A je dijagonalna. Znaéi, jednadzbe sustava nisu zavisne.
Svaku nepoznanicu mozemo odrediti rjesavanjem samo jedne jednadzbe.

Sto se drugog uvijeta tice, moze se pokazati da ovaj postupak monotono konvergira (s porastom
broja iteracija [ug)—u(—1)| strogo pada; oznaceno punom linijom na slici 215.) samo ako je matrica
K dijagonalno dominantna. Dijagonalni elementi matrice veéi su ili jednaki sumi svih ostalih
¢lanova pripadnog retka ili stupca:

]{72‘77; Z E k’i,j) 111 ]{72‘77; Z E k’jﬂ‘, VZ (446)
j=1 j=1
G J#i
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U slucaju simetri¢nih matrica oba su izraza jednaka. Ako su nejednakosti strogo veée od nule
barem za jedan i, odnosno dijagonalni element je ve¢i od sume preostalih ¢lanova pripadaju¢eg mu
retka i stupca u najmanje jednoj jednadzbi, metoda konvergira, ali ne nuzno monotono (oznaceno
isprekidano na slici 215.). Ako ni taj uvjet nije ispunjen postupak ne konvergira. Ali ako je matrica
sustava izrazito dijagonalno dominantna,

k”>>2k”, ili k“>>2kjl, i#j, Vi (447)
J#l J#@

metoda moze biti puno brza od direktnih nacina rjesavanja. Ova se metoda najviSe rabi za
proracune oblika osciliranja u dinamici konstrukcija. Radi se o iteracijskom postupku jer treba
pronadi nul-tocke (vlastite vrijednosti) svojstvenog polinoma.

15.3.2. Metoda Gaufi—Seidela

Metoda polazi od istog sustava kao Jacobijeva metoda, ali ¢im se izracuna neka komponenta
vektora pomaka odmah se uvrstava u desnu stranu slijedece jednadzbe. Sustav jednadzbi (443)
sada ima oblik:

U1,(3) = /ﬁ ) (fl k1 2U2 (—1) — kq 3U3 (i— 1))

Uz, (i) = kg ; —(fo = kapur ) — ko3us i—1)), (448)
1

Us,(5) = s —(f3 — ksuy,6) — ksaua )

Primijetimo razlike u polozaju indeksa iteracije (i) i (i — 1) u odnosu na Jacobijevu metodu.
Samo je prva jednadzba ista za oba sustava. Kao kod prethodne metode, iz nje dobijemo kom-
ponentu u ;). Sada nastaje razlika. Tu komponentu odmah uvrstimo u drugu jednadzbu. S
njom racunamo us ;). Rezultate uy ;) i ug ;) odmah uvrstimo u trecu jednadzbu i racunamo usg ;).
U svaku slijedecu jednadzbu uvrStavamo veé izracunate komponente dobivene iz prethodnih jed-
nadzbi iste iteracije.

Kod ove metode, matrica A je donja trokutasta matrica, a B gornja trokutasta matrica bez
dijagonalnih ¢lanova. Primijenjeno na primjer s tri nepoznanice:

kigp 0 0O 0 kig Fkigs
A= |koy koo 0|, B=1[0 0 k. (449)
k31 kso ks 0 0 0

Kod vec¢ine problema s dijagonalno dominantnim matricama ovaj postupak brze konvergira od
Jacobijeve metode. Moze se pokazati da takve matrice pripadaju i horizontalno nepomic¢nim
okvirima — statickim sustavima koji se ucinkovito rjesavaju metodom Crossa. Zaista, upravo
opisani postupak predstavlja poopc¢enje metode Crossa. Podsjetite se: ¢vor okvira se uvijek rjesava
upotrebom netom dobivenih vrijednosti u susjednim ¢vorovima.

15.3.3. Uzastopno (stalno) prekoracenje (podkoracenje) — SOR (SUR) metoda

Kratice SOR (SUR) dolaze od engleskih izraza Successive OverRelazation (UnderRelazation),
kako se metoda uobic¢ajeno zove u stranoj literaturi. Neformalno je objasnjenje da, radeéi po
GauB—Seidelovoj metodi, pokusavamo bolje prognozirati pomake u iteracijama koje slijede (slika
216.). Prognozu temeljimo na trenutnome prirastu rjeSenja. Primjerice, prema prvoj jednadzbi iz
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Slika 216.: Intuitivno objasnjenje prognoze rjesenja u iteracijskom postupku proracuna proste grede

()
TW e, o ) LACH
77_(11) wW-W best
(0N}

Slika 217.: Uz pojasnjenje uvjeta w € [0, 2]

(448) odredimo u4 (;) i nazovemo ga pomoc¢nom varijablom s; ;). Zatim ustanovimo prirast Aus ;)
u odnosu na prethodni korak iteracije:

Aug ) = $1,6) — U1,6-1), (450)

jer poznajemo rjesenje uy ;—1). Medutim, ne prihvacamo dobiveni prirast, ve¢ ga ekstrapoliramo
(prognoziramo) u istome smjeru mnozeéi ga skalarom (faktorom w):

Aun i) = ) — U 1) = WIs1,6) = U-1)). (451)
Tako dobivamo prognozirano, tekuce rjesenje:
) = wsrp) + (1 = wu iy, (452)

pa nademo uy ;) po GauB—Seidelovoj metodi Na isti nac¢in prognoziramo novi us (;), pa odredimo
ug,;)- Matrice A i B imaju oblik:

1{3171/(,0 0 0 11— 1/(«‘) k1,2 k1,3
A= k?g’l ]{?272/(,«} 0 y B = 0 1— l/w k'273 . (453)
k’371 l{372 1{5373/(,0 0 0 1-— 1/w

Faktor w zovemo faktorom relaksacije i krece se u granicama 0 < w < 2. Moze se dokazati
da za vrijednosti w van segmenta [0,2] nije zajaméena konvergencija SOR metode (slika 217.).
Vidimo da za vrijednosti w < 01 w > 2 energija mora rasti, pa se udaljavamo od minimuma
koji predstavlja toéno rjesenje (vidjeti 17.). Za ostale vrijednosti w metoda razlic¢ito konvergira.
Postoji optimalna vrijednost faktora (engl. omega best) uz koju SOR metoda konvergira brze od
Gaufl—Seidelove metode. Medutim, postupak trazenja optimuma povecava trajanje proracuna pa
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umanjuje ucinkovitost SOR metode. Zbog toga se ¢es¢e pokusSava probanjem nekih iskustvenih
vrijednosti. Vrijednost faktora w ne mora biti uvijek konstanta. Moze se mijenjati tijekom itera-
cija, ali je najcesée jednaka za sve ¢vorove (w; = w, V7). Kada bi znali toéno rjeSenje problema,
tada bi za svaki ¢vor mogli unaprijed odrediti vrijednosti w; i odrediti rjeSenje u prvoj iteraciji.

Ako je 0 < w < 1 govorimo o potkoracenju (engl. underrelazation), a ako je 1 < w < 2
govorimo o prekoracenju (engl. overrelazation). Ako je w = 1 SOR metoda se svodi na Gauf—
Seidelovu metodu. Ako je w = 0 novo je rjesenje jednako starome rjesenju $to nema smisla.
[teracija bi zauvijek ostala na pocetnome vektoru uy.

Bez upotrebe pomocne varijable sy (;), izraz (452) mozemo pisati kao pridruzivanje:

U1, () < wu1, ;) + (1 — w>u1,(i—1)' (454)

Ista varijabla s lijeve i desne strane izraza znaci da pri njenom zapisu koristimo uvijek isto mjesto
u memoriji. Kazemo: novoj vrijednosti u; (; pridruzujemo izraz koji sadrzi staru vrijednost u, .

Ocito je da kod SOR metode nismo zadovoljni to¢nim, trenutnim, stanjem ravnoteze po Gaufi—
Seidelovoj metodi (za w = 1). Zato, pomake ¢vorova jos malo korigiramo u smjeru prirasta
(tendencije) pomaka skalarnom vrijednoséu w # 1. Dobivenom se prognozom pokusavamo vise
pribliziti rjesenju u sljedecoj iteraciji (i + 1). Spomenimo da nije vazno sto time remetimo tre-
nutnu ravnotezu sustava. (Vrijednost w nije odredena na temelju uvjeta ravnoteze.) I kod Gauf—
Seidelove metode ona se neprestano , kvari* ulaskom u novu iteraciju. Sjetimo se metode Crossa.
Cim pomaknemo jedan évor, narusena je ravnoteza svih susjednih évorova.

15.3.4. Metode relaksacije

U Gradevnoj statici II obradene su dvije relaksacijske metode: Cross i Czonka—Werner. Kod
ovih metoda trenutno rjesenje prikazemo u obliku:

Uy = Ug-1) + AU.(Z-), (455)

gdje je u;_1 rjeSenje iz prethodne iteracije, a Au; prirast rjesenja u tekucoj iteraciji. Ako (455)
uvrstimo u (439) dobivamo:

A(ug-1) + Aug)) = £ — Bug-y), (456)
———
uG)
gdje su A i B matrice (449) iz GauBi—Seidelove metode. Nakon mnozenja zagrade i prebacivanja
clana Au(;_1) na desnu stranu slijedi:

odnosno:
AALI(i) =f— KU(i_l) . (458)
—_——

TG
S desne strane izraza prepoznajemo trenutno rezidualno opterecenje [vidi izraz (57)], jer je ug_q)
priblizno rjesenje iz prethodne iteracije. Mozemo pisati:

AAU(i) = I‘(i), (459)

i nakon rjeSenja ovog sustava uvrstiti Aug) u (455) i izracunati ug;. Primijetimo usput da je A
donja trokutasta matrica tako da je sustav (459) lako rjesiti odozgo. Algoritam prora¢una prikazan
je pseudokodom 1. Spomenimo da i kod ove metode mozemo upotrijebiti ideju relaksacije. Tada
7. redak pseudokoda moramo zapisati kao: ug < ui—1) + wAug, gdje je kao i ranije w faktor
relaksacije.
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Algorithm 1 Metoda relaksacije

Require: A K, f
Ensure: u

1
2
3
4:
5:
6
7
8

cuy <+ 0
140
: repeat

141+ 1

re =1 —Kugy

All(z) < A_ll‘(i)

Us) < Ug—1) + AU(i) ili (ll(i) < U(i—1) + MAU(i))

. until 1/r(j;)r(i) <e

15.3.5. Osnovne prednosti i mane iteracijskih metoda

Nabrojimo osnovna svojstva iteracijskih metoda koja ih ¢ine ucinkovitijima u odnosu na di-
rektne pristupe rjesavanju sustava jednadzbi:

1.

U preliminarnom dijelu proracuna mozemo raditi s kriterijem manje tocnosti € za prekid
iteracijskog postupka. Na taj na¢in mozemo brze proracunati vec¢i broj inacica nekog modela.

. Ako mozemo pretpostaviti bolje priblizno rjeSenje, vrijedi ga upotrijebiti za pocetak ite-

racijskog postupka. Kod direktnih metoda nemamo takvu moguénost. Primjerice, nakon
proracuna konstrukcije uoc¢imo da su neki elementi poddimenzionirani. Pojacamo ih, ali
novi proracun ne pokreéemo opet od startnog (najcesée nul) vektora, ve¢ od prethodnog
rezultata koje je redovno vrlo blizu novog rjesenja. Zbog toga je par iteracija dovoljno da se
zadovolji i strozi kriterij.

. Primijetimo da postupci iteracije [primjerice (443) ili (448)] teku ,,¢lan po ¢lan® (u Crossovoj

metodi ,,évor po ¢vor®), odnosno ne rjesavamo sustav jednadzbi kao cjelinu §to je osobina
direktnih metoda. Prema tome, postupci rjesavanja sustava ne ovise o obliku ¢itave matrice
K, ve¢ samo o nekim ¢lanovima. Zbog toga mozemo prirodnije rabiti metodu potpunog
knjizenja (ne treba voditi ra¢una o pojavi novih ¢lanova u postupku eliminacije), $to donosi
velike ustede u memoriji, a cesto i u brzini.

Spomenimo da iteracijske metode imaju tri glavne mane:

1.

3.

Svaka kombinacija optere¢enja zahtijeva ponovni proracun sustava jednadzbi jer u postupku
izravno koristimo vektor desne strane. Dakle, metode nisu, poput direktnih, dijelom neovisne
o vektoru opterecenja.

Nije unaprijed poznat broj iteracija potreban za rjeSavanje sustava jednadzbi. Zbog toga se
vrijeme proracuna moze samo priblizno procijeniti.

Postupak proracuna moze sporo ili ne mora uopce konvergirati.

Prije upoznavanja s gradijentnim metodama recimo neSto o problemima pogresaka u nu-
merickim modelima. Pojmove koje ¢emo pri tome upoznati upozorit ¢e nas na manjkavosti nasih
proracuna i olaksat ¢e razumijevanje gradijentnih metoda.
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Slika 218.: Jedna osmina modela vrlo debele ploce (h/l, = h/l, = 0,5). Pripada mu linearni sustav
od 2,8 - 10° nepoznanica.

16. Pogreske pri tvorbi i proracunu numerickih modela

16.1. Paradoks numerickoga proracuna — precizan postupak,
neprecizan rezultat

Tocnost racunala je neupitna. Svi znamo da digitalno racunalo racuna po volji to¢no, mnogo
brze i pouzdanije od ¢ovjeka. Broj raspolozivih znamenaka ogranicen je samo memorijom ra¢unala.
Standardni zapis brojeva u inzenjerskim kompjutorskim proracunima sadrzi petnaest dekadskih
znamenaka. Udaljenost od Zemlje do Sunca se s takvim brojevima moze zapisati s milimetarskom
tocnoscu. Je li tolika tocnost smislena i potrebna u gradevinarstvu i koliko joj se smije vjerovati?
Koliko se uop¢e moze vjerovati nasim proracunima?

U ovom ¢emo poglavlju pokusati barem djelomi¢no odgovoriti na ova pitanja. Odgovori ¢e biti
paradoksalni. Pokazat ¢e se da je tocnost podataka, a zbog toga i o¢ekivana to¢nost rezultata vrlo
malena, a ipak ¢e se tvrditi da je nuzno racunati vrlo tocno; ponekad nije dovoljno ni spomenutih
petnaest znamenaka.

16.2. Izvori pogresaka

Iz dosadasnjeg izlaganja mogli smo zamijetiti kako iz fizikalnog problema nastaje matematicki,
a zatim i numericki model koji se na kraju svodi na sustav algebarskih jednadzbi ravnoteze. Pri
tome se Cesto radi o velikim sustavima koje moramo rijesiti numericki. Danasnji modeli nerijetko
imaju stotinjak tisuc¢a jednadzbi. Jedan od ekstremnih modela rijesenih u Zavodu za tehnicku
mehaniku prikazan je na slici 218. Rekord danasnjice (2004. godine) iznosi oko milijardu nelinearnih
jednadzbi (slika 219.). Medutim pojednostavnjenja modela i rjesavanje golemih sustava uzrokuju
znacajne pogreske. Ako izbor modela nije prikladan,”® pogreske mogu postati dominantne.

Naglasimo da rezultati proracuna imaju pogreske u usporedbi sa stvarnim stanjem konstrukcije.
Mozemo ih podijeliti na one koje se mogu i na one koje nismo u stanju izbjec¢i. Mi ¢emo se pretezno
posvetiti neizbjeznim pogreSkama koje nastaju pri ispravnom proracunu konstrukcija, a manje
onima koje su produkt neznanja poput loSe koncepcije objekta, loseg modeliranja, neispravnog

93Problemi izbora numeric¢kog modela i najéesée pogreske koje se pri tome &ine analiziraju se na vjezbama.
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Slika 219.: Model aviona i pripadajuceg volumena zraka (koji nije prikazan zbog jasnoce slike).
Trebalo je rijesiti nelinearni sustav od priblizno 10° nepoznanica.

kompjutorskog koda, postupka proracuna ili omaske poput krivoga mnozenja. Neizbjezne greske
nastaju:

1. pri aproksimaciji projektirane konstrukcije matematickim modelom,
2. pri aproksimaciji matematickog modela numerickim,

3. pri rjesavanju numerickog modela,

4. zbog netocnosti izvedene konstrukcije u odnosu na projektiranu.

Izvore 1 i 4 mozemo svesti na jedan: pogreske koje nastaju zbog razlike izmedu matematickog
modela i izvedene konstrukeije. Te su pogreske, zbog vrlo jednostavnih ra¢unskih modela (najcesce
opisanih s nekoliko jednadzbi), bile mnogo vece prije upotrebe ra¢unala. Iako ti modeli nisu (bili)
optereéeni pogreskama tipa 2 i 3, ipak pogreske tipa 1 i 4 dominiraju (posebno kod slozenih
prostornih konstrukcija), pa je sumarno gledano ra¢unalni model ipak mnogo toc¢niji.

16.3. Razlika izmedu matematickog modela i izvedene konstrukcije

Pri aproksimaciji projektirane konstrukcije matematickim modelom najprije ¢inimo pogresku
modela (engl. modelling error). Ona se primarno javlja zbog modeliranja trodimenzionalnih
oblika elemenata konstrukcije (stupova, ploca, greda i sl.) nizom povezanih jednodimenzionalnih
i dvodimenzionalnih podmodela (najcesée stapnih i plosnih). Takvi modeli moraju sadrzavati i
(za matematicki opis prikladne i svakako idealizirane) rubne uvjete odnosno optereéenja.

Puno vece razlike nastaju izmedu projektirane i izvedene konstrukcije, jer podaci o geometriji,
materijalu, rubnim uvjetima i optereéenju koje trebamo za proracun nisu posve tocni. Te su
razlike posebno izrazene u gradevinarstvu.

16.3.1. Pogreske u geometrijskim podacima

Ako su primjerice projektirane dimenzije poprecnog presjeka neke armiranobetonske grede
40 x 100 cm, a izvedbena je tolerancija +1cm, onda je maksimalna relativna greska u povrsini
presjeka oko £3,5%, a u momentu tromosti oko 5,5%. Na armiranobetonskoj plo¢i projektirane

94Drugi je problem §to matematicke modele nije lako rijesiti bez ideje diskretizacije. O tome je veé bilo govora
u ovome kolegiju.
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debljine 16 cm, razumna pogreska od 1 cm (primjerice zbog progiba oplate) uzrokuje pogresku
u fleksijskoj krutosti od oko +20%. Grube pogreske — kad se ne poStuju tolerancije, odredbe
propisa ili uvjeti iz projekta (primjerice kada podbaci marka betona) mogu prouzrociti jos veéa
odstupanja. Niti jedna od ovih pogresaka najcesée se ne uzima u obzir.

16.3.2. Pogreske u podacima o materijalu

Medutim kad bismo i uspjeli savrSseno toc¢no izvesti oblik konstrukcije, postoje neizbjezne
pogreske u materijalu. Redovna je pojava da se armirani beton u lineariziranim proracunima
prikazuje kao homogen, izotropan i elastican kontinuum. Medutim, struktura betona i prisutnost
armature potvrduju da to nije to¢no. Jos je losija aproksimacija ako zide, drvo, a posebno temeljno
tlo, modeliramo kontinuumom (makar bio nehomogen ili anizotropan). Nadalje, u modelima
materijala redovito se zanemaruju koncentracija naprezanja, zaostala naprezanja, plastifikacija,
Sirenje pukotina, puzanje i skupljanje betona, kvrge i vlaga u drvetu i sli¢no.

16.3.3. Netocnosti zbog rubnih uvjeta

Zatim, lezajevi koji su u modelu nepokretni ili upeti, u stvarnosti se pokrecu i zaokreéu zbog
deformacija podloge ili temeljnog tla, a na lezajeve koji su u modelu slobodno pokretni u stvarnosti
djeluju sile trenja. Sliéni se problemi pojavljuju i pri izvedbi bilo kojega spoja, jer uvijek postoji
nesavrsena izvedba detalja, pojava nepredvidenih ekscentricnosti i sliéno, sto se projektom (pa i
modelom) rijetko uzima u obzir.

16.3.4. Pogreske u opterecenjima

Podaci o optere¢enjima jos su netoc¢niji. Samo vlastitu tezinu konstrukcije i mali broj stalnih
opterecenja (poput vodom u mirovanju) mozemo odrediti vrlo toéno. Sva ostala djelovanja: po-
kretno, vjetar ili potres grubo se procjenjuju ,,na sigurnu stranu“. Na zalost, procjene ne jamce
da su propisane vrijednosti uvijek dovoljno sigurne i zaista se dogada da su opterec¢enja ponekad
podcijenjena. Primjera ima mnogo.

16.3.4.1. Stalno optereéenje. Cesto je slucaj da se u industrijskim objektima tijekom upo-
rabe nabavlja nova oprema koja moze biti teza od stare. Pri montazi se teski dijelovi opreme
privremeno postavljaju na mjesta na kojima nisu bili predvideni, a konstrukcija se zbog potrebe
montaze dodatno (i esto bez provjere) opteretuje skelama.

16.3.4.2. Pokretno optereéenje. Slicno je i s pokretnim optere¢enjima. Primjerice, samo
djelomice je rijeSen problem pritisaka zrnatih materijala u silosima, osobito pri praznjenju. Pro-
pisana opterecenja nisu uvijek na strani sigurnosti. To se moze zakljuciti iz velikog broja rusenja
i osteCenja takvih konstrukcija. (Prema statistikama rusenja, silosi spadaju medu najugrozenije
konstrukcije.)

Postoje i primjeri kada je faktor sigurnosti pri djelovanju pokretnoga opterecenje pretjerano
visok. Mnogi stari mostovi bili su predimenzionirani za opterec¢enje koje je odgovaralo potrebama
toga vremena, pa su i danas, kada je prometno optere¢enje mozda i nekoliko puta vece, dovoljno
sigurni.

16.3.4.3. Opterecenje snijegom i vjetrom. U Hrvatskoj je bilo pove¢ano propisano opte-
re¢enje snijegom sa 0, 75kN/m? na 1,25kN/m? Dakako da razlog nije u tome §to sada pada
viSe snijega ili u tome Sto je snijeg postao tezi, nego su analize oSte¢enja i rusenja nekih krovista
pokazale da tada propisano opterecenje nije davalo dovoljnu sigurnost. Slican trend imaju i propisi
za opteretenje vjetrom, posebno nakon analize podataka prikupljenih posljednjih godina.
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16.3.4.4. Opterecenje potresom. Prognoze za djelovanje potresom su osobito grube i zas-
nivaju se na gruboj (zapravo za stohasticko opterecenje netoénoj!) pretpostavei da ¢e bududi
razorni potresi biti po intenzitetu i svojstvima slicni onima koji su ve¢ registrirani. Za svaku
seizmicku zonu je propisano dvostruko vece optere¢enje nego za prethodnu. Znaci, ako bi se za
objekt pri rubu neke seizmicke zone granica vrlo malo pomakla, propisane bi se seizmicke sile
razlikovale za 100%. A naslué¢ujemo uz koliku su aproksimaciju te granice povucene na seizmickoj
karti. Tako grubo stupnjevanje je znak slaboga znanja o mogué¢im simultanim djelovanjima svih
triju komponenata ubrzanja tla. (Potres je prostorna pojaval)

Zbog nelinearnih pojava realni potres moze prouzrociti kaoticni odgovor konstrukcije, koji
se u propisima nastoji aproksimirati zamjenjuju¢im linearnim odgovorom. Dokazano je da su
tako dobiveni rezultati nerijetko podcijenjeni, zbog Cega se mnogi propisi ucestalo popravljaju
(primjerice slu¢ajno i stvarno torzijsko djelovanje).

Opterecenje spremnika za vodu inercijalnim silama vode pri djelovanju potresa je (za razliku
od statickog optereéenja) samo u nacelu poznato. Pojavljuje se vrlo slozeni problem dinamicke
interakcije fluida i konstrukcije koji takoder moze prouzrociti kaoti¢no ponasanje.

16.4. Pogreske zbog aproksimacije matematickog modela numerickim

Pri aproksimaciji matematickog modela numerickim ¢inimo pogresku diskretizacije (engl. di-
scretization error). Kontinuirani model s neizmjerno mnogo nepoznanica aproksimiramo s kona-
¢nim brojem stupnjeva slobode. Pri tome ¢inimo nove pogreske.

16.4.1. Neizbjezne pogreske

Geometrijski oblik ruba modela ¢esto odstupa od ruba konstrukcije, a prilagodava se oblicima
konaé¢nih elemenata. Tesko se modelira okolina konkavnih lomova ruba, koji uzrokuju koncentra-
cije naprezanja. LoSi oblici elemenata takoder generiraju pogreske. Znamo da je optimalni oblik
cetverokutnog elementa kvadrat, a trokutnog jednakostrani¢ni trokut. Zbog geometrije, rasporeda
opterecenja i rubnih uvjeta konstrukcije, vrlo cesto se mora odstupiti od upotrebe samo takvih ele-
menata. Ipak pogreska moze biti zanemariva ako su ta odstupanja u granicama preporucenim za
odredeni konacni element. Primjerice, ve¢ina Cetverokutnih elemenata bez zamjetnih pogresaka
podnosi oblik cetverokuta omjera stranica do 1:1,5 (krajnji je omjer oko 1:5) s unutrasnjim
kutovima u granicama izmedu 60 i 120 stupnjeva.

Aksijalna je krutost podmodela (Stapa, ploce ili ljuske) puno veéa od njihove fleksijske kru-
tosti, Sto znaci da neizbjezno postoje bitno razliciti iznosi krutosti unutar istoga modela. To lose
utjece na tzv. uvjetovanost sustava jednadzbi (vidjeti odjeljak 16.6.), a moze se djelomi¢no rijesiti
upotrebom kinematickih ogranicenja (vidjeti 18. poglavlje).

Primjerice, ako u numerickom modelu spajamo elemente male i velike krutosti (recimo armi-
ranobetonsku gredu i uze), pri zaokruzivanju zbroja krutosti tih elemenata manja krutost biva
jos vise smanjena ili se gubi. U oba su slucaja rezultati proracuna losi jer konstrukciji pada
krutost ili gubi krutosti u smjeru elementa manje krutosti. Ako je takav element potreban za
ravnotezu ¢vora u koji je spojen, u slucaju gubitka krutosti matrica postaje singularna, jer ¢vor
u tom smjeru vise nije pridrzan. Primjeru na slici 220. (ako nema problema stabilnosti) mozemo

pridruziti sustav jednadzbi oblika
k)l _kl Uy fl
[—/ﬁ k1 +k72:| {UJ |:f2:| (460)

Ako je ky < ki stupci su gotovo linearno zavisni. Ako je ks = 0 stupci su linearno zavisni.
Uzmimo da je ky = 1, a ko = 0,001. Zbroj je k; + ko = 1,001. Ako rac¢unamo s dvije znacajne
znamenke zbroj postaje jednak 1,00 i matrica krutosti ne ovisi o ky. Opruga krutosti k; viSe nije
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Slika 221.: Nekompatibilni spoj konaénih elemenata ploce. (Zid modeliran kona¢nim elementima
ploce preuzima samo utjecaje od savijanja. Djelovanje uzduznih sila se ne razmatra.)

pridrzana i moze se slobodno horizontalno gibati bez rastezanja ili stiskanja. Matrica krutosti
postaje singularna iako su, formalno gledano, zadane obje krutosti. Prilikom rjesavanja velikih
sustava od 15 lako ,izgubimo“ 12 znamenaka tako da krutost od 0,001 opet dovodi do istih
posljedica iako zapisujemo na 15 decimala. Zbog toga prilikom zadavanja vrlo krutih (mekih)
elemenata numerickoga modela ne smijemo pretjerivati. Treba uzeti od 100 do 1000 puta vecu
(manju) krutost od najvece vrijednosti unutar modela.

Pri modeliranju konstrukcije slozenoga oblika, cesto se ne moze izbje¢i uzajamno mijesanje
medusobno nekompatibilnih elemenata razlicitih tipova (primjerice elemenata ljuske sa Sest i vo-
lumnih elemanata sa tri stupnja slobode po ¢voru). Takav se slucaj javlja prilikom modeliranja
temeljne ploce elementima ljuske, a tla volumnim elementima.”® Uvjeti kompatibilnosti mogu biti
naruSeni cak i ako se radi o istome tipu elemenata (slika 221.).

16.4.2. Pogreske zbog slabog poznavanja nacela modeliranja

Osim neizbjeznih pogresaka pojavljuju se i mnogo vece zbog povrsnosti ili neznanja konstruk-
tora. Cesto se, primjerice, u projektima nepotrebno upotrebljavaju volumni (engl. brick) elementi,
gdje bi stapni ili plosni model bio puno to¢niji i numericki efikasniji. Pri modeliranju stupova,
greda ili ploca takvim elementima, redovito se postize loSija aproksimacija rjesenja.

Ima i primjera da se konstrukcija modelira s premalim brojem lezajeva koji nisu dovoljni
da bi sustav bio izvana staticki odreden. Neki projektanti misle da je nepotrebno simetri¢noj
i simetri¢no optere¢enoj konstrukeiji u modelu sprijeciti antimetricne pomake krutoga tijela. U

9 Doduse, spoj tla i temeljne ploce zaista nije kompatibilan. Zaokreti, ¢ak i pomaci ne moraju biti zajednicki.
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slucaju da je vanjsko opterecenje uravnotezeno misle da su lezajevi (ne samo u sluc¢aju simetrije)
nepotrebni jer, ako se i predvide, reakcije moraju biti jednake nuli. Model bez dovoljnog broja
i ispravnog rasporeda lezajeva generira singularnu (ili gotovo singularnu) globalnu matricu kru-
tosti! S vjerojatnosti od oko 50% takva gruba pogreska prolazi bez vidljivih posljedica. Pogreske
zaokruzivanja u takvom slucaju djeluju kao spas. Zbog njih matrica nije to¢no singularna, a vjero-
jatnost da suma pogresaka dijagonalnog ¢lana bude pozitivna je oko 50%. Program se ponasa kao
da na tome mjestu nije pogreska nego vrlo gipki elasti¢ni lezaj krutosti jednake veli¢ini pogreske.
Ako je vrijednost dijagonalnog clana slu¢ajno negativna, racunalo ¢e dijagnosticirati pogresku —
negativnu krutost na dijagonali matrice (i ¢esto se ,sam spasiti“ umetanjem neke pozitivne vrijed-
nosti o |kmin|, gdje je |kmin|, po apsolutnoj vrijednosti najmanji ¢lan globalne matrice krutosti, a
« neki mali broj, primjerice 1073). Ako globalni sustav jednadzbi ravnoteze modela zapisemo kao
Ku = f, tada mozemo rec¢i da je umetanje dovoljnog broja i rasporeda lezajeva nuzno za ispravno
generiranje matrice krutosti modela (lijeva strana sustava), a nema veze s vektorom opterecenja
(desna strana istoga sustava), kako se ¢esto misli!

Ne mogu se ovdje nabrojiti sve moguce pogreske u modeliranju, jer ih je mnogo. Ima inzenjera
koji se sluze programima, a nisu dovoljno proucili ne samo teoriju i principe modeliranja, nego ni
upute za upotrebu programa. Nemoguce je ocijeniti velicinu ovih pogresaka, jer mahom ovise o
konkretnom slucaju.

Usporedbe eksperimentalnih i proracunskih analiza izvedenih objekata pokazuju da bismo mo-
rali biti zadovoljni ako zbog navedenih pogresaka najvece razlike medu rezultatima dobrih modela
i gotove konstrukcije nisu mnogo veée od 10%, a prosje¢nih modela do 30%. Pod ,,dobrim mo-
delom* smatramo onaj kod kojega su neizbjezne pogreske svedene na najmanju mogucéu mjeru, a
detalji loSega modeliranja potpuno izbjegnuti. Prispomenutoj su procjeni isklju¢ene aproksimacije
djelovanja potresa ili vjetra koje mogu prouzrociti mnogo veée pogreske (i vise od 100%).

16.5. Pogreske pri rjeSavanju numerickoga modela

Prilikom rjeSavanja sustava jednadzbi ravnoteze racunalo provodi numericke operacije zbog
kojih se javljaju jos dvije vrste pogresaka: pogreska zaokruzivanja (engl. round—off error) i
pogreska prekida (engl. truncation ili inherited error). Zovemo ih numeri¢kim pogreskama i
uzrok su mogucée numericke nestabilnosti proracuna. Zbog njih rezultati proracuna moraju
biti manje precizni od ulaznih podataka.

Kolika je toénost potrebna pri rjesavanju sustava jednadzbi da ove pogreske ne utjecu znacajno
na ionako malu kona¢nu tocnost? Logi¢no je zahtijevati da proracunska toc¢nost bude veca od
ocekivane tocnosti rezultata, barem za jedan red velicina. Na taj se nacin zbog pogresaka pri
numerickim operacijama neé¢e dodatno smanjiti ionako mala (konacna) to¢nost. Moze se grubo
procijeniti da bi se pogreska u racunskim operacijama morala ograni¢iti na oko 0,1 do 1%. (Jos je-
dan red veli¢ine, dakle 10% bi bilo previse, jer bi se ukupna greska popela na 40%.) U doba
,ruénih“ proracuna najcesée se upotrebljavalo logaritamsko racunalo (,,siber®) kojim su se mogle
ocitati dvije dekadske znamenke i procijeniti treca, a to je priblizno u okviru takvih to¢nosti. Ako
je realna pogreska zbog svega navedenoga oko 30%, ¢ini se besmislenim proracun provoditi na
petnaest decimalnih mjesta. Medutim, umjesto sustava od nekoliko algebarskih jednadzbi, danas
se rjesavaju sustavi od nekoliko tisuca ili nekoliko stotina tisuc¢a jednadzbi. U nastavku ¢emo
pokusati objasniti da je ,,besmislena® toénost na petnaest decimala tada nuzna. Stovise, ponekad
nije ni dovoljna.

16.5.1. Pogreska zaokruzivanja

Pogreska zaokruzivanja nastaje zbog zapisa realnih brojeva kona¢nim brojem znamenaka jer
je memorija racunala konacna. O tome ovisi i trajanje proracuna. Zahtjev za velikom to¢noséu
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znacajno usporava prorac¢un. Svakako, rac¢unalo pri prora¢unu zaokruzi (rjede prekine) broj na
posljednju znamenku s kojom rac¢una. Primjerice, varijabla dvostruke tocnosti (engl. double preci-
sion) u programskom jeziku Fortran zapisana je u memoriji s petnaest znamenaka iza decimalnog
zareza. Obi¢no govorimo o broju znacajnih znamenaka koje racunalu sluze za zapis i operacije
s realnim brojevima. Pri rjesavanju golemih sustava jednadzbi pogreske zaokruzivanja i prekida
mogu biti toliko velike da nam je takva to¢nost jedva dostatna, a ¢esto moze biti i premala. Razlog
tako brzog rasta pogresaka je njihova akumulacija u pojedinim ra¢unskim operacijama. Rezultat
svake operacije u prosjeku®® ima manju to¢nost od prethodne: rac¢una se s pogresnim brojevima
i jos se ¢ini dodatna pogreska, jer se dobiveni medurezultati opet zaokruzuju. Ako se oni koriste
kao podaci za daljnje racunanje, pogreska iz istih razloga i dalje raste. Prilikom rjesavanja velikih
sustava jednadzbi rac¢unalo obavlja golemi broj operacija,” pri kojima stalno zaokruzuje brojeve
s kojima manipulira, , kvare¢i“ ih sve vise. Ako zelimo da brojne operacije $to manje utjecu na
kona¢nu toc¢nost, potrebna je velika preciznost u racunanju. Na taj ¢e nacin, nakon svih provede-
nih operacija i mnostva zaokruzivanja, dobiveni rezultat ostati u okvirima to¢nosti od spomenutih
30% + 1% 1 nece se jos vise smanjiti.

Promotrimo jedan ekstremni primjer kod kojega pogreska zaokruzivanja postaje dominantna
i onemogucuje proracun. Pokusajmo numericki rijesiti odredeni integral

1

1

I, = - /w”exdx, (461)

e
0

gdje je e baza prirodnog logaritma, a n cijeli broj. Ako je n = 0, dobivamo:

1
1 1
Iy = —/e‘”da: = —¢"
e e
0

Ako je n > 0, integral (461) lako rijesimo parcijalnom integracijom. Podsjetimo se opéeg izraza:

b
/udv = YV
a

1

1
0 €

(e—1)=1-21 (462)

(&

b

T / vdu. (463)

a

Ako je
u=2a" i dv = e*duz, (464)
tada je:
du = na" dx i v = /exdx =e". (465)
Primjenom izraza (464), (465) i (463) dobivamo
1
1 n_x ' 1 n—1 _x
I,=-2""| —— | nx e’ du. (466)
e~~|, e =——~
u-v 0 du U

Ako iz posljednjeg integrala izvu¢emo n i usporedimo ga s integralom (461), zbog razlike indeksa

n in — 1 moZzemo pisati
1

1

I, 1= n—/x"‘lexdx. (467)

e
0

96Pogreske suprotnog predznaka se katkad djelomi¢no ponistavaju, ¢ime se usporava njihov rast.
97 Ako zelimo direktnim metodama rijesiti sustav s punom matricom od 1000 nepoznanica znamo da je potrebno
oko n? = 1000% = 10° operacija.
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Slika 222.: Graficki prikaz eksponencijalne funkcije y = e
n=20,...,9

 (isprekidano) i funkcije y = z" za

Ako dobiveni izraz uvrstimo u (466), dobivamo
I,=1—nl, 1, (468)

jer je prvi dio izraza (466) jednak jedinici. Formula je dobivena bez zanemarenja, iz analitickog
(toénog) raspisa (466) zadanog integrala (461). Buduéi da iz (462) poznajemo pocetnu vrijednost
Iy, nastavljanjem niza (468)

L=1—1-1,
[2:1—2'11,

(469)
[n:l—n]n_l

rekurzivno mozemo izrac¢unati vrijednost integrala (461) za bilo koju vrijednost n. Primijetimo
na slici 222.: §to je n vedi, podintegralna funkcija zatvara manju povrsinu na segmentu [0, 1], jer
se x" priblizava osi apcisa. Funkcija e® ne ovisi o n. Osim toga podintegralna funkcija je uvijek
strogo pozitivna, jer su e” i 2" (¥n) uvijek pozitivne ne segmentu [0, 1], pa je i njihov umnozak
pozitivan. Zbog tih se svojstava vrijednost integrala mora smanjivati u svakom koraku, odnosno
vrijedi:
Ik—‘rl < I < Iy, I >0, Vk’, kzl,...,n. (470)

Zmaci (469) mora biti monotono padajuéi niz. Ako probamo ra¢unati integral uz primjenu kal-
kulatora ve¢ nakon 12 ili 13 koraka (ovisno o broju zna¢ajnih znamenaka kalkulatora) niz gubi ta
svojstva. Probajmo analizirati zasto.

Kada smo racunali Iy napravili smo pogresku Ag zaokruzivsi izraz 1/e na konac¢an broj zname-
naka. Znamo da e spada u iracionalne brojeve i ne moze se prikazati kona¢nim brojem znamenaka.
Zmnaci, toc¢na, pocetna vrijednost rekurzivnog postupka iznosi Iy + 4Ay. Sada izracunamo I

L+A=1—-1-(ly+Ag) =1—-1-1I)—A,. (471)
——
I + ¢

Ocito je
Al =& — Ao, (472)
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Slika 223.: Graf parabole, eksponencijalne funkcije i funkcije faktorijela.

gdje je €1 pogreska racunanja izraza 1 — 1 - Iy, kako je obiljezeno u formuli (471). Nastavljanjem
dobivamo

[2+A2:1—2(11+A1>:1—2J1—2A1, (473)
——
I + &5
odnosno, upotrebom izraza (472)
Ag = &9 — 2A1 = &9 — 2(51 — Ao) (474)
Sliéno
Ag = &3 — SAQ = &3 — 3[52 — 2(61 — Ao)], (475)
ili, opéenito
A, = ey — n{gn,l — (= 1)[ena— .. — 2(e1 — Ag)] } (476)

Da bismo dobili jednostavniju predozbu o zakonu rasta, smatrajmo da ne ¢inimo pogresku za-
okruzivanja tijekom proracuna, odnosno, da vrijedi ¢; = 0. Znaci, napravili smo samo pocetnu
pogresku Ag. Prema (476) dobivamo:

A,=-n-—(n—-1)-—(n—=2)-...- =2A,. (477)

Ako je n paran broj, dobiveni je umnozak pozitivan, a ako je neparan, umnozak je negativan.
Budu¢i da nas zanima samo apsolutna vrijednost pogreske, predznak nije vazan, pa mozemo
pisati

|AL| = n!|Ag]. (478)

Vidimo da pogreska raste po zakonu faktorijela. Ako usporedimo funkciju rasta pogreske s
takoder brzo rastué¢om eksponencijalnom ili kvadratnom funkcijom (slika 223.), vidimo vrlo nepo-
voljno ponasanje dobivene zakonitosti.

Realno gledano, prirasti pogreske su jos veci jer smo zanemarili priraste €,. lako racunamo s
12 ili 13 decimalnih mjesta, formula (468) ne vrijedi za nesto veéi n, recimo n > 12, jer pogreske
postanu dominantne u odnosu na trenutni rezultat. Nismo u stanju ni pribliziti se analitickom
rjeSenju, a kamoli da to mozemo uciniti po volji tocno. Bez obzira sto je teorijski tocan, ovaj
je postupak losiji od numericke integracije po trapeznoj ili Simpsonovoj formuli koje ne daju
tocno teorijsko rjesenje zadanoga integrala. Ipak, formulu (468) mozemo primijeniti i pri velikim
eksponentima ako je preuredimo tako da ra¢unamo natraske, od veéeg n prema manjemu. Dakle,

najprije izracunamo /[,,_1:
1-1
I, 1= =, 479
= (479)
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I sada poénemo s dovoljno velikim n u odnosu na trazenu vrijednost. Pri tome za I,, pretpostavimo
bilo koji broj. Primjerice, ako trazimo Igy, uzmemo [I1p9 = 0. I sada rekurzivno racunamo unazad:

1 =TI R 1=y
Iog = ———, g = 99 i =g

100
lako smo, za razliku od postupka (468), ovaj niz poceli posve nasumce, ve¢ nakon nekoliko koraka
integrali ¢e biti toéni do na sve znacajne znamenke kalkulatora. Tome je razlog Sto ovim pristupom
pogreske padaju (a ne rastu) po zakonu veéem od faktorijela, sto ne¢emo dokazivati. Postupak
dokaza je slican postupku provedenom kod odredivanja zakonitosti porasta pogreske rastuceg
rekurzivnog postupka.

(480)

16.5.2. Pogreska prekida

Pogreska prekida nastaje kada neki realni broj zapiSemo kona¢nim brojem znamenaka ili be-
skonacni red zamijenimo konacnim. Ako je neki realni broj zapisan sa m dekadskih znamenaka,
on u najboljem slucaju, kada su sve znamenke to¢no zapisane, ima pogresku na (m + 1)-voj i
daljim nezapisanim znamenkama. Razvojem neke funkcije u Fourierov ili Taylorov red morali
bismo racunati s beskonacnim brojem ¢lanova (vidjeti 8. poglavlje). Opet, zbog brzeg rjesavanja i
ogranic¢ene koli¢ine memorije racunala zadrzavamo samo prvih nekoliko, tako da pogreska zbog za-
nemarenja preostalih ¢lanova bude zahtijevano mala. Spomenimo na kraju da se ovaj tip pogreske
javlja i kod prekida iteracijskog postupka. Jednostavno, zadrzavamo rezultat proracuna koji je
manji ili najvise jednak zadanome kriteriju, iako bi teorijski mogli rac¢unati jos tocnije (vidjeti
odjeljak 17.2.). Medutim, tada bi pogreske zaokruzivanja postale dominantne, jer prevladavaju
pri malim vrijednostima (reda veli¢ine kriterija) koje moramo zapisati na veliki broj decimala, pa
postupak ne bi zadovoljio tako strogi uvjet prekida.

16.6. Broj uvjetovanosti

Spomenuli smo da se proracuni na kraju svode na rjesavanje velikih sustava algebarskih jed-
nadzbi Ku = f. Zbog pogresaka u ulaznim podacima nastaje pogreska matrice sustava AK i
vektora optereéenja Af. Treba istaknuti da se pod pojmom , pogresaka u ulaznim podacima“ ne
misli na pogreske aproksimacije izvedene konstrukcije matematickim modelom®, nego samo na
y,unutarnje* pogreske zbog numerickog odredivanja clanova matrice krutosti i vektora desne strane
(ponajprije numerickog rjesavanja integrala). Pogreske ovoga tipa su kod pravilnog izbora oblika
elementa i postupka integracije u pravilu male, jer je m = 15. Radi se zaista o velikoj preciznosti
zapisa (ulaznih) podataka. Kada bismo bili u moguénosti zapisati sve znamenke (m = oo) ili
podatke prikazati razlomcima i cijelim brojevima takva greska ne bi postojala, odnosno: AK = 0
i Af =0.

Pogreske prilikom rjesavanja sustava jednadzbi uzrokuju odstupanje rjesenja za Au. Dakle,
svi su ¢lanovi optereceni pogreskama i odstupaju od to¢nih (realnih) vrijednosti (s indeksom ¢):

(K+ AK)(u + Au) = f + Af, (481)
—_—— —— ——
K; Ut f,

Ovaj sustav ¢esto zovemo perturbiranim (poremecéenim) sustavom jednadzbi u odnosu na pocetni
sustav. Prema (481) za matricu sustava 2 x 2 mozemo pisati

kl 1 kl 2 Akjl 1 Akl 2
K, =K+ AK = ’ ’ ’ ’ 482
=K+ [lm sz + {Akm A;@,J : (482)

98Racéunalo naravno ne moze ,znati“ realne pogreske, primjerice da ée na izvedenoj konstrukciji neka greda biti
za jedan centimetar niza nego u projektu.
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a za vektor desne strane

_ _ A Afi
ft_f+Af_[f2]+{AfJ. (483)

Vidimo da se tocne vrijednosti matrice sustava i vektora desne strane mogu prikazati kao ulazni
podaci ,,optere¢eni® pogreskama. Temeljno je pitanje: koliko te pogreske utjecu na u rezultate
proracuna? Odnosno, koliko poremeéeni (tocni) vektor pomaka

w=u+Au= {“1} + {Aul} (484)

U2 AUQ

odstupa od pocetne vrijednosti u. Strogi matematicki pristup ovome problemu zahtjeva poznava-
nje teorije pogresaka, discipline kojom se bave matematicari. Ovdje ¢e se, bez dokaza, prikazati
neki rezultati takvih analiza. Najprije uspostavimo normu matrice. To je skalar kojim se mjeri
,velicina® matrice. Postoje razlicite norme, ali jedna od popularnijih je Frobeniusova norma

K] [r = (/51 + 2o + K3, + R (485)

koju dobivamo kao pozitivnu vrijednost korijena sume kvadrata svih clanova matrice K. Sli¢no,
poznata Euklidska norma primijenjena na vektor daje njegovu duljinu:

] = [Iflla =/ /T + /3 (486)

Nadalje, postavimo omjer

[|Aul]
IAK]] | [IAf]
K[ ]l
gdje je kvocijent ||Aul|/||u]| relativna pogreska u rezultatu, a ||AK||/||K]| i [|Af]|/||f]|| relativne
pogreske u ulaznim podacima — matrice K i vektora f. Dobiveni omjer zovemo pogreskom

modela. Logicno je zahtijevati da taj broj bude malen, odnosno, da mala promjena ulaznih
podataka daje malu promjenu u rezultatima proracuna. Mozemo reé¢i da A pokazuje koliko se
puta povec¢a promjena rjesenja kao posljedica promjene ulaznih podataka:

[|Aul| |AK]| IIAfII}
||| 1Ll

> A [ (488)
Poteskoc¢a u istrazivanju je nepoznato rjesenje problema (ozna¢imo ga s u;). Zbog toga ne mozemo
toéno odrediti odstupanje dobivenog rjesenja u od te vrijednosti: ||Aul|| = ||u; —ul|. Stovie, ni
tocnu vrijednost matrice krutosti K; i vektora desne strane f; takoder ne poznajemo, pa nam i
odstupanja ||AK]|| = ||K; — K]||, odnosno ||Af|| = ||f; — f|| takoder nisu poznata. Teorijski, ma-
tricu K, i vektor f; bismo mogli odrediti u slu¢aju modela koji se sastoje od pravilnih konac¢nih
elemenata. Tu recimo spadaju Stapni, ravni elementi pravokutnog poprecnog presjeka, plosni
elementi u obliku kvadrata ili prostorni elementi u obliku kocke. Tada integrale unutar matrice
krutosti i vektora desne strane mozemo rijesiti analiticki, jer su koordinatne funkcije standardnih
kona¢nih elemenata najcesée polinomi. Umnozak derivacija polinoma su opet polinomi koje u
slucaju pravilnih elemenata mozemo analiticki integrirati. Na kraju, ¢lanovi matrice krutosti i
vektora desne strane ostaju u obliku razlomaka. Tada bismo mogli to¢no odrediti iznos naziv-
nika u (487). Ipak, to¢no rjesenje ostaje nepoznato jer prilikom numerickog rjesavanja sustava
K;u = f; zbog pogresaka zaokruzivanja ne dobivamo u;. Medutim, mogli bismo unaprijed oda-
brati rjesenje u obliku razlomaka u;, tako da nakon mnozenja K;u; (Cuvanjem razlomaka) i desna
strana f; budu razlomci. Na taj bismo nacin zaista mogli odrediti vrijednost pogreske A samo
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od utjecaja zaokruzivanja, iako ,ustimana“ optere¢enja u takvim primjerima nisu inzenjerski re-
alna. Medutim i kod tako ,¢istog” modela ostaje jos problem izbora norme. Razli¢ite norme
daju razlicite vrijednosti pogreske. Najtocniju ocjenu daje ona norma kojom dobivamo najmanju
prognoziranu pogresku, a i ona je veca od realne pogreske. Tome je razlog teznja da skalarom
(a to jest norma) pokuSavamo zamijeniti vektor ili matricu. Do danas nije rijeSen problem pro-
nalazenja mjerodavne norme koja bi dala dobru procjenu pogreske. S inzenjerskog stanovista to
nije presudno, jer nijedna norma ne moze znacajno izmijeniti iznos velike pogreske. Mali iznosi
nas pretjerano ne zanimaju, jer pripadaju dobrim numerickim modelima.

Za procjenu tocnosti realnih inzenjerskih problema (kada ipak nemamo mogué¢nost sredivanja
sustava na nacin koji smo opisali) postoji izraz u obliku nejednakosti

A < cond(K), (489)

kojim se moze procijeniti pogreska A. S cond(K) oznacavamo broj uvjetovanosti (engl. condition
number) matrice K. Mozemo ga odrediti na razli¢ite nac¢ine od kojih su poznatiji

)\max(K)

cond (K) = ||K|| - ||K™Y| i cond (K) = T K) (K)’

(490)
gdje su Apax (K) i Apin (K) najveéa i najmanja svojstvena vrijednost matrice K. Naravno, razlicitim
izrazima pripadaju razli¢iti iznosi broja uvjetovanosti iste matrice.

Matrica K je realna i simetri¢na matrica. Prema jednom od osnovnih teorema matri¢nog ra¢una svaka se takva
matrica moze dijagonalizirati. Na dijagonali ostaju realni brojevi. Najveca i najmanja vrijednost na dijagonali
predstavljaju ekstremne svojstvene vrijednosti. Ucinkovit postupak dijagonalizacije zovemo obi¢nim problemom

svojstvenih vrijednosti Ku = Au.

Moze se pokazati da je (489) samo procjena (zato i jest nejednakost) i jos k tome pesimisticna.
Drugim rije¢ima, broj uvjetovanosti daje prevelike vrijednosti. Postoje nacini da se taj broj
smanji na realniji iznos koji je i tada veci od toénoga iznosa pogreske. Kada bismo mogli odrediti
min[cond (K)], bio bi manji od svih ocjena, ali usprkos tome veéi od A.

Treba naglasiti da u sluc¢aju losih modela ni broj uvjetovanosti niti stvarna pogreska nisu
ograniceni. Ako je matrica K singularna®, tada je Ay (K) = 0, pa prema (490) broj uvjetovanosti
tezi prema beskonacno. Proracuni sa singularnom matricom nemaju nikakvu to¢nost. Mozemo
precizirati: cond (K) € [1, c0).

Da je cond (K) samo procjena pogreske lako je uociti iz Cinjenice da A ovisi o vektoru desne
strane, a broj uvjetovanosti ne. Razli¢itim desnim stranama pripadaju razlicite vrijednosti A.
Osim toga, ako se sluzimo totno odredenom matricom krutosti i vektorom desne strane, te is-
klju¢imo utjecaj pogreske zaokruzivanja pri rjeSavanju toga sustava, dobili bismo i to¢no rjesenje
sustava. Dakle, sva bi odstupanja ||AK]||, ||Af]|| i |[Au|| bila jednaka nuli, pa bi i A trebao biti
nula. Medutim ta vrijednost ostaje neodredena (0/0).

Istaknimo na kraju da ||Aul| nastaje od dvaju doprinosa:

e od ||AK]| i ||Af]], te
e od pogresaka prilikom rjeSavanja sustava jednadzbi.

Spomenuli smo da je prvi doprinos obi¢no malen, $to zapravo znaci da cond (K) pretezno ,,mjeri®
utjecaj druge pogreske. S obzirom da je m = 15, u prvi se mah ¢ini da taj utjecaj nije znacajan.
Ipak, on je i te kako prisutan. Pokazimo u nastavku osnovne razloge ,gubitka“ velikog broja
znacajnih znamenaka.

99Podsjetimo se jos jednom: matrica je singularna ako su najmanje dva stupca ili retka linearno zavisna. Staticki
sustavi koji nisu ispravno pridrzani imaju singularnu matricu krutosti. Postoje stupnjevi slobode gibanja modela
kao krutog tijela, bez deformacija.
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16.6.1. Uzroci slabe uvjetovanost sustava jednadzbi

Moze se pokazati da postoji veza izmedu broja znacajnih znamenaka n koje gubimo tijekom
prorac¢una i broja uvjetovanosti u obliku n = log[cond (K)].

Kolike su uobicajene vrijednosti broja uvjetovanosti? Kada bi taj broj bio jednak jedinici, po-
greska u rezultatu ne bi postojala (n =log1 = 0). To vrijedi u slu¢aju jedini¢ne matrice sustava.
Na zalost, taj je broj neocekivano velik. U sluc¢aju sustava s desetak tisu¢a nepoznanica, Sto vise
nije rijetkost kod prorac¢una konstrukcija, on iznosi oko 10°. Prema (487) relativna greska u rezul-
tatu ¢e biti milijun puta veca od greske u podacima! Pri tome smatramo da je sustav jednadzbi
dobro uvjetovan. Recimo, dijagonalno dominantne matrice dobro su uvjetovane. Dijagonalni je
¢lan po apsolutnoj vrijednosti mnogo veéi od zbroja svih ostalih ¢lanova retka ili stupca. Takvog
su oblika matrice dobro napravljenih numerickih modela.'® Znaéi, veliki su sustavi samo zbog
svoje velic¢ine (¢ak i bez doprinosa drugih pogresaka) lose uvjetovani! Prilikom rjesavanja velikih
sustava broj operacija je toliko velik da sama pogreska zaokruzivanja ¢ini sve znacajne znamenke
neto¢nima.

Medutim, u slu¢aju losije uvjetovanog (engl. ill conditioned) sustava taj broj vrtoglavo raste.
Pogorsanje uvjetovanosti numerickih modela u projektantskoj praksi je redovna pojava, jer postoje
neizbjezne pogreske opisane u 16.4.1. Zbog njih broj uvjetovanosti priblizno raste za jos tisucu
puta (dostize 10?).

16.6.2. Povecanje broja uvjetovanosti prouzroceno losim modeliranjem

Broj uvjetovanosti matrice krutosti ¢esto je dodatno povec¢an zbog loseg projektiranja i mode-
liranja (tada prelazi i 10'?). Pri tome se ne mora raditi o temeljnim pogreskama iz odjeljka 16.4.2.
Osvrnimo se na nekoliko takvih slucajeva.

Sto je mreza konacnih elemenata guséa, ona teorijski, ako nema pogresaka zaokruzivanja,
konvergira prema totnome rjeSenju. S druge strane gusta mreza pogorsava uvjetovanost, ponaj-
prije zbog veceg sustava jednadzbi koji joj pripada. Postoji optimalna gustoca, ali mnogi su, ne
znajuéi za numericke probleme, skloni pregustim mrezama. Kolaju gotovo praznovijerne prepo-
ruke, primjerice da je najbolja dimenzija elementa jedan metar bez obzira na dimenzije i slozenost
konstrukcije (neki ¢ak govore da su to ,naucili na fakultetu“). Kroz predavanja i vjezbe dali smo
naslutiti da se vitki stap u zelji za boljom aproksimacijom ¢esto pogresno modelira s pomocu ve-
likog broja volumnih elemenata. (Takav je model vizualno vrlo privlacan, ali nista vise od toga.)
Redovito se grijesi i u izboru oblika mreze elemenata. Ovim se ,, preporukama®, osim spomenutog
pogorsanja aproksimacije rjeSenja, kvari i uvjetovanost numerickoga modela.

Izbjegava se upotreba kinematickih ogranic¢enja (engl. master — slave) koja znac¢ajno poboljsa-
vaju uvjetovanost sustava jednadzbi i u¢inkovito uklanjaju singularitete u odnosu na uvodenje vrlo
krutih (teorijski apsolutno krutih) elemenata. Mijesanje kona¢nih elemenata s velikim razlikama
krutosti u istome ¢voru pogorsava uvjetovanost. U ekstremnim sluc¢ajevima doprinos krutosti
najgipkijeg elementa moze biti istog (ili jos manjeg) reda veli¢ine od pogreske u zaokruzivanju
doprinosa najkruceg elementa. Znaci, kao da gipki element u tome ¢voru ne postoji. Iz primjera u
pododjeljku 16.6.1. vidljivo je da s krutoséu ,,apsolutno krutih“ elemenata ne smijemo pretjerivati.

Neupuceni misle da je glavna prednost ogranicenja skrac¢enje trajanja prora¢una, pa se zbog br-
zih racunala ne isplate. Ali, zaboravljaju da te prednosti ¢esto nema, jer se uvodenjem ogranicenja
ykvari“ raspored elemenata matrice krutosti, pa je, iako ih je manje, potrebno vise memorije, a
time i1 vremena za proracun.

Ve¢ je spomenuto da izostavljanje nekog od lezajeva koji su nuzni za sprjecavanje pomaka
promatrane konstrukcije kao krutoga tijela moze proc¢i bez vidljivih posljedica. Matrica je tada

1008tovise, dijagonalni je ¢lan jednak sumi svih preostalih ¢lanova retka ili stupca jer moraju biti zadovoljeni
uvjeti ravnoteze i kompatibilnosti.
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teorijski singularna (det K = 0), a u numerickoj realizaciji je zbog pogresaka zaokruzivanja ipak
regularna, ali ekstremno lose uvjetovana (det K ~ 0). Smanjenu to¢nost rezultata vrlo se tesko
opaza ako nije zadan pomak ili optereéenje u smjeru lezajeva koji nedostaju.

Modeli nepravilnih konstrukcija obi¢no su loSije uvjetovani od pravilnih. To su, primjerice,
zgrade koje imaju veliki ekscentricitet izmedu sredista mase i sredista krutosti, zatim one koje
imaju skokovite promjene krutosti po visini ili koje imaju nepravilne i razgranate tlocrte bez
dilatacija i slicno. Zanimljivo je da su to konstrukcije koje se i po inZenjerskim nacelima smatraju
losima! Posebno ako su dinamicki optere¢ene. Moze se procijeniti da pogreske spomenute u ovome
odjeljku pogorsavaju broj uvjetovanosti najmanje tisuc¢u puta.

16.6.3. Zakljuéno o broju uvjetovanosti

Veliki brojevi uvjetovanosti su osnovni razlog velike preciznosti koju moramo koristiti pri nu-
merickome rjesavanju velikih sustava jednadzbi. Ako racunamo s 15 znacajnih znamenki i ako
se ulazna pogreska javlja u zadnjoj znamenci, rezultat ée biti 10° puta losiji, odnosno pogresan
od devete znamenke na nize. Ako bismo rac¢unali samo sa Sest znacajnih znamenki (engl. single
precision), pogreska u zadnjoj decimali ulaznog podatka prouzrocila bi gresku veé od zadnjeg
cijelog broja u rezultatu. Kod velikih sustava jednadzbi (nerijetko danas premasuju stotinjak
tisuéa nepoznanica) broj uvjetovanosti se penje na 10° pri dobro i ¢ak na 102 pri lose uvjetova-
nim sustavima. Znaci moramo , potrositi“ devet ili ¢ak dvanaest decimala na tijek proracuna. U
zapisu dvostruke tocnosti preostaje nam tada samo Sest odnosno tri tocne decimale. Zbog toga
racunamo vrlo precizno da se konac¢ni rezultati sto manje pogorsaju zbog nagomilanih gresaka.
Svakako, preostala tocnost do na nekoliko postotaka sasvim je dostatna ako se prisjetimo da su i
ulazni podaci optereceni grubim greskama. Na kraju, iz svih ovih razloga moramo biti oprezni.
Ako kompjutorskim programom napravimo model koji generira ispravnu (pozitivno definitnu)
matricu krutosti, proracun ¢e bez upozorenja biti izvrsen, ali vidimo da rezultati mogu biti vrlo
losi.

Budud¢i da nemamo mogucénosti kojima bismo uklonili pogresku zaokruzivanja, s njom mo-
ramo nuzno racunati. Zbog toga kazemo da je ona uzrok inherentne (neizbjezne, nasljedne)
numericke nestabilnosti (engl. inherent numerical errors). Postoji i inducirana (izazvana, uve-
dena) nestabilnost koja nastaje izborom numericke metode (engl. induced numerical errors). Na
nju je moguce utjecati. Ne smijemo zaboraviti da spomenute ocjene za rast pogresaka vrijede
uz pretpostavku upotrebe numericki stabilnih (engl. robust) prorac¢unskih postupaka. Primjerice,
integral (461) smo mogli rijesiti na dva nacina: rekurzivno prema naprijed (lose) ili prema nazad

(bolje).

17. Gradijentne metode

17.1. Uvod

Direktne i iteracijske metode se temelje na pogodnom zapisu sustava jednadzbi ravnoteze
Ku = f kojim omoguc¢avamo uc¢inkovito rjesavanje sustava. Dakle, direktno transformiramo sustav
jednadzbi u pogodni oblik. Pokazat ¢emo da su, algoritamski gledano, gradijentne metode pretezno
iteracijskog tipa (,pretezno“ jer imaju i neka svojstva direktnih metoda), ali se za razliku od
iteracijskih metoda temelje na minimizaciji funkcionala energije numerickog modela. Definirajmo
najprije matriéni oblik funkcionala energije. Posluzimo se pri tome primjerom linearno elasti¢ne
napete opruge (slika 224.a). Poznato je da, u najjednostavnijem obliku, rad mozemo prikazati
skalarnim produktom vektora sile i puta. Pri tome razlikujemo rad unutarnjih i vanjskih sila.
Rad unutarnjih sila je negativan, jer sila u opruzi f, i pomak u djeluju u suprotnim smjerovima.
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Slika 224.: Linearno elasti¢na opruga: a) model, b) radni dijagram, c) ovisnost sila — pomak

Unutarnje sile se suprotstavljaju deformiranju tijela. Mozemo pisati:

1 1
W, =—f -u=—Ff, - f = —f u== ku u=——ku? 491
9 W u fu-ucos £(f,,u) fu-u 5 fu U Sk, (491)
0° u

gdje su f, i u iznosi vektora sile i pomaka, a k krutost opruge. Lako je uociti da veli¢ina rada
odgovara povrsini trokuta ispod pravca (radnog dijagrama) prikazanog na slici 224.b. Vanjsko
optereéenje — sila f djeluje odmah u punome iznosu'®', pa dijagram sila — pomak ima oblik
prikazan na slici 224.c. Ako rad vanjskih sila oznac¢imo s W,,, mozemo pisati:

W,=f-u=f-u, (492)

jer i ovdje vektor vanjske sile i pomaka leze na istome pravcu. Veli¢ina rada jednaka je povrsini
pravokutnika ispod pravca f = const.

Potencijalnu energiju tijela I1(u) akumuliranu u nekoj tocki ¢iji je polozaj odreden pomakom
u definiramo kao ukupni rad koji ulozimo da tijelo pomaknemo iz pocetnog polozaja koji pro-
izvoljno mozemo proglasiti nultockom potencijalne energije, do polozaja koja nas zanima. Zbog
toga se potencijalna energija cesto zove i energijom polozaja. U gradevinarstvu je uobicajeno
za pocetni polozaj uzeti nedeformirani, odnosno neoptereceni polozaj tijela, a energiju odrediti u
deformiranom, optere¢enom polozaju. U primjeru opruge mozemo pisati:

M(u) —(—%kuz + o), (493)

U zagradama je prikazan ukupni rad, a buduéi da smo ga ulozili (utrosili rastezuéi oprugu) dajemo
mu negativan predznak. Prema izrazu (493) jednostavno vrijedi:

I(u) = %klﬂ —f-u (494)
Prvi ¢lan zovemo potencijalnom energijom deformacija, jer se radi o energiji deformirane (rasteg-
nute) opruge. Drugi ¢lan zovemo potencijalom vanjskih sila. Predznaci ¢lanova ukazuju da se
trosenjem potencijala vanjskih sila akumulira potencijalna energija deformacija kojom rastegnuta
opruga moze izvrsiti rad — primjerice otpustanjem povuéi predmet spojen na tu oprugu (slika
225.). Prema zakonu o odrzanju energije ukupna energija unutar sustava mora ostati sac¢uvana,

101Qvdje presutno zanemarujemo pojavu inercijalne sile koje bi se u sluéaju ovakvog nanosenja optereéenja morala
pojaviti. Modelski (ne realno) gledano takva je pretpostavka korektna jer opruga i lezajna mjesta nemaju tezinu.
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UU UU

Slika 225.: Otpustanje rastegnute opruge

odnosno vrijedi:

IT(u) = const. (495)

Pri tome moraju vrijediti poznate pretpostavke. Osim zanemarenja inercijalnih sila, nema gubi-
taka zbog plasticnog popustanja i zagrijavanja opruge, te djelovanja trenja u dodiru s podlogom.

Prema teoremu o minimumu potencijalne energije, minimiziranjem funkcije II(u) dobivamo
pomak u koji odgovara stanju ravnoteze optereéene opruge. Prvom derivacijom izraza (494)
postavljamo uvjet ekstrema i zbog (495) dobivamo:

dll(u)
du

—ku—f =0, (496)

Sto predstavlja jednadzbu ravnoteze iz koje direktno dobijemo jedinstveno rjesenje u, = f/k, jer
se radi o linearnom modelu. Drugom derivacijom funkcije (494) dokazujemo da se doista radi o
minimumu jer je:

d*T1(u)

d?u

kako smo razjasnili u odjeljku 14.1. Potencijalna energija deformacija, rad vanjskih sila i ukupna
energija s trazenim rjeSenjem prikazani su na slici 226. Tanjim je linijama prikazano rjesenje za
slucaj suprotnog djelovanja vanjske sile (stiskanje opruge). Primijetimo jos nesto. Ako jednadzbu
(496) pomnozimo s —1 dobivamo rezidual:

=k >0, (497)

dIT(w)
 du

=f—ku=r, (498)

koji je za proizvoljni u razlicit od nule. Zaklju¢imo: rezidual je jednak negativnoj vrijednosti
derivacije funkcije energije (vidjeti na slici 226.). Ocito je u tocki minimuma tangenta horizontalna
i nagib (rezidual) je jednak nuli.

Model opruge ima samo jedan stupanj slobode u i to u smjeru opruge. Energiju mozemo
prepisati u obliku:

1 1 1
I(u) = Ekuu — fu= §uk3u —uf = EuTk‘u —u'f. (499)
Prvu je transformaciju moguce napraviti jer je produkt skalara komutativna operacija, a drugu

jer za skalar (matricu 1 x 1) trivijalno vrijedi 4™ = wu (ili matri¢no [u]l = [u]).
U sluc¢aju modela s n stupnjeva slobode posljednji zapis energije u (499) postaje:

kFig kg -] | 1
I _ _ = _ _
II = §[u1,u2,...,un] kop koo | |U2| — [y, T, ..., T | S2], (500)
ili matri¢no: ]
(1) = EﬁTKﬁ —u'f. (501)
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Slika 226.: Graficki prikaz potencijalne energije deformacija, rada vanjskih sila i ukupne energije
jednodimenzionalnog problema sa slike 224.. Prikazan je rezidual i oznaceno je rjeSenje problema.

Transponirani vektori pojavljuju se zbog postivanja pravila mnozenja vektora (skalarnih produ-
kata u' - Ku i u' - f). Precizno govoreéi, dobiveni izraz nije funkcional nego njegova diskretna
aproksimacija s kona¢nim brojem nepoznanica. (Cesto govorimo i o kvadratnoj formi od n varija-
bli, jer se u formuli javlja najvise druga potencija komponenti pomaka.) Uvjet ekstrema zahtijeva

derivaciju dobivenog izraza po svim stupnjevima slobode wy, ..., %, koji moramo izjednaciti s nul
vektorom: o 1
u
——=2Ku—-f=0. 502
oa 2 (502)

Prepoznajemo da tako dobivamo sustav jednadzbi ravnoteze Ku = f. Spomenimo samo da smo u
izrazu (502) koristili izraz za derivaciju kvadratne forme: 9/0u(u"Ku) = 2K koji ovdje ne¢emo
dokazivati.

17.1.1. Ploha energije

Pokusajmo nacrtati izraz (501) tako da ga raspisemo u slucaju dviju nepoznanica:

_ 1 _ |k k u _ _ 41D
(. 7) = S [klj k;ﬂ [gj - 7, [bj | (503)
odnosno: ] ]
(w0, Uy) = ékmﬂ% + Ky 201 Ty + éknag — by — Taby. (504)

Drugi ¢lan s desne strane jednakosti ne sadrzi 1/2 jer je k1 2 = ko 1. Ako je nivo energije konstantan,
odnosno I1(uy,uy) = const., formula (504) predstavlja jednadzbu krivulje drugog reda: kruznice,
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II(w)

(ﬁ] By >ﬁ 2r aﬁ 3,1‘)

|

c)

Slika 227.: Prikaz plohe energije za model s dva [pod a) i b)] i tri stupnja slobode [pod c)]

elipse, parabole ili hiperbole. O predznacima clanova k;; i k;; ovisi o kojoj se krivulji radi.
Buduéidaje k;; >0 (i =1,...,n), matrica K je pozitivno definitna, pa formula (504) predstavlja
jednadzbu elipse. Zbog toga se Gesto govori i o elipti¢kom tipu problema. Stovise tada je i potenci-
jalna energija deformacija strogo pozitivna: W' Ku > 0. Svakoj vrijednosti konstante (vrijednosti
energije) pripada po jedna elipsa. Smanjenjem (poveéanjem) energije smanjuju se (povecavaju)
osi elipsi. Znaéi u koordinatnom sustavu (uy,us) dobivamo skup elipsi sa zajednickim sredistem
(slika 227.a). U sustavu (uy, U9, I1) dobivamo plohu drugog reda u obliku eliptickog paraboloida
(slika 227.b). Zovemo je plohom energije. Presjeci takve plohe horizontalnom ravninom daju
elipse, a vertikalnom ravninom parabole. Ako je k11 = ka2 1 k12 = 0 elipse postaju kruznice, pa
je ploha energije u obliku rotacijskog paraboloida. Takva ploha nastaje rotacijom parabole oko
vertikalne osi.

Na slikama uoc¢avamo da postoji samo jedna tocka s najnizim iznosom energije. Toj tocki pripa-
daju koordinate koje odgovaraju ravnoteznom stanju. To su u jednom sustavu pomaci (4 ., Uz, ),
a u drugom i vrijednost minimuma energije (@, U2, [lpim). OCito se radi o trazenom rjesenju.
U toj tocki elipse is¢ezavaju. Ako sustav ima tri nepoznanice, tada su ,slojnice” u obliku elipso-
ida (slika 227.c) sa zajednickim sredistem koje oznacava rjesenje (Uy ., Ua,, Us,). Pripadnu plohu
energije ne mozemo vizualno predociti jer trebamo i cetvrtu dimenziju za vrijednosti energije.
Koordinate minimuma su (., Uy, U3, lmin). Opéenito, sustavu s n nepoznanica pripadaju n
— dimenzionalni tzv. hiperelipsoidi koji se ne daju graficki prikazati. Trebali bismo vizualno
predociti n dimenzionalni prostor. Prema analogiji s dvije dimenzije, vidimo da je cilj pronaci
najnizu tocku, odnosno srediste hiperelipsoida s koordinatama (pomacima) @y . . ., Uy,

17.1.2. Postupak proracuna

Postupak nalazenja rjesenja temeljimo na ideji da vektor trenutnog rjesenja U1y prikazemo
kao:
Y1) = Ug) + Aﬁ(i), (505)

gdje je prirast vektora pomaka definiran linearnom kombinacijom:
Al = Q). (506)

Posljednje dvije formule moZemo pojasniti slikom 228.. Stupci matrice Q ;) su koordinatni vektori
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Slika 228.: Graficki prikaz izraza (505) 1 (506) za: a) m=2in=3ib)m=1in=2

nxl1 nxm
1 m mx 1
I
n = |n m
AUG = Qg

Slika 229.: Oblik formule (506)

koji ,,razapinju“ prostor °> manje dimenzije u odnosu na prostor u kojemu je definiran izvorni
problem. Ako je m > 2, tada je n > 3 pa matri¢ne odnose vise ne mozemo nacrtati. Oznacimo li
stupac j matrice Q) s Qj,; mozemo upotrijebiti zapis matrice po stupcima:

Qi = [Quauy- - Qji)s - Qi) - (507)

Komponente u svakom stupcu predstavljaju zapis koordinatnog vektora u sustavu izvornoga pro-
blema. Pisemo:
q1,(i)
Qj,(z‘) = . (508)
qn, (i)

Na slici 228. je prikazan raspis prvog koordinatnog vektora.

U ovako definiranom podprostoru nepoznanice su komponente vektora u;). Znaci da je
dimenzija takvog prostora jednaka broju komponenata toga vektora, odnosno m = dim(t;). Ne-
poznanice izvornoga problema su komponente vektora U, pa je n = dim(t;). Ocito je da najvise
Sto mozemo nacrtati odgovara m = 2in = 3, §to je i prikazano slikom 228. Vidimo da je podprostor
odreden ravninom.

Prema tome, matrica Q) je pravokutna (n x m), s vise redaka nego stupaca. Broj redaka
odgovara broju stupnjeva slobode n, a broj stupaca je jednak m (slika 229.).

102GJi¢no, jediniéni ortovi i, j i k razapinju trodimenzionalni prostor s komponentama ug).
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Matrica Q) predstavlja vezu izmedu prirasta vektora pomaka u izvornom koordinatnom sus-
tavu i nekom podprostoru tog sustava. U prakti¢noj je primjeni metode taj prostor puno manjih
dimenzija od izvornoga, odnosno m < n (recimo m = 5, a n moze biti 107 i vise). Stupci matrice
Q(s) sadrze komponente vektora koji ,,razapinju® podprostor dimenzije m. Primjerice, za m = 2 i
n = 3 matrica Q; predstavlja vezu izmedu zapisa prirasta vektora pomaka u ravnini i prostoru
(vidjeti na slikama 228. i 229.). Zapis vektora u ravnini ima oblik

~ _ w0
U0 = gy (509)
a u prostoru ) )
U, (i)
Uy = Uz, | - (510)
| U3,(3)

Ako zelimo zbrojiti vektore U(;) i At(; prema (505), moramo ih prikazati u istom (izvornome)
koordinatnom sustavu, pa zapis u ravnini (509) moramo prilagoditi zapisu u prostoru (510). Zbog
toga trebamo transformaciju (506). Usput, iz slike 228. se vidi da su duljine vektora jednake,
odnosno: |At| = g

Promotrimo koje prednosti daju zapisi (505) i (506). Prema izrazu (501) koli¢ina energije
modela u i-toj iteraciji odredena je s

_ I oo _
H(U(i)) = §u5)Ku(i) — u?)f. (511)

(2

U sljedecoj iteraciji, primjenom (505) i (506) dobivamo

(W) = 5 (A5 + 0, Qh) K (U + Quue) — (1) + 0, Qg)f. (512)

N —

Nakon sredivanja'® i uvazavanja da je rezidual iz prethodne (i-te) iteracije r(;) = f — Ku;) izlazi

— — Loy o7 ~ ~T AT
(W) = 1(Ta) + U6 QKR — 1m) QupTe; (513)
Ako usvojimo oznake B B
Ko =QuKQu 1 fu = Qira), (514)
tada izraz za energiju (513) poprima oblik
lop = ~T ¢
M(uisn) =) + 506 Keuo - fo- (515)

Bududi da H(u(i)) ne ovisi o U, minimizacija II(ug1)) odgovara minimizaciji preostalog dijela
izraza (515). Mozemo pisati
M) = 207 Ko — G5 516
(W) = PO OB OOk (516)
Prema analogiji sa (501) radi se o koli¢ini energije u podprostoru razapetom sa Q;, jer se kao
nepoznanice pojavljuju samo komponente vektora ug. Minimizacijom izraza (516) dobivamo
sustav jednazbi koji predstavlja prirast rjesenja u i—toj iteraciji,

Koua) = £, (517)
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Slika 230.: Transformacija matrice krutosti [pod a)| i vektora desne strane [pod b)] s pomocu
operacija (514)

a manji je od polaznog sustava Ku = f, jer je dim (ﬁ(i)) < dim (u(i)). U to se lako uvjeriti ako
uoc¢imo da operacije (514) smanjuju izvorni sustav jednadzbi (slika 230.).

Na taj je nacin ispunjen prvi uvjet iteracijskog postupka. Sustav mora biti brze rjesiv od
izvornoga sustava, jer ga rjeSavamo mnogo puta. U praksi se umanjeni sustav najcesce rjesava
direktnim metodama. Nakon rjesenja sustava (517), lako odredimo vektor prirasta rjesenja (506)
u izvornom koordinatnom sustavu, a zatim sa (505) i ukupno trenutno rjesenje.

Napravimo radi objasnjenja jo$ jednu usporedbu. Znamo da je novi rezidual

r(i—i—l) =f - Kﬁ(z+1) (518)

MnoZenjem izraza s Qg) dobivamo redom

T T T —
Qiyru+ny = Qpf — QK
= Qg)f — Q&K(ﬁ(i) + Aﬁ(i))
T T o T —
= Qpf — Qi Ku) — QpKAu,
T — T ~
= Q) (f — Kuy) — Q) KQuug (519)
T =~
= Quru — Kug
T ~
= Qura — fu)
T T
=Qure — Qure =0
Time smo pokazali da je novi vektor reziduala uvijek okomit na podprostor u kojemu smo nasli
trenutno rjesenje. Analogija za m = 2 i n = 3 prikazana je na slici 231.

17.1.2.1. Algoritam proracuna. Algoritam opisanog postupka prikazan je pseudokodom 2.
Uocavamo da je zamisao gradijentnih metoda traziti prirast tekucéeg rjeSenja minimizacijom funk-

103Prilikom raspisivanja pojavljuju se ¢lanovi 1/2ﬁa)Q(Ti)Kﬁ(i) i 1/2ﬁ(1;)KQ(i)ﬁ(i) koji su zbog svojstva komutacije

skalarnog produkta (aT -b = b" - a) jednaki. Za zbroj uzimamo ¢lan ﬁa)QE)Kﬁ(i).
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Slika 231.: Polozaj vektora reziduala prema potprostoru s trenutnim rjesenjem

Algorithm 2 Gradijentna metoda
Require: K, f
Ensure: u
1: 10
20 Uy 0
3: repeat
definiranje stupaca matrice Q;
K < QuKQq)

4

5

6: f(i) — Qr(l;)f
: ~
8

9

ﬁ(i) — K&)lf(i)
i) < UG + Quyug)
o Ty = K
100 14141
11: until 1/r(j;)r(i) <e

cionala energije koji nastaje projekcijom funkcionala energije izvornoga problema na odabrani
podprostor. Ovisno o izboru podprostora razlikujemo nekoliko osnovnih inacica gradijentne me-
tode.

17.1.3. Gradijentni oblik Gaufl—Seidelove metode

Radi pojasnjenja opisanog postupka, zgodno je u gradijentnom smislu prikazati Gaufi—Seidelovu
metodu (vidjeti odjeljak 15.3.2.). Moze se pokazati da izborom Q; u obliku jedini¢noga vektora:

0

Qu= |1, (520)

0

gdje je j—ta komponenta g; ;) = 1, dobivamo j—tu jednadzbu zapisa sustava prema metodi Gauf-
Seidel. Drugim rije¢ima, koordinatni vektor je jedini¢ni vektor duz kojega se mijenja nepoznanica



17.  Gradijentne metode 234

u; ;). Primjerice, ako za sustav s dvije nepoznanice Zelimo odrediti oblik prve jednadzbe, uzimamo

Qi = [(1)] : (521)

Sada moramo rijesiti sustav (517). Tada prema (514) dobivamo

- ki Fis] 1 1
K@ = QuKQu = [1 0] {k; k;z] [0] = [F Fa] [0] = [Fa]- (522)

Primijetimo da se radi o matrici dimenzija 1 x 1, koja ima samo jedan ¢lan. Odredimo i desnu
stranu ,,maloga‘“ sustava jednadzbi:

Uz, (i)

- B k k Uy, (i

fy = Quyre = Qu(f — Kug) = [1 0] [}cj -1 0] {k‘; k;j { . )}
) 1 R, (523)

= fi— [kiy ki [%EZ;} = [fi = k1T ) — kol -

Vidimo da i vektor desne strane ima samo jedan ¢lan. Znadci i vektor rjesenje sustava (517) ima
istu dimenziju:

~ i kia_
o= [km L) k1,1UQ’(Z) ' (524)
Na kraju, prema (505) i (506) dobivamo
U1y = Uy + Quiyug, (525)
odnosno
Uy | | UL nrhAa - kio_
- = |_ + — — Uy ) — T U2.() | - 526
] = ] + o [R5 o~ 0
Raspisemo li posljednji zapis, dobivamo:
S kia_

Uy (it1) = 77— — 7 U2,(i),
(i+1) kl,l ki (2)

, (527)

U2, (i4+1) = U2,(5)-

Uocavamo da je prva jednadzba sliéna prvoj jednadzbi sustava (448), naravno u sluc¢aju dviju
nepoznanica. Na slican se nacin moze pokazati da izborom

0
Q1) = L} ; (528)
sustav jednadzbi poprima oblik:

U (i+2) = U1,(i+1)5

_ J2o kea_ (529)

U2 (i+2) = T U1,(i+1)-
,(14-2) kz,g k)gg (i+1)

Primjecujemo slicnost druge jednadzbe s istom jednadzbom sustava (448). Uocavamo ideju: vektor
Qs se iz iteracije u iteraciju mijenja tako da jedinica mijenja mjesto, dok je preostala komponenta
uvijek jednaka nuli.

Kakvo bi bilo geometrijsko objasnjenje metode u slucaju naSega primjera? S obzirom na
komponente vektora Q;), uotavamo da u koordinatnom sustavu s nepoznatim pomacima proracun
napreduje po pravcima koji su paralelni s osima z i y (slika 232.a). Ako jos Zelimo crtati i vrijednost
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2) b)

Slika 232.: Graficko pojasnjenje metode Gaufi — Seidel: a) s dva stupnja slobode (@, Ts) 1 b)
jedan (i—ti) korak u slucaju tri stupnja slobode (uy, o, Us)

n

TI(i+1)
~

Slika 233.: Graficka interpretacija metode Gaufl — Seidel u sustavu ((@, g, ®). Prikazana su tri
koraka iteracije oznacena s: ny, ng i ng

energije, tada napredujemo po ravninama vertikalnim na ravninu zy (slika 233.).

One sadrze parabole nastale presjekom tih ravnina i eliptickog paraboloida. Koordinata tje-
mena parabole u tekucoj ravnini predstavlja rjesenje ,malog sustava“ (minimum energije u toj
ravnini) koji uvijek ima samo jednu nepoznanicu (@ ;) ili U (;)). Primijetimo da izvorni problem
Kt = f ima dvije nepoznanice. Vidimo da iteriramo u prostoru manjih dimenzija od polaznoga.

Ako gledamo tlocrtno, tocka minimuma energije u ravnini, zapravo je diraliste pravca i jedne
elipse. Znagci, pravci su zapravo tangente paralelne s koordinatnim osima x i .

Pri analizi sustava s tri stupnja slobode, govorimo o presjecima elipsoida i vertikalnih ravnina.
Tekuée rjesenje lezi u sredistu elipsi koje leze u toj ravnini (slika 232.b).

Uvrstavanjem trenutnog rjesenja u izraz (516) dobivamo vrijednost tekuéeg minimuma ener-
gije II(u@;)) u ravnini. A tada prema (515) znamo i ukupnu energiju II(%(;11)) novoga rjesenja.
Vrijednosti energija su prikazane na slici 233. Rjesenje maloga sustava daje i trenutnu globalnu
koordinatu pravoga rjesenja. Samo treba izvrsiti mnozenje (506) i zbrajanje (505) (vidjeti na slici
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Slika 234.: Napredovanje postupka Gaufl — Seidel u slucaju velikog broja uvjetovanosti

A

presjek A-A

I(w) %,

I(u,u,)

Uiy |

\‘ gradII(u )

—

ITmin

b)

Slika 235.: Graficko pojasnjenje metode najstrmijeg silaska u sustavu (uy,us, ®): a) pogled, b)
presjek A-A

233).

Sto su elipse izduljenije, problem postaje nepovoljniji. Izduljenost elipse zapravo ovisi o broju
uvjetovanosti, jer se moze pokazati da omjer najvete i najmanje vlastite vrijednosti odgovara
omjeru poluosi elipse [vidjeti (490)]. Rekli smo da iznosi oko 10°. Tako spljostenu elipsu nije
moguce nacrtati. Mozemo naslutiti da je u slucaju velikog broja uvjetovanosti potreban prilican
broj iteracija da dodemo do rjesenja (slika 234.). Ali, u svakoj iteraciji treba obaviti mali broj
racunskih operacija, tako da metoda moze biti vrlo brza.

17.1.4. Metoda najstrmijeg silaska

Poboljsanje mozemo napraviti tako da ne sijecemo plohu energije vertikalnim ravninama u
smjeru koordinatnih osi, ve¢ u smjeru tangenata i okomica na elipse. Tada govorimo o metodi
najstrmijeg silaska (engl. steepest descent method).

Zamisao ove metode mozemo opisati traganjem za podnozjem neke planine s koje se spustamo
obavijeni gustom maglom tako da ne vidimo ispred sebe. Tako ¢esto nije prikladan za spustanje,
znamo da se krenuvsi iz neke tocke najstrmijim putem najbrze priblizavamo podnozju (slika 235.).
Taj je smjer definiran negativnim gradijentom u nekoj tocki energetske plohe:1%4
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Slika 236.: Graficko pojasnjenje metode najstrmijeg silaska u sustavu (uy, us)

t() = —grad H(ﬁ(i)) =

_aH(ﬁ(i)) _ {an(ﬁ(iﬂ w T. (530)

Ju Ity ouy,

Dakle, radi se o vektoru definiranom suprotno od smjera najvecega prirasta u toj tocki. Ge-
ometrijski gledano, smjer spustanja je definiran okomicom na tangentu (normalom) u odabranoj
tocki neke elipse. Uvijek trazimo presjek okomice s najnizom slojnicom i u toj tocki postavljamo
novu tangentu, a na nju novu normalu. Tako napredujemo do sredista (slika 235.b). U koordi-
natnom sustavu Uy, Us, (U, Uy ), kreéemo se u vertikalnim ravninama koje su definirane smjerom
—gradll(y ;), Ua,;)) u nekoj tocki energetske plohe. U tim ravninama lezi parabola ¢ije tjeme
trazimo (vidjeti na slici 236.). Na slojnicu koja sadrzi tjemenu tocku postavljamo novu tangentu
i ponavljamo postupak.

Mozemo uociti da se i u ovoj metodi Q; sastoji od samo jednoga stupca koji sada sadrzi
komponente vektora ng. Opcenito govoreci, ravnine su zakosene u odnosu na koordinatne osi i
Y, pa su vrijednosti stupca razlicite od nula i jedan. I ovdje uvijek rjesavamo samo jednu jednadzbu
oblika (517), koja daje vrijednost koordinate %(; — minimum parabole koja lezi u tekucoj ravnini.

Ako (502) pomnozimo s —1 i usporedimo s (530) vidimo da se vektor reziduala podudara s
vektorom negativnog gradijenta u nekoj tocki s koordinatama U;):

—M = —grad H(ﬁ(i)) =f - Kﬁ(i) =Ty). (531)
ou
Primijetimo da, za razliku od (502), izraz nije jednak nuli, (r(;) # 0) jer U; nije rjeSenje sustava
Ku = f. Znaci, novi je rezidual okomit na ravninu u kojoj smo nasli prethodno rjesenje. To smo
i dokazali s (519).

lako metoda bezuvjetno konvergira, u slucaju velikog broja uvjetovanosti i ona konvergira
vrlo sporo. Potreban je veliki broj iteracija da se dovoljno tocno priblizimo rjesenju (slika 237.).
Vratimo se sada tlocrtnom prikazu. Lako je uociti da je povoljnije ako su osi elipsi priblizno
jednake duljine, odnosno ako su oblikom bliske kruznici. Primjerice, ako je matrica krutosti
dijagonalna (k12 = ko1 = 0) s jednakim clanovima na dijagonali (k11 = koo = k) dobivamo
skup koncentri¢nih kruznica (slika 238.). Broj uvjetovanosti jednak je jedinici, jer radijus kruznice
predstavlja duljinu poluosi, pa mozemo pisati Apax = Amin, 0dnosno, cond (K) = 1. Ako iz bilo
koje tocke krenemo okomicom, odmah dolazimo do to¢nog rjeSenja jer sve okomice na kruznicu
prolaze njenim srediStem (vidjeti na slici 238.).1%°

104PJoha energije je skalarno polje. Svakoj tocki plohe pripada skalar — iznos energije. Gradijent skalarnog polja
u nekoj tocki je vektor.
105Usput, to vrijedi i za GauB-Seidelovu metodu.
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Slika 237.: Napredovanje metode najstrmijeg silaska u slucaju velikog broja uvjetovanosti

Slika 238.: Napredovanje metode najstrmijeg silaska u sluc¢aju broja uvjetovanosti jednakog jedinici

17.1.5. Metoda konjugiranih gradijenata

Daljnje poboljsanje mozemo traziti u upravo opisanom svojstvu iteracije za sluc¢aj koncentri¢nih
kruznica. Dobro bi bilo ako bismo ga mogli zadrzati i u slucaju uobicajenog, elipticnog oblika
slojnica. Ovu je analogiju zaista mogucée provesti, jer vrijedi

Kazemo: ako su dva vektora ortogonalna onda su i K ortogonalna. Naime, matrica K ,jisteze® ili
»presa“ kruznice u elipse i jos ih dodatno rotira, ali sjecita medu pravcima ostaju sa¢uvana (slika
239.). Realizacija metode je sljedeca. Prvo napravimo korak po metodi najstrmijeg silaska [pravci
0 i1 na slici 239.a]. Time smo odredili prirast u(). Zatim zahtijevamo u)Kuy = 0. Prema
spomenutoj analogiji (slika 239.b), prirast 1) mora proci kroz sredste, ¢cime smo do rjesenja dosli
u dva koraka.

Pri realizaciji prostornog problema (tri nepoznanice) rjeSenje trazimo u ravnini koju tvore
prirast prethodnog rjesenja i normale na tangencijalnu ravninu elipsoida koja sadrzi taj prirast.
Ona sadrzi niz koncentri¢nih elipsi. Tocka koja predstavlja srediste tih elipsi je mjesto tangiranja,
odnosno novi prirast (slika 240.).

Prema analogiji s op¢im alogoritmom, kod ove metode matrica Q;) ima dva stupca koji sadrze
komponente spomenutih vektora. U dvodimenzionalnom slucaju:

U, (i-1) 11,0

Qu = {ul’(z_l) 711,(2)} , ili za n stupnjeva slobode: Qu = : : . (533)
Ua,(i-1) 12,00 Uity T
n,(i—1 n, (e
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Slika 239.: Realizacija metode konjugiranih gradijenata u slu¢aju dvije nepoznanice: a) nalazenje
rjesenja u dva koraka, b) upotreba K ortogonalnosti u drugom koraku

o)

Slika 240.: Graficki prikaz metode konjugiranih gradijenata u slucaju tri stupnja slobode

Znaci, u svakoj iteraciji rjeSavamo mali sustav s dvije nepoznanice (uy,(;) 1 ta,;)) koje predstavljaju
koordinate minimuma energije u tekucoj ravnini.

Moze se pokazati da u sluc¢aju sustava od n jednadzbi metoda teorijski dolazi do rjesenja u
najvise n koraka. (Iz slike 239.a se vidi da su u dvodimenzionalnom primjeru dovoljna dva ko-
raka.) ,, Teorijski“ zbog toga §to znamo da se pri numerickoj realizaciji algoritma javljaju pogreske
zaokruzivanja, pa se gubi svojstvo okomitosti smjerova trazenja. Svakako, prilikom rjeSavanja
velikih sustava jednadzbi broj iteracija moze biti i veci od n.

Za veliki n (primjerice 10° nepoznanica), to svojstvo ukazuje i na mogucéu slabost metode.
Jednostavno, u slu¢aju spore konvergencije 10° koraka moze biti previse u odnosu na konkurentne
algoritme za rjesavanje sustava.

17.1.6. Generalizacija metode konjugiranih gradijenata

Matricu Q; mozemo dalje povedavati. Preciznije, broj stupaca (koordinatnih vektora) moze
biti proizvoljno velik. U pravilu, uz veéi broj dobro odabranih vektora, metoda brze konvergira, ali
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je rjeSavanje maloga sustava sporije. Medutim, teskoca je brzo (unutar svake iteracije) generirati
veliki broj linearno nezavisnih koordinatnih vektora.!?® Zbog toga se u pravilu koristi najvise 5
do 6 vektora. Postupak proracuna ostaje jednak kao i u odjeljku 17.1.2.

17.2. Kriteriji konvergencije iteracijskih i gradijentnih metoda

Analizom iteracijskih i gradijentnih metoda mogli smo uociti da sve metode trebaju:

e pocetni (startni) vektor pomaka U kojim zapocinjemo iteracijski postupak proracuna.
Uobicajeno je koristiti nulvektor ili neko unaprijed poznato, dobro pocetno rjesenje (vidjeti
drugu tocku odjeljka 15.3.5.).

e kriterij za prekid iteracijskog postupka. Inace bi postupak (zanemarimo li pogreske za-
okruzivanja) trajao vjectno. Jedan od uobi¢ajenih zahtjeva je da euklidska norma (duljina)
vektora reziduala mora biti manja od nekog malog broja & (recimo 107%). Pisemo:

’I’(i)‘ = \/r?;)r(i) = \/T'i(i) + ...+ 7'72%@-) < €. (534)
Cesto se koriste i relativni kriteriji. Primjerice,
@] <elrl, (535)

gdje je |r(g)| duljina pocetnog vektora reziduala. U upotrebi su i energijski relativni kriteriji.
Tada zahtijevamo da

AH(AUJ(Z-)) < 8AH(AU(0)>, (536)
gdje su AII(Auy) i AII(Auy) prirasti energije u prvoj i tekucoj iteraciji. Prema slici 226.
i izrazu (498) vidimo da u jednodimenzionalnom sluc¢aju vrijedi

_d(u) - All(Aug)
du AUJ(Z-)

(537)

e =

tako da prirast energije mozemo priblizno odrediti s pomoc¢u nagiba sekante!” (slika 241.):
AH(U(i)) =~ Au(i)r(i), (538)

odnosno, u visedimenzionalnom slucaju:
AH(U(Z-)) ~ AU(,-) STy = Aul’(i)ﬁ’(i) + -+ Aun7(i)rn7(i). (539)

Ocito je kriterij (536) zadovoljen ako je prirast pomaka i (ili) vrijednost reziduala mali broj.
Primijetimo da ti vektori ne mogu biti medusobno okomiti, jer zbog pozitivne definitnosti
problema rezidual (sila) i prirast pomaka moraju zatvarati kut manji od 90°.

17.3. O proracunu nelinearnih sustava jednadzbi

Spomenimo da su iteracijske metode vrlo ucinkovite pri rjeSavanju nelinearnih problema. Na-
ime, tada se gubi prednost direktnih metoda kod kojih je u linearnom sluc¢aju moguce zbrojiti
kombinacije optere¢enja neovisno o rastavu matrice krutosti. Kod nelinearnih problema to nije
moguce uciniti, jer princip superpozicije ne vrijedi. Nadalje, matrica krutosti K ne mora biti po-
zitivno definitna. Znaci, slojnice energetske plohe nisu vise elipse, nego opcenitije, krivulje drugog
reda (slika 242.). Stovise, ako su modeli i materijalno nelinearni, ploha energije vise ne mora biti
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Slika 242.: Transformacija plohe energije pri analizi elasti¢ne stabilnosti stapa: a) model, b) pro-
mjena energije

drugog reda, primjerice moze imati vise minimuma (slika 243.). Vidimo da se s pojavom neline-
arnosti tesko¢e povecavaju, tako da opada ucinkovitost metoda u odnosu na linearne probleme.
Primjerice, i ovdje se gubi svojstvo metode konjugiranih gradijenata da iteracija zavrsava u najvise
n koraka. Stovise, ovisno o izboru startnog vektora iteracijski postupak moze konvergirati prema
krivom rjesenju ili uopée ne mora konvergirati.

Postoje nelinearni sustavi jednadzbi koje je tesko rijesiti bilo kojom metodom. Ne postoji neka
op¢a metoda kojom bismo mogli u¢inkovito rijesiti sve vrste nelinearnih jednadzbi. Neki programi
za proracun konstrukcija nude vise metoda za proracun sustava jednadzbi. Nekada korisnici sami
biraju koju ¢e od metoda koristiti, a cesto i sam program odabere optimalnu metodu prema
zauzecu memorije i procijenjenom trajanju proracuna. Zbog toga je dobro nesto znati o nacinima

106podsjetimo se da bazu tvore samo linearno nezavisni vektori.
107Predznak minus nije bitan jer ga sadrze oba prirasta u (536).
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TT(u)

Slika 243.: Moguci oblik plohe energije geometrijski i materijalno nelinearnog modela konstrukcije

spremanja matrice krutosti i metodama proracuna velikih sustava jednadzbi.

18. Kinematicka ogranicenja

18.1. Uvod

Pokazali smo da neki fizikalni problem mozemo vise ili manje uspjesno aproksimirati nu-
merickim modelom (slika 244.) koji nas u linearnom sluc¢aju vodi na sustav linearnih jednadzbi

ravnoteze oblika
Ku =f, (540)

gdje je K matrica krutosti, u vektor nepoznatih pomaka, a f vektor optereéenja. Smatrajmo (540)

Slika 244.: Od fizikalnog problema (gore) prema numerickome modelu (dolje)

globalnim sustavom jednadzbi, dakle izvrsili smo: a) formiranje i transformacije matrica krutosti
i opterecenja kona¢nih elemenata iz lokalnih u globalni koordinatni sustav konstrukcije, b) izvrsili
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staticku kondenzaciju (ako je potrebno), ¢) umetnuli rubne uvjete i d) popunili globalnu matricu
krutosti sustava.

Znamo da vektor pomaka u mora zadovoljiti: a) uvjete ravnoteze, b) uvjete kompatibilnosti,
c¢) rubne uvjete i d) zakon ponaSanja, Sto mozemo smatrati nuznim uvjetima potrebnim za
jedinstveno rjeSenje problema.

18.2. Ogranicenja

Medutim, ponekad mozemo unaprijed odrediti neke pomake i/ili definirati njihove meduso-
bne veze. Tada govorimo o ograni¢enjima vektora pomaka. Spomenuli smo (poglavlje 6.3.) da
sama zamisao podmodela sadrzi takvo ogranicenje kojim trodimenzionalni opéi (Laméov) model
svodimo na plosni ili stapni podmodel. Primjerice, Bernoulli-Navierova hipoteza zahtijeva linearnu
raspodjelu uzduzne deformacije po visini, a konstantnu po Sirini poprecnog presjeka stapa. Na taj
¢e nacin presjeci ostati ravni, a dodatni je uvjet da budu i okomiti na deformiranu os Stapa.

Medutim, takva ogranicenja najcesée uvodimo presutno, odabirom odgovarajuc¢eg podmodela.
Ovdje ¢emo govoriti o onim ograni¢enjima koja uvodimo nakon izbora podmodela, a definiramo
ih prema inzenjerskoj procjeni: a) uvjeta oslanjanja, b) svojstava elemenata nosivog sustava i
ponasanja spojeva, te ¢) optereéenja koja modeliramo.

Opcenito, takva ogranicenja mozemo opisati dodatnim sustavom nejednadzbi oblika

u § T (x)x. (541)

Matricu T zovemo matricom ogranicéenja. Ona predstavlja vezu izmedu nepoznatih parame-
tara x i takoder nepoznatih pomaka modela bez ogranicenja. Parametri ne moraju nuzno biti
pomaci. Relacija (541) je opéenito nelinearna. Ograni¢enja (matrica T') ovise o vektoru nepozna-
tih parametara.

Ogranicenja u obliku nejednakosti se ponajprije javljaju kod problema kontaktne mehanike ili
optimizacije. Mi ¢emo se zadrzati na ograni¢enjima prikazanim u obliku sustava jednadzbi

u=Tx (542)

Pogledajmo kakve transformacije osnovnog sustava (540) uzrokuju takva ograni¢enja. Poznato je
da funkcional energije ¢ijom minimizacijom dobivamo (540) ima matriéni oblik

1
[I(u) = EuTKu —u’f, (543)

gdje prvi ¢lan predstavlja potencijalnu energiju deformacija, a drugi rad vanjskih sila. Ako uvr-
stimo (542) u (543) dobivamo funkcional energije definiran u prostoru nepoznatih parametara x
(sjetimo se da je u? = xTT7):

1
I(x) = §XT T'KTx — x" T7f. (544)
A b

Minimizacijom funkcionala energije, uz uvedene oznake i pretpostavku da T ne ovisi o nepozna-
tim parametrima (zadrzimo se na linearnom problemu), dobivamo (sjetite se izraza za derivaciju
kvadratne forme: 9/0x(x” Ax) = 2Ax)

ol
7 = Ax 0, (545)

odnosno,

Ax =b. (546)

Dobili smo novi sustav jednadzbi ¢ija svojstva ovise o obliku ograni¢enja definiranih sustavom
(542).
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18.2.1. Analogija s transformacijama koordinata

Prepoznajemo da su viticama naznacene operacije u (544) analogne transformacijama matrice
krutosti i opterecenja modela iz lokalnih u globalne koordinate. Samo je matrica T matrica
rotacije R. Njeni su ¢lanovi kosinusi kuteva izmedu osi lokalnog koordinatnog sustava elementa
i globalnog koordinatnog sustava konstrukcije. Sjetimo se matrica rotacije i—tog ¢vora kona¢nog
elementa za ravninsku resetku, okvir i op¢i trodimenzionalni slucaj:

coso sina cosa  sina 0 cos(z,x’) cos(z,y’) cos(x,z)
R;;, = { : ] ,Rii=|—sina cosa 0|,R;; = |cos(y,z’) cos(y,y’) cos(y,2z’)|, (547)
—sina cosa , , ,
0 0 1 cos(z,2’) cos(z,y') cos(z,z)

gdje su s z, y i z oznacene osi globalnog, a s ', ¥’ i 2’ osi lokalnog koordinatnog sustava konacnog
elementa. Kut « zatvaraju osi z i 2’. Znamo da je R kvadratna i ortogonalna matrica Sto
opcenito ne mora vrijediti za matricu T. Pri opéim transformacijama (544) nismo koristili ta dva
svojstva. Mozemo zapravo re¢i da je R posebni slu¢aj matrice T, ali i transformacije koordinata
su samo jedan od sluc¢ajeva ogranicenja numerickog modela u najsirem smislu rijeci. Sva svojstva
algoritama primijenjenih kod transformacije koordinata vrijede i ovdje. Najvaznija je analogija
da ogranicenja mozemo uvesti na razini elemenata, dakle prije popunjavanja globalne matrice
krutosti.

18.3. Kinematicka ogranicenja

Ovo ¢emo poglavlje posvetiti kinematickim ogranicenjima (krace KO). Radi se o metodi ograni-
¢enja kod koje su dodatne veze medu pomacima definirane tako da ne uvodimo nove krutosti
i optereé¢enja u numericki model.

18.4. Apsolutno kruta kinematicka ogranicenja

Mi ¢emo se pretezno zadrzati na podskupu kinematickih ogranicenja temeljenom na pretpostavci
o apsolutno krutim vezama medu stupnjevima slobode. Vidjet ¢emo kako u tom slucaju izgleda
dodatni sustav (542) i novi sustav jednadzbi (546). Pri tome dobra uvjetovanost novog sustava
ostaje sacuvana ili je ¢ak poboljsana. Glavni je nedostatak metode slozenost algoritama pri
realizaciji opceg slucaja takvih ogranicenja.

Apsolutno se krute veze mogu aproksimirati i zadavanjem relativno velikih krutosti u odnosu na
uobicajene vrijednosti u modelu. Tada koristimo tzv. metodu kaznenih funkcija, kod koje moze
do¢i do pogorsanja uvjetovanosti velikih sustava jednadzbi. Problem se ucinkovito rjesava me-
todom Lagrangeovih multiplikatora koja se temelji na mjesovitom pristupu metodi kona¢nih
elemenata (nepoznanice transformiranog sustava, odnosno komponente vektora x su pomaci i sile).

18.4.1. Motivacija

Apsolutno kruta kinematicka ogranicenja uvedena su u Gradevnoj statici I1. Sjetimo se inzenjerske
metode pomaka. Motivirana je puno ve¢om uzduznom krutoséu stapova u odnosu na krutost pri
savijanju:
EA 12EJ
AR
Zbog toga su apsolutne deformacije Stapova u uzduznom smjeru puno manje u odnosu na horizon-
talne pomake okvira (slika 245.). Prirodno je uvesti ogranicenja po kojem svi ¢vorovi kata imaju

(548)
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Slika 245.: Primjer okvira uz inzenjersku metodu pomaka

isti horizontalni pomak, a vertikalni su pomaci jednaki nuli. Na primjer, za prvi kat mozemo pisati
Us = Ug = U7 = Usg 1 Vs = Vg = U7 = vg = 0. (549)

Kao nepoznanice preostaju kutovi zaokreta i pomaci katova. Zbog toga i opterecenje kata prelazi
u ¢vor 5 (vodeéi), a vertikalno je opterecenje jednako nuli:

8
Fos=> foi i fys=fye=Ffur=Ffs=0. (550)
=5

Koncentrirani se momenti mogu zadati na uobicajeni nac¢in. Broj nepoznanica s 12 x 3 = 36
pada na 12 + 3 = 15. Pri tome smatramo da: a) uzduzne deformacije u stupovima ne utjec¢u
znacajno na momente savijanja u gredama i b) vertikalno opterecenje ne utjece na horizontalne
pomake konstrukcije. Zbog drugog ogranicenja u (549) model ne smijemo upotrijebiti za proracun
stabilnosti okvira.

Zbog smanjenja broja jednadzbi metoda je bila vrlo popularna prije pojave racunala. Snaznim
zamahom rac¢unala ona nije is¢ezla. Stovise, njena su dobra svojstva jos vise dosla do izrazaja.

18.4.2. Uvodni primjer

Objasnimo matri¢ni pristup metodi na jednostavnom primjeru. Razmotrimo presjek kroz uzduzno
optereceni klip ili osovinu promjenjive debljine koja klize u krutoj nepomicnoj vodilici (npr. cilin-
dru). Problem se moze modelirati jednodimenzionalno, nizom zglobno spojenih stapova, jednakih
materijalnih svojstava, optere¢enih uzduznim silama, koje djeluju u ¢vorovima modela (slika 246.).
Poznato je da pripadajuéi globalni sustav jednadzbi Ku = f ima trodiagonalan i simetrican oblik:

_]{71 + k2 —k'g 0 0 0 0 1( (75 ) ( f2 )
_kQ ]{?2 + ]Cg —k'g 0 0 0 Us f3
0 —]{3 k?g + k’4 —/{34 0 0 U4 _ f4 (551>
0 0 —/{34 k4 + k‘5 —]{35 0 Us f5 '
0 0 0 —k5 k’5 + kﬁ —k6 Ug f6
0 0 0 0 ks ke | Lur ) L f )
Uzduzne su krutosti stapova definirane formulom
EGAG

ke e=1,...,6, (552)

le ’
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Slika 246.: Uzduzno optereéena osovina promjenjive debljine (gore) i pripadni numericki model
(dolje)

’% ST k3 ka>ke e#4 ks ke .
1 2 3 4 (4) 5 6 7
Uy Us

Slika 247.: Motivacija za apsolutno kruto kinematicko ogranicenje

gdje je e broj stapa.

18.4.3. Apsolutno kruto kinematicko ogranicenje

Primijetimo da je stap 4 puno veéeg poprec¢nog presjeka A (moze biti i veéeg modula elasti¢nosti
E i/ili manje duljine [) od preostalih stapova (recimo stapa 2):

A4 > AQ, (E4 > EQ, l4 < lg) (553)

Tada je uzduzna krutost (552) Stapa 4 puno veca u odnosu na, recimo, stap 2 (u praktic¢nim
prorac¢unima 100 puta i vise):

k
kg > ko, (k—4 > 100). (554)
2

U tom ¢e slucaju produljenje stapa 4 biti priblizno 100 puta manje (odnosi se recipro¢no krutosti)

u odnosu na produljenje stapa 2, uz pretpostavku da se uzduzne sile u stapovima malo razlikuju

(slika 247.):
N.
Aly = 174 < Aly, (N~ Ny). (555)
4
Kako je produljenje stapova jednako relativnim pomacima medu ¢vorovima, sto odgovara razlici

apsolutnih pomaka, tada je
Al4 =us; — Uy K Alg = Uz — U2, (556)

pa je razumno uvesti kinematicko ogranic¢enje kojim zahtijevamo da produljenje krucega stapa
bude jednako nuli, odnosno da apsolutni pomaci njegovih ¢vorova budu jednaki,

Aly=us —us =0 = us = uy, (557)
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% k1 k2 k3 k4-— oo k5 ke o
1 2 3 4 Ug= Uy 5 6 7

Slika 248.: Interpretacija apsolutno krutog kinematickog ogranic¢enja

Sto prema formuli (555) daje
kg = oo. (558)

Dakle, ogranicenje se moze fizikalno interpretirati pretvaranjem Stapa 4 u apsolutno kruti spoj
¢vorova 4 1 5 (slika 248.). Kazemo: izracunat ¢emo pomak u, i istu vrijednost pridruziti ¢voru 5.
Obicno se ¢vor 4 zove vodedi (engl. master), a ¢vor 5 zavisni ili vodeni (engl. slave) ¢vor. Ovaj
je nedemokratski naziv zapravo upitan, jer master ¢vor mora ,vuci“ sve slave ¢vorove, tako da je
zapravo pitanje tko je gospodar, a tko rob.

18.4.4. Matricni zapis

Ako uvedeno ogranicenje zelimo prikazati matricno u odnosu na nepoznate pomake modela bez

ogranicenja, dobivamo
( A [ .

s 10000 .
U3 01000 u2
u 00100 3
u: “loo10o0])™( (559)
g 00010 ZG
L uz J (0000 1] Y77
ili, krace,
u="Tu. (560)

Matricu T zovemo matricom kinematickih ogranic¢enja. Razmotrimo svojstva dobivenog
sustava:

1. Matrica T predstavlja vezu izmedu svih nepoznatih pomaka (lijevo), te slobodnih i vode¢ih
pomaka (desno). Desna strana ne sadrzi vodene pomake.

a5 (561)
S T ,napadnemo“ u i dobijemo u.

2. Vidimo da vektor pomaka, dobiven nakon uvodenja ograni¢enja, ne sadrzi vodene stup-
njeve slobode, odnosno, ima manje komponenata u odnosu na vektor pomaka modela bez
ogranicenja, tj. vrijedi:

n=dimu > m=dimu. (562)

3. Prema navedenom, matrica T mora biti pravokutna tipa n x m (ima vise redaka nego
stupaca). Broj je ogranicenja n — m.

Kada na stupnjeve slobode ne bismo imali kinematickih ogranic¢enja, tada bi matrica T bila
jedini¢na matrica tipa n X n, gdje je n ukupni broj stupnjeva slobode:

T=1 i u=Iu, odnosno u=1u. (563)



18. Kinematicka ogranicenja 248

18.4.5. Redukcija sustava jednadzbi ravnoteze

Sada ¢emo pokazati kako uvedeno ogranicenje reducira osnovni sustav jednadzbi. Prema analogiji
sustava (560) s opéim oblikom ogranicenja s pocetka poglavlja (542), vektor nepoznatih parametara
x sadrzi pomake kao jedine nepoznanice, odnosno,

X =T1. (564)

Kako je matrica T pravokutna tipa n x m, mozemo pokazati da numericki model s KO ima manje
jednadzbi ravnoteze u odnosu na model bez KO. Ako opée transformacije

A=T'KT, i b=T"T, (565)

primijenimo na na$ slucaj matrice A i b poprimaju dimenzije prema slici 249.

n m
n m
m n n _ Im
mxn mxm
nxn nxm
A=T"K T=K
n
m n — Im
mxn 1
1
b=T =7

Slika 249.: Graficko pojasnjenje transformacija (565)

Budu¢i da su nepoznanice komponente reduciranog vektora pomaka u, tada prema metodi po-
maka A mora biti reducirana matrica krutosti K, a b reducirani vektor opterec¢enja f. Stroze
formulirano, reducirani je sustav,

Ku=f, (566)
manji u odnosu na (540), jer uvrstavanjem (560) u funkcional energije sustava bez ogranic¢enja
(543) minimizaciju, zbog (562), vrsimo u podprostoru polaznog polja pomaka.

18.4.6. Svojstva reduciranog sustava

Vratimo se nasem primjeru kako bismo lakse objasnili svojstva dobivenog sustava (slika 250.).
Raspisemo li novi sustav jednadzbi prema (566), dobivamo

]{31 + ]Cg —k'Q 0 0 0 (75 f2
_kQ k?g + k?3 —kg 0 0 Us fg
0 —k?3 k?g + k‘5 —k’5 0 Uy = f4 + f5 (567)
0 0 —k‘5 k5 + kﬁ —k'@' Ug fﬁ
0 0 0 _kﬁ kﬁ (Vs f7
S N —

=]

K=T'KT f=T'f
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Slika 250.: Numericki model s kinematickim ogranicenjem

249

I u nasem jednostavnom primjeru matrice i vektori su prilicno veliki za ru¢ni prorac¢un. Prakti¢no
je posluziti se nekim od programskih paketa kojima mozemo simbolicki koristiti linearnu algebru,

poput Mathematice.

Razmotrimo u nastavku svojstva transformiranog sustava usporedivsi ga s polaznim:

-kl + kg _kQ 0 0 0 0 1 ( U9 ) ( f2 )
—k’Q k’z + k’3 —/{73 0 0 0 us f3
0 —]{73 k?g + k’4 —]{?4 0 0 Uy . f4
0 0 —k‘4 k4 + k‘5 —k’5 0 Us o < f5 (568)
0 0 0 —ks ks + ke —ke Ug e
L 0 0 0 0 —k6 k‘ﬁ 1 \ ur ) L f7 )

1. Dobiveni sustav ima jednu nepoznanicu manje od polaznog. U pravilu, svako kinematicko
ogranicenje eliminira jedan globalni stupanj slobode:

Nedostaju ¢etvrti redak i stupac matrice K i cetvrti ¢lan vektora u i f, jer je pomak ¢vora
5 eliminiran iz sustava jednadzbi (vodeni ¢vor!). Zanimljivost: Ako je numericki model bez
ogranicenja nestabilan u vodenim stupnjevima slobode, ipak ga mozemo proracunati, jer se
ti stupnjevi slobode ne pojavljuju u reduciranom sustavu jednadzbi ravnoteze.

2. Samo su treci redak i stupac osnovnog sustava transformirani. Na mjesto krutosti stapa 4
dolazi krutost Stapa 5. Ostale se podmatrice (2 X 2) ne mijenjaju. Vodeéi ¢vor 4 preuzima
doprinose krutosti évora 5 (samo od Stapa 5!) i predaje ih ¢voru 6, jer je i on spojen na
eliminirani ¢vor 5.

3. Reducirana matrica krutosti ne ovisi o krutosti stapa 4.

4. Optereéenje iz vodenog ¢vora prelazi u ¢vor 4 (vodedi évorl). Vidimo da rezultanta vanjskih
sila ostaje nepromijenjena.

5. Ista se matrica krutosti dobije ako je us vodedi, a uy vodeni ¢vor. (Probajte za vjezbu!)

6. Vidimo da je sac¢uvana simetrija matrice krutosti, tako da mozemo koristiti (Stedne) algo-
ritme za rjeSavanje sustava jednadzbi temeljene na simetricnim matricama kako je ranije
pokazano.

7. Vec¢ smo spomenuli da dobiveni sustav jednadzbi ima manje nepoznanica, pa bismo naprecac
mogli zakljuciti da je i utroSak memorije manji i rjeSavanje sustava brze. Medutim, ako
je zapis matrice npr. u obliku vrpce konstantne Sirine (engl. band) ili promjenjive Sirine
(engl. skyline), utrosak je memorije i vrijeme rjesavanja ovisno i o Sirini vrpce. Ako je u
primjeru s pocetka poglavlja ¢vor 2 vodeéi, a 7 vodeni (slika 251.), matrica je reduciranog
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Slika 251.: Interpretacija apsolutno krutog kinematickog ograni¢enja medu ¢vorovima 21 7

sustava jednadzbi

b = 5
ky + ko + ke —ks 0 0 —ke
—ks ko + ks  —ks 0 0
0 —ks kst ky —ky 0 . (569)
0 0 —ky  ka+ ks  —ks
—kg 0 0 —ks ks + ks

Clan kg, dolazi na mjesto (1,5) pa poveéava Sirinu poluvrpece s izvornih 2 (trodiagonalna
matrica) na 5 ¢lanova. Kod velikih sustava jednadzbi, ovisno o numeraciji vodeéih i vodenih
¢vorova, vrpca reduciranog sustava moze postati vrlo siroka! Ako je matrica sustava sprem-
ljena u obliku vrpce konstantne Sirine, vrijeme je rjeSavanja proporcionalno broju operacija
potrebnih za rjesavanje sustava s [ kombinacija opterecenja

1 1
Nop = anQ - §b2 + nbl, (570)

gdje je b sirina poluvrpce (sjetite se predavanja o rjesavanjima sustava jednadzbi).

Dodatna slozenost algoritma, a time i usporavanje postupka eliminacije, nazire se i iz ¢inje-
nice da sve transformacije moramo prilagoditi stednom zapisu!

18.4.7. RjesSenja reduciranog sustava

Simulirajmo proces numerickog rjesavanja naseg sustava kako bismo lakse shvatili dobivena rjesenja.
Najprije rijesimo sustav jednadzbi i dobijemo pomake reduciranog modela:

u= Kﬁlf - ul = {U,Q, us, Uqg, Ug, U7} (571)
Zatim iskoristimo kinematicko ogranicenje i izracunamo pomak ¢vora 5:
U5 = Uyg. (572)

Pogledajmo dijagram pomaka (slika 252.). Sada su nam poznati pomaci svih ¢vorova, pa mozemo
izracunati produljenja Stapova, uzduzne deformacije, naprezanja i, kona¢no, unutarnje sile:

Al,
Ale:ue+1—ue—>5€:l — 0, =F.e, — N.=0.A.,, e=1,...,6. (573)
Posebno za stap 4:
0
AZ4ZU5—U4:O—>€4ZZ—:0—>U4:E4'O:O—>N4:O'A4:O. (574)
4

Prikazimo dijagram uzduznih sila (slika 253.):
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Slika 252.: Dijagram pomaka modela s ogranicenjem
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Slika 253.: Dijagram uzduznih sila modela s ograni¢enjem

1. Ako stap smatramo uzduzno apsolutno krutim, njegove su uzduzne deformacije jednake
nuli (Stap 4), pa je i uzduzna sila u tom stapu prema numerickom procesu (573) jednaka
nuli. Oprez pri dimenzioniranju velikih modela s puno kombinacija optere¢enja kada se
ova ¢injenica moze prikriti! Posebno zbog toga jer ¢vorovi mogu biti razli¢ito vodeni pri
razli¢itim kombinacijama opterecenja.

Teorijski gledano, N4 nije jednaka nuli. Krutost je stapa 4 zapravo beskonacno velika, pa
je sila Ny = k4Aly = oo - 0 neodredena. Medutim, buduéi da postupak (573) ne ovisi o
krutostima (sile se dobiju iz naprezanja), dobivamo Ny = 0.

2. Kako je Ny = 0 (teorijski, Ny nije odredena), ravnoteza uzduznih sila u vodeéem i vodenom
¢voru nije zadovoljena (¢vorovi 4 1 5; slika 254.).

3. Globalna je ravnoteza vodenog sustava zadovoljena, tj. vrijedi N3 = f4+ f5 + N5 (slika 255.).

4. Globalna je ravnoteza modela zadovoljena i odgovara modelu bez ograni¢enja. Pomaci
¢vorova (osim 5.), sile u ostalim stapovima (osim 4.) ireakcija u lezaju su jednaki. Ravnoteza
¢vora 6. (koji je spojen na évor 5.) takoder ostaje sacuvana (slika 256.).
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Slika 254.: (Lokalna) ravnoteza uzduznih sila u ¢vorovima 4 i 5 nije zadovoljena

N3=f4+ f5+ fs + f7 N5= f5+ f7
- O S C- -
4 s (4) 5

Slika 255.: Globalna ravnoteza modela ostaje zadovoljena

L]
5 » 3 0 9 5 £ 5 3 ¥ £ =)

1 (1) 2 @ 3 (3) 4 (4 5 (5 6 (68) 7 X 1 (1) 2 (2 3 (3 4 (4 5 (5) 6 (6) 7 X
N N
= ® - ®
! o ) o]
F ¥ o« ¥ 3 o«
Y3 3 ¥ ¥ i
W ¥ e W o ¥ o o
¥ 03 3 03 IH 4 ¥ 03 3o |3 ¥ S
1 (1) 2 (2 3 (3 4 (4 5 (55 6 (B) 7 X 1 (1) 2 (2 3 (3 4 (4 5 (55 6 (6) 7 X

Slika 256.: Usporedba dijagrama pomaka i uzduznih sila za model bez (lijevo) i s kinematickim
ogranicenjem (desno)
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Slika 257.: Naknadni popravak lokalne ravnoteze

18.4.7.1. Komentar 1. (Naknadni popravak lokalne ravnoteze.)

e Nas je sustav staticki odreden, pa unutarnje sile ne ovise o krutostima. Zbog toga je dovoljno
iskoristiti uvjete ravnoteze ¢vorova i naknadno popraviti rezultate tako da i lokalna ravnoteza
bude zadovoljena. (Npr. iz ravnoteze ¢vora 5 vidimo da je Ny = fg + f7, jer je vanjsko
opterecenje u tome ¢voru jednako nuli. Odmah uo¢avamo da je i ravnoteza Stapa 4 i ¢vora
4 zadovoljena). Mogli smo krenuti i iz ¢vora 4 (slika 257.).

e Kod staticki neodredenih sustava moramo zadovoljiti i uvjete kompatibilnosti (ili od njih
odustati), pa problem postaje sloZeniji i vodi na iteracijski postupak naknadnog prora¢una
medu unutarnjim silama i pomacima ¢vorova bez udjela krutosti vodenih konacnih eleme-
nata.

e Ako je vodeni sustav mehanizam (rekli smo da moze biti nestabilan a ipak rjesiv!), statickim
pristupom nije moguée naknadno odrediti unutarnje sile. Tada moramo problem formulirati
dinamicki, gdje inercijalna sila po D’Alambertovom principu osigurava ravnotezu vodenog
sustava.

18.4.7.2. Komentar 2. (Klasi¢ni pristup.) U nasem bi primjeru bilo ispravno uvesti i stap
¢ija krutost odgovara krutosti zadebljanog dijela klipa. Medutim, ako su u velikim sustavima
jednadzbi razlike medu krutostima prevelike, tada sustav postaje slabije uvjetovan.

18.4.7.3. Komentar 3. (Vise kinematickih ogranic¢enja.) Model moze imati viSe kinematickih
ogranicenja. Na primjer, mozemo pisati

U = Uy i U3 = Uz + Uz. (575)

Ovo je slucaj kada je pomak us u prvoj jednadzbi vodeni, a u drugoj vodeéi stupanj slobode. Tada
ga moramo eliminirati, jer zbog prve jednadzbe nije nepoznanica reduciranog sustava. Uvrstava-
njem prve jednadzbe u drugu dobivamo

Uz = Uy + U7, (576)
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sto je korektno. Pomak us se viSe ne pojavljuje s desne strane uvjeta ogranicenja.
Problem postaje ozbiljniji ako drugacije odaberemo vodene ¢vorove. Na primjer, drugu jednadzbu
u (575) napisemo u obliku
U5 = Uz — Ur. (577)

Tada sustav ogranic¢enja nije dosljedan, jer imamo dva ogranicenja, a eliminiramo samo jedan
stupanj slobode — us. Vodimo ¢vor na dva razlic¢ita nacina istodobno, sto nije jednoznacno.
Problem, radi tezeg otkrivanja, postaje slozeniji ako su kinematicka ogranicenja linearno zavisna.
Na primjer:

U5—U4:O, U3—UQ:O, 1 U5—U4+U3—u2:0. (578)
Zbrojimo prva dva ogranicenja i dobijemo trece. Rang je matrice ogranicenja T smanjen i re-
ducirani je sustav singularan. (Sjetite se da je rang matrice broj linearno nezavisnih stupaca ili
redaka matrice. Taj broj mora biti jednak broju nepoznanica za jedinstveno rjesenje linearnog
sustava.) Ispitati rang goleme matrice prije rjesavanja sustava jednadzbi predstavlja veliki utrosak
kompjutorskog vremena (ve¢i od vremena potrebnog za rjeSavanje toga sustava).
Vidimo da u opc¢em slucaju izbora vodecih i vodenih ¢vorova mozemo upasti u ozbiljne algori-
tamske teskoce ako ogranicenja ovog tipa zelimo rijesiti generalno, posebno u velikim sustavima
jednadzbi, kada mozemo imati na tisu¢e kinematickih jednadzbi. Opisani se problemi rjesavaju
tzv. hijerarhijskim algoritmom uvodenja ogranic¢enja, sto necemo detaljnije obradivati.

18.5. Poopcéenje matricnog zapisa

U slucaju ravninskog ili prostornog numerickog modela, ¢vorovi imaju tri odnosno Sest stupnjeva
slobode

w = {u, 0,0} 1 u] = {ug, v, w006, mi) (579)
pa sustav jednadzbi (560) mozemo zapisati u opéem obliku:
((uy ) [T11 - Tim]
\ Up _Tn,l e Tn,m_

Umjesto nula i jedinica imamo podmatrice kinematickih ogranic¢enja T, ; (3 x 316 x 6) koje su,
opcenito govoreci, medusobno razlicite. Vidimo da vodeni ¢vorovi imaju dodatne zavisnosti opceg

oblika .
ui:ZTi,juj, 1= 1,...,n. (581)
7=1

Dakle, radi se o vezama u obliku linearnog polinoma prvog stupnja. Ne radi se o nikakvim
dodatnim uvjetima ravnoteze. Pri tome ne moraju biti vezani svi stupnjevi slobode nekog
cvora.

Posvetimo se u nastavku kinematickim ogranicenjima i pripadaju¢im oblicima matrice T; ; koje
najcesce sre¢emo u modelima inzenjerskih konstrukcija.

18.6. Neki oblici matrice kinematickih ogranicenja
18.6.1. Kosi lezaj

Ako je pravac slobodne veze lezaja ¢ pod kutom a u odnosu na globalnu os x, tada u ravninskom
slu¢aju mozemo postaviti dva ravnopravna ogranicenja (slika 258.):

v; = u;tanca,  za  u; > v, ili u; = v;cot o,  za  v; > uy. (582)
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Slika 258.: Koso postavljeni klizni lezaj

U prvom je sluc¢aju vodeci horizontalni, a u drugom vertikalni pomak. Vidimo iz dodatnih ne-
jednakosti da vodec¢i pomak treba biti onaj koji ima veéu vrijednost. Na primjer, ako je vodedi
pomak u; ~ 0, tada je po prvoj jednadzbi i v; ~ 0, pa dobivamo nepokretni lezaj! Bolje je
u tom slucaju uzeti v; kao vodeéi (uzeti drugu jednadzbu), pa ponovno rijesiti globalni sustav.
Podmatrice ograni¢enja prema (582) imaju oblik

1 00 0 cota 0
0 01 0O 0 1

Ovaj slabo uvjetovani problem mozemo rijesiti uvodenjem matrice rotacije. Ako je ¢vor ¢ konacnog
elementa spojen na kosi lezaj imamo podmatricu ograni¢enja

u; cosae  sina 0 u;
v; p= |—sina cosa 0 v} (584)
T;; =Ry,

Za vrijeme popunjavanja globalne matrice transformiramo globalne stupnjeve slobode u lokalne i
eliminiramo v} ukidanjem retka i stupca globalne matrice krutosti koji odgovaraju drugom retku
i stupcu matrice T;;. Zatim rijeSimo globalni sustav jednadzbi i na kraju pomocu gornjeg izraza
izracunamo globalne pomake uvrstivsi v, = 0.

Ako se radi o poluzglobnoj vezi, onda je posljednji ¢lan na dijagonali u (583) jednak nuli.

18.6.2. Uvjeti simetrije i antimetrije

U slucaju konstrukcija simetricnog ili antimetricnog oblika i simetricnog ili antimetri¢nog opte-
recenja (slika 259.) mozemo koristiti poznate uvjete simetrije i antimetrije. Ako su évorovi @ i j
sa suprotnih strana osi simetrije odnosno antimetrije ravninskih sustava, podmatrice ogranicenja
imaju oblik

-1.0 0 1 0 0
;=10 1 0] i TY=10 -1 0, (585)
0 0 -1 0 0 1
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Slika 259.: Model okvira s uvjetima simetrije (lijevo) i antimetrije (desno)

a za Cvor ¢ na osi simetrije i antimetrije imamo

Tfﬂ. = (586)

o O O
o = O
o O O

1
i T =10
0

o O O
_ o O

jer ¢lanovi —1 moraju isceznuti zbog kontradiktornih pomaka istog ¢vora. Slicno se mogu izvesti
matrice ograni¢enja prostornih modela u slucaju ¢vorova sa suprotnih strana ravnina simetrije ili
antimetrije:

1000 0 0 1 0 0 0 00
0100 0 0 0 -1 0 0 00
0010 0 0 00 —1 0 00

S A

Ti=lo o010 ol "Tu=lo 0o 0 -100 (587)
0 000 —1 0 00 0 0 10
(0 000 0 —1 00 0 0 01

Ako ¢vor ¢ lezi u ravnini simetrije ili antimetrije iz dopustenih se pomaka prikazanih na slici 260.
lako dobiju matrice simetrije T;gz i antimetrije Tfi promatranog ¢vora. Ako matricu T formiramo
pomocu prikazanih podmatrica, pa provedemo opisane transformacije, dobit ¢emo umanjeni sustav
jednadzbi koji opisuje ponasanje samo polovine konstrukcije s odgovaraju¢im rubnim uvjetima u
¢vorovima koji leze u ravninama simetrije i antimetrije kako smo mnogo puta do sada primijenili
u numerickim modelima.

18.6.3. Modeli s nestlacivom tekué¢inom

Ponekad je potrebno napraviti numericki model konstrukcije s nestlac¢ivim modelom materijala
(slika 261.). Primjer su rezervoari ispunjeni nestlacivim fluidima. Za modeliranje takvog medija
nije pogodan linearno elasti¢ni model temeljen na metodi pomaka. U tom je slucaju Poissonov
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Slika 260.: Dopusteni pomaci ¢vora koji lezi u ravnini simetrije (lijevo) ili antimetrije (desno)

Slika 261.: Numericki model spremnika s nestla¢ivom tekuc¢inom

koeficijent v = 0,5 i koeficijenti matrice elasti¢nih konstanti materijala,

1 —v v v 0 0 0 ]
v 1—v v 0 0 0
FE v v 1—v 0 0 0
“Uxni-2)| 0 0 0 1-20 0 0 | (588)
0 0 0 0 1—2v 0
| 0 0 0 0 0 1—2v

postaju beskonacno veliki ili neodredeni (tri zadnja clana na dijagonali). Ako zadamo nesto
manju vrijednost, npr. v = 0,49; moze se pokazati da sustav jednadzbi ravnoteze postaje slabo
uvjetovan. Pri vrijednostima bliskim 0,5 naprezanja jako ovise o izboru vrijednosti Poissonovog
koeficijenta. Jedan od nacina za rjesavanje problema je umjesto modeliranja nestla¢ivog materijala
uvesti ogranicenje prema kojemu volumen modela koji sadrzi nestlacivi materijal prije i nakon
deformacija ostaje konstantan. Na taj nac¢in mozemo ostati pri linearnom modelu konstrukcije,
uz uvjet da nas ne zanimaju naprezanja u samom nestlacivom mediju.
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Slika 262.: Geometrijski odnosi uz model apsolutno krutog tijela

18.7. Apsolutno kruta kinematicka ogranicenja
u modelima inzenjerskih konstrukcija

To su najceséa ogranic¢enja koja sre¢emo u prakticnim modelima i njima ¢emo posvetiti ostatak
ovog poglavlja. Izvode se iz geometrijskih odnosa medu tockama apsolutno krutog (nedeforma-
bilnog) tijela prije i nakon pomaka: sve tocke nakon pomaka zadrzavaju jednake medusobne
udaljenosti i kutove zaokreta. Dakle, za ravninski problem vrijedi

dl=1[d] i = (589)

18.7.1. Model apsolutno krutog tijela

Ako je j vodedi a i vodeni ¢vor, prije pomaka krutog tijela vrijedi odnos (slika 262.)

x; = x; + |d|cos a, (590)

a nakon pomaka (vrijedi |d| = |d|)

T; +u; = Z; + Uj + |d| COS(OJ + (,OJ) (591)

Ako uvrstimo prvu jednadzbu u drugu, ponistimo z; i razvijemo ¢lan cos(a + ¢;), dobivamo

u; = u; + |d|(cos avcos p; — sinasing;) — |d| cos a. (592)

Pretpostavimo da su rotacije krutog tijela male tako da mozemo napraviti linearizaciju (sjetite
se da smo zahtijevali pri minimizaciji funkcionala energije da T bude neovisna o nepoznatim
pomacima). Tada su
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cosp; ~1 1 sing; = g;. (593)
Ako uvrstimo aproksimacije u (592) i skratimo |d| cos «, preostaje

w; = u; — @jld|sina = u; — (y; — y;)e;- (594)

Sliéno vrijedi i za smjer y:

v, = ’Uj + (IZ — l’j)ng. (595)

I jos iskoristimo drugi uvjet apsolutno krutog tijela:

©i = @ (596)
Matricni zapis posljednje tri jednadzbe jest:
Ui 10 —(wi—y)| [ w
V; =10 1 Ty — Ty Vj . (597)
T,

Sliécno se moze izvesti i za prostorne odnose medu tockama koje leze na apsolutno krutom tijelu:

( U; ) -1 0 0 0 Zi—Zj _(yz_ j)- ( Uj )
V; 010 —(Zl—Z]) 0 I’Z’—.Tj ’Uj
o (T 100 0 1 0 0 0 (598)
13 000 0 1 0 3
L m )] 000 0 0 R I
T,

Svi primjeri koje ¢emo u nastavku pokazati (neki su vam poznati iz ranijih kolegija) zapravo
predstavljaju poseban slucaj kinematickih ogranicenja (597) i (598). Potrebno je samo prepoz-
nati vodece i vodene stupnjeve slobode (j i 4) i u matricu T, ; uvrstiti pripadne razlike njihovih
koordinata.

18.7.2. Model okvira s apsolutno krutom gredom

Ovaj je primjer poznat iz Gradevne statike II i Dinamike i stabilnosti konstrukcija (slika 263.).
Ako promotrimo apsolutno krutu gredu na vitkim stupovima matrica je kinematickih ogranicenja
kao u slucaju apsolutno krutog tijela u ravnini. Samo treba uvrstiti y; — y; = 0. Dobivamo

10 0
0 0 1

Medutim, uobicajeno je pretpostaviti da su i stupovi uzduzno kruti (njihove su uzduzne deforma-

cije vrlo male), pa je
vV = Uj = 0, (600)

sto daje i
pi=p; =0. (601)
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Slika 263.: Model okvira s apsolutno krutom gredom (lijevo) i uzduzno apsolutno krutim stupovima
(desno)

Matri¢no pisano:

100
T,; =10 0 0 (602)
000
Drugi i treé¢i redak i stupac ispunjeni su nulama, sto je ekvivalentno umetanju nula, tj. uklanjanju
odgovaraju¢ih redaka i stupaca globalne matrice krutosti zbog dodatnih rubnih uvjeta (600) i
(601).
18.7.3.

Model ¢vora s velikim dimenzijama prikljuénih stupova i greda

Tijelo ¢vora u kojem se sastaju armiranobetonski stupovi i grede nekog statickog sustava c¢esto
mozemo smatrati apsolutno krutim (slika 264.). Vodedéi je ¢vor smjesten u sjecistu osi stupova i
greda. Naravno, grede i stupovi se modeliraju stapno. Na primjer, u ravninskom je slucaju spoja
stupova i greda pod pravim kutem y; — y; = 0, pa matrica kinematickih ogranic¢enja ima oblik

10 0
Ti,j =1(0 1 T, — T, (603)
0 0 1
dok je u slucaju prostornog cvora i z; — 2z; = 0, pa dobivamo
[1 0 0 O 0 0 ]
Tij = 0001 0 0 (604)
00 0O 1 0
00 00 0 I

Slicno se mogu formirati i matrice Ty, ;, T; ;1 T,, ;. Potrebno je samo uvrstiti razlike odgovarajucih
koordinata, dok podmatrica koja povezuje kuteve zaokreta ostaje jedini¢na. U opéem sluc¢aju spoja
stupova i greda ekscentri¢no i/ili pod kutem, matrica ostaje oblika (598).

18.7.4. Model zida s velikim otvorima

Pogledajmo primjer zida s velikim otvorima, modeliranog konacnim elementima sa cetiri ¢vora
(slika 265. lijevo). Kako su povrsine zidnih ploha male, popreéno mozemo smjestiti mali broj
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Slika 264.: Model apsolutno krutog spoja stupova i greda

N —>0 Yo ¥o)
m

) I il L
k

0. Z “ T A A

Slika 265.: Zid modeliran s pomoc¢u konacnih elemenata (lijevo) i Stapni model uz primjenu kine-
matickih ogranicenja (desno)

konaé¢nih elemenata (u nasem primjeru samo 2). Poznato je da elementi s ¢etiri ¢vora (najvise
zastupljeni u programskim paketima) imaju samo linearnu aproksimaciju posmi¢nih naprezanja u
horizontalnom presjeku, pa dva kona¢na elementa nisu dovoljna za paraboli¢nu aproksimaciju (tre-
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Slika 266.: Model okvira s krutom ispunom

balo bi barem 5). Problem mozemo rijesiti proguséenjem mreze, ali tada dobivamo koncentraciju
naprezanja oko uglova otvora koja nam daje neocekivano veliku armaturu pri dimenzioniranju.
Ta se teskoca javlja zbog neuskladenosti postupka dokaza nosivosti kod kojega prorac¢un unutar-
njih sila vrsimo po linearnoj teoriji, a dimenzioniranje prema grani¢nim stanjima, smatrajuci da
je beton raspucao. Tada dolazi do preraspodjele naprezanja na kruce dijelove i smanjenja kon-
centracije, Sto linearnim modelom ne mozemo postic¢i. Isti se problem javlja ako zid modeliramo
trokutnim konacnim elementima.

Jedan od nacina za svladavanje problema je uvodenje apsolutno krutih ¢vorova sa Stapnim mo-
delom ostatka zida, kako je objasnjeno ranijim primjerom (slika 265. desno). Naravno, ako su
otvori mali, ili ih uopée nema, mozemo se posluziti samo kona¢nim elementima. Nasuprot tome, u
slucaju velikih otvora podrucja oko ¢vorova su mala i deformabilna pa je prikladniji Stapni model,
bez pretpostavke o apsolutno krutim spojevima stupova i greda. Tada imamo model okvira, a ne
zida.

18.7.5. Model okvira s krutom ispunom
I ovo je primjer koji ¢esto sre¢emo u inzenjerskoj praksi. Uz oznake sa slike 266., matrice su
transformacije iste kao i u primjeru apsolutno krutog ¢vora.

18.7.6. Model ploce krute u svojoj ravnini

Cesto se u dinamici konstrukeija koristi model ploce apsolutno krute u svojoj ravnini (slika 267.).
Tada svi ¢vorovi mreze konacnih elemenata imaju samo dva translacijska pomaka i rotaciju ploce
u svojoj ravnini (oko uspravne osi). Veza je ¢vorova j i ¢ opet matrica T, ;, kako je odredeno u
ravninskom slucaju kinematickih ogranicenja.

%7

18.7.7. Model ploce s rebrima

U praksi se cesto sreée model ploce s rebrima (slika 268.). Tada, uz pretpostavku Bernoulli—
Navierove hipoteze ravnih presjeka, ¢vorove mreze konacnih elemenata ploce i ¢vorove Stapova
kojima modeliramo rebro mozemo povezati kinematickim ograni¢enjem, jer je neizmjerno kru-
tim poprecnim presjekom definirana apsolutno kruta veza ploce i rebra. Takvu vezu mozemo
modelirati i krutim Stapom koji povezuje spomenute ¢vorove. Tada se radi o metodi kaznenih
funkcija.

Za kraj, spomenimo da je metoda kinematickih ogranicenja posebno ucinkovita u dinamici kons-
trukcija, jer rjesenje dinamicke jednadzbe vodi na problem svojstvenih vrijednosti koji je i u
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Slika 268.: Model ekscentri¢nog spoja ploce i rebra

linearnom slucaju iteracijski (trazi se nultocka svojstvenog polinoma) i zbog toga vremenski
puno zahtjevniji od linearno statickog modela s istim brojem nepoznanica.

Osim apsolutno krutih kinematickih ogranic¢enja postoje i kinematicki vodeni podmodeli.
Radi se o velikoj skupini kinematickih ograni¢enja temeljenoj na popustljivim vezama medu
zavisnim (,,vezanim*) stupnjevima slobode. Takve se veze najcesée ostvaruju spojnim (engl. link,
gap, joint) elementima. Ona se nesto rjede upotrebljavaju u inzenjerskoj praksi.



19. Plosni nosaci 264

19. Plosni nosaci

Postoji dvojba kako danas, u vrijeme snaznog napretka racunala, pristupiti nastavi iz plosnih
nosaca (u uzem smislu te rijec¢i). Uglavnom, mozemo govoriti o dva suprotstavljena nacina:

e Prema prvome pristupu najprije treba uvesti idealizacije na temelju kojih mozemo postaviti
diferencijalne jednadzbe — matematicki model konstrukcije. Zatim se uz prikladne rubne
uvjete pokusava rijesiti sto vise problema. Pri tome se ¢esto uvode i dodatne pretpostavke da
bismo problem uopée mogli rijesiti (analiticki ili nakon svega ipak numericki). Pokusavaju
se, primjerice, izracunati integrali u zatvorenome obliku ili primjenom numericke integra-
cije. Bilo kakve arhitektonske zamisli koje nije moguce opisati diferencijalnom jednadzbom
moraju se odbaciti ili prilagoditi moguéem rjesenju te jednadzbe.

e Drugi se pristup temelji na potpuno numerickom tretmanu konstrukcije. Dovoljno je pozna-
vati neki programski paket. Cak je i povréno poznavanje numericke metode na kojoj se taj
paket temelji (najéesée metode konac¢nih elemenata) suvisno. Zbog prividno lakse analize
raznovrsno oblikovanih konstrukcija, Siroke dostupnosti racunala i programa za proracun,
ovaj je pristup postao vrlo rasiren.

Pristup prve skupine je dobar, ali je, s obzirom na suvremene mogucnosti, nacin rjesavanja los.
Kod druge skupine je ¢esto obratno. Njeni pripadnici slabo poznavaju ponasanje podmodela koji
¢ine numericke modele, pa Cesto nisu u stanju procijeniti rezultate svojih proracuna. Prema nasem
misljenju, treba iskoristiti dobra svojstva oba pristupa.

Ako se sluzimo samo analitickim metodama, mozemo rijesiti mali broj prakti¢nih problema.
Uvodenjem dodatnih pretpostavki taj skup mozemo prosiriti, ali redovno uz daljnje pogorsanje
matematickog modela. Ipak i taj je skup vrlo mali u odnosu na moguc¢nosti metode kona¢nih
elemenata.

Treba priznati i dobre strane ovoga pristupa. Njime se moze, makar kvalitativno, unaprijed
procijeniti ponasanje modela (primjerice oblik dijagrama unutarnjih sila u nekome presjeku). Na
taj je nacin lakSe provjeriti numericki dobivene rezultate. Nadalje, mogu se izvesti formule koje
ovise o nekoliko parametara, pa mijenjanjem (najces¢e samo jednog parametra) brzo dobivamo
uvid u ponasanje modela. Numerickim bi pristupom trebalo uvijek napraviti novi model (iako se
i to moze automatizirati), proracunati ga i na kraju interpretirati, §to je u pravilu sporije. Pri
tome je u slozenim prostornim problemima interpretacija numericki dobivenih rezultata najteza.
Nacin obrade rezultata (moguénosti postprocesora) mogu olaksati posao. Zbog ovih je problema
usporedba jednih i drugih rjesenja ispravan put.

S druge strane, numericke metode omogucuju bolje prilagodavanje modelu koji analiziramo (oblik,
materijal, rubne uvjete, opterec¢enja i sl.) ali kriju neke zamke. Primjerice, ovaj pristup gotovo
svima omogucuje rjesavanje slozenih problema. Dovoljna je vjestina u upisivanju podataka. To
nekada nije bio sluc¢aj. Samo inzenjer koji je dobro poznavao teorijski pristup i logiku konstrukcije
mogao je proracunati problem koji je nadilazio tadasnje skromne standarde. Rasclamba modela
na jednostavnije staticke sustave bila je nuzna da bi se takav problem rijesio, a mogla se ispravno
napraviti samo razumijevanjem ponaSanja konstrukcije. To danas nije potrebno da bi se formalno
izvrSio proracun. Zbog toga su u praksi ¢este lose koncepcije objekata jer inzenjeri ne poznaju
principe dobrog konstruiranja, iako takve objekte s lako¢om prorac¢unavaju. Slabosti u razumije-
vanju statickog sustava ¢esto su razlog propusta u tvorbi modela, pristupu proracunu!®® i analizi
rezultata. Tako, rezultati koji bi pokazali slabosti gradevine i koje bi ispravan proracun bez sumnje
mogao prikazati ostaju prikriveni.

108y smislu da li je model linearan ili ne, koji tip nelinearnosti dominira, kakve su provjere nuzne prilikom

nelinearnog proracuna i sli¢no.
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Slika 269.: Plosne konstrukcije: a) istarski kazun (slicna je i dalmatinska bunja), b) svod Sibenske
katedrale, ¢) kroviste stadiona Georgia Dome, Atlanta, SAD

Kao posljedica ovih pristupa cesto se pojavljuje literatura o plosnim nosacima u kojoj se obraduju
samo konacni elementi kojima se ti nosa¢i modeliraju. Nema inzenjerskih objasnjenja o nacinu
nosenja, ispravnom oblikovanju, prednostima i nedostatcima takvih nosaca. Zbog toga takve
knjige obiluju numerickim modelima loSe koncipiranih konstrukcija kojima se provjerava ponasanje
kona¢nih elemenata. Tim modelima ¢esto nedostaju osnovni nosivi elementi vazni za nosivost
statickoga sustava.

Zabluda je smatrati da numericki pristup zahtijeva manje znanja od onoga koji su imali inzenjeri
predracunalnog doba. Bas naprotiv, treba dobro poznavati nacela (i ne samo nacela) oba pristupa
s pocetka odjeljka. Znanju starijih kolega treba pribrojiti znanje numerickih metoda i programa
koji koristimo.

Misljenja smo da viSe nije potrebno znati analiticki rijesiti sve Sto se moze, ali osnovne rubne pro-
bleme i njihova rjesenja bi trebalo poznavati i razumjeti. Na taj nacin mozemo shvatiti ponasanje
konstrukcije koju analiziramo i poboljsati interpretaciju numericki dobivenih rezultata. Nije lose
posjedovati i literaturu u kojoj je analiticki rijeSen veci broj problema, jer ih mozemo upotrijebiti
kao etalonska rjesenja (engl. benchmark) za provjeru ispravnosti numerickih modela.

19.1. Uvod

Temeljna osobina plosnih nosaca je puno manja debljina nosaca h u odnosu na raspon [, tako da
priblizno vrijedi:
l
20 < 7 < 1000. (605)

Primijetimo da je mogucée posti¢i vrlo male debljine nosivih elemenata. Glavni razlog takvog
ponasanja je prostorni prijenos opterecenja. Za usporedbu, gredama koje pretezno nose samo u
jednoj ravnini pripada puno manji omjer:

l
10 < 7 <20, (606)

Sto je dokaz manje uc¢inkovitosti u odnosu na plosne nosace.

Plosni nosaci postoje u prirodi davno prije pojave ¢ovjeka i gradevina koje je stvorio. Primjerice,
ljuska jajeta ili skoljke, napeta paucina'® i puzeva kuéica samo su neki primjeri. S pojavom
covjeka i njegovom teznjom da stvori sto veéi i udobniji zatvoreni prostor pojavile su se i prve
plosne konstrukcije, najprije primitivne, pa sve slozenije i atraktivnije (slika 269.).

Danas su plosni nosaci u sirokoj svakodnevnoj upotrebi, ne samo u graditeljstvu. Sjetimo se samo
razlic¢itih oblika posuda za skladistenje ili pripremanje hrane i pica, zatim karoserija automobila i

109jje primjer plosnog nosaca
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Slika 270.: Prijenos opterecenja me9du trupcima: a) dominantno tlacni, b) dominantno vla¢ni

slicno. U nasSoj su struci plosni nosaci posebno zastupljeni. Primjerice, ploce i zidovi su sastavni
dio gotovo svake gradevine, a visece konstrukecije i ljuske su, praktiéno gledano, jedino ekonomicéno
rjeSenje za svladavanje velikih raspona.

19.2. Rostilji
19.2.1. Uvod

Intuitivno je jasno da upotrebom tradicionalnih materijala poput kamena ili opeke koji imaju malu
vlaénu ¢évrstoéu, samo nadsvodivanjem mozemo izvesti konstrukciju veéeg raspona (2. poglavlje).
Doduse, drvenim trupcima, vece vlacne ¢vrstoce i krutosti na savijanje, mozemo premostiti manje
raspone grednim djelovanjem. Ipak, za natkrivanje ve¢ih povrsina treba teziti luénom (preciz-
nije poligonalnom) ili stozastom nac¢inu slaganja trupaca, tako da prijenos optereéenja uzduznim
tla¢nim silama bude dominantan (slika 270.a). (Trupce ne mozemo zakriviti tako da slijede tlacnu
liniju, pa se i pri vertikalnome kontinuiranom opterecenju u njima mora pojaviti savijanje.) Pre-
uzimanje opterecenja suprotnim oblikom, (vlaénim silama uz savijanje) uvijek se izbjegavalo jer
stari majstori nisu znali izvesti pouzdane vla¢ne spojeve za preuzimanje sila medu trupcima i
reakcija na osloncima (slika 270.b).

Tek razvojem brzog i jeftinog nac¢ina proizvodnje i montaze drvenih!? i ¢eliénih nosaca, odnosno iz-
vedbe monolitnih, a kasnije montaznih i prednapetih armiranobetonskih nosaca postalo je moguce
horizontalnim nosivim sustavima svladati velike raspone. Tome su razlog velika tlacna i vlacna
¢vrstoc¢a, odnosno krutost na savijanje koju posjeduju takvi nosaci.

19.2.2. Jednosmjerno preuzimanje opterecenja

Razmotrimo najprije ponasanje medusobno nepovezanih i zglobno oslonjenih greda kojima zelimo
premostiti otvor dimenzija [; i 5. Logi¢no je poloziti grede u kra¢em smjeru (rapona ly). Optere-
¢enje P koje djeluje na neku gredu dijeli se po pola na svaki oslonac, bez sudjelovanja ostalih greda
(slika 271.a). Ako su grede monolitno vezane sa zglobno oslonjenom plo¢om prijenos optereéenja
je nesto povoljniji u odnosu na dispoziciju bez ploce (slika 271.b). Prema iznosu reakcija vidimo
da opterecena greda preuzima 72% sile P;, a svaka od susjednih greda po 18%. Primijetimo da je
ukupno opterecenje koje preuzimaju ove tri grede veée od P;. Tome su razlog negativne (vlacéne)
reakcije koje se pojavljuju pri uglovima ploce zbog poznate tendencije za odizanjem njenih krajeva
(vidjeti odjeljak 19.3.).

11

9misli se ponajprije na suvremene lamelirane ili smozdene nosace
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Slika 271.: Svladavanje raspona u kra¢em smjeru: a) samo gredama, b) gredama s plocom
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Slika 272.: Djelovanje ploce i rebra: a) u kra¢em smjeru, b) u duljem smjeru

Bolje sudjelovanje greda nastaje ako sila djeluje izmedu njih. Zahvaljujuéi ploé¢i, dvije grede po-
djednako preuzimaju cijelu silu P,. Tome je razlog velika krutost ploc¢e na savijanje u poprecnome
(kracem smjeru), pa se pojavljuju momenti savijanja i poprecne sile (slika 272.a). Njima se op-
tereCenje s ploce prenosi na rebra. Ako su rasponi medu gredama jednaki, momenti savijanja se
ponistavaju, inace njihova razlika uzrokuje pojavu momenata torzije u gredi. Momenti su mje-
rodavni za dimenzioniranje ploce, a posmi¢na su naprezanja u plocama od djelovanja poprec¢nih
sila vrlo mala. U duljem smjeru ploca je kruta samo aksijalno, pa pomaze gredama u tlacnoj zoni
(slika 272.b). Dio ploce koji doprinosi gredi odreden je sudjelujué¢om Sirinom ploce b (oznaceno na
slici 272.a) duz koje pretpostavljamo konstantnu uzduznu silu. (Rebro doprinosi uzduznoj krutosti
ploce koja opada s udaljavanjem od rebra, pa se smanjuje i uzduzna sila u ploéi.)

Doprinos ploce fleksijskoj i posmi¢noj krutosti grede je mali (oznac¢eno na slici 272.a) i u prelimi-
narnim se proracunima cesto zanemaruje, Za tanke ploce i visoke grede zanemarenje je potpuno
opravdano, dok u slucaju debelih ploca i niskih greda udio ploce moze biti znacajan. Treba spo-
menuti da je sudjelujuca Sirina ploce najcesce propisana samo za neke dispozicije greda. U opéem
slucaju krizanja izrazi za sudjelujucu Sirinu najcesée nisu odredeni, ali se s pomocu kinematickih
ograni¢enja moze modelirati ekscentri¢na veza ploce i rebra (pododjeljak 18.7.7.) kojom se uzima
u obzir doprinos ploce, pa dobijemo zaostajanje uzduznih naprezanja u ploci (slika 273.). Tada nije
potrebno zadavati sudjelujucu sirinu grede jer gredi pridruzimo pravokutni presjek (lijevo dolje na
slici 273.a) .

Bez obzira na postojanje ploce, sustav i dalje dominantno nosi samo u jednome smjeru. Zidovi na
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Slika 273.: Numericki model ploce s rebrom: a) fizikalno pojasnjenje kinematickog ogranicenja, b)
uzduzna sila u ploé¢i pri vertikalnom i jednolikom plosnom djelovanju

koje su oslonjene grede preuzimaju cijelo opterecenje, a zidovi u okomitom (kradem) smjeru nisu
optereceni. Reakcije plo¢e na kraé¢im stranama su bliske nuli (slika 271.b). Iz ovih analiza mozemo
uocCiti da preuzimanje opterecenja u jednome smjeru nije uvijek uc¢inkovito. Ovom se ¢injenicom
mozemo motivirati za tvorbu rostilja.

19.2.3. Dvosmjerno preuzimanje opterec¢enja — pravokutni rostilji

Rostiljem zovemo mrezu krizno postavljenih nosaca koja je primarno predvidena za preuzima-
nje opterecenja okomitog na ravninu te mreze''!. U tockama krizanja (¢vorovima) nosaci su
medusobno spojeni, najceS¢e pod pravim kutem, ali mogu i koso Sto cesto ovisi o tlocrtnoj dis-
poziciji lezajeva rostilja (primjerice zidova). Primjenjuju se za medukatne konstrukcije veéih
raspona (slika 274.), za kolnicke konstrukcije i slicno. Grede rostilja su ¢esto povezane s plocama
koje primarno sluze za prijenos opterec¢enja iz polja na grede. Promotrimo radi pojasnjenja naj-
jednostavniji rostilj koji se sastoji od samo dvije, medusobno okomite grede. Sada se opterecenje
raspodjeljuje na sve zidove, pa moramo voditi racuna da svi budu nosivi. (Pri djelovanju u
jednome smjeru to nije bilo potrebno.) Raspodjela je povoljnija ako su rasponi greda priblizno
jednaki (slika 275.a). Veé kod omjera veceg od 1:2 doprinos duljega smjera je vrlo mali (slika
275.b) i u¢inkovitost sustava se priblizava sustavu greda polozenih u jednome smjeru.

Na slici je prikazano ponasanje rostilja sa jednakim dimenzijama greda u oba smjera. Doprinos
duljih greda mozemo povecati ako ih povisimo ili izvedemo upete rubne uvjete. Pokazimo to
primjerom prikazanim na slici 276.a. Smatramo da je greda (I) optere¢ena vertikalnom silom i
zglobno oslonjena na gredu 2) (slika 276.b). Primijetimo da grede, pa i spoj ne mogu preuzeti
horizontalne sile i momente torzije. Zapravo, pomaci u ravnini rostilja i rotacija oko uzduzne
osi greda nisu nepoznanice pri ovoj formulaciji problema. U praksi, takav spoj mozemo ostvariti
vijkom (slika 276.c), iako analogija nije potpuna. Vijcani spoj moze preuzeti malu horizontalnu
silu i moment torzije. Ipak, takva se nosivost spoja najcesée zanemaruje.

Iz uvjeta ravnoteze opteret¢enog ¢vora, medu prognutim gredama postoji samo medudjelovanje
X. Prema tome, greda (D preuzima optereéenje P — X, a greda 2) optere¢enje X. Iz uvjeta
kompatibilnosti u tocki spoja, progib sredisnjeg ¢vora mora biti jednak za obje grede (grede su

H1Ppresutno se smatra da su nosaci kruti na savijanje, pa se to preuzimanje pretezno ostvaruje grednim meha-
nizmom (fleksijski). U Sirem smislu, rostiljem mozemo zvati i mrezu prednapetih, povezanih uzadi male krutosti
na savijanje. Tada se optereéenje mora preuzeti prednaprezanjem i aksijalnom krutoséu uzadi, uz uvazavanje
geometrijske nelinearnosti.
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Slika 274.: Suvremena medukatna konstrukcija u obliku rostilja
(izvor: http://www.nikiomahe.com/architecture-design/)
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Slika 275.: Djelovanje rostilja: a) nad kvadratnim tlocrtom, b) nad pravokutnim tlocrtom (I; = 2I5)

povezane):

(P-X)l} XI5
48EI,  48FEIL,’

gdje su [; i I, momenti tromosti, a £ modul elasti¢nosti materijala greda. Iz jednakosti dobivamo

iznos sile medudjelovanja:

wl/g = (607)

X=— (608)

Mozemo uociti da je sustav jedanput staticki neodreden. Uzrok neodredenosti je sila X koju
smo odredili iz uvjeta kompatibilnosti (607). Tada sustav postaje staticki odreden pa su dovoljni
uvjeti ravnoteze da bismo odredili sile i momente na (prostim) gredama iz oba smjera. Ovo
razmatranje mozemo poopciti na slucaj krizanja veceg broja greda. Rostilj je tada onoliko puta
staticki neodreden koliko ima takvih spojeva.

Na ponasanje i ucinkovitost rostilja bitno utjece nekoliko faktora: spomenuti omjer raspona,
omjer krutosti greda, rubni uvjeti, nac¢in spoja medu gredama i razdioba opterec¢enja. Osvrnimo
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Slika 276.: Primjer za pojasnjenje ponasanja rostilja: a) dispozicija, b) Stapni model veze, ¢) spoj
medu drvenim gredama

b1 ]2] 3 | 4 ] 5 |
| X/P [ 1/2]8/9]27/28 | 64/65 | 125/126 |

Tablica 4: Raspodjela optereéenja medu gredama ovisno o omjeru raspona rostilja

se ukratko na te utjecaje.

19.2.3.1. Utjecaj raspona. Ako su grede istih dimenzija (I; = I3) prema (608) dobivamo
omjer:

- (%)3 (609)

Vrijednosti toga omjera za neke odnose raspona [; i Iy prikazane su u tablici 4. 1 iz ove tablice
mozemo uoCiti da za raspone omjera 1/2 i vece, greda polozena u kra¢em smjeru (ly) preuzima
gotovo cijelu silu P.

X 1
P

19.2.3.2. Utjecaj krutosti greda. Bolju u¢inkovitost grede u smjeru veéeg raspona mozemo
posti¢i povecanjem visine, odnosno momenta tromosti te grede. Ako zelimo jednaku razdiobu
opterecenja medu gredama, mora biti X = P/2, pa prema (608) dobivamo:

P P I 11>3

= = 2=(2), 610

2 1+ l2 3 ]1 ]2 (ZQ ( )
ll ]2

odnosno, omjer momenata tromosti greda treba biti jednak omjeru raspona na treé¢u potenciju.
Medutim, tako odabrane grede nisu jednako naprezane (iskoristene), §to u smislu ekonomicnosti
roStilja nije povoljno. Trebalo bi zahtijevati da najveta naprezanja u objema gredama budu
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jednaka. Ako uvedemo pomoc¢nu oznaku:

LY L
== = 611

prema formuli (608) dobivamo:

1 1
X=P——,  odnosno: P-X=P(1- —p (612)
1+7r 1+7r 1+7r

Prema tome, momenti u sredini raspona su:

Mlz(P_X)h:r Ply |
4 4(1+r) (613)
M :Xlg _ Pl, :l_g Ply
T4 A0+ LA+
Ako su hy i hy visine greda, najveca uzduzna naprezanja pri savijanju iznose:
My Mk thy Pl (L\’L b Pl
W, T L 2 T L 8(1+7r) (E) I I, 8(1+7r)
— (614)
My Myhs 1o hy Pl
Op2 = = —"—= .

Wo I 2 L L 8(1+r)

[zjednacimo li naprezanja dobivamo:

LN’ Ll h  lh h 0\’
2) 2=z = 2o (1) (615)
ll IQ Il ll [2 h2 l2
odnosno za istu iskoristenost greda omjer njihovih visina mora biti jednak kvadratu omjera ras-
pona.

19.2.3.3. Utjecaj rubnih uvjeta. Ako je l; > Il u¢inkovitost grede vec¢eg raspona mozemo
poboljsati i izvedbom upetih krajeva te grede (ako je moguée). Tada iz uvjeta jednakih progiba
u tocki spoja dobivamo:

(P - X)B3 X I3

= 616
192FE 1 48FE1T,’ (616)

W2 =
pa je nakon sredivanja sila u spoju:

xo— (617)

L\® I,
1+41 =) —
" (l1> I

Za I = I, i razlicite omjere raspona [y /Iy dobivamo raspodjelu opterecenja prikazanu tablicom 5.
Usporedbom tablica 4 i 5 mozemo uociti da je preuzimanje sile P s povecanjem raspona [; sada
povoljnije. Ipak, ve¢ za l;/l; > 4 ta prednost is¢ezava.
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L/ 1 J16] 2] 3 [ 4 [ 5 |
| X/P [ 1/5]1/2]2/3]27/31]16/17 | 125/129 |

Tablica 5: Raspodjela optere¢enja medu gredama ovisno o omjeru raspona rostilja, ako je greda
u smjeru veceg raspona (ly) upeta.

i Y
| % | | z’é | | é |
2) b) ©)

Slika 277.: Osnovni tipovi spojeva u primjeni na drvene grede: a) tla¢ni, b) tlatno — vlaéni, c)
torzijski

19.2.3.4. Utjecaj razdiobe opterecenja. Konacno, sudjelovanje greda ovisi i o razdiobi
opterecenja po gredi (D). Primjerice, za jednoliko optereéenu gredu rezultante P (¢ = P/l;) iz
jednakosti progiba dobivamo:

5 gl Xi;  XB
384 FEI, 48FEI, 48FIL,’

wy /2 (618)

pa nakon sredivanja slijedi:

l P
o q¢h 5 P (619)

8 L\’ I 8 LN’ I
1+ (2) 2 "1 (2) 2
+(l1) I +<11) I

Usporedbom ovoga izraza sa (608) vidimo da se ucinkovitost sustava smanjuje ako je greda D
kontinuirano optereé¢ena. Uocavamo da greda (2) moze preuzeti najvise 5/8 opterecenja u odnosu
na doprinos koji ima pri koncentriranome djelovanju istoga iznosa:

Xkont - _Xkonc- (620)

19.2.3.5. Utjecaj spojeva. S obzirom na prijenos sila medu gredama razlikujemo tri osnovna
tipa spojeva: tlacni (slika 277.a), tla¢no — vla¢ni (slika 277.b) i torzijski (slika 277.c). Objasnimo
poblize svojstva tih spojeva.

Tla¢ni spoj. Pojavljuje se kod jednostavnog oslanjanja grede na gredu. Pri nekim (ponajprije
nesimetricnim) optereéenjima rostilja moze doé¢i do medusobnog odvajanja nosaca (slika 278.a),
jer spoj ne moze preuzeti vlacnu silu. Lokalni pritisci i utiskivanje greda na mjestu kontakta
brida i stranice mogu biti znacajni. Zbog toga se nakon demontaze tradicionalno izvedenih rosti-
lja ¢esto moze uociti zaobljenje gornje plohe svih greda (skicirano na slici 278.a). Zaobljenje se
tijekom eksploatacije povecava dok se razina uglovnog naprezanja ne spusti na prihvatljivu vri-
jednost (r < ruitieno). Ove su pojave stari majstori sprjecavali ispreplitanjem okruglih trupaca
(slika 278.b). Tada grede iz suprotnoga smjera smanjuju odizanje, a trenje medu trupcima stvara i
odredenu torzijsku krutost spojeva koja smanjuje progibe (vidjeti odjeljak o torzijskim spojevima
u nastavku). (Sila trenja je posljedica hrapavosti povrsine i djelovanja tlacne sile medu trupcima.)
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Slika 279.: Progib rostilja s tlaéno — vlaénim spojevima [pod a)] i koncentracije naprezanja po
plastu rupe [pod b)]

Oblice su priblizno kruznoga presjeka, pa je i koncentracija naprezanja medu njima puno manja.

Tlacno — vlacéni spoj. Primjer ovoga spoja nalazimo kod spajanja drvenih greda vijcima koji
mogu preuzeti vlacnu silu (slika 279.). Torzijska je krutost ovoga spoja zanemariva. Moment torzije
je moguce preuzeti parom sila na vrlo malom kraku e. Vla¢nu silu T preuzima vijak, a tlacnu silu
Ti kontakt medu gredama (slika 279.a). Zbog maloga kraka ¢esto se radi o vrlo velikim iznosima
sila pa nastaje gnjecenje drveta na kontaktu, savijanje vijka, utiskivanje podloznih ploc¢ica u drvo
i otvaranje spoja. (Krutost vijka prema savijanju zanemariva je.) Zbog krivljenja vijka pojavljuje
se 1 tlacna skretna sila S koja uzrokuje veliki pritisak o na plast rupe (slika 279.b). Najveca
vrijednost pritiska o, Cesto premasuje dopustenu vrijednost za materijal grede (ne vijkal) Sto
uzrokuje Sirenje rupe i izvlacenje vijka.

Ako nema odizanja, progibi rostilja s tla¢nim i tlacno — vlacnim spojevima se podudaraju. Buduéi
da takvi spojevi nisu torzijski kruti, kut zaokreta grede (i) na mjestima spojeva jednak je kutu
uvijanja (,otvaranja“) spojeva, a progib grede ne ovisi o torzijskoj krutost greda () — (D) jer ne
trpe uvijanje. Primjerice, na spoju greda (D) i () mozemo pisati: ¢; = ¥, ;, gdje je ¢; kut zaokreta
grede (1), a ¥;; kut uvijanja spoja. Kut uvijanja grede j jednak je nuli, odnosno ¥; = 0.

Vazno je spomenuti da prostorni modeli rostilja s tlacnim i tlacno — vla¢nim spojevima moraju na
krajevima greda, osim vertikalnih pomaka, imati sprijecene horizontalne pomake i uvijanje. Time
se osigurava stabilan staticki sustav — u protivnome, grede se rotiraju oko nepokretnih lezajeva i
uzduznih osi kao kruta tijela, bez deformacija.
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Slika 280.: Utjecaj torzijske krutosti opruge k., na progib elasticno oslonjenog nosaca

U 1 Y,

Slika 281.: Progibi rostilja s torzijski apsolutno krutim (plavo) i popustljivim spojevima (crveno)

19.2.3.6. Utjecaj torzije. Prostorno djelovanje rostilja moze se dodatno poboljsati ako za-
pazimo da se progib grede jednoga smjera smanjuje s povecanjem torzijske krutosti k, greda iz
drugoga smjera (slika 280.). Pri tome treba predvidjeti spojeve koji mogu preuzeti momente tor-
zije. U drvetu je primjerice ovaj spoj moguce ostvariti parom vijaka. Ekscentri¢ni polozaji vijaka
u odnosu na os grede omogucuju uc¢inkovitije preuzimanje momenta torzije nego u slucaju tlacno —
vlacnog spoja. (Taj se moment preuzima parom sila na najve¢emu moguéem kraku.) Primijetimo
usput da, prema slici, gredu rostilja mozemo smatrati kontinuiranim nosacem na elasti¢nim oslon-
cima. Krutost opruga ovisi o fleksijskoj krutosti greda iz suprotnoga smjera, a pera o torzijskoj
krutosti spojeva i tih greda.

Torzijski spoj. Ovisno o torzijskoj krutosti spojeva treba razlikovati dva modela rostilja (slika
281.):

e s apsolutno krutim i
e s popustljivim spojevima.

U prvome sluc¢aju nema odvajanja greda, pa je kut uvijanja spoja jednak nuli, a kut zaokreta
grede (i) na mjestima spojeva jednak je kutu uvijanja greda iz poprecnoga smjera (jer pravi kut
medu gredama i i j ostaje sacuvan; plavo na slici 281.). Primjerice, za grede (i) i (J) mozemo
pisati: ¥, ; = 01 ¢; = ¥;. U drugome slucaju dolazi do popusStanja spoja pa nastaje odvajanje
medu gredama (crveno na slici 281.). Tada je v¥;; # 01 ¢; # ¥;. (Zbog jasnoce slike zaokret
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Slika 282.: Raspodjela optereéenja medu gredama s obzirom na razlicite tipove spojeva: a) tla¢ni
spoj, b) tlaéno — vlaéni spoj, ¢) torzijski spoj (drugi i tre¢i redak su momenti torzije oko osi dulje
i krace grede)

¢; nije prikazan.) Progibi su veéi nego u slu¢aju apsolutno krutih spojeva, a uvijanje greda iz
suprotnoga smjera moze biti manje kako je prikazano na slici. Manje su torzijski opterecene jer,
zbog otvaranja spoja, ne slijede progibnu liniju grede iz drugoga smjera (grede 7).

Uc¢inkovitost prostorne preraspodjele optere¢enja medu gredama s obzirom na nacin medusobnog
spajanja mozemo uociti i na slici 282. Svi su modeli optereéeni koncentriranom silom u sredini
raspona, a dulje su grede polozene preko krac¢ih greda. Zbog toga, u sluéaju (samo) tlaénih spojeva
nastaje odvajanje nekih greda (slika 282.a) pa su sile u spojevima jednake nuli. Zamjeéujemo da se
sudjelovanje krac¢ih greda moze poboljsati izvedbom krutih spojeva. Medutim, vazno je zamijetiti
da, bez obzira na svojstva spojeva, nije moguce ostvariti doprinos duljih greda ako je njihov
raspon preveliki. Reakcije tih greda bliske su nuli u svim primjerima pa, bez obzira na vrstu
spoja, potpuno prostorno djelovanje rostilja nije mogucée ostvariti. I iz ovog zapazanja uocavamo
nuznost izvedbe rostilja s podjednakim rasponima.

Ipak, ne smijemo zakljuciti da grede duljega smjera nisu korisne. Tako su reakcije tih greda bliske nuli one poveéavaju
sudjelovanje greda kracega smjera. Primjerice, djelovanje koncentrirane sile na krac¢oj gredi preraspodijelit ¢ée se i
na susjedne grede zahvaljujuéi vezi s duljim gredama. Bez njih, cijela bi se sila morala prenijeti preko optereéene

grede. To je uocljivo i iz reakcija u spojevima na slici 282.

Utjecaj torzijske krutosti greda. Spomenuli smo da kod tla¢nih i tla¢no — vlacnih spojeva
ovaj utjecaj nije vazan, ali kod torzijski krutih spojeva ima znacajnu ulogu. Smatrajmo pri tome
da su apsolutno kruti, odnosno da nema popustanja (otvaranja) spojeva.

Razmotrimo dva ekstremna slucaja torzijske krutosti greda G1;:

e apsolutno gipke (GI; = 0) i
e apsolutno krute grede (G1; = 00).

U prvome je slu¢aju (crveno na slici 283.) kut zaokreta grede (i) na mjestima spojeva jednak
kutu uvijanja greda () — (I). Primjerice, kut zaokreta grede (i) jednak je kutu uvijanja grede (),
odnosno: ¢; = ;. Zaokret (pa i progib) grede () jednak je progibu rostilja s tla¢nim i tlac¢no
— vlaénim spojevima. To je vidljivo iz geometrijskih odnosa sa slike 284. Kut uvijanja tla¢nog i
tlaéno — vla¢nog spoja jednak je kutu uvijanja apsolutno gipke grede. Primjerice, za spoj grede
@ i Q vrijedi: ¢; =9, ; =1,.

Ako je greda torzijski apsolutno kruta tada je kut zaokreta grede (i) na mjestima spojeva jednak
nuli (p; = 0) jer je kut uvijanja spojeva i greda () — (D) na tim mjestima jednak nuli (plavo na slici
283.). Primjerice, za grede () i () mozemo pisati: ¢; = ¥, ; = ¥; = 0. Znaci, normala na ravninu
spoja ostaje vertikalna. Progib takvoga rostilja puno je manji od progiba rostilja s torzijski gipkim
gredama jer se medu gredama moraju pojaviti tocke infleksije. Podsjetimo se da je progib upete,
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Slika 283.: Progibi rostilja s torzijski apsolutno krutim (plavo) i popustljivim gredama (crveno).
Spojevi su torzijski apsolutno kruti

Slika 284.: Uz objasnjenje jednakosti progiba rostilja s torzijski apsolutno gipkim spojevima ili
gredama

jednoliko optereéene grede w; pet puta je manji od progiba proste grede w, jednake fleksijske
krutosti i opterecenja:
1 ql* 5 ql*

= ——— < Wy = ———.

384 EJ 384 EJ
Prikazimo radi usporedbe progibe svih tipova rostilja na jednoj slici (slika 285.). Promatrano
od najmanjega prema najveéemu progibu imamo redom rostilje: s apsolutno krutim spojevima i
gredama (narancasto), s apsolutno krutim spojevima (plavo), s popustljivim spojevima (crveno) is
apsolutno gipkim gredama (zeleno). Primijetimo da je u svim primjerima na slici 285. tangenta na
spoju greda () i (k) horizontalna jer vrijede uvjeti simetrije. Treba i ovdje naglasiti da ,,apsolutno
kruti“ ili ,apsolutno gipki“ spojevi i/ili grede u praksi ne postoje. Ipak, korisno je poznavati
ekstremne vrijednosti progiba radi odredivanja granica unutar kojih moraju lezati progibi svih
modela rostilja. Na taj je nacin moguce brzo provjeriti rezultate numerickih proracuna.
Kod pravokutnih rostilja omjer h/l iznosi 1/10 < h/l < 1/20. Vrijednosti unutar intervala ovise o
materijalu. Ako se radi o drvetu, omjer je blizi 1/10, a u slucaju celika omjer se krece oko 1/20. U
slucaju kvadratnog tlocrta, ucinkovitost rostilja je jos veéa. Omjer h/l se kreée od 1/30 do 1/40.

w1 (621)
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Slika 285.: Usporedba progiba glavnih tipova rostilja

- uglovna greda

v

~
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Slika 286.: Kosi rostilj: a) dispozicija greda, b) utjecaj upetosti uglovnih greda na progib rostilja

19.2.4. Kosi rostilji

Ovaj se omjer moze dodatno smanjiti izvedbom rostilja s tlocrtno koso postavljenim gredama
(slika 286.a). Pri tome se javljaju dvije prednosti:

e ako je omjer raspona preveliki (I; > l), vedina greda ostaje priblizno jednakih raspona
(I, =~ ly) pa se slabost dvosmjernog preuzimanja opterecenja uvelike smanjuje i

e dijagonalne su grede u uglovima krace, pa zbog toga i kruc¢e od ostalih, ¢ime pruzaju upeti
lezaj gredama s kojima se sijeku (slika 286.b). Zbog toga je i progib greda puno manji pa
mozemo postié¢i jos manju visinu rostilja: izmedu 1/40 do 1/60 raspona.

19.2.5. Ostale dispozicije rostilja

Osim pravokutnih i koso spojenih greda u praksi se mogu susresti i slozenije dispozicije rostilja
(slika 287.). Na slici 287.a su oznacene tezisSnice i teziste (T') svakoga trokutnog polja potrebni
za odredivanje sudjelujué¢ih povrsina koje, prilikom analize opterecenja, pripadaju svakoj gredi.
Tako, primjerice, povrsine P; i P, pripadaju lijevoj a P3 i P, desnoj horizontalnoj gredi rostilja na
slici 287.a. Isti oblik sudjelujuce povrsine pripada gredama rostilja na slikama 287.b i ¢. Prikazani
su rostilji staticki neodredeni Sto je i uobicajeno, ali mogu se (iako rjede) sresti i staticki odredene
dispozicije (slika 288.).
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Slika 287.: Nekoliko manje uobicajenih oblika rostilja

2G,
2G,
26, _
‘ 2G;
a) v b)
A g ©

Slika 288.: Dvije staticki odredene dispozicije rostilja

I ovdje treba istaknuti da staticki odredene dispozicije nemaju rezervi nosivosti. Ako otkaze nosi-
vost jedne grede dolazi do rusenja ¢itave konstrukcije rostilja. Zbog toga treba izbjegavati takve
dispozicije, a ako ih se projektira treba ih predimenzionirati. Nije pozeljno potpuno iskoristavati
presjeke takvih konstrukcija. (Staticka neodredenost je vazno svojstvo konstrukcije koje doprinosi
rezervama nosivosti statickoga sustava. Primjerice, raspucavanjem preoptere¢enog armiranobeton-
skog ili izvijanjem celicnog elementa dolazi do pada njegove krutosti i preraspodjele optere¢enja
na susjedne, manje opterecene elemente.)

19.2.6. Problem greda optereéenih velikim momentima torzije

Cesto se u teskoj (primjerice cementnoj) industriji mogu pojaviti izrazito optereéeni rostilji. Tome
je razlog teska oprema koja uz to zahtijeva i veliki broj otvora u horizontalnim nosivim elementima.
Tada se redovito umjesto ploca izvode rostilji. Na slikama 289.a) — ¢) mozemo uociti visoke
okvirne konstrukcije (zovemo ih izmjenjivacima topline) ¢iji su medukatni nosivi elementi izrazito
optereceni rostilji.

Jedna tipi¢na dispozicija takvog rostilja prikazana je na slici 290.a. Rasponi mogu biti i do
20m, a koncentrirana opterecenja u pojedinim etazama oko 5000 kN. Dimenzije greda iznose i do
80/250 cm, a poprecne sile na mjestima medusobnih spojeva oko 3000 kN.

Na slici 290.a vidimo da su grede X;, (i = 2,3,4) fleksijski upete u grede Y;, (i = 1,...,4) preko
njihove torzijske krutost. (Na isti su nacin grede Y5 i Y3 upete u obodne grede X; i X5.) Ako su
grede jako optere¢ene imaju veliku visinu, pa je i fleksijska upetost u grede Y; vrlo velika. Da bi
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Slika 289.: Detalji tvornica cementa iz arhive prof. Andeli¢a: a) u Venezueli, b) u Splitu, ¢) u
Brazilu
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Slika 290.: Jedna tipi¢na dispozicija rostilja u cementnoj industriji [pod a)] i skica zglobnog osla-
njanja grede na gredu [pod b)]

se ta upetost mogla realizirati, grede Y; moraju biti torzijski vrlo krute, a to znaci i jako armirane
za preuzimanje posmi¢nih naprezanja (od savijanja s velikim popre¢nim silama i torzijom).
Nepovoljno naponsko stanje u gredama Y; moze se izbjeci izvedbom zglobnoga prikljucka greda X;
na grede Y;. Pri tome se povecava progib i moment u polju greda X; radi uklanjanja (preciznije
velikoga smanjenja) upetosti u grede Y;.

Zglobna se veza moze realizirati naglim smanjenjem poprecnoga presjeka grede X na spoju s
gredom Y. Greda se oslabljuje zasjekom Sirine tri do pet centimetara koji seze do dvije trec¢ine
visine grede (slika 290.b). Iz slike vidimo da je osnovna zamisao ovoga spoja ukupnu poprecnu silu
,objesiti“ preko kose armature u gredi X za gredu Y. Pojednostavnjeni model spoja temelji se na
analogiji s Morschovom resetkom (slika 291.a). Sila u padajucoj dijagonali pri gredi Y vlacna je i
treba je preuzeti armaturom, a sile u dizu¢im dijagonalama tla¢ne su i preuzimaju se tzv. tlacnim
stapovima u betonu. (Tlac¢ne sile u gornjoj pojasnici preuzimaju se tlaénom zonom betona, a
vlacne sile u donjoj pojasnici i vertikalama armaturom.)

Koli¢ina kose armature A, za preuzimanje (kose) sile Sy odreduje se kao A, = Sk/04, gdje je
0, dopusteno naprezanje u armaturi. Uobic¢ajeno je armaturu odrediti iz poprecne sile u gredi X
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kratki komadi radi smanjenja armatura
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Slika 291.: Zglobno oslanjanje grede na gredu: a) reSetkasti model oslonca, b) na¢in armiranja
spoja

koja zapravo predstavlja vertikalnu komponentu kose sile Si, pa mozemo pisati:

T, T,
, odnosno A, =

Sy = (622)

sin av o, sina’

gdje je T, spomenuta poprecna sila, a o kut kose armature prema horizontali. NajceScée se kosa
armatura povija pod kutom od 45° pa prethodna formula prelazi u:

A =V2 % (623)
Ovim se proracunskim modelom pretpostavlja da oslabljeni presjek grede X ne prenosi moment i
poprecnu silu §to je za armirano oslabljenje na strani sigurnosti. Preciznije, smatramo da preuzima
samo uzduznu tla¢nu silu (iz gornjeg pojasa resetke) i sluzi za prolaz armature iz grede X u gredu
Y.
Zglob treba armirati tako da pretpostavke proracunskoga modela budu ostvarene (slika 291.b).
Dio vlacne (donje) armature grede X povija se kao glavna kosa armatura, a dio se pri oslabljenju
povija vertikalno. Zbog naglog povijanja kose glavne armature u gredu Y pojavljuju se veliki
lokalni pritisci koji mogu izazvati drobljenje betona. Da bi se pritisci smanjili, na mjestima
maloga radijusa povijanja, postavljaju se kratki komadi armature promjera 20 do 25mm. U
podrucju prikljucka (vjesanja grede X) treba progustiti horizontalnu armaturu i vilice u gredi Y.
To su mjesta djelovanja velikih koncentriranih sila koje uzrokuju znac¢ajne momente i popre¢ne
sile u gredi. Takoder, zbog velike poprecne sile, pri spoju treba progustiti vilice u gredi X (u
duljini visine grede). Vertikalno povijenu armaturu grede X treba sidriti u tlaé¢nu (gornju) zonu
te grede ili je treba poviti u tlaénu zonu grede Y. Iz razloga trajnosti (ne nosivosti) spoja vazno je
sprijeciti raspucavanje oslabljenoga dijela uslijed kuta zaokreta ¢, koji nastaje zbog progiba grede
X (vidjeti deformiranu resetku na slici 291.a). Primijetimo da raspucavanjem oslabljenja nije
ugrozena nosivost spoja. Princip vjeSanja ostaje sacuvan. Osim toga, treba osigurati i dovoljnu
duktilnost spoja. Zbog toga se oslabljeni dio armira kosem od tanjih profila (uzduzna armatura
promjera 10 do 14 mm na razmaku od 5 do 7 cm, a vilice promjera 8 do 10 mm na razmaku od 7,5
do 10cm). Zasjek grede X uvijek se ispunjava stiroporom. Na taj je naé¢in sprije¢eno nalijeganje
na gredu Y uslijed kuta zaokreta ¢,. Spomenimo na kraju da je koli¢ina armature potrebna za
armiranje oslabljenja zanemariva u odnosu na koli¢inu potrebnu za preuzimanje momenta torzije
u gredi Y.
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19.2.7. Numericki model rostilja

Grede rostilja najcesée se modeliraju stapno. Samo ako Stapna formulacija ne sadrzi problem
bocnoga izvijanja koriste se plosni modeli (visokih) greda rostilja.

U slu¢aju apsolutno krutih torzijskih spojeva, Stapni se elementi mogu direktno spojiti (najcescéi
model) ili povezati apsolutno krutim kinematickim ograni¢enjima (ako je vazno modelirati gredu
iznad grede sto je za Stapne modele rijedak slucaj). Ako su spojevi torzijski popustljivi, mogu se
modelirati tzv. popustljivim kinematickim ograni¢enjem (engl. link elementima) ili se moze odgo-
varajuce smanjiti torzijska krutost greda kao kompenzacija za popustljivost spoja. Kod nelinearnih
modela, radna se krivulja pri torzijskome opterecenju spoja ¢esto odreduje pokusima.

Ako se radi o tlacnim ili tlacno — vla¢nim spojevima Stapovi se iskljucivo spajaju popustljivim
kinematickim ograni¢enjima. Krivulja ponasanja takvih elemenata takoder se odreduje pokusima
jer ovisi o pojavama unutar spoja koje su prilicno slozene i nije ih lako opisati prikladnim ma-
tematickim, pa niti numerickim modelima. Neke od tih pojava spomenuli smo u prethodnim
pododjeljcima.

19.2.8. Zakljuéne napomene

Prednosti rostilja su mala visina konstrukcije (nosaci najcesce leze u istoj ravnini), jednostavnije
faze montaze (postavljeni nosaci mogu se koristiti za podupiranje) i manji volumen prostora koji
treba klimatizirati. A glavni je nedostatak veliki broj spojeva u celiku, te slozena oplata i brojni
armaturni kosevi pri monolitnoj izvedbi u armiranome betonu. Izvedba se dijelom moze pojed-
nostavniti (a time i pojeftiniti) ako su detalji spajanja ili armiranja jednaki ili jos bolje tipizirani.
Svakako, suvremeni detalji gotovo uvijek preuzimaju momente torzije, pa rubne grede rostilja
mogu biti znacajno torzijski opterecéene.

Zanimljivo je spomenuti da se model rostilja nekada koristio za proracune slozenijih oblika ploca
koje nisu bile dostupne u tablicama. Takve ,diskretizirane ploc¢e“ najceS¢e su se proracunavale
metodom Crossa (relaksacijom ¢évor po ¢vor). Pokazimo sada kako analogija s rostiljem moze
posluziti za objasnjenje principa nosivosti ploce.
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19.3. Ploce

Ovaj ¢emo odjeljak posvetiti plocama, s tezistem na nekim posebnostima jer se temeljni principi
ponasanja ploc¢e obraduju u ranijim kolegijima poput Teorije elasti¢nosti i plasticnosti, Betonskih
konstrukcija i Metode konac¢nih elementa.

19.3.1. Uvod

Ploca je nosivi element ¢ija je najmanja izmjera (debljina) barem ¢etiri puta manja od prve vece
izmjere (kracega raspona).''? Primarna joj je uloga preuzimanje optereéenja okomitih na ravninu
koju ¢ine dvije vece izmjere (rasponi ploce). Moze biti oslonjena po rubovima, unutar raspona ili
mjesovito. Ovisno o nacinu podupiranja, prenosi optere¢enje u jednom ili dva smjera i predaje
ga na oslonce: stupove, rubne grede i/ili zidove. ,Na¢in podupiranja“ odnosi se ponajprije na
polozaje oslonaca i uvjete oslanjanja (zglobni, upeti ili opcéenito, popustljivi). Po tlocrtnome
je obliku najces¢e pravokutna ili kvadratna, ali moze biti i trokutna, kruzna ili prstenasta. S
napretkom numerickih metoda proracuna u praksi se sve ceS¢e pojavljuju ploce u obliku slozenih
geometrijskih likova. Najcesée se izvode u armiranome (rjede prednapetome) betonu ili celiku
(ortotropne ploce). Zanimljiv je podatak da u visokogradnji moze i do 50% ukupne koli¢ine
ugradenoga betona otpasti na ploce.

19.3.2. Analogija s rostiljem

Dobra svojstva rostilja s torzijskim spojevima mogu se iskoristiti za tvorbu ploc¢e. U prethodnom
smo odjeljku pokazali kako torzijski kruti spojevi i grede doprinose krutosti rostilja. Prema tome,
s pove¢anjem broja nosaca raste broj oslonaca svake grede, pa i krutost rostilja. Najveéu krutost
postizemo ako sve grede monolitno spojimo. Zbog toga mozemo znacajno smanjiti visinu ,,greda‘.
Time i izvedbu ¢inimo jednostavnijom jer eliminiramo veliki broj spojeva i slozenu oplatu, posebice
ako se radi o monolitnoj izvedbi. Tako dobivamo plocu.

Spomenuli smo da su zbog upetih spojeva grede rostilja i torzijski optere¢ene. Na slici 292. vidimo
da se u gredi (i) mora pojaviti moment torzije, jer postoji razlika kutova zaokreta, primjerice
AY = ), — ¥, koja uzrokuje uvijanje te grede. Taj, relativni zaokret nastaje zbog razlicitih pro-
giba greda () i (k). Ista pojava vrijedi za bilo koju gredu, uz iznimku onih koje leze u osima
simetrije rostilja. Plo¢u zapravo mozemo smatrati torzijski krutim rostiljem, ali torzijski spoj
djeluje u bilo kojoj tocki ploce. Prema tome, postoji analogija izmedu ploce i zamisljenog rostilja
s beskonacnim brojem spojeva medu neizmjerno uskim gredama, medusobno monolitno spojenih
po boénim stranicama (slika 293.). Kod rostilja je broj spojeva i greda konacan. Na taj se nacin
aktivira dodatna torzijska krutost u odnosu na rostilj, jer kod ploce torzijska upetost djeluje po ci-
jeloj boénoj stranici (kontinuirano, po jedinici duljine) zamisljene grede, a ne samo po popre¢nome
presjeku grede iz drugoga smjera. Zbog toga je ploca tanja od rostilja. U pravilu, omjer debljine h
i kracega raspona [y kod ploce iznosi oko h/l; = 1/40 i to ponajprije zbog zahtjeva uporabljivosti
(velicine progiba, toplinske i zvuéne izolacije etaza i slicno) i lakSega izvodenja (klizanja oplate,
dovoljnih zastitnih slojeva i manjih zahtjeva na frakcije, odnosno sastav betona). Zbog rezervi
koje posjeduju (vidjeti pododjeljak 19.3.5.), ploc¢e bi, uzimajuéi u obzir samo kriterij nosivosti
mogle biti i tanje. Osim opisanoga torzijskog mehanizma, u popreénome presjeku grede rostilja
djeluju i utjecaji od savijanja: popre¢na sila i moment u vertikalnoj ravini kroz os grede (slika
294.a i b). Prema analogiji, isti utjecaji, ali kontinuirano, postoje i u ploci (slika 294.c).
Mehanizam nosivosti ploce mozemo dodatno pojasniti jednostavnim primjerom. Zamislimo niz
prostih greda od kojih su samo srednje tri optere¢ene koncentriranim silama u sredini raspona
(slika 295.a). Ako grede nisu spojene tada ¢e srednje grede preuzeti svoja opterecenja, dok ostale

H27J slugaju veée debljine pretpostavke podmodela ploge uzrokuju znatne pogreske u razdiobi i iznosima defor-
macija i naprezanja pa problem moramo promatrati kao tijelo.
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Slika 292.: Kutovi zaokreta 9 u gredi rostilja s torzijskim spojevima

)

b)

Slika 293.: Od diskretne prema kontinuiranoj torziji: a) i b) diskretna — po bo¢noj stranici grede
rostilja, ¢) kontinuirana — po vertikalnome presjeku kroz plocu

nece sudjelovati u prijenosu tih sila, odnosno ostaju neoptere¢ene. Primijetimo usput da je pro-
blem staticki odreden. Svaku gredu lako rijesimo iz uvjeta ravnoteze. Zamislimo sada da su grede
medusobno zglobno spojene u sredini raspona (slika 295.b). Zglob mozemo ostvariti na vise nacina,
primjerice kuglom koja lezi u c¢asici. Time problem postaje jedanput staticki neodreden. Nepoz-
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Slika 294.: Unutarnje sile: a) u gredama rostilja, b) i ¢) doprinosi od savijanja u ploci

nanica je poprecna sila u spoju. (Primijetimo da je za male pomake uzduzna sila u spojevima
jednaka nuli. U to se lako uvjeriti ako postavljamo uvjet ravnoteze horizontalnih sila pocevsi od
krajnje grede.) Prema tome, rastavljanjem spojeva dobivamo djelovanja prikazana na slici 295.c.
Ako je rostilj u ravnotezi, tada i svaka greda mora biti u ravnotezi. Tada i rastav na slici 295.c
mora biti u ravnotezi. Pri tome, zbog postojanja sile F, mora biti Ty # T3. Znaci da je rezultanta
Fy, = T, — Tj ekscentri¢no polozena (djeluje izvan grede) u odnosu na opterecenje F», pa takav
slu¢aj mozemo prikazati silom F, i momentom M = F; - e koji djeluju u tezistu grede. Drugim
rije¢ima, radi se o rastavu na simetri¢ni i antimetri¢ni dio koji su prikazani na slici 295.d. Za
gredu u osi simetrije (greda 2) antimetriéni dio iS¢ezava, odnosno nema optereéenja momentom
torzije. Iz istoga razloga nema torzijskog djelovanja u uzduznome smjeru, jer svi spojevi leze u osi
simetrije. Poprecna je sila s jedne i druge strane koncentriranog djelovanja konstantna, a u neop-
tere¢enim je gredama jednaka nuli. Prema tome, opterecenje se u popre¢nome smjeru (duz presjeka
A—A) preuzima poprecnim silama i torzijom, a u uzduznome smjeru (duz raspona) savijanjem i
popre¢nim silama (grednim djelovanjem). U stvarnosti su grede medusobno monolitno spojene,
pa osim poprecnih sila u spojevima postoje i momenti savijanja ¢ija razlika doprinosi momentima
torzije. Prema tome i u popretnome smjeru postoji doprinos savijanja. S druge strane, takvim
spajanjem nastaju monolitne veze medu gredama i u uzduznome smjeru (zajednicke pobocke)
duz kojih se pojavljuju i momenti torzije (slika 293.c). Prema tome, spomenutim utjecajima od
savijanja treba pribrojiti dodatnu poprecnu silu i moment torzije od zglobnoga ucinka. Torzija
utjece na moment savijanja u uzduznome smjeru.

19.3.3. Unutarnje sile

Iz analogije s rostiljem jasno je da ploca u oba smjera preuzima vertikalno opterecenje (slika 296.
lijevo) kombiniranim djelovanjem poprecne sile, momenta savijanja i torzije koji se odreduju po
jedinici Sirine, a djeluju u srednjoj ravnini ploce (slika 296. u sredini). Znamo da unutarnje sile
nastaju integracijom naprezanja po visini presjeka (slika 296. desno). Tako momentima savijanja
i popre¢nim silama pripadaju linearna raspodjela normalnih (o, i 0,), odnosno paraboli¢na ras-
podjela posmi¢nih naprezanja (7, i 7y,) po visini, §to je poznato iz teorije savijanja Stapa. Za
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Slika 295.: Prijenos optere¢enja medu povezanim gredama: a) dispozicija, b) raspodjela sila na
mjestu spoja

dy l R }
g~ =
Myy ; Wi
e~ Ox
|
‘ \
tyz ay T\yx = z'xy

Slika 296.: Optereceni dio ploce (lijevo) s unutarnjim silama po jedinici duljine (sredina) i pripadnim
naprezanjima po diferencijalnome elementu (desno)

momente savijanja (m,, m,) i poprecne sile (g,, g,) mozemo pisati:

/2 h/2 h/2 h/2

My = / op2dz, my = / oyzdz, Gz = /szdz, ¢y = / Tyadz. (624)

—h/2 —h/2 —h/2 —h/2
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Slika 298.: Raspodjela reakcija za slobodno oslonjenu jednoliko optere¢enu plocu: a) po rubu, b)
u uglu

b)

Tp Medutim, momentima torzije pripada linearna raspodjela
posmicnih naprezanja 7y, = Tyx, odnosno vrijedi:

h/2 h/2
Myy = / Txy2dZ = Myy = / Tyx2dZ, (625)
—h/2 —h/2

| Ta = Tmex

pa se ne mozemo sluziti Stapnom analogijom. Poznato je
da momentima torzije pripada raspodjela posmicnih napre-
zanja po pravokutnome poprecnom presjeku stapa u obliku
polinoma treéeg stupnja (slika297.). Bit razlike moze se
uociti iz razlicitih rubnih uvjeta po bocnim stranama greda
roStilja i zamisljenih greda u ploc¢i. Zamisljene se grede
ne mogu uvijati poput greda rostilja jer im pobocke nisu
Slika 297.: Posmicna naprezanja po slobodne — sprijecene su susjednim ,,gredama‘.

presjeku grede

- b -

19.3.3.1. Razdioba unutarnjih sila: karakteristicni primjer. Raspodjele reakcija i unu-
tarnjih sila za zglobno oslonjenu, jednoliko optereé¢enu kvadratnu plo¢u prikazana su na slikama
298.—300. Prikazana su rjesenja u obliku redova trigonometrijskih funkcija (sinusa ili kosinusa).
U zglobovima se pojavljuje linijska sila, okomita na ploc¢u s ekstremom u polovistu raspona, pri-
bliznog iznosa pl/3. Prema teoriji tankih ploca u uglovima se pojavljuju vlaéne koncentrirane sile
pl?/15 koje sprjecavanju odizanje uglova — pojavu poznatu u slu¢aju slobodno poloZene ploce.
Uocimo da reakcije u uglovima nose priblizno 4/15 (oko 27%) ukupnoga optereéenja pl?. Osta-
tak moraju preuzeti kontinuirane reakcije po rubu. U sluc¢aju teorije debelih ploca (Reissner —
Mindlinova teorija) u blizini ugla se pojavljuje linijska sila relativno velikog iznosa (slika 298.b).
Spomenimo usput da je u ovome primjeru progib ploce 60% manji od progiba ekvivalentnog rosti-
lja s tlacno — vlacnim spojevima i pravokutno polozenim gredama. Smanjenje progiba treba
pripisati utjecaju medusobne torzijske upetosti zamisljenih greda koja povecava fleksijsku krutost
ploce. Kod rostilja s tlacno — vla¢nim spojevima takav doprinos ne postoji.
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Medutim, djelovanje torzije smanjuje i momente savijanja u ploc¢i. Primjerice, u presjeku kroz
simetralu paralelnu sa stranicom (slika 299.a) djeluje (samo) moment savijanja, ekstremne vrijed-
nosti pl?/21 u sredistu ploce. To je samo 76% iznosa u sredistu ekvivalentnog rostilja. Vrijednost
momenata je na rubovima jednaka nuli. Promjena duz okomite simetrale skicirana je isprekidanom
linijom.

U dijagonalnim presjecima (slika 299.b) takoder se pojavljuju samo momenti savijanja, ali u
uglovima jedne dijagonale postoje pozitivni, a druge negativni momenti savijanja istoga iznosa
(pl?/31), sto iznosi oko 70% momenta u sredistu ploce (pl?/21). Ovaj se utjecaj moze objasniti
upetoséu ugla, slicno rostilju s koso polozenim gredama (vidjeti odjeljak 19.2.4.). Spomenimo
jo§ da moment u polju iznosi 88%, a nad lezajem samo 39% momenta u odnosu na ekvivalentni
rostilj s dijagonalno polozenim gredama.

Slika 299.: Raspodjela momenata savijanja duz simetrala: a) paralelnih sa stranicama, b) u smjeru
dijagonala ploce

Ako promotrimo raspodjelu poprecnih sila ¢, (slika 300.a), najveée se vrijednosti pojavljuju u
sredini ruba ploce, a iscezavaju duz simetrale paralelne s rubom. Raspodjelu g, dobivamo rotaci-
jom prikazanog dijagrama za 90°. Tada poprecne sile iS¢ezavaju duz okomite simetrale. Kona¢no,
momenti torzije su najveéi u uglovima, a iS¢ezavaju duz simetrala paralelnih s rubovima ploce
(slika 300.b).

Kod AB ploca velikih raspona cesto je potrebno odrediti dodatnu armaturu u uglovima za pre-
uzimanje momenata torzije. Tvrdnju je lako obrazloziti ako moment torzije u blizini ugla (slika
301.a) prikazemo ekvivalentnim posmi¢nim naprezanjima (slika 301.b). Njihovim je djelovanjem
ugao napregnut tlacnim i vlaénim glavnim naprezanjima o; i 05. Okomito na vlaéno napreza-

Slika 300.: Raspodjela poprecne sile i momenta torzije u ploci
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nje moze doé¢i do nastanka pukotine u betonu, pa je ¢esto potrebna armatura koja se polaze u
smjeru vlaka. U slucaju celicne ploce, ponekad treba kontrolirati stabilnost lima zbog velikog
tlacnog naprezanja. Slicno je i na donjem rubu ploce, samo posmicna i glavna naprezanja mije-
njaju predznak. Prema tome, treba biti oprezan pri odredivanju smjera polaganja armature kod
ili postavljanju dodatnih ukruc¢enja kod ¢eli¢nih ploca.

armiranobetonskih plo¢a!!?

a)

Slika 301.: Djelovanje momenta torzije u uglu: a) detalj, b) ekvivalentna posmi¢na i glavna napre-
zanja

19.3.4. Pretpostavke o raspodjeli deformacija

Iako je uobicajeno pri analizama podmodela poceti od pretpostavki o raspodjeli deformacija ipak
smo, zahvaljujuc¢i analogiji s rostiljem, najprije pojasnili ponasanje ploc¢e na razini unutarnjih sila.
Cini se da i studenti lakse shva¢aju analize temeljene na raspodjeli sila jer ih mogu lakse predociti
nego raspodjelu deformacija. Naravno, unutarnje sile i deformacije nisu medusobno neovisne.
Povezane su zakonima ponasanja i pretpostavkama podmodela koje ipak narusavaju potpunu
kompatibilnost sila i deformacija. (Potpuna uskladenost postoji samo kod trodimenzionalnih
modela kontinuuma.)

U slucaju tankih ploca postoje dvije osnovne pretpostavke o raspodjeli deformacija (slika 302.):

e udaljenost bilo koje tocke od srednje plohe ne mijenja se prilikom deformiranja ploce. Prema
tome, deformacije su po visini ploce jednake nuli, odnosno debljina ploce prije i nakon
deformacija ostaje konstantna i

e tocke koje su prije deformacija lezale na normali srednje plohe i nakon deformacija ostaju
na toj normali.

Prva pretpostavka znaci da ploca pri deformiranju ne mijenja debljinu, odnosno vrijedi h = b/, pa
je prema tome €, = 0. Prema drugoj pretpostavci, u ravninama zz i yz (po visini ploce) nema
dodatnog naginjanja (otklona od pravog kuta), niti vitoperenja normale. Prema tome vrijedi:
Vxz = 017y, = 0. Druga je pretpostavka u skladu s poznatom Kirchhoffovom teorijom tankih ploca.
Ako je dopusteno dodatno naginjanje normale (bez vitoperenja) tada su 7y, = const. i vy, = const.,
sto je u skladu s Reissner—Mindlinovom teorijom umjereno debelih ploca. Postoje jos slozenije
teorije kojima se uzima u obzir i vitoperenje normale po visini. Tada su deformacije vy, i vy, neke
funkcije po visini ploce. Medutim, takve se teorije rijetko rabe u inzenjerskoj praksi jer su cak i za
vrlo velike debljine ploc¢a odstupanja normale od pravca vrlo mala. Vazno je naglasiti da su obje

13 Torzijska se armatura moze postaviti i uz armaturu potrebnu zbog savijanja. Tada moramo rastaviti koso
djelovanje u smjeru bridova ploce.
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a)

<)

4 ! :

Slika 302.: Pretpostavke o deformacijama tankih plo¢a: a) nedeformirano stanje, b) deformirano
stanje, c¢) deformacije u ravnini zz, d) raspodjela naprezanja o,

pretpostavke priblizne, ali su za uobicajene debljine ploca vitoperenje, a posebno promjena debljine
zanemarivi. To je lako ustanoviti usporedbom poluanalitickih rjesenja (razvijenih u redove) i
numerickih rjesenja trodimenzionalnih modela jednoliko optereéenih plo¢a!'# s onima iz specijalnih
teorija, kako se ¢esto nazivaju pristupi temeljeni na vise ili manje prikladnim pretpostavkama o
komponentama deformacija.

Ako promotrimo presjek ploce kroz ravninu zz (slika 302.c) vidimo da je nagib tangente na pro-
gibnu plohu odreden s Ow/dz, a prema Kirchhoffovoj teoriji to je i nagib koji zatvaraju normale na-
kon deformacija. Iz slike je lako uociti da su horizontalni pomaci tocaka odredeni s u = —z0w/dx
iv=—2z0w/dy, gdje je z udaljenost promatrane tocke (oznacene jedinicom) od neutralnog sloja.
Prema izrazima za deformacije (6) dobivamo:

_ Ou 0w v 0%w _Ou v 0w

== S = b = 9, P 2
Ox "o v oy Z@yQ’ ey 8y+8x Z@mf)y (626)

€z

gdje je posljednji izraz odreden uz uvjet: 0*w/(dxdy) = 0*w/(dydx). Zamjecujemo da se prema
teoriji tankih ploca svaki horizontalni sloj nakon optereéenja nalazi u stanju ravninskih deforma-
cija koje se po visini mijenjaju linearno (ovisne su o z). (Prema usvojenim pretpostavkama tri
komponente deformacija su jednake nuli, a tri su odredene izrazima (626)). Ako za ravninsko

H4kojima se ne uzimaju u obzir pretpostavke o raspodjeli deformacija
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stanje deformacija provedemo analizu naprezanja dobivamo:

E 0+ ve,) Ez [0*w N 0*w
Oy = 77— 5 & v = - v 5
1—0v2 Y 1 —v2 \ 022 Oy?
E Ez [0*w 0*w
Uy:m(gy—{_ygx):_l—lﬁ (83;2 +V8x2)’ (627)
0*w

Txy = GYxy = —QGZaxay.
U ovim su jednadzbama deformacije zamijenjene izrazima (626). Vidimo da naprezanja linearno
ovise 0 z, odnosno linearno su raspodijeljena po visini ploce (slika 296. desno). Posmi¢na na-
prezanja Ty, 1 Ty, odreduju se samo iz uvjeta ravnoteze ) z = 0. Iz slike 296. u sredini vidimo
da posmic¢na naprezanja moraju uravnoteziti vanjsko optereéenje p(z,y). Njihova je raspodjela,
zbog linearne raspodjele normalnih naprezanja, paraboli¢na po visini; dakle identicno Stapnoj
teoriji. Primijetimo da bi prema pretpostavci o raspodjeli deformacija (7, = 01 7y, = 0) i po-
smicna naprezanja 7y, = G7x, 1 7y, = G7y, trebala biti jednaka nuli (naravno G # 0). Dakle,
elementarna kocka bi se trebala deformirati samo u ravnini xy, paralelno s gornjom i donjom
plohom ploce. Ostali bi kutovi trebali ostati pravi (slika 50.c). (Podsjetimo se da su deformacije
v mjere otklona bridova elementarne kocke od pravoga kuta.) Medutim, iz uvjeta ravnoteze smo
dobili da posmi¢na naprezanja pa onda i deformacije ipak moraju postojati. Ova kontradikcija
nastaje zbog netocne (ali ipak dovoljno dobre) pretpostavke o nedeformabilnim normalama po
visini ploce. Prema pribliznome (zbog konacnog broja ¢lanova reda) trodimenzionalnom rjesenju
deformacije 7, 1 7y, moraju imati raspodjelu u obliku hiperbolnih funkcija. Njima pripada raspo-
djela posmicnih naprezanja u obliku istih funkcija. (Prema tome, paraboli¢na je razdioba prema
Stapnoj teoriji takoder priblizna.) Tada su sve veze trodimenzionalne teorije elasti¢nosti izmedu
naprezanja i deformacija u suglasju, odnosno nema kontradikcija.

Primijetimo da za ravninsko stanje deformacija postoji i komponenta naprezanja o, = v(o, + oy)
koja je zbog linearne raspodjele naprezanja o, i o, po visini presjeka takoder linearna. Spomenuli
smo da je rjesenje hiperbolna funkcija (slika 302.d) jer su i oblici naprezanja o, i o, funkcije toga
oblika. Svakako, radi se o vrijednostima naprezanja koje na gornjemu rubu ploce iznose najvise
do 15% iznosa u smjeru x ili y (uobicajeno do 5%) pa se obi¢no zanemaruju. Izuzetak su koncen-
trirana opterecenja velikog iznosa u ¢ijem se okoliSu moraju primijeniti to¢nija trodimenzionalna
rjeSenja kod kojih i doprinos o, moze biti znac¢ajan. Problemu se moze pristupiti i numericki:
lokalnim prostornim modelom temeljenim na volumnim konacnim elementima na koje se, podalje
od koncentrirane sile, nastavljaju konacni elementi tanke ploce. Vezu medu elementima je najlakse
ostvariti primjenom kinematickih ogranicenja.

Spomenimo jo§ da prakticna primjena teorije umjereno debelih ploca postoji pri projektiranju
izrazito opterecenih objekata poput primjerice baterije silosa (slika 303.). Tada je debljina temeljne
ploce (do 2m) i prve ploce ispod ¢elija (do 1 m) znacajna u odnosu na raspon oslonaca (bridova
¢elije 1 stupova; oko 6 m), pa doprinos posmika moze biti znacajan.

Spomenimo jos da, sli¢no rostilju, dvosmjerna nosivost ploce opada s povecanjem jednog raspona
(vidjeti tablicu 4). Jednostavno, utjecaj Poissonovog koeficijenta!'® na momente savijanja najvedi
je za kvadratnu plocu L, /L, = 1, (moment iznosi pL?/21), opada s pove¢anjem omjera L, /L, (veé
za L,/L, =2, m, = 2m,), a u granicnome slucaju L, /L, — oo (traka) nosivost je duljeg smjera
vrlo mala, a maksimalni moment u kra¢em smjeru iznosi m, = 1/8pL2 (slika 304.). Primijetimo
da je moment u duljem smjeru m, = vm, = 0,3-0,125pL2 = 0,0375pL2.

H30dgovornog za doprinos drugog smjera: m, = —D(0?w/dz?* + vd?w/dy?) i m, = —D(0*w/0y? + vd*w/dx?),

gdje je D = ER3/(12(1 — /v?))
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Slika 303.: Baterija silosa za cement u TC Holcim, Koromacno
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Slika 304.: Moment u sredini pravokutne jednoliko optereéene zglobno oslonjene ploce (v = 0, 3):
a) ovisnost o omjeru raspona, b) dispozicija

19.3.5. Rezerve nosivosti u plocama

S porastom unutarnjih sila i progiba rastu utjecaji materijalne i geometrijske nelinearnosti koji
doprinose povec¢anju nosivosti ploce. Zbog prostornog preuzimanja optere¢enja nastaje vrlo ucin-
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a)u

Slika 305.: Slom zglobno oslonjene armiranobetonske ploce: a) kvadratne, b) pravokutne. Prilikom
pokusa jednoliko je opterec¢enje aproksimirano ve¢im brojem koncentriranih sila

kovita preraspodjela naprezanja koja osigurava velike rezerve nosivosti, puno ve¢e nego u slucaju
grednih nosaca. Pojasnimo ove u¢inke na jednostavnim primjerima.

19.3.5.1. Rezerve zbog materijalno nelinearnih ucinaka. Ako je staticki sustav vises-
truko staticki neodreden, a materijal posjeduje duktilna svojstva (nije krhak),''% postoje dodatne
rezerve nosivosti presjeka i citave konstrukcije.

Promotrimo najprije primjer kvadratne, zglobno oslonjene, jednoliko optere¢ene ploce. Neka su
rasponi ploce a, debljina h, a vertikalno optereéenje iznosa ¢q. Najve¢i moment u sredini ploce,'”
iznosi M., = 0,048ga?, odnosno pripadno naprezanje (oboje po jedinici Sirine, b = 1):

Mypae 0,048 ga2 2
— - aa :0,288q(9> .

Tow = = g - (628)

Ako opterecenje raste do iznosa g, koje uzrokuje tecenje gornjeg i donjeg ruba poprecnog presjeka
ploce, naprezanje rubnih vlakana dostize granicu tecenja f,. Smjenama q¢ = ¢, 1 Omax = fy 1z
prethodne formule dobivamo maksimalnu rezultantu optereéenja koju preuzima ploca na granici

tecenja:
2

h
Qy = qy CL2 = mfy = 3747 h2fy. (629)

To je ujedno i najvece optereéenje koje moze preuzeti ploca dimenzionirana po linearnoj teoriji
elasti¢nosti. Daljnjim povecanjem optereéenja rastu progibi i pocinje plastifikacija srednjeg pre-
sjeka ploce (mjesto najveéeg momenta), od gornjeg i donjeg ruba prema neutralnoj ravnini. Pot-
punom plastifikacijom nastaje tockasti plasticni zglob, ali, za razliku od grede, ploca ne gubi
nosivost. S daljnjim porastom optere¢enja na slican nacin pocinje istodobno plasticno popusta-
nje presjeka, dominantno duz dijagonala, od sredine prema uglovima ploce (slika 305.). Gledano
idealizirano, na taj nac¢in nastaju ¢etiri linijska plasti¢na zgloba (pravci tecenja). Tek tada su re-
zerve nosivosti ploce iscrpljene i nastaje slom.!'® Plo¢a postaje mehanizam koji ¢ine éetiri zglobno
povezane trokutne ploce (slika 306.a). Odredimo opterecenje koje uzrokuje takvo stanje. To je

H6Duktilnost gradevinskog celika i armature jedan je od temeljnih zahtjeva svih propisa za celi¢ne i betonske
konstrukcije.

H7vidjeti tablice nekog priru¢nika za dimenzioniranje plo¢a

18Ako uzmemo u obzir i geometrijsku nelinearnost postoje dodatne rezerve nosivosti. O tome u sljedeéem
pododjeljku.
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Slika 306.: Plasti¢ni slom zglobno oslonjene, jednoliko opterecene pravokutne ploce: a) oblik sloma,
b) opterecenje pri slomu, ¢) ravnoteza dijela plo¢e u trenutku sloma

ujedno i najvedi iznos koji preuzima plo¢a dimenzionirana prema jednostavnoj teoriji plasti¢no-
sti. U trenutku otkazivanja nosivosti, trokutni dio plo¢e preuzima ¢etvrtinu ukupnog optereé¢enja
Q, = q,a* koje uzrokuje slom (slika 306.b). Plosno optere¢enje pri slomu jest g,. Moment pune
plasti¢nosti po jedinici sirine ploce, duz bridova OA i OB iznosi My, = (h*/4)f,. (Kao moment
nosivosti pravokutnog popreénog presjeka grede visine h i Sirine b = 1.) Prema uvjetu ravnoteze
momenata oko lezajnog brida AB, moment vanjskog opterecenja 1/4 @Q,(a/6) = 1/24Q,a mora
biti u ravnotezi s momentima duz bridova OA i OB. Ukupni je moment duz jedne dijagonale
(slika 306.c) v/2/2aM,, a komponenta u smjeru brida AB iznosi:

2
5 5 1
Mpg acos45° = M, (%_) a=5Mya. (630)

Prema tome, iz Y M,p = 0 dobivamo:

1
%ﬂ(wpa), odnosno: @, = 24M, = 6h’f, (631)

Ako posljednju formulu usporedimo s formulom (629) dobivamo:

6
% =g =L (632)
Yy )

sto predstavlja rezervu nosivosti od 73%.
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Slika 307.: Plasticni slom upete, jednoliko opterecene pravokutne ploce: a) oblik sloma, b) rav-
noteza dijela ploc¢e u trenutku sloma

Za plo¢u upetu duz rubova, najprije nastaju plasticni zglobovi u sredinama oslonaca (mjesta naj-
ve¢ih momenata) i potom se 8ire prema uglovima. Tada ploc¢a postaje zglobno oslonjena i pocinje
plasticno popustanje uzduz dijagonala od sredine prema uglovima ploce kako smo prethodno
opisali. Ravnotezi momenata oko ruba AB treba jos pribrojiti i momente pune plasti¢nosti duz te
stranice:

1 1
2(5 va) + Mpa = 5@ odnosnor Q) = 48M, = 12h%f,. (633)
Najvece naprezanje kvadratne, upete ploce jest u sredini oslonca:
0,051ga? a2
e = ot = —0,307q (1) 634
7 h2/6 “\n (634)

pa na granici tecenja (za ¢ = g, 1 Omax = fy) iz prethodne formule slijedi:

h2
Q, = q,a* = 0307 fy = 3,26h°f,. (635)
S obzirom na (633) dobivamo:
12
% = 396 = 3,69. (636)
Y )

Prema tome, upeta ploca posjeduje rezervu nosivosti od 269%. Iznos je puno veéi od onoga za
zglobno oslonjenu plocu jer upetost oslonaca povecava staticku neodredenost.
Promotrimo jos rezerve nosivosti u kruznoj, slobodno oslonjenoj i jednoliko optere¢enoj ploci.
Nakon tvorbe tockastog zgloba u sredistu ploce, nastaje istovemeno plasticno popustanje u svim
radijalnim pravcima. Prema tome, mozemo promatrati ravnotezu bilo kojeg, pa i vrlo uskog,
isjecka ploce. Projekcija momenata duz bridova u smjeru tangente na sredisnju tocku oslonackog
brida iznose (slika 308.):

2M,Rsin6 ~ 2M, R0, (637)

jer zbog uskog odsjecka f smatramo malim kutom (sinf =~ ). Rezultanta najveéeg opterecenja
koje moze preuzeti isjecak ploce iznosi:

0
Qp,isj = RQWQp ; = RQ@Q}% (638)
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Slika 308.: Ravnoteza isjecka slobodno oslonjene, jednoliko optere¢ene kruzne ploce pri iscrpljenju
nosivosti

jer se povrsine isjecka i ploce odnose kao Aigj/Akruga = 0/m. Prema tome, moment vanjskog
opterec¢enja oko tangente na srediSnju tocku brida iznosi:
R OR3
R, (§> =, (639)

odnosno, iz uvjeta ravnoteze momenata u smjeru spomenute tangente, > M,, = 0, dobivamo
q,R* = 6M,, pa je iznos rezultante optereéenja u trenutku sloma:

h2
Q, = R*nq, = 67 M, = 67 4f Y =4, 72h% f,. (640)
Najvece naprezanje u sredistu ploce jest:
0,051qa? 2
T = TZ“ — 0,307g (%) . (641)

Radi se o istoj vrijednosti kao za kvadratnu, upetu plo¢u raspona a = 2R. Tome je razlog
priblizno ista deformacija neutralne ravnine kvadratne, upete i u nju upisane zglobno oslonjenje
kruzne ploce. Razlog tome su prakticno nedeformabilni uglovi upete ploce. Kao i u ranijim
primjerima, na granici tecenja vrijedi ¢ = ¢, 1 Omax = fy, pa iz prethodne formule dobivamo:
q,a* = f,h?/0,307. Rezultanta opterecenja iznosi:

a\?2 7 h?
= (= = ————f, =2,53h%f,. 642
Usporedbom opterec¢enja pri iscrpljenju nosivosti i na granici tec¢enja dobivamo:
Q, 4,72
2P 22 2 —1.87 643
Q, 2,53 Y (643)

Sto znaci da zglobno oslonjena ploca posjeduje rezervu nosivosti od 87%. Ako je ploca upeta,
tada momentu oko tangente na sredisnju tocku oslonackog brida treba dodati i moment upetosti
duz toga brida, pa dobivamo:

q,0R?

2M,RY + M, R(26) = T2, (644)
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Slika 309.: Progib kruzne jednoliko opterec¢ene i slobodno oslonjene ploce

iz cega slijedi ukupno opterecenje pri slomu:
2 2 h’ 2
¢yR* = 12M,, odnosno: @, = R°mq, = 127M, = 127rzfy =9,44h%f,. (645)
Maksimalni je moment na rubu ploce (kao kvradratne upete ploce raspona 4/5a) i iznosi:

2

Tonin = —(J,ozﬂhqzl/6 — 0,199 (%)2 pajer qa® = —gyi’; (646)
Na granici tecenje iz prethodne formule dobivamo:
0= (&) ma= T, o7
Sto uz (645) daje rezervu nosivosti:
g_f; = Z% — 2,29, (648)

Razlog znacajnih rezervi nosivosti jest preraspodjela naprezanja duz niza poprecnih presjeka koji
tvore pravce plasticnog tecenja. Na taj nacin nastaju linijski plasticni zglobovi. Kod greda
postoje samo koncentrirani (tockasti) zglobovi koji nastaju u kriticnim presjecima po visini nosaca.
Rasprostiranje plastificiranog podruc¢ja po duljini je vrlo malo u odnosu na raspon grede. Zbog
toga su rezerve nosivosti linijskih nosaca puno manje od prostornih. Vidjeli smo da zglobno
oslonjena ploca posjeduje rezervu nosivosti od oko 75%. Prosta greda pravokutnog popreénog
presjeka posjeduje rezervu od 50%.

19.3.5.2. Rezerve zbog geometrijski nelinearnih uc¢inaka. Promotrimo kruznu, jedno-
liko optereé¢enu plocu, ¢iji su zglobni oslonci horizontalno pomicni. (Skicirajte raspored lezajeva
tako da postoje jednaki radijalni pomaci svih tocaka ruba, uz istodobnu sprijecenost pomaka ploce
kao krutog tijela.) Pod djelovanjem optereéenja u sredistu ploce nastaje progib 4, a rub ploce se
pomakne za a —b. Ako aproksimiramo presjek progibne plohe i vertikalne ravnine kruznim lukom,
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uz pretpostavku malog kuta 26 (tada je sinf =6 — 63/6 i cosf = 1 — 6%/2), vrijedi:

2

d = R(1 — cos®) :%, a = R0,

93
b:RsinezR(Q—E)

(649)

Rub ploce se mora skratiti ako iz poc¢etnog polozaja s ve¢im radijusom a dolazi u polozaj s manjim
radijusom b. Prema tome, relativno skraéenje opsega ruba jest (promatramo konacni i pocetni
polozaj ploce):

_ 2rb—2ma b—a RO—ROP/J6—-RI 6

= T ona a RO 6 (650)
Ako umjesto 6 uvrstimo prvi izraz iz (649) dobivamo:
1 /20 o
= | =) =—-——. 1
=% (R) 3R (651)

Uz zanemarenje Poissonovog ucinka (kao da promatramo zicanu aproksimaciju ploce sastavljenu
od prstenastih i radijalnih zica), dobivamo centri¢no tlaéno naprezanje u oslonackom bridu:

E§
09 = Ee’:‘g = 3R (652)
Buduci da se ne skra¢uje samo rubno nego svako prstenasto vlakno, u ¢itavoj plo¢i nastaju prste-
naste tlacne, a u radijalnom smjeru vlacne sile. Uc¢inak vla¢nih sila dodatno je pojacan ako rub
ploce nije pomican. Razvoj membranskih sila ¢ini plocu kru¢om. Takve sile nastaju jer srednju
ravninu ploce nije moguée razviti u progibnu plohu bez dodatnih deformacija (rastezanja i steza-
nja). Zapravo, to je moguce uciniti samo u izuzetnim slucajevima oblika, opterecenja i oslanjanja
ploce. Primjerice, jednoliko opterec¢ena, preko dvije nasuprotne stranice zglobno oslonjena ploca,
deformira se u obliku cilindri¢ne plohe koju mozemo dobiti iz ravnine bez dodatnih deformacija.
Prema tome, ako pomaci rubova nisu sprijeceni u takvoj plo¢i nema membranskih naprezanja.
Slicno tome, ni u prostoj gredi nema uzduznih naprezanja sve dok pomicni lezaj ne ucinimo fik-
snim. Primijetite da se, za razliku od spomenutih primjera ploce i grede, u plo¢i mogu razviti
membranske deformacije i naprezanja iako rub nije pridrzan u radijalnom smjeru.

19.3.6. Zakljuéno o plocama

Iz prethodnih je poglavlja ocito da ploc¢a predstavlja vrlo uc¢inkoviti staticki sustav. Pridodamo
li tome jednostavniju izvedbu od rostilja (nema slozene oplate i armaturnih koseva potrebnih za
izvedbu greda) i dobra toplinska odnosno zvuéna izolacijska svojstva (koja je najbolje ostvariti
dovoljnom debljinom), jasna je popularnost plo¢a u suvremenoj visokogradnji. Poznato je da
oko 50% materijala i 60% troskova izvedbe suvremene zgrade otpada na ploc¢e. Problem velike
kolicine oplate i brojnih podupiraca koji povecavaju troskove i produljuju izvedbu ab ploca moze
se dijelom rijesiti izvedbom suvremenih spregnutih ploca kod kojih se (najcesée metalna) oplata
spreze s betonom i postaje dijelom nosivog sustava (dodatak armaturi), pa nema potrebe za
njenim uklanjanjem. Slicnu ulogu imaju i ¢elicne grede koje se brzo postavljaju, sprezu s plocom
i istodobno sluze kao nosaci oplate, pa je podupiranje minimalno ili uopée nije potrebno. Upravo
zbog ubrzanja i pojeftinjenja izvedbe danas se sve vise odustaje od uporabe monolitnih greda
(unutarnjih ili rubnih) i kapitela koji podupiru ploce. Umjesto toga se izvode nesto deblje ploce,
izravno oslonjenje na stupove, pa je ¢esto potrebna kontrola proboja (posebno rubnih i uglovnih
stupova).
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Slika 310.: Uzduzno opterecene ploce: a) zbog horizontalnih djelovanja, b) zbog vertikalnih djelo-
vanja

Ploc¢e imaju znacajnu ulogu u dinamici konstrukcija jer velika uzduzna krutost u horizontalnim
ravninama standardnih dispozicija zgrada ucinkovito aktivira zidove i okvire u prijenosu hori-
zontalnih djelovanja i osigurava zajednicko sudjelovanje tih elemenata. Zbog toga se cesto rabi
kinematicko ograni¢enje prema kojemu plocu smatramo aksijalno krutom. Ipak, kod izduzenih
dispozicija zgrada (pri omjeru stranica jedan prema cetiri i vise) treba biti oprezan s uvodenjem
takve pretpostavke. Savijanje ploce optere¢ene vjetrom ili potresom u vlastitoj ravnini tada moze
biti znac¢ajno (slika 310.a). Drugim rije¢ima, ponaSanje u horizontalnoj ravnini moze se opisati
podmodelom visokostijenog nosaca ili (najcéesée Timosenkovog) stapa. Slicni zakljucci vrijede ako
postoji problem stabilnosti ploce (primjerice tlacne zone pri savijanju) ili u ploéi djeluju uzduzne
sile od prijenosa vertikalnog opterec¢enja. Primjerice, ako su u viseetaznom objektu ploce objesene
o zidove tada u donjim etazama djeluju kao zatege (optereéene vlacno), a u gornjim kao razupore
(opterecene tlaéno), pa ne smijemo rabiti pretpostavku o apsolutno krutom ponasanju u vlastito]
ravnini (slika 310.b). Tome, naravno, treba pridodati i klasiéni utjecaj savijanja od vertikalnih
djelovanja na rasponu jednakom razmaku zidova.
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19.4. Zidni nosaci

Zidnim (ili stijenim) nosac¢ima zovemo podmodele ¢ija je debljina puno manja od ostalih dimenzija
—raspona i visine (slika 311.a). Iako se poput ploca radi o plognim tijelima, primarna im je zadaca
u statickim sustavima zgrada preuzimanje optere¢enja u vlastitoj ravnini. Buduéi da se radi o
ravnini vece krutosti, mozemo naslutiti uc¢inkovitost koja se krije u ovim nosivim elementima.
Od vertikalnih opterecenja koja djeluju u ravnini zida (preciznije, simetricno po debljini zida)
treba istaknuti vlastitu tezinu, njegove slojeve, konstrukciju fasade i reakcije od katnih ploca.
Od horizontalnih sila dominantan utjecaj imaju vjetar i potres. (Treba napomenuti da zidovi
preuzimaju i optere¢enja koja djeluju okomito na njegovu ravninu, poput potiska tla, materijala u
bunkerima ili pritiska vjetra. Prema analogiji s plocama ocito se mora pojaviti znacajno savijanje
zida oko slabije osi. Medutim, u dobrim dispozicijama zgrada, ponajprije s uzduzno krutim
plocama, takvi uéinci nisu izrazeni.) Da bismo usvojili podmodel zida treba uvesti jos neke
pretpostavke koje su tocnije sto je debljina zida prema ostalim dimenzijama manja.

2y
\
By,

X
R\\Q\ﬂ/
2)

Slika 311.: Zidni nosa¢: a) dispozicija, b) naprezanja na vanjskim plohama, c¢) posmi¢na naprezanja
po bridu

|
Ay

/iy

19.4.1. Pretpostavke proracuna

Ako smatramo da nema opterecenja po bo¢nim plohama zida (za koje je z = £d/2) tada, zbog
uvjeta ravnoteze, vektor totalnog naprezanja mora biti jednak nulvektoru (pododjeljak 4.2.7.2.),
odnosno komponente naprezanja o, T,; i 7., su u svim tockama zidnog lica jednake nuli (slika
311.b). Prema tome i promjene tih naprezanja po vanjskim plohama (odnosno sve parcijalne deri-
vacije po koordinatama z i y) moraju biti jednake nuli. To znaci da su 07,,/0x = 01 07, /0y =0
pa iz treéeg uvjeta ravnoteze u (17)

OTop  OTyy Oo,
+ +

ox oy 0z

dobivamo i do,/0z = 0 jer je i volumno optereéenje u smjeru normale f, = 0. Zbog zakona o
uzajamnosti posmicnih naprezanja komponente 7., i 7,, moraju duz bridova takoder biti jednake
nuli (slika 311.c). Problem je simetri¢nog oblika i optereéenja pa je funkcija o, (o, yo, ) simetri¢na
(parna) po debljini zida (slika 312.a), a naprezanja 7,.(Zo, Yo, 2) 1 7y.(Z0, Yo, 2) moraju u srednjoj
ravnini biti jednaka nuli (slika 312.b).1 Inace nastaju antimetri¢ne deformacije elementarnog vo-

— f.=0 (653)

19Tz argumenata funkcija mozemo uoé¢iti da se radi o prikazu naprezanja duz normale &iji je polozaj odreden
koordinatama (xg, yo)-
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Slika 312.: Raspodjela naprezanja po debljini zida: a) normalnih, b) posmi¢nih

lumena — srednje ravnine, koje zbog uvjeta simetrije nisu dopustene. Stovise, vrijednosti funkeija
Tp» 1 Ty, moraju biti antimetricne (neparne) po debljini jer zbog translacijskog uvjeta ravnoteze
dijela zida u smjeru normale i rotacijskih uvjeta oko ostale dvije osi integral tih naprezanja mora
biti jednak nuli (problem je simetri¢an, bez opterecenja okomitog na lice zida). To¢nim trodimen-
zijskim rjeSenjima i pokusima je dokazano da ove funkcije ne mogu poprimiti velike vrijednosti ako
se radi o maloj debljini zida, bez izrazitih optereéenja po popreénom presjeku.'?® Prema tome,
komponente naprezanja o, 7., 1 7,, mozemo zanemariti, pa se svaki sloj paralelan s vanjskim
plohama zida nalazi u stanju ravninskog naprezanja (slika 313.a). Stovise, u slu¢aju male debljine

K~ d/2 neutralna
: AN W S~ ravnina
N
' %
f

sloj

Slika 313.: Podmodel zida: a) usvojeno stanje naprezanja, b) pripadno stanje deformacija

zida, preostala se naprezanja slabo mijenjaju po presjeku, pa ih smatramo konstantnima, odnosno
jednakim prosjeku vrijednosti koje poprimaju po debljini. Znaci, naprezanja o, o, i 7, ne ovise
o koordinati z ve¢ samo o x i y. Uoc¢imo da, za razliku od Stapnih podmodela, moramo uzeti u
obzir komponentu naprezanja o, okomitu na uzduznu os zida. Stovise, razdioba toga naprezanja
izrazito ovisi o tome da li je nosa¢ optere¢en po gornjem ili donjem rubu sto kod Stapnih modela
nije vazno. Sto se deformacija (za ravninsko stanje naprezanja) tice, smatramo da se bilo koji sloj

120Tpak postoje iznimke u podruéju lezaja. O njima nesto kasnije.
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Slika 314.: Glavna normalna naprezanja: a) polozaj u tocki, b) oblik trajektorija

deformira samo u vlastitoj ravnini, odnosno dominiraju komponente:

1 1 . oy 2(14)
£; = —=(0, —voy), £y = E(ay—yax) i Yoy = Ey ==

z Tz (654)
Tocnijim trodimenzijskim rjesenjima i pokusima je dokazano da su deformacije u smjeru normale
e, = —v/E(0o, 4+ 0,) vrlo male (slika 313.b).*?! (I intuitivno je jasno da nema znacajne promjene
debljine zida pri deformiranju, posebno ako se radi o uobi¢ajenim gradevinskim materijalima.)
Prema tome, takvu deformaciju mozemo zanemariti, odnosno svaki sloj ostaje ravan i paralelan
sa srednjom ravninom zida. Time zanemarujemo pomake w okomite na srednju ravninu'??, a

pomake u i v u ravnini zida smatramo slabo promjenljivim i time konstantnim po debljini.

19.4.2. Analiza glavnih naprezanja

Stanje naprezanja u bilo kojoj tocki zida (z,y) u potpunosti je odredeno komponentama o, o, i

Tzy 12ko mozemo rabiti i vrijednosti glavnih naprezanja (slika 314.a)'%3
1 1
012 = 5(% +o0,) £ 5\/(0:,; —0y)? + 472, (655)
koja djeluju pod kutom
21,
tan2a = — L (656)
Oy — Oy

prema osi z. Kut je takoder ovisan o koordinatama x i y. Ravnine djelovanja glavnih naprezanja
medusobno su okomite, a posmicne vrijednosti u njima iS¢ezavaju. Smjerovi glavnih naprezanja
(s predznacima) i promjena kuta « zorno se prikazuju trajektorijama — linijama ¢ije tangente
odreduju pravce djelovanja glavnih naprezanja (slika 314.b). Primijetimo pojavu lu¢nog djelova-
nja i koncentraciju trajektorija u podruc¢jima vecih krutosti (lezajevi). Raspodjela je logicna jer

121podsjetimo se, u skladu sa slikom, da e, €y 1 €, uzrokuju promjenu duljina bridova kvadra a, b i ¢, a vzy
promjenu pravog kuta medu bridovima koji leze u vanjskim ravninama zida.

1228t ovise, zbog uvjeta simetrije za sve tocke srednje ravnine vrijedi w = 0

123Tako je u armiranome betonu prirodnije, zbog jednostavnijeg oblikovanja i polaganja sipaka armature ili mreza,
pratiti smjerove = i y, analizama glavnih smjerova mozemo uoc¢iti lokalna, prostorno (ne ravninski) naprezana
podrucja zida gdje treba odustati od pretpostavke o malim vrijednostima triju komponenata naprezanja po debljini.
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Slika 315.: Izolinije jednakih vrijednosti glavnih naprezanja: a) naprezanja oy, b) naprezanja o

su luéni oblici prirodan nacin prijenosa opterecenja u visokim nosac¢ima, a kruc¢a podruéja (upori
luka) preuzimaju vise optereéenja, pa su i jace naprezana. Bududi da trajekorijama (bez dodatnih
analiza) nisu odredeni iznosi glavnih naprezanja (osim $to gusée trajektorije znace vise naprezana
podrucja, a krivljenje trajektorija porast naprezanja u okomitom smjeru), ¢esto se prilazu i li-
nije jednakih vrijednosti oy i 09 (izolinije glavnih naprezanja) kojima, pak, nisu definirani glavni
smjerovi (slika 315.). Primjenom opdéih izraza za glavna posmi¢na naprezanja

1 1 ) 1
T1 ::|:§<O'2—0'3), T2 ::l:§(0'3—0'1) 1 7'3::‘25(0'1 —0'2), (657)
mozemo iz glavnih normalnih vrijednosti (uz o3 = 0) odrediti i ekstremne posmi¢ne iznose za zidni
nosa¢ (slika 316.a):
1 1 . 1
T = :i:_O'Q, Ty = F=<01 1 T3 = :E—(O'l — 0'2), (658)
2 2 2
koje je takoder moguce zorno predociti trajektorijama i izolinijama. Naprezanje 73 mozemo odre-
diti i izrazom:

1
ry =t /(0. — 0,2 + 472, (659)

a djeluje u ravninama ¢ije normale zatvaraju kut od 45° sa smjerovima glavnih naprezanja o i o9
(slika 316.b). Naprezanje 73 je mjerodavno (veée od 71 i 75) ako oy i 09 imaju razlicit predznak,
sto prevladava u slucaju izrazitog savijanja zida oko jace osi presjeka (slika 315.). Naprezanja
71 ili 7 postaju mjerodavna ako su glavna naprezanja istog predznaka (ovisno koje je vece).
Takvo se stanje naprezanja ¢esto pojavljuje lokalno, primjerice u podrucju lezaja (slika 315.), pa
treba preuzeti posmi¢na naprezanja po debljini zida (U armiranom betonu se podruéje zida oko
lezaja ovija vilicama). Naravno, u ravninama ekstremnih posmic¢nih naprezanja djeluju i normalna
naprezanja

1 1 . — 1
ai=gloetoy),  T=gloito) 1 T =g(o o), (660)

koja uz o3 = 0 postaju (slika 316.a)

_ . _ 1
01 = —09, 7y = 501 1 Oy = 5(01 + 09). (661)
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Slika 316.: Razdioba glavnih posmi¢nih naprezanja: a) u prostoru, b) u ravnini

Zamijetimo da je normalno naprezanje a3 # 0, a iS¢ezava samo u slucaju ako je o9 = —oy,
pri cemu je 73 = +0 (stanje odreza ili ¢istog posmika).'?* Tada 7y i T poprimaju upola manje
vrijednosti. Ako su oy i 09 istih predznaka (podrudje lezaja), tada naprezanje o3 postaje znacajno,
o ¢emu treba voditi ra¢una prilikom dimenzioniranja. U slu¢aju armiranog betona poprec¢no se
(po debljini zida) postavljaju kratke Sipke i kukama vezu za armaturu (najéesée mreze) paralelnu
sa zidnim plohama, ¢ime sprjecavamo uzduzno cijepanje zida. Naprezanja i, 02 i 73 mozemo
poput o, 0, i T4, smatrati konstantnima po debljini zida. U skladu s razmatranjima o razdiobi
0., Taz 1 Ty, s poCetka ovog odjeljka, naprezanje o3 je simetriéna, a 71 i 75 su antimetri¢ne funkcije
po debljini zida, ¢ije vrijednosti na rubu, a za posmi¢na naprezanja i u srednjoj ravnini iScezavaju.
Zamjeéujemo da mogu postojati podruéja zida (s istim predznacima glavnih naprezanja o; i 03)
u kojima djeluju znatna naprezanja okomita na neutralni sloj (71, 7 i @3), pa zid postaje viseosno
naprezan.

19.4.3. Razdioba naprezanja po visini nosaca

Budu¢i da su prilikom dimenzioniranja najceSée mjerodavne vrijednosti normalnog naprezanja
u vertikalnim presjecima (komponente ¢,), promotrimo njihovu razdiobu za razli¢ite visine b u
srednjem polju kontinuiranog zidnog nosaca s ve¢im brojem raspona. Prilozene su vrijednosti za
b=1/2a, b =3/4a i b = a Raspon nosaca iznosi 2a. Na slici 317. prikazane su takve razdiobe u
presjecima I —1I (u sredini polja) i I1—1I1 (nad lezajem) za razli¢ite omjere raspona i visine a/b, ako
opterecenje djeluje na donjem bridu nosaca. (Takvo opterecenje primjerice nastaje ako je stropna
ploca ovjesena o zidove ili se radi o stijenci bunkera koja mora preuzeti opterecenje lijevkom.)
Treba zamijetiti da su odstupanja funkcije naprezanja o, od pravca puno veca iznad lezaja nego u
polju. Prikazane razdiobe vrijede za ¢/a = 1/5. Sirina lezajne stope iznosi 2c. Smanjenjem omjera
c/a (suzavanjem lezajne stope) razlike prema linearnoj raspodjeli rastu. S porastom omjera a/b
funkcija raspodjele naprezanja u polju se priblizava pravcu, pa veé¢ kod omjera a/b = 1 (i vise)

1240vo nije u potpunosti toéno. Za stanje ¢istog posmika normalna naprezanja &; i o2 moraju biti jednaka nuli,
a nisu. Takvo stanje dobivamo ako je 0, =0, 0y = —0 i 7y = 0. Tada su 01 i 02 pa i, 02 i 73 jednaki nuli.
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Slika 317.: Raspodjela naprezanja o, i 7,, za razlicite visine zidnog nosaca

mozemo rabiti Stapni (najbolje Timosenkov) podmodel za procjenu naprezanja. Ipak, takav model
nije prikladan za presjek nad lezajem jer je razlika u odnosu na linearnu raspodjelu i dalje prevelika.
S padom omjera a/b odstupanja od pravca postaju izrazenija, pa Stapni podmodel ne vrijedi. Tada
treba primijeniti podmodele temeljene na kona¢nim elementima.

Za male visine nosaca raspodjela posmi¢nih naprezanja 7,, dobro se podudara s parabolicnim
dijagramom, primjerenim za Stapne podmodele. Medutim, s porastom visine nastaju odstupanja
od parabole jer se u gornjem dijelu nosac¢a posmic¢na naprezanja smanjuju, a u donjem dijelu
povetavaju. I ovdje uotavamo da s porastom visine prema rasponu treba primijeniti plosni (ne
Stapni) numericki model. Primijetimo da, zbog uvjeta simetrije, u presjeku I — I nema posmicnih
naprezanja.

Prikazani se dijagrami ne mijenjaju ako opterecenje djeluje po gornjem rubu nosaca, postoji trenje
materijala po zidnoj plohi ili je nosa¢ opterecen vlastitom tezinom. Do promjene dolazi samo u
dijagramu o,. Na slici 318. su prikazane razdiobe toga naprezanja za optereCenja po gornjem i
donjem rubu. Vidimo da su u prvome sluc¢aju naprezanja tlacna, a u drugome vlacna, s ekstremnim
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Slika 318.: Raspodjela naprezanja o, pri djelovanju opteretenja po gornjem [pod a)], odnosno
donjem rubu [pod b)]

vrijednostima na rubu iznosa +p/h. U slucaju velikog optereéenja p i male debljine zida h ova
naprezanja mogu biti znacajna. Tla¢na naprezanja mogu prouzrociti izbocenje zida izvan vlastite
ravnine, a kod vlaénih naprezanja treba voditi racuna o potrebnoj povrsini presjeka (za slucaj
izvedbe u ¢eliku), odnosno o koli¢ini vertikalne armature (pri izvedbi u armiranome betonu).

U slucaju djelovanja trenja materijalom razdioba naprezanja o, je eksponencijalna (bliska linearno]
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za male visine spremnika), a zbog vlastite tezine linearna raspodjela je to¢no rjesenje. U oba
slucaja funkcije monotono rastu od nule na gornjem rubu do maksimalne vrijednosti na donjem
rubu nosaca.

Zamijetimo da kod visokih nosaca (b > a) podrudje iznad b = 2a
(oznaceno na slici 319.) vise ne sudjeluje u preuzimanju optereéenja
mehanizmom savijanja jer su naprezanja o, i 7, bliska nuli. Ako

- ‘ | | J opterecenje djeluje po gornjem rubu, jedino naprezanje o, postize
3 l ! | ekstrem unutar oznacenog podrucja. Pri optere¢enju donjeg ruba

j I oo, i ;L iznosi o, su unutar istaknutog podrucja vrlo mali, a na gornjem
X EENE R XXX N R rubu iS¢ezavaju. Posljedice ovog zakljucka mozemo uociti ako pro-
M # HJ- z=p %%  motrimo dijagrame naprezanja o, u zidovima koji preuzimaju opte-

PO " reenja katnih ploca u viseetaznim objektima (slika 320.). Vidimo

Slika 319.: Dio zidnog nosa¢a da su normalna naprezanja znatna samo u prvoj etazi, bez obzira
koji ne sudjeluje u prijenosu na visinu objekta. Prema tome, prilikom izvedbe takvih gradevina
opterecéenja savijanjem dovoljno je pridrzati prve dvije etaze, jer nakon otpustanja skele

mogu preuzeti opterecenje velikog broja visih katova. Treba za-
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Slika 320.: Raspodjela naprezanja o, u zidnom nosacu optere¢enom reakcijama ploca viseetaznog
objekta: a) s pet etaza, b) s deset etaza
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mijetiti pojavu tlacnog luka u prizemlju koji preuzima opterec¢enje visih etaza i pod kutom ih
predaje lezajevima. Ako je jedan lezaj klizni, pri dnu zida nastaje horizontalna vla¢na sila koju,
primjerice kod armiranobetonske izvedbe, treba preuzeti armaturom. Prepoznajemo kako nosivi
sustav u biti postaje slican dvozglobnom luku sa zategom.

Analizom zidnog nosaca preko jednog raspona (slika 321.) treba uociti promjenu predznaka i
velike vrijednosti posmi¢nih naprezanja 7., pri lezaju (ne iS¢ezavaju u blizini oslonca kao kod
kontinuirano oslonjenog nosaca).

a-c

P i

Slika 321.: Raspodjela naprezanja o, i 7., za zidni nosac¢ polozen preko jednog raspona i opterecen
po donjem rubu. Omjer raspona prema visini a/b jest 2, a Sirina lezaja ¢ iznosi a/10

Stovise, nema naglog smanjenja vrijednosti po visini pa lezaj znatno utjece na oblik dijagrama
rubnih posmicnih naprezanja. Odstupanje od paraboli¢ne razdiobe je znac¢ajno. Vrijednosti nor-
malnih naprezanja o, u sredini nosac¢a dobro se (za omjer a/b = 2) podudaraju s linearnom
raspodjelom koju bismo bez zamjetne pogreske mogli rabiti pri dimenzioniranju.

19.4.4. Zid s otvorima: poucan primjer

Pravilno nizanje otvora u zidu (jedan ispod drugoga) vrlo je uobicajena, ali s estetskog gledista
manje zanimljiva dispozicija zida. Arhitekti zbog toga ¢esto tragaju za rjeSenjima koja ¢e zidovima
dati privlaéniji vizualni identitet. U njihovim se razmisljanjima, kao jedna od moguénosti origi-
nalnog oblikovanja, ¢esto provlaci zamisao o naizmjeni¢no pomaknutim redovima katnih otvora u
zidovima (slika 322.). Medutim, odmah treba uociti: takvim rasporedom otvora nastaje poremecaj
jasnog prijenosa vertikalnih opterec¢enja jer stupovi gube kontinuitet — bivaju naglo prekinuti pro-
zorskim otvorima. Zbog toga se, dolazeci iz stupa, trajektorije naprezanja naglo razdvajaju i
skre¢u oko prozora u susjedne stupove (slika 322.a). Time nastaje iskrivljenje trajektorija (slika
322.b) sto uzrokuje velika glavna kosa naprezanja (o7, 03) i poprecne sile u precki. Stovise, skretne
sile S7 i Sy uzrokuju naizmjeniéna tlacna i (posebno nepovoljno) vlaéna naprezanja rubova, a
parovi tih sila savijanje precke (slika 322.c). Usput, skretne se sile u presjecima ponistavaju pa uz-
duzna sila u preckama iS¢ezava. Primijetimo izostanak izrazitog zblizavanja trajektorija oko uglova
$to koncentraciju naprezanja ¢ini prihvatljivom.!'?® Sliéno tome, ni tok trajektorija kroz stupove
nije pretjerano gust pa su iznosi uzduznih sila medu otvorima uobicajeni. Povec¢anjem otvora
(suzenjem stupova) porasla bi gustoca trajektorija (i naprezanja) u okolisu ugla i u stupovima.

Medutim, pri opterecenju potresnim kombinacijama vitki su stupovi i precke optereceni veéim
momentima i poprecnim silama. Naime, zbog blisko rasporedenih otvora, u zidu nastaju vrlo

125 Po osjecaju” je lako zakljuciti da bismo zaobljenjem uglova ili jo§ bolje tvorbom kruznog otvora dodatno
ublazili naglo skretanje i koncentraciju trajektorija. Dakako, ovo konstruktorsko (nikako arhitektonsko) preobliko-
vanje zida sluzi samo pojasnjenju problema nepovoljnog nizanja otvora.
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Slika 322.: Tok glavnih naprezanja u zidovima: a) skica trajektorija, b) skretanje u precki, c)
skretne sile i momenti u precki

uska i strma podruc¢ja zbijenih trajektorija naprezanja koja pokazuju izrazito naprezane dijelove
zida. Oblik podruc¢ja mozemo, bez velike pogreske, predociti trajektorijama koje prate ekstremna
glavna naprezanja (slika 323.a).

—>i tlak  vlak
Fol
—>i vlak tlak
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Slika 323.: Tok ekstremnih glavnih naprezanja pri potresu: a) izvorno stanje, b) pri ve¢em razmaku
otvora

Uspravni tok uz rub otvora znak je rubnih tla¢nih odnosno vlaénih naprezanja stupova svojstvenih
mehanizmu savijanja. Krivljenje trajektorija pri sredinama stupova upucuje na posmicna napre-
zanja i poprecne sile, a prolazak tik uz uglove veliku koncentraciju naprezanja. Medutim, poznato
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je da dobro oblikovani siroki zidovi preuzimaju horizontalno optere¢enje posmi¢nim mehanizmom,
bez znatnoga savijanja, koji mozemo prikazati sustavom trajektorija naprezanja puno blazeg na-
giba (priblizno 45° prema horizontali). U naSem slucaju trajektorije teze takvom, poloZenijem
toku pa nastoje maksimalno iskoristiti uzani prostor kojim raspolazu. Zbog toga prolaze uz uglove
otvora koji ih vracaju nazad, u prostor precke, ¢ime dobivaju krivocrtnu putanju. Otvori dakle
sprjecavaju blazi nagib trajektorija, svojstven Sirim zidovima. Opisane su pojave, zbog velikih
unutarnjih sila, izrazito naglasene u nizim etazama

Iz ovih je razmatranja jasno da se dovoljnim razmicanjem otvora moze napraviti povoljniji oblik zida, s
izravnim preuzimanjem seizmickih sila putem tla¢nih odnosno vla¢nih dijagonala (slika 323.b). Tada se,
uz nesto truda za armiranje dodatnom kosom armaturom, moze posti¢i vrlo uéinkovit i duktilan sustav
za preuzimanje efektivnih sila potresa.

19.4.5. Zakljuéno o zidovima

Tockasto (na stupove) oslonjeni zidovi koje smo upotrijebili radi pojasnjenja principa nosivosti
ovih statickih elemenata nesto su rjedi u uobic¢ajenim dispozicijama zgrada. Za to postoji nekoliko
razloga. Najprije, ¢esto je potrebno (posebno u sluéaju izrazitih opterecenja i veceg broja otvora)
zid na mjestu naglog prekida (u razini oslanjanja na stupove) ojacati rubnom gredom (ojacanje
ruba prekinutog plosnog nosaca) radi smjestaja velike vlaéne armature potrebne za svladavanje
raspona medu stupovima. Nadalje, presjek pri temelju sadrzi malu plostinu (jednaku plostini
poprecnih presjeka stupova) potrebnu za preuzimanje rezultante poprecnih sila potresa, a moment
prevrtanja treba preuzeti parom sila — uzduznim silama u stupovima na kraku jednakom njihovom
medusobnom razmaku (rasponu zida). Zbog toga treba dokazati stabilnost stupova pri ekstremnim
tla¢nim silama, ali i kontrolirati dostatnost vertikalnih opterecenja u horizontalnim kombinacijama
radi odrzanja minimalnih tla¢nih sila u stupovima koje sprjecavaju pojavu znacajnog vlaka (slika
324.a) i potrebu za velikom duljinom sidrenja armature stupa u temeljnu plocu i zidove kata (slika
324.b). Kako se vidi na slikama, pojava je izrazena kod rubnih, a posebno kod uglovnih stupova
kojima pripada mali dio sudjeluju¢e povrsine ploca pa i vertikalnog optere¢enja u usporedbi sa
srednjim stupovima, smjeStenim u unutrasnjosti zgrade.
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Slika 324.: Problem vlacne sile u stupu: a) dispozicija, b) armatura
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Konaé¢no, kod zidova oslonjenih na stupove nastaje bo¢no pomicni pomak

000 koji zovemo pomak slaboga kata (slika 325.). Takvo ponasanje uzrokuje
0000 veliki katni pomak i zakrivljenost stupova, pa je potrebna zilavost spo-
jeva (sa zidom i temeljnom plo¢om) pri velikim deformacijama koje mogu

T 15 . ‘dom i temel; lo¢ { velikim deof . Ko
0000 0 O viSestruko nadmasiti iznose ograni¢ene mogucénostima detalja, cak i pri
000 0 izboru razreda visoke zilavosti. Zbog toga je pri potresu cCesta pojava
1 o krhkog loma stupova slaboga kata. Tada su stradanja cesta, a oStecenja

il . tako velika da sanacija konstrukcije nije moguca pa gradevinu treba uk-
ID loniti.
. i Iz ovih je razmatranja jasno da dovoljnu bo¢nu krutost gradevine i u-
¢inkovito preuzimanje horizontalnih djelovanja treba osigurati zidovima
koji bez izrazitih prekida ili oslabljenja otvorima sezu do temeljne ploce.
Medutim, takva dispozicija nije zanimljiva pri djelovanju vertikalnog op-
tereéenja, $to ovdje primarno razmatramo, pa je nismo analizirali. (Ipak,
u slucaju popustanja temeljnog tla i puni zidovi pod vertikalnim optere¢enjem mogu biti staticki
zanimljivi. Tada se ¢esto u zidovima formira tlacni luk koji preuzima optereCenje i predaje ga
krajevima zida. Zbog toga temeljna traka i dio zida moraju preuzeti potiske i tezinu materijala
ispod luka.)
S druge strane takvi su zidovi kljuéni za ucinkovito preuzimanje horizontalnih opterec¢enja vije-
trom, a posebno potresom. U slucaju male Sirine prema visini zgrade ponasaju se kao Bernoulli—
Navierovi, a za nesto vecu Sirinu kao Timosenkovi Stapovi. Ako je Sirina zida prema visini zgrade
znacajna treba ih promatrati kao klasi¢ne zidne (ne Stapne) nosace uz numericki pristup plosnim
kona¢nim elementima. To je i opéi pristup proracunu zida proizvoljnog oblika i razdiobe otvora
pri cemu kod uskih zidova ipak treba voditi rac¢una o broju elemenata i aproksimacija naprezanja
po Sirini. Ako u zidovima postoje veliki otvori tada se ponaSaju kao okvirne konstrukcije koje
mozemo modelirati Stapnim elementima uz uporabu apsolutno krutih kinematickih ogranic¢enja
na mjestima spojeva. U svakom slucaju, treba voditi racuna o ispravnom oblikovanju zidova po
visini i dobrom rasporedu po tlocrtu gradevine, uz ocuvanje tlocrtne simetrije. Pri tome veliku
ulogu imaju ploce jer osiguravaju preuzimanje optere¢enja primarno ravninom vece krutosti zida
i smanjuju duljinu izvijanja vaznu za izrazito opterecene zidove.
Ovdje treba istaknuti: simetrican oblik gradevine nije nuzan uvjet za simetriju fleksijske krutosti.
Pazljivim oblikovanjem i tlorisnim razmjeStanjem nosivih elemenata, uz promatranje oblika ti-
tranja, moguce je posti¢i dobru izbalansiranost krutosti i simetri¢an (ili gotovo simetri¢an) odziv
nesimetricne gradevine.
U slucaju tlocrtno nepravilnog oblika zgradu mozemo razdvojiti na nekoliko simetri¢nih cjelina
primjenom seizmickih dilatacija. Pri tome se mogu razmatrati slucajevi sa i bez dilatacija temeljne
ploce. Cesto se, zbog izvedbenih problema (primjerice prodora vlage na mjestima dilatacija),
odustaje od razdvajanja temeljne ploce, osim u sluc¢aju izrazitih dimenzija kada zbog skupljanja i
puzanja betona treba raditi reske.
Sli¢no dispoziciji zida sa stupovima i kod pretezno punih zidova treba paziti na dovoljno vertikalno
opterecenje. Tada nema pojave vlacnih sila u zidovima, na spoju s temeljnom ploc¢om ili moguceg
odizanja temeljne ploce jer je rezultanta vertikalnih i horizontalnih sila (zbog dostatnog vertikalnog
opterecenja) dovoljno strma pa prolazi jezgrom poprecnog presjeka zida ili unutar tlocrta liftnih
ili stubisnih jezgri.
Prvi i drugi (pa i visi) oblik titranja ne bi smjeli sadrzavati torzijske ve¢ samo translacijske kom-
ponente gibanja jer su torzijske pobude i odzivi gradevina slabije istrazeni, a uzrokuju dodatna
naprezanja obodnih zidova u odnosu na sluc¢aj translacijskog odziva. Pri tome horizontalni pomaci
na obodu zgrade pa i doprinos geometrijske nelinearnosti (P — A ucinka) mogu biti veliki.
Iznosi perioda trebaju biti dobro razmaknuti pa je na realnoj konstrukciji manja moguénost njihova
primicanja, podudaranja ili titranja zdruzenim oblikom — kombinacijom pojedinih oblika titranja.
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Slika 325.: Pomak sla-
boga kata
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Ako su periodi podudarni ili bliski, tada se pojedina¢ni doprinosi pripadnih oblika titranja nekim
vrijednostima odziva (primjerice reakcijama) mogu u punome iznosu pribrajati. Tome su razlog
staticki doprinosi (engl. modal static responses) priblizno istog iznosa i smjera, ali i podudaranje
dinamickih doprinosa (engl. modal dynamic responses) u fazi, dakle iznosa, a Cesto i nastupa
amplituda modalnih pomaka i pseudoubrzanja. Podudaranje dinamickih odziva bliskih oblika
je logiéno jer svakome pripada priblizno ista modalna jednadzba: slican (isti) period, jednaki
(homogeni) pocetni uvjeti (stanje mirovanja) i isti iznos prigusenja. O¢ito je i ukupni doprinos,
jednak produktu statickog i dinamickog odziva, priblizno isti za svaki oblik titranja. Prema tome,
ako je prvih n oblika titranja zgrade blisko, ukupni odziv neke veli¢ine (spomenuli smo reakeiju)
moze biti (zbog malog doprinosa preostalih oblika) priblizno n puta veéi od odziva pri titranju
jednim oblikom. Pri tome raste podrucje pa i vjerojatnost nastupa rezonancije jer pobuda lakse
»upadne“ u 8ire, opasno podrucje. Na primjeru s dva stupnja slobode bez prigusenja (slika 326.),
lako je uociti prosirenje podruécja rezonancije (s A; na Ag) ako s omjera perioda T = 275 predemo
na nesto blize periode T} = 1,575, uz isti dinamicki koeficijent pomaka R; = 4. To je sa gledista
sirine opasnog podrucja ¢ak nepovoljnije od slucaja vrlo bliskih perioda (T} =~ T5).
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Slika 326.: Dinamicki koeficijent pomaka vrha posmicnog okvira pri harmonijskoj pobudi donje
precke

Prigusenje ne utjece na ove zakljucke veé samo smanjuje iznos dinamickog koeficijenta. Stovise, za
uobicajene vrijednosti ( = 5% i Ry < 5 nema znatnijeg odstupanja medu krivuljama rezonancije
odredenim bez uc¢inka prigusenja i s njim.

Istaknimo na kraju jos dvije ¢injenice. Prvo, kod osnosimetri¢nih i viSeosno simetri¢nih zgrada
redovita je pojava grozdova — grupiranja nekoliko oblika titranja s bliskim (istim) periodima
pa je opisana pojava cesta, ali opasna samo ako grozd sadrzi prvih nekoliko oblika. I drugo,
kod klasi¢nog (linearnog) problema vlastitih vrijednosti titranje zdruzenim oblikom nije moguée
jer su oblici titranja medusobno ortogonalni. Ipak, bliski se oblici na realnoj konstrukciji mo-
gu medusobno kombinirati zbog nepotpunosti i nepouzdanosti modela, uc¢inaka geometrijske ili
materijalne nelinearnosti, popustanja temelja i slicno, ¢ime opet moze nastati visestruko povecanje
odziva. Ovim kratkim, zavrsnim razmatranjima nisu ni izbliza obuhvaéeni svi problemi o kojima
treba voditi racuna prilikom projektiranja zidova. Teme ovoga tipa temeljitije se analiziraju u
kolegijima poput Dinamike konstrukcija ili Potresnog inZenjerstva.



