3.2 Trostruki integrali

Neka je tijelo 2 C R? zadano sljedeéim uvjetima:

p1(r) <y < o), (3.3)
?/)1(907?/) S z S @/JQ(ZL’,y),

gdje su a i b konstante, te @1, @2, ¥1 1 19 neprekidne funkcije definirane na
odgovaraju¢im domenama. Neka je f: 2 — R neprekidna funkcija. Trostruk:
integral funkcije f po skupu 2 racunamo po formuli:

b p2(z) P2 (z,y)
// flx,y,2)dedydz :/ / / flz,y,2)dz | dy | dx.
Q a e1(x) Y1(z,y)

Napomenimo da za trostruki integral vrijede potpuno analogna svojstva kao
za dvostruki, nabrojana na pocetku odjeljka [3.1] pa ih ne¢emo opet posebno
isticati (ali ¢emo ih koristiti).

Nadalje, u (3.3) mozemo imati i drugaciji poredak varijabli. Bitno jest da
granice prve izabrane varijable budu konstante, a granice ostalih varijabli
ovise samo o prethodno izabranim varijablama.

Zadatak 3.26. Izracunajte integral /1 /m/ - x dz dy dx, te skicirajte po-
drucje integracije. ’
Rjesenje: Podrucje integracije je
Q:{(I,y,z)ER3:O§I§l,OSny,OSZSx—y}.
Uoc¢imo da je
0<z<zrz—-yey<y+z<zrs (z>20<y+z<ux.

Dakle, 2 je dio prostora (tetraedar) u prvom oktantu omeden ravninom
y+z==1.

Rac¢unamo pomocu gornje formule:

1 T T—yY 1 T o
/// mdzdydx:/ / xrz
o Jo Jo

dydm—// x(x —y)dydr

// z? — xy dydx—/(xy y) T dr
2 "ly=0

x 1 a4 1
—/0<$—7>dx—§/ofdx 5 7=




Slika 3.1: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

]

Zadatak 3.27. Skicirajte podrucje integracije i odredite granice za integral

// flx,y,2)dedydz, gdje je Q omedeno plohama y = 4 — 2%, y = 0,
Q

z = 11z = 0. Rijesite navedeni integral, ako je podintegralna funkcija

fle,y, z) = ay? + 2.

Rjesenje: Ploha y = 4 — 22 je parabolicki cilindar. Naime, ploha je o¢ito
drugog reda i u jednadzbi se pojavljuju samo dvije varijable, dakle radi se o
cilindru, a iz jednadzbe se vidi da su vodoravni presjeci parabole.

I sada za (z,7,2) € Q imamo daje 0 <2 <1i0 <y <4— 22 Granice za x
su tocke u kojima parabola y = 4 — 22 u xy-ravnini sijece z-os, tj. tocke za
koje je 0 =4 — 22 = x = £2. Dakle, —2 <z < 2.

///Q(ng—kz)dxdydz:/22/04_z2/1(xy2+z)dzdydx
/_2/“ (zy 2,42 )
//“ (zy® + = dydx—/( ~§+%y)z:_xd
=/2<x-+)+§<4 %)) do
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Slika 3.2: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

2 (4 — 22)3 2 22 2=2 16
- BTy 4o ade = (4e - T[T 220
/_f 3 “/0( vde=(r =) =3

~~

=0

Prvi integral je jednak 0 zato $to je podintegralna funkcija neparna (f(—z) =
—f(x)), a podrucje integracije [—2,2] je simetricno oko 0. Drugi integral se
moze napisati kao integral po [0, 2] pomnozen s 2 jer je podintegralna funkcija
parna (f(—z) = —f(z)).

O
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3.2.1 Cilindri¢éni koordinatni sustav

Neka je T = (x,y, 2) tocka u prostoru, te 7" = (z,y,0) njena projekcija na
xy-ravninu. Neka su (p, ¢) polarne koordinate tocke 7" u xy-ravnini.
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Uredenu trojku (p, ¢, z) zovemo cilindrickim koordinatama tocke T'. Formule
pretvorbe iz cilindrickog u Kartezijev sustav i obratno glase

= pcosy p2:x2+y2
— i _y
y = psineg, gy =",

pri ¢emu varijabla z ostaje ista u oba sustava.

Napomena. Koristimo oznaku p = |O_T’] umjesto r. Razlog je Sto oznaku r
¢uvamo za tzv. sferni sustav, gdje ¢e biti r = |OT.

Sto su koordinatne plohe u cilindrickom sustavu? Plohe p = konstanta su
plastevi cilindara sa sredisnjom osi z. Plohe ¢ = konstanta su poluravnine s
rubom u z-osi. Plohe z = konstanta su horizontalne ravnine.

Jacobijan prijelaza u cilindricke koordinate iznosi p, pa teorem o zamjeni
varijabli glasi:

I tepodsaga= [[[  fpeosppsing.) pdpdp
D(z,y,2) D(p,p,z2)

Zadatak 3.28. Skicirajte podrucje integracije, te prebacite u cilindricki sus-

tav integral
2 Vi—x2 24y
/ / / flx,y, 2)dzdydz.
—2J—4—x2 J0

Rijesite integral ako je podintegralna funkcija f(z,y,2) = 22 + y* + 2.
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Rjesenje: Oznacimo zadani integral I. Imamo:
—Vi-22<y<Vi-ey<4-rPer’ 4yt <4

Iz toga slijedi da je podrué¢je integracije 2 omedeno cilindrom 22 + y? = 4.
Iz 0 < z < 22442 slijedi da je podruéje Q omedeno i paraboloidom z = 22 +1>
te ravninom z = 0.

y
4
i
.
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Slika 3.3: Skup 2 i plohe koje ga omeduju

2. Nadalje 0 < ¢ <27 (jer
< p?. 1 sada primjenom

Ako stavimo p? = 22 + 32, SllJedl da je 0 <
¢ parametrizira kruznicu 2? + y? = p?) te
gornje formule dobivamo:

2 2 pp?
I:/ // f(pcosp, psinp, z)pdzdp de.

Za funkciju f(x,y, 2 ) = 2% + y? + z imamo

2
/ / / (pcosp)? + (psinp)® + 2)pdzdp dp

2 2 2 Z2 2=p?
=/ // (p3+zp)dzdpdso=/ /(p3Z+ )|, drdy

2T 2T
//p+pdpds0—///pdpd<p

3 p° 3 (732 3 32
=§/ 5 d90=—/ —do=5-—"-¢
0 0

<p<
0<2

p=2m

= 327
=0

p=2
p=0 2 3 2 3
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Zadatak 3.29. Izracunajte [[[,ydzdydz, ako je Q tijelo u I. oktantu,
omedeno plohama z? +y? =9, z = 01 z = 5. Skicirajte podrucje integracije.

Rjesenge:
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Slika 3.4: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

e Direktno u Kartezijevim koordinatama.

Za (x,y,z) € Q imamo da je 0 < z < 5. Buduéi da gledamo samo prvi
oktant, imamo i z,y > 0, odakle slijedi da je

P+ <9e0<2<3,0<y<+/9—y2

Rac¢unamo:
3 pV9—x2 45 3 pV9—a2 =5
I:/ / / ydzdyd:c:/ / Yz dy dx
o Jo 0 o Jo #=0
3 pV9—22 3 y2 y=v9—z2
= / Sy dy dx = 5/ - dx
5 (3 5 3 =3 5 33
=— [ (9—2)de==(9z — — =—-(9-3——=)=45
2/0( v)dr =500 =] =35l 3)
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e Prelaskom na cilindricke koordinate.

Ako stavimo p* = 2% 4+ y*, onda je 0 < p < 3. Jo§ imamo 0 < ¢ <
zato §to ¢ parametrizira samo cetvrtinu kruznice u prvom oktantu te
0 < z < 5. Rac¢unamo:

3 30 3 3 5
]:/ //psingp-pdzdpdga:/ /p2(singp)z

p> g3

/ / 5p° Slncpdpdgo—5/ 5

:5/ 9sinpdp = 45 - (—cosgp)
0

dpdy
0

=0

Zadatak 3.30. Izracunajte

/// dx dy dz
Va2 +y2+z+2

ako je Q = {(z,y,2) e R3: 2 +¢y?> <1, —1 < 2 < 1}. Skicirajte podrucje
integracije.

Rjesenje: Skup € je omeden cilindrom z? + y? = 1 i ravninama z = —1 i
z = 1. Ako stavimo p? = 2?2+ 32, onda je 0 < p < 1. Jo§ imamo 0 < ¢ < 27,

1
]—/ / -pdzdpdyp
“1+y/(pcosp)? + (psing)? + z + 2

/// mdzdsodp—/ // pt™2 dt dpdyp

t= p2+z+2
/271-/
=p

:/02Tr/01(\/t+3—\/t+1)dtdg0:/027r((t+33) (t+31)§) _

tp+3

2T
dpdip = //2p¢p+3—¢p+1dpdso

2

tp21

[SI[SC R

2 2
@=27

2 [ 2
25/ (43—23—3%+1)d¢:§(9—2\/§ 3v3) - ¢
0

cp—O
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Slika 3.5: Skup 2 i plohe koje ga omeduju

= %”(9—2f—3x/§)

Zadatak 3.31. Izracunajte

/// Va2 +yrdredydz,
Q

ako je Q = {(z,y,2) € R®: 22 +y*> < 2 < 8 — 2% — y*}. Skicirajte podrucje
integracije.

Rjesenje: Podruéje € je omedeno paraboloidima z = 22 +¢%1i z = 8 — a2 — 2.
Presjek tih krivulja dobijemo iz jednadzbe

P4y =8t -y o2+ 20 =822+’ =4

Dakle, presjek je kruznica.

Ako uvedemo cilindri¢ne koordinate, imamo da je 0 < ¢ < 27 jer ¢ mora opi-
sati cijeli krug. Kruznica na presjeku ima najveéi polumjer od svih poprecnih
kruznica, pa je 0 < p < 2. Za fiksni p, kruznice polumjera p su unutar €2
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Slika 3.6: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

2

samo na visini p? < z < 8 — p? (zato $to je p? = z? + y?). Ratunamo:

2 2 p8—p?
I=/ // V(peos )2 + (psin)pdz dp dp
0 0 Jp2
2=8—
z=p

2 p2  p8—p? 2 p2 2
:/ / / p*dzdpdyo :/ / 0’z dpdy
0o Jo Jp2 o Jo =p?
2m 2 2m 2
= / / (P*(8 = p* = p?)) dpdyp = / / (8p* — 2p") dpdep
o Jo o Jo
2 3 5 1 pe2 2 9 12 =2 9
:/ (8.,0__2‘p_)ﬂ 8 3 128 ge=2m 2567
0 3 5

— 8.2 9.2 dp = 22 _ 2o
p=0 /0( 3 s)de=159 ., T 1

O

Zadatak 3.32. Izracunajte

2 pVaA—z?  p/A—2?
/ / V4 —x?dzdydr,
0o Jo 0

te skicirajte podrucje integracije.

Rjesenje: Imamo da je

yS\/4—x2(:>y2§4—x2 §@x2+y2§4.
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Uocimo da to vrijedi za svaki z. Nadalje, imamo i da je 2> + 2% < 4 za
svaki y. Dakle, podrucje € je omedeno cilindrima 2% + y? = 4 (oko z-osi) i
22 + 2% = 4 (oko y-osi). Zbog x,y, 2z > 0 gledamo samo dio u prvom oktantu.

Slika 3.7: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

us

Za cilindricne koordinate granice su 0 < ¢ < 7 jer su vodoravni presjeci
¢etvrtine kruznice, 0 < p < 2jerje p> = 22 + 921 0 < 2 < /4 — p?cos? .

2 pL pa/4—p?costy
[:/ / / V4 — p?cos?ppdzdpdp
0 0 0
z=+/4—p? cos?

T2
2
—/ / 4 — p?cos? ppz dp dp
0o Jo z=
s 2 s 2 4 o
2 2 P p p=2
=/ /(4p—p3008290)dpds0=/ (45 —Feos’p)| dp
0o Jo 0 p=

~ s 1 2
:/2(8—40082@)dg0:/2(8—4-H%(gp))dcp
0 0

™

=5

= /2 (6 —2cos(2p))dp = (6 — 2 - %Sin(ng))‘ =37

0 ¢=0
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Zadatak 3.33. Izracunajte

///xdxdydz,
Q

gdje je Q tijelo omedeno plohama z = 1 — /22 + 4% i z = 0. Skicirajte
podrucje integracije.

Rjesenje:

Slika 3.8: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

Granice za cilindri¢ne koordinate su 0 < ¢ <27, 0<2<1i0<p<1— 2.
Racunamo:

1 2 1—z 1 2 p3 p=1—z
I:/ / / pcosgo-pdpdgodz:/ / —cosgo‘ dp dz
o Jo Jo o Jo 3 p=0

1 [ oo 1 1 o2 1 1
=—/ / (1—2)3cosg0d<pdz:—/ (1—2)3sing dz:—/ 0dz =0
3 0 0 3 0 =0 3 0

3.2.2 Sferni koordinatni sustav

Neka je T' = (z,y, z) tocka u prostoru, te 7" = (z,y,0) njena projekcija na
xy-ravninu. Neka je ¢ = £(i,OT") usmjeren kut kao i prije, te uvedimo
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