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Uvod

Dinamika konstrukcija.

Dinamika konstrukcija je dio tehni¢ke mehanike u kojem se analizira
GIBANJE konstrukcija pod utjecajem PROMJENJIVIH djelovanja.

p(t) — a(t) — malt) p(t) = llp(t)]l &(t)

gibanje kgnstru kcije
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o dinamika konstrukcija: hvatiste, pravac i orijentacija fiksni
@ posljedica: jedini¢ni vektor poloZaja € (||€']| = 1) ne ovisi o t

-



@ smjer i iznos djelovanja: odredeni skalarnom funkcijom p(t)

@ prema tome: djelovanje moZemo zapisati kao p(t) = p(t)€

20!
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teorijski: sva su optereéenja promjenjiva

vlastita tezina, stalno, temperatura, snijeg, ...

°
°

@ maksimalni iznos pmaks(t) moze biti prilicno velik
e ali: spora promjena opteretenja — p = dp/dt malo
°

a(t) i ma(t) malo: dovoljan statitki pristup e
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e pomak vrha: u(t) = p(t)/k, k =3El/¢3
o funkcije opterecenja i progiba oblikovno iste

e razlog: razlika do na konstantu 1/k

t
u(r) !

@ na mjestu Pmaks SIGURNO Upmaks
@ znadi: dovoljno poznavati piaks

@ odmah odredimo Upaks = Pmaks/K

@ ovisnost o vremenu nije potrebna L



@ poopcenje prema metodi pomaka:
-1
Ku(t) = p(t) — Ku maks — Pmaks —7 Wmaks = K P maks
@ u statici preutno podrazumijevamo Maks: u = K~ !p

@ pokretno, vjetar, potres, rad strojeva, udar, eksplozija, ...

@ brzi prirast opterecenja (p veliko): ne nuzno veliko a(t) i ma(t)

}p() t, —dio sekunde

@ primjer: udar pud¢anog zrna u zid konstrukcije (mali paks) g



vazno: opterecenje mora pobuditi gradevinu na gibanje
potrebna pobuda: velike mase te$ko pokrenuti i ubrzati
rezultanta dinamic¢kog optereéenja: vide od 10% teZine zgrade
peterokatnica, A = 620 m?, vlastita teZina i stalno: 42000 kN
znadi: rezultanta iznosi prili¢nih 4200 kN

bolid formule 1: 0,7 t; Airbus: 60t; Space Shuttle: 110t

uzlijetanje i povratak Space Shuttlea: 3g
naglo koCenje bolida formule 1: 5¢g
povratak Apolla 16: 7,2¢g

poniranje borbenog zrakoplova: 12 g

e 6 6 o o

sudari (teske ozljede ili smrt): 50 g

jaki potresi: skromnih 0,4 g

@ VELIKA masa X MALO ubrzanje = zNACAJNA sila inercije gy



@ Razlike prema stati¢kom proracunu: re

@ brzina i ubrzanje konstrukcije k

o dodatne sile: inercije i prigusenja

@ slabo poznata optereenja (vjetar, potres,...) p(0)

@ nejasne pojave koje uzrokuju prigusenje k ) k

‘
AU)
@ potreban manji broj nepoznanica ml " m 7 S0

@ sloZeniji postupci prorauna i (1)
4

@ za prakti¢ne potrebe: kvazistati¢ki pristup

@ procjena vrdnih dinamickih vrijednosti na temelju statickih sila
@ i do 15 puta vele vrijednosti od statitkih (najéedée do 3 puta)
@ dinamika &esto nije intuitivna, interpretacija ponekad teska

@ pomaci, unutarnje sile i naprezanja



Uvod
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“u(x, ) presjek x:
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| |
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u(x,t)=u (x)+uy (x,1)
M(x,t) =M (x)+ M, (x,1)

A M(x,1) presjek x:
- - —
I A
I Mdln (x t)

: : M(x,t,)



HR: mogudi jaki potresi i vjetrovi (mjerodavno za dimenzioniranje!)

5, e

"‘-

izvor: http://wija.ija.csic.es/gt/earthquakes/

10


http://wija.ija.csic.es/gt/earthquakes/

Motivacija



http://wija.ija.csic.es/gt/earthquakes/
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Motlvacua
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Anil K. Chopra
Dynamics of Structures

Theory and Applications to Earthquake Engineering
Fourth Edition

Prentice Hall, New Jersey, 2011.

DYNAMICS OF
STRUCTURES

b
0

ANIL K. CHOPRA
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Uvodni primjeri

L — AB spremnik
oo kruto: o yd p
dilatirano EA— o istiu
_ El - o upeto
B cii
L, AB cijev
,— AB temelj

@ intuitivno: zanimljiva je bo¢na pobuda i gibanje konstrukcije
Posljedice gibanja:
.U . .. mi . ...
@ ubrzanje = SILA inercije — potreban poloZaj i iznos mase

.U . ku o
@ pomaci — unutarnja siLA — potrebna bo¢na krutost v
13



Uvodni primjeri

o kruta ploca u(0)

m

model =7
iskustveno

t
masa m: sudjelujuceg dijela ploge ili masa spremnika
bo¢na krutost k: krutost stupova prema savijanju
pomak u i ubrzanje i: u bo&nome smjeru
pomak mase modela: DINAMICKI STUPANJ SLOBODE
primjeri s jednim (dinamitkim) stupnjem slobode

zamislimo pobudu bo&nim pomakom u(0), bez optereéenja

® 6 6 6 o o o

sve SILE u ravnoteZi: mii + ku =0, (m i k poznati) e
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Uvodni primjeri

nepoznanice: u i i (dovoljno odrediti u, derivacija — i)

logi¢no rjedenje: titranje! lijevo — desno oko uspravnog poloZaja

vje&no titranje (?7) amplitudama jednakim po&etnom pomaku

iskustvo: titranje se postupno smiruje i prestaje

postoji PRIGUSENJE: proces koji umiruje i zaustavlja titranje

treba ga ukljuditi u matemati¢ki model

/‘@

akcelerometri

pobuda \\

h -

aluminij
ili
plastika

"

Jﬂ%%w"og

@)

Yosciliranje, vibriranje, njihanje, periodi¢no gibanje
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Uvodni primjeri
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pobuda slobodni odziv e
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Sustav s jednim stupnjem slobode: formulacija problema

promatramo okvir bez mase

rupice
cilindar

masa koncentrirana na sredini grede

model prigusenja: viskozni prigusival
stupovi i greda nisu rastezljivi (EA — o0)
nema vertikalne pobude

dinami&ki stupanj slobode: boéni pomak u

dvije pobude: vanjska sila i

tipi¢ni primjeri: vibrirajuéi stroj i potres

u u'
=] u
m
p@)
— stroj
m~0
/7 \/57/// A 7 7

viskozni res |ofu

skoznl potres » e

prigusivac o
17




Sustav s jednim stupnjem slobode: formulacija problema

@ Zasto postoji samo boéni pomak u?

@ ako EA — oo, u je u &vorovima jednak, a v =20

@ posljedica: svejedno, p(t) u lijevom ili po p(t)/2 u oba &vora grede

@) p(f)/2 p(t)/2 (/2

l_i

znadi: vrijedi uvjet antimetrije

okvir istozna&an poluokviru (ostaju u i 6)
pretpostavka: to¢kasta masa pajer =0
rotacijska inercija mase: | = mr?/2 =10

kut zaokreta 6 nije dinamicki stupanj slobode
EA — oo: svuda e 1 =0, 0110 =0, N=0

ipak: iz uvjeta ravnoteze, samo u gredi N =0

p(0)/2

- 1®
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Sustav s jednim stupnjem slobode: odnos sile i pomaka

@ vanjska sila: f¢ — bo¢ni pomak: v — unutarnja sila: ku
@ STATICKI uvjet ravnoteZe vanjskih i unutarnjih sila: ku = fs
@ jednadzba linearna za male, nelinearna za velike pomake

u

= vanjska sila
fs I [ > fs
fo-
unutarnja sila =7
7
£ k £
N A 1 . N l A
1
ku= f,
1 > U = U
Uy
odrediti &
potom: u = f;/k
. L
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Sustav s jednim stupnjem slobode: odnos sile i pomaka

Linearna veza sile i pomaka

@ krutost u bo¢nome smjeru: SiLA za jedini¢ni boéni pomak

e odredivanje FLEKSIISKE krutosti (EA uvijek co): ponavljanje?

12E], 24E]
neizmjerno kruta greda: k= Z € = <

“h3 T A3
stupovi
El El
neizmjerno gipka greda: k = 3h3c = 6h3c
stupovi
o ~

El, = ElL=0
b f S L f N
L /1 %L A
N__obostrano ! ~>—konzola
upeti stup
o % 7. 1
L

° krutosti ne ovise o rasponu grede (okvira) L

2GS 1, odjeljak 12.3.3.: http://www.grad.hr/nastava/gs/gs1/gs1.pdf -


http://www.grad.hr/nastava/gs/gs1/gs1.pdf

Sustav s jednim stupnjem slobode: odnos sile i pomaka

k| E1,—00

=4, krutost raste najvise 4 puta
k| Er,=0

lp — 0 =

e op¢i slu¢aj (Elp > 0): inZenjerska metoda pomaka3

Koy =4EI | h+4El, /L

kpy = 6EI, | h* k3; = 6EI, | h? ks, =2EIl,/ L

U U
o~ Eb »33, ~ ’\1':2(121215) 1y, <OEle
u =
@ Za k,'71, i = 1, .. .,3: u = 1, Uy = usz = O, sliéno za k,‘72 i k,'73
g |24 | 6h 6h | [ fs
zalp = 1., Ku="f jest: h—; 6h | 6h% h? u| =10
6h| h%2 6h% | |u3 0
’

3GS 2, odjeljak 1.3.: http://www.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf Ca


http://www.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf

Sustav s jednim stupnjem slobode: odnos sile i pomaka

e tri statitka i jedan dinamiZki stupanj slobode (?7)
@ pomo¢: statitka kondenzacija*
@ iskoristiti uvjet: nema optereenja u smjeru up i U3

3 3
[kl,l k172] |:U1:| _ [fs] ki1 = 24El./h kio = El./h [6h 6h]
kon Koo| [ua] ~ [0]  wpy=[wp us]" koy=El/h[6h 6h]"

Koo

El. [6h2 /ﬂ} kiiui +kipupy =fs
2 = s

h? 6h? k2,1u1 + K272 uy=0 —= u, = —KZ% k2’1 u1

w] ([ Elc[6n2 h2)\ " El[6h] 61
w| T\ TR [ h2 6n2 woleh| T 7R (1|

“1 “1
fs = kiiur —ki2 Koo ko1un = (kip — k12 Kys ko 1) tn

uz bo&na krutost k

*GS 2, odjeljak 1.4.: http://wuw.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf »


http://www.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf

Sustav s jednim stupnjem slobode: odnos sile i pomaka

k1’2 Kzié k2,1 = l e 2 Kg'z 2 = ll:l skalar!
2 1

2 |

24El.  El. 6 |1 96 El. fs

= h h| — =

f5 <h3 h3 [6 6] h|::|)ul 7h3U1:>U1 k
~——

k

Nelinearna veza sile i pomaka

@ veli pomaci: odnos sile i pomaka nije pravac

o funkcija nije jednoznana: jedan u vise fs i obratno

@ za proraun potrebna POVIJEST pomaka u, odnosno: fg = fg[u(t)]
@ odredivanje funkcije fs — u (u razini grede) za dinamicki proraun:
@ nelinearnom STATICKOM analizom uz zadani zakon pona%anja o — ¢

@ krivuljom PLANIRANOG spoja (npr. M — ) prema SPOROM ciklitckom pokusu
23



Sustav s jednim stupnjem slobode: odnos sile i pomaka

—_— m — =
I o £ M
(o2 77
£ 0
idealizacija idealizacija
/ statickog statickog
o | pokusa pokusa
y LI I
) vla¢na proba: d=20 mm
o L I I
staticki pokus -
e (spori prirast &)-
&
A~ N A~
e f
= granica racunskog
g " / dijagrama:
o &, = 10%o ili 20%o
't NENEREEN
relativna deformacija [%]

izvor: prof. Toshihiro, Daido Institute, Nagoya —



Sustav s jednim stupnjem slobode: odnos sile i pomaka

l 3500 -
2 | L,
& 3000 s L -
3 S L T
H P i r V
< 2500 = = ry! L
F 2 -7 [ I o
‘%/;’ % - /o / / |
joa P 4 Y : |
i v HiK i
o1k /
8 1500 + RN
7 3 / 4 /
AR VAN,
1000
17 g Al i 7 T
/ S ! / |
3 so0 2 L L —
A w / / /
A Cl / / N/ |
L L A
-0020 ~00i5 -00I0 =3005 i 0005 G0I0 Q0I5 0020 0025 0030
/ / i PANEL DISTORTION Y-ov (RAD) i
-500 - > !
/ 7 7 [}
T 1 —|DCX'7‘ /1// s i
iy Wi oA i !
i 1500 e = ] i
2 ] i

[/ K
] /Zm staticki pokus -
- (spori prirast y)-
L !

VaZnost
@ olekujemo raspucavanje i te¢enje pri jakim potresima

@ troSenje seizmicke energije pri plasti¢nim deformacijama
@ posljedica: veca ostecenja, ali manje seizmicke sile na konstrukciju 4
25



Sustav s jednim stupnjem slobode: odnos sile i pomaka

o teZak zahtjev: osigurati kontrolirana oste¢enja bez ugroZavanja Zivota

izvor: http://nees-anchor.ceas.uwn.edu/Wenchuan_

earthquake/EERI_LFE_Wenchuan.html B
26
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Sustav s jednim stupnjem slobode: prigusenje

koje uzrokuju prigusenje u elasticnom podrudju:
@ u uvjetima pokusa:

e unutarnje trenje u materijalu

e otpor zraka pri gibanju modela

e radijacijsko prigusenje zbog 3irenja valova kroz tlo. ..
@ dodatno, na realnoj konstrukciji:

e trenje u &eli¢nim spojevima

e otvaranje i zatvaranje mikropukotina u betonu

o trenje izmedu konstruktivnih i nosivih elemenata. ..

o tesko definirati matemati¢ki model svake pojave
@ grubi model svih pojava: linearni viskozni prigugiva& (str. 17.)

' fo
gi[pzc)) 0 o vanjska sila g
;,7{"‘7?"% mm=mmmm e o r_.
‘E/—[ 5 unutarnja sila
fo L i,

27




Sustav s jednim stupnjem slobode: prigusenje

Model prigusenja u elasticnom podrudju
sila prigusenja: fp = cu, ¢ [Ns/m] — koeficijent viskoznog prigu%enja
izbor c: troSenje energije prigusivalem i svim pojavama sli¢no
zato i naziv modela prigu$enja: EKVIVALENTNO viskozno prigusenje
ne moZe se odrediti iz dimenzija konstrukcije (kao krutost i masa)
MORA se odrediti POKUSIMA iz slobodnog ili prisilnog titranja
modelira se tro%enje energije u elasti¢cnom podrudju

opcenito: ¢ # const. — ovisi o iznosu elasti¢nog pomaka

smatramo: ¢ = const., Uz iznos pri Umax = Uy (na granici te¢enja)

c(u) # const.

“o u(t)
T A 7\1“1” ﬂ\ /\4/\7“?
VIS eV




Sustav s jednim stupnjem slobode: prigusenje

Model prigusenja u plasti€énom podrucju
dodatni utrosak energije: jednak povrsini ispod krivulje fs — u

ne modelira se viskoznim prigu$enjem vec izravno

°

°

@ nelinearnim dinamitkim modelom sa fs — u krivuljom (str. 19.)

@ oprez: funkcija fs — u odredena na temelju (str. 23.)
°

razlika u povr3ini (prilagodba) dinami¢kom pokusu: KOREKCIJOM c-a

I
fr———==
N -~ /
s 7
T —— 7 =7/
y /
staticki { ,
pokus ™ J /Npovecamo c
7 u
/ g
%
/ . . .
L "~ dinamicki
PR pokus
r;
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Sustav s jednim stupnjem slobode: opterecenje (pobuda)

@ vanjsko opterecenje: p(t), promjenjivo i &esto slabo poznato!
@ posljedica: sve veli¢ine promjenjive u vremenu

e sile otpora: fs(t) i fp(t)

e pomak u(t), brzina u(t) i ubrzanje i(t)

e unutarnje sile: M(t), T(t), N(t)

@ naprezanja: o(t), 7(t) i deformacije: £(t), v(t)

JednadZba gibanja: 2. Newtonov zakon

@ sile otpora suprotne od pobude, u bilo kojem t vrijedi:
@ rezultanta f(t) = p(t) — fs(t) — fp(t) djeluje na masu m
e Newton: f(t) = mi(t), p(t) — fs(t) — fp(t) = mii(t) e

30



Sustav s jednim stupnjem slobode: jednadZba gibanja

odnosno: mii(t) + fp(t) + fs(t) = p(t)
uz: fp = ci(t) [str. 28.] i fs(t) = ku(t) [str. 19.] dobivamo:

mii(t) + cu(t) + ku(t) = p(t)  mii(t) + ca(t) + fs[u(t)] = p(t)

D’Alambertov princip dinamicke ravnoteze

VANJSKA fiktivna sila inercije f;(t) = mii(t): suprotna od ii(t)
uz fi(t), statitka ravnoteza za svaki t: fi(t) + fp(t) + fs(t) = p(t)

Rastav na neovisne podmodele

@ vanjsko optereéenje p(t) uzrokuje u(t), a(t) id(t)
@ u(t) aktivira samo krutost k, L'l(t) — ¢, i(t) > m
p(0) i
gipko fo gip ko 1
© - '7’—( ————————————— >~
7. 7. 7. Ll—>0 W/ W’/ V2
pomak #  brzinaz  pomak u brzma u ubrzanje i

ubrzanje i
31



Sustav s jednim stupnjem slobode: ekvivalentni model

mg mg
cu cu -] mii
p® . p@® it -l T — p(1)
% !
podloga bez trenja  mg mg

model sastavljen od mase, opruge i prigusivaca

apsolutno kruta masa: jednaka masi na gredi okvira
krutost opruge: jednaka bo¥noj krutosti okvira k (str. 23)
koeficijent prigusenja: jednak koeficijentu priguSenja okvira
apsolutno kruta podloga bez trenja

dinamicki stupanj slobode: horizontalni pomak

model istoznaéan dinami¢kom modelu okvira

teZina mase (okvira) nema utjecaja na dinamitku jednadzbu

¢ak i ako djeluje u smjeru gibanja modela: sljedeéi primjer e
32



Sustav s jednim stupnjem slobode: stati¢ko optereéenje

N
i e pocetno za dinamiku
B Ss(0) (D)
mlw=mg
T IO T %\_,mii(t)
() L_H”g) ”(i) ~ W

Py
o uvjet ravnoteze: mii(t) + fp(t) + fs(t) = p(t) + w
o uz: fp(t) = cu(t) i fs(t) = ka(t)
o dobivamo: mii(t) + cii(t) + ka(t) = p(t) + w
@ ukupni pomak: @(t) = ds + u(t) i ds = const. (provjes od w)
e odnosno: i(t) = u(t), u(t) = ii(t) jer ds ne ovisi o t

@ uvjet ravnoteZe postaje: mii(t) + ca(t) + ka(t) = p(t) + w L
33



Sustav s jednim stupnjem slobode: poopéenje

uvrstimo a(t): mii(t) + cu(t) + k[bs + u(t)] = p(t) + w
@ uvjet statitke ravnoteze (ne ovisi o t): kdgy = w
@ konatno: mii(t) + cu(t) + ku(t) = p(t)

@ poloZaj STATICKE ravnoteZe: POCETNI za dinami¢ki proracun

e pomak u(t): udaljenost od poloZaja stati¢ke ravnoteze

@ za ukupni pomak ili silu u opruzi ipak trebamo zbroj

@ mnoge modele moZemo svesti na sustav mase, opruge i prigusivaca
@ Primjer: teski stroj na gredi,

4
48EI ll p()
—=
It

o vrijedi ista dinamitka jednadzba: mii(t) + cu(t) + ku(t) = p(t) =

34




Sustav s jednim stupnjem slobode: pobuda potresom

ul (ul)
u (ii) f -
| | I /\\J
| fs -+ //I
| I fp <<
| I/ \pomak apsolutno

7T KTutog okvira
Fefu, G,

djelovanje potresa uzrokuje ug(t)
pretpostavka: istodobni dolazak potresa na sve lezajeve
razmak lezaja mali prema poluvalu irenja potresa
pomak mase prema lezajevima: u(t)
pomake mjerimo od poetnog poloZaja okvira
ukupni pomak: u®(t) = ug(t) + u(t) [co kruti + deformabilni dio]
D’'Alambertov princip: f(t) + f5(t) + f&(t) =0, (p(t) = 0)
vrijedi (bez t): fA =15 +1fp, fE=rE+fs

® 6 6 6 o6 o o o
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Sustav s jednim stupnjem slobode: pobuda potresom

za ug(t) i dg(t): f§ =18 =0 = £(t)+ fp(t) +fs(t) =0
o znadi: mii'(t) + cu(t) + ku(t) =0, uz: 4*(t) = dg(t) + i(t)
o vrijedi: m[iig(t) + i(t)] + ca(t) + ku(t) =0

linearno: mii(t) + ca(t) + ku(t) = —miig(t)
nelinearno: mii(t) + ci(t) + fs[u(t)] = —miig(t)

o lijeve strane iste kao u slutaju opterecenja p(t) [str. 31.]
@ pa su i desne strane iste: p(t) = pe(t) = —miig(t)
@ istoznaéni model:
o optereCen ubrzanjem tla ig(t) ili
o efektivnom® silom potresa —miig(t) uz nepomine lezajeve

@ vazno: efektivna sila potresa proporcionalna masi gradevine (ne tla!)

@ paZnja kod projektiranja: veéa masa gradevine, veca sila potresa

®posljedi¢nom (jer je posljedica djelovanja potresa) 36



Sustav s jednim stupnjem slobode: pobuda potresom

@ O > Pesi(t) = —mii(f)

“ o> di(f)

nepomicni lezaj

u’(ii’)
1, <l u (i

Pesi(t) = ~mhO,(1)

7 nepomicni lezaj

djelovanje potresa: kut zaokreta temelja 0,
malo zabiljeZenih podataka o rotacijskoj pobudi
procjenjuje se iz translacijskih pobuda na poznatim dubinama

pomak mase: uf(t) = hg(t) + u(t), (mali b,: tanby ~ 0,) 4
37
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Sustav s jednim stupnjem slobode: pobuda potresom

o uz: i'(t) = hBg(t) + i(t), (h = const.)
@ opet vrijedi:
m[hOg(t) + ii(t)] + ci(t) + ku(t) =0
o konatno: mii(t) + ci(t) + ku(t) = —mhlg(t)
o efektivna sila potresa: pog = —mh ég(t)
@ istozna¢no: rotacijsko ubrzanje tla ég ili nepomiéni leZaj i peg
@ pazite: rotacijska pobuda, ali translacijski pomak mase
@ znadi: translacijski i stupanj slobode i efektivna sila
@ moze biti znacajno kod temeljenja visokih gradevina

@ primjer: visoka zgrada, vodotoran;j ili silos na loSem tlu

38



Sustav s jednim stupnjem slobode: slijed prora¢una

Proracun pomaka, brzine i ubrzanja
zadano: m, ¢, k ili fs[u(t)] i p(t) ili ig(t)
odrediti opzIv modela: ovisnost neke veli¢ine u vremenu
treba rijesiti izvedene dinamicke jednadZzbe: odrediti u(t)
deriviramo u(t): odredimo a(t) i d(t)
za potresno optereéenje: eventualno u(t)t, a*(t) i if(t)
primjerice: u(t)! potreban za iznos seizmitke dilatacije
najvazniji podatak: dinamitki pomak u(t)

razlog: unutarnje sile izravno ovise o relativnom pomaku!

Proracun unutarnjih sila

@ pretpostavka: napravljen dinami&ki proracun — poznajemo u(t)
@ odredivanje unutarnjih sila i naprezanja: stati¢kom analizom
@ zamislimo niz stati¢kih proracuna u svakom trenutku t
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Sustav s jednim stupnjem slobode: nuZnost dilatiranja




Sustav s jednim stupnjem slobode: slijed prora¢una

Postoje

@ boc¢ni pomak — — 6 _ naprezanja
p p )

4E]l 2El 6E/ 6E/

R R TR Ea
2EI 4F] 6E/ 6E/
R R TR Ea
12E] 12E] 6El 6El
=gzt gz uet et s

12£1 ~ 12E ~ 6El G6EI
Y R A R CE

Vi =

O

@ stati¢ko opterelenje fs(t) = ku(t) — unutarnje sile — naprezanja
o sporo djelovanje vanjske botne sile: uzrokuje pomak okvira u(t) ili
o djelovanje vanjske bo&ne sile: uzrokuje pomak u(t)

e primijetimo: dinamitki su u€inci sadrzani u rjeSenju u(t)

®GS 1, odjeljak 12.3.3.: http://www.grad.hr/nastava/gs/gs1/gs1.pdf a


http://www.grad.hr/nastava/gs/gs1/gs1.pdf

Sustav s jednim stupnjem slobode: slijed prora¢una

poznato u(t): vise ne treba dinamiZki (samo stati¢ki) racun
vanjska bo¢na sila nije ff = —[fs(t) + fp(t)] (str. 36.); samo fs(t)

OTPORNOST PRESJEKA temeljena na (¢=0, fp =0)

°

°

°

@ samo tada vrijedi usporedba akcije [od fs(t)] i otpornosti (pokus)
@ dinamicki pokusi ¢ak i pri pravilnoj sinusnoj pobudi NISU PROPISANI
@ nejasno rasipanje petlji histereze (primjerice za AB, zide, kamen)

@ potres (nepoznat, nepravilan, slu¢ajan): puno sloZeniji od sinusa

°

petlja histereze (pa i ekstremi) jo§ manje jasna i pouzdana

d

<>
PO il p(n) s
<>

IAY

e petlja histereze

u

i
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Sustav s jednim stupnjem slobode: kombinacije djelovanja

dimenzioniranje: kombinacija stati¢kih i dinamickih djelovanja

linearni model: vrijedi princip superpozicije

primjerice:” Mot (t) = Mgy + Main(t), Mo

u praksi rabimo dinami&ki ekstrem: Mo = Mg + m?x|l\/ldin(t)|

ekstremna dinamic¢ka vrijednost koja poveéava staticki iznos
prema slici: Mot = Mg + M(t1) (djeluju na istu stranu)

-~
N s

-~

W, ) 20

() +

M M(t,)

X

Tizostavimo ovisnost o poloZaju presjeka x: pigemo (t), a ne (x, t)

M)




Sustav s jednim stupnjem slobode: kombinacije djelovanja

@ nelinearni model: ne vrijedi princip superpozicije

@ treba NASLIJEDITI sile i pomake iz stati¢ke kombinacije

@ razlog: prora¢un NOVIH KRUTOSTI za pocetak dinamitkog proracuna
@ primjer: uzduzne sile na bo&nu krutost konstrukcije

o tla¢na sila smanjuje, a vla¢na povecava krutost prema savijanju

@ prakti¢ni sluajevi: visoka zgrada ili zavjeSeni most

A s WAV A
Vi A A

-




Sustav s jednim stupnjem slobode: postupci proracuna

@ glavni zadatak: odrediti u(t) (potom unutarnje sile i naprezanja)

@ rjeSenje obi¢ne linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s
konstantnim koeficijentima:

mii(t) + ca(t) + ku(t) = p(t)
obi¢na: sadrzi obi¢ne, ne parcijalne derivacije

linearna: nema potencija veéih od jedan

drugog reda: postoji najvise druga derivacija

s konstantnim koeficijentima: m, c i k konstante

jedinstveno rjeSenje odredeno poletnim uvjetima (za t = 0)
@ jednadzba drugog reda: dva pocetna uvjeta — u(0) i 1(0)

o Clesti slu€aj: konstrukcija miruje prije dinamitke pobude,
u(0)=0 u(0)=0

@ poznato kao homogeni pocletni uvjeti e
45



Sustav s jednim stupnjem slobode: postupci proracuna

Klasi¢no rjesenje
o analiti¢ko rjeenje® diferencijalne jednadzbe gibanja
@ zbroj homogenog (komplementarnog) i partikularnog rjesenja:
u(t) = uc(t) + up(t)
@ zbroj vrijedi: linearna jednadZba — princip superpozicije
@ uc(t): za p(t) =0, zadovoljava poletne uvjete
@ up(t): za p(t), ne mora zadovoljiti poetne uvjete
@ postupak pogodan za:

e proratun slobodnog titranja (za p(t) = 0) i

0
o analititki definirane funkcije pobude p(t)

Duhamelov integral

funkcija opterecenja prikazana nizom kratkih impulsa

8Mat. 2: http://www.grad.hr/nastava/matematika/mat2/node29.html 46
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Sustav s jednim stupnjem slobode: postupci proracuna

p

1 P(r) /\
\ — 1T

e

@ odziv modela jednak sumr odziva za svaki impuls p(7):

1 t
t) = i t— d
u(t) o /0 p(7)sin [w,,( 7')] T
@ vrijedi uz homogene poletne uvjete i w, = \/k/m

@ definicija funkcije pobude:

o analiti¢ka: mogudce analiti¢ko rjeSenje integrala

e numeri¢ka: numeritka integracija (trapezna, Simpson, GauB)
@ Duhamelov integral: proraun u vremenskom podrudju

@ postoje ulinkovitije numeri¢ke metode L
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Sustav s jednim stupnjem slobode: postupci proracuna

Rjesenje u frekvencijskom podrucju
transformacijske metode: Laplaceova i Fourierova transformacija
motivacija: uinkovitije rjeSsavanje Duhamelovog integrala
Fourierova transformacija: p(t) - P(w) — U(w) — u(t)
funkcija pobude prikazana nizom harmonijskih funkcija

odziv modela jednak sumi odziva za svaku funkciju niza

definicija funkcije pobude:
e analiti¢ka: analiti¢ko rjesenje integrala
o numeritka: diskretna Fourierova transformacija (DFT)
@ algoritam: brza Fourierova transformacija (FFT) — vrlo uginkovita
@ primjena: medudjelovanje konstrukcije i neomedenog medija
@ primjeri:
o medudjelovanje mosta, pilota i tla (neomedeno)

o medudjelovanje brane i vode u velikoj akumulaciji (neomedeno) gy
48






Sustav s jednim stupnjem slobode: postupci proracuna

izvor: http://www.epoch-suite.com/casestudies.html

50
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Sustav s jednim stupnjem slobode: postupci proracuna

Numeri¢ko rjesenje
spomenute metode temeljene na principu superpozicije
ogranilenje: vrijede samo za linearne modele
vaznost nelinearnih modela: analize pri utjecaju jakih potresa
numeri¢ke metode: temeljene na zamisli vremenske diskretizacije

funkcija pobude: analiti€ki ili numeri€ki definirana

e 6 6 6 o o

vrijede za linearne i nelinearne modele

Vrsne vrijednosti

odziv modela prema bilo kojoj metodi: u funkciji vremena
@ poseban interes: vrSna vrijednost odziva — AMPLITUDA

@ definicija: MAKSIMUM APSOLUTNE VRIJEDNOSTI funkcije odziva,

= m?x|r(t)|, r(t) = u(t),...,M(t),...,o(t),...

@ prema definiciji uvijek g



Sustav s jednim stupnjem slobode: slobodno titranje

@ slobodno titranje (p = 0)°, bez priguenja (¢ = 0): mii + ku =0
@ jedine pobude: pocetni uvjeti, u(0) i/ili (0)

@ pocetak mjerenja vremena (t = 0): uspravni ili otklonjeni okvir

D @ Mogudéi poletni uvjeti:
(=0 1=0 o
u(0)=0  1(0) % 0 @ uspravni okvir, @D:
e .
a0y =dlay =0 ili 0 o u(0) =u(0) = 0:
E & — nema gibanja (p = 0),
g=0 L u©/ i=0 rieSenje: u =20
#0 u#0 o u(0)=0 i i(0)#£0
@ otklonjeni okvir, Q:
o u(0)#£0 i 4(0)=0
“—— ~— o u(0)#0 i a(0)#0

%vige ne¢emo dosljedno pisati funkcijsku ovisnost o t 52



Sustav s jednim stupnjem slobode: slobodno titranje

moZemo pisati: mi = —ku, i = —(k/m)u
oplenito: i = au, a = —k/m — konstanta
funkcija i druga derivacija iste do na konstantu

idealan izbor: u = e, ii = s%et, (a = s?)
uvrstimo u mii + ku = 0: (ms® + k)e*t =0, (et > 0)
izraz jednak nuli ako je: ms® + k = 0, (karakteristi¢na jednadZba)
rieSenje: s = —k/m, s12 = £+/—k/m = +/=1/k/m = +iw,
s12 = tiw, (karakteristi¢ni korijeni), pomaci: et i e%!
linearna jednadZba: vrijedi princip superpozicije
znadi: linearna kombinacija et i e2! takoder rjedenje
dakle: u(t) = A1e®tt + Aye®2t (uvrstite u mii + ku = 0)1°
u(t) = Are™nt 4 Aje=iwnt

®Mat. 2: http://www.grad.hr/nastava/matematika/mat2/node29.html 53
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Sustav s jednim stupnjem slobode: slobodno titranje

rjeSenje u imaginarnom podrudju: sadrZi imaginarnu jedinicu
titranje okvira: realan problem s realnim rjeSenjem — pomak u(t)
logi¢an korak: prelazak u realno podrudje

rabimo Eulerov obrazac: et = cosx + isinx

jednostavan dokaz obrasca: Wikipedia'!

Uz x = wpt: eT®nt = cosw,t & isinw,t uvrstimo u u(t)

fizikalni problem: konstante Aj i Ay konjugirano kompleksni brojevi
Aip=axhi = Ail+Ar=2a=A (Al—A)i=2bi-i=-2b=B
rjeSenje u realnom podrugju: u(t) = Acosw,t + Bsinw,t

brzina: 4(t) = —w,Asinw,t + wpB coswpt

iznos konstanata A i B: iz pogetnih uvjeta: u(0) = Ai (0) = w,B
u(0)

n

u(t) = u(0) coswnt + sinwpt

funkcija gibanja: titranje oko ravnoteznog polozaja u =0

Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Euler’s_formula#Using_calculus

54


http://en.wikipedia.org/wiki/ Euler's_formula#Using_calculus

Sustav s jednim stupnjem slobode: slobodno titranje

" (0) b
u(0) amplifuda, u,
a u=0 & e + / .
uspravni
polozaj
=t e -

@ BILO KOJI POLOZAJ se ponavlja svakih 27 /w, sekundi (primjer: a i e)
@ svakih 27 /w, sekundi identi¢an pomak i brzina (nagib tangente)
o dio krivulje a — e: opisuje jedan slobodni titraj okvira o
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Sustav s jednim stupnjem slobode: slobodno titranje

@ JEDNOSTAVNO HARMONIJSKO GIBANJE: opisano harmonijskom funkcijom
e prirodna kruzna frekvencija titraja: konstanta w, = \/k/m [rad/s]

@ indeks n: od engl.

N

D

/N

Ve

NATURAL
@ kruzna frekvencija, translacijsko gibanje?

@ analogija kruZnog i harmonijskog gibanja

@ prirodni period titraja (titrajno vrijeme):

2
T,=2" [s] trajanje titraja u [s]
@ = const. Whn

e prirodna (cikli¢ka) frekvencija titraja:

1
fop= T = ;j—; [Hz] broj titraja u [s]
S' o fizikalno pojasnjenje: trag pera na papiru

koji vrtimo frekvencijom w, = const. _ ,.
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Sustav s jednim stupnjem slobode: slobodno titranje

rije¢ PRIRODNA: isti¢e slobodno titranje, bez prisile
svojstva titranja wp, T, i f, ovise SAMO O MASI I KRUTOSTTI
ne ovise o poletnim uvjetima u(0) i 4(0)!

dva okvira jednake m: veca k, veca f, (manji T,)

dva okvira jednake k: ve¢a m, manja f, (veéi T,)

pomak od teZine u promatranom smjeru (str. 34.): dsy = mg/k

@ uz k = mg/ds odredimo kruznu frekvenciju, period i frekvenciju:

k g 27 Ost 1 1 g
== =,]=, T,="=2m/=2, f===—
“n m Ost” T W, g " T, 2r\ g

@ uobicajeni periodi u zgradarstvu: od 0,1 do 2,0 sekunde
@ sustav titra izmedu dvije amplitude: £ug
@ pojasnjenje amplitude: skicirajmo meduovisnost brzine i pomaka

e deriviramo i(t) = —wpu(0) sinwpt + 4(0) coswpt/: w, 47
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Sustav s jednim stupnjem slobode: slobodno titranje

e kvadriramo u(t) i u(t)/wy i zbrojimo
@ grupiramo po [u(O)]2 i [L’J(O)/wn]2, uz sin?wpt + cos?wyt =1

e dobivamo jednadZbu kruZnice u sustavu (d(t)/wn, u(t)):

Wn Wp
2
X2 y r2
o, A u(t) M(f)ﬂ 1(0)
Y e Gttt -
- 0 ____________
M’/(r u(0) u(0) /[
@A o) !
n 0
1/1(0)2 +(u(0)j
S " T _272'_/(0] o’




Sustav s jednim stupnjem slobode: slobodno titranje

prema slici: polumjer r jednak amplitudi titraja,

w0 (A0

e amplituda ovisi o po&etnim uvjetima (i frekvenciji — k i m)
° omjer frekvencija najvise dva,
[k [24El. _ |6El.
“nlElsoo =\ n T\ p3 w”’Elb:O ~\ 3
. . . 6El
@ neizmjerno kruta greda, zglobni lezajevi: w, = hg
m

dva puta manja frekvencija od upetog okvira s istom gredom

znadi: osim o svojstvima Stapova, w, ovisi i o rubnim uvjetima _ ,
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

@ slobodno titranje (p = 0) s prigusenjem: mii + ci + ku =0
@ DEFINIRAMO dva vazna koeficijenta: ¢y, i (,

c

2k
Cle = 2mwp = 2vVkm = ==, (:i:
Wn Ckr 2mwn,

¢ — mjera utro$ene energije za jednog titraja

vazno: samo slobodnog ili prisilnog harmonijskog titraja

Cxr — kriti¢ni koeficijent prigusenja: nema titranja

¢ — koeficijent RELATIVNOG priguSenja: DIO kriti¢ne vrijednosti

osim o ¢ ovisi i 0 svojstvima modela: masi i krutosti

podijelimo izvornu jednadzbu s m i uz w, = \/k/m
i + 2Cwpl + wiu =0

e zapis primjenom ( i w, (T,) jer ih &esto rabimo u praksil?
12

ckr 1 € definirani su tako da diskriminanta karakteristi¢ne jednadZbe novog
zapisa za ( =1 (c = ckr). Radi se o posebnom obliku odziva — . 7y
bez titranja. Zapis (kanonski) je jednostavniji; sadrzi samo dvije konstante. 60



Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

Vrste prigusenog gibanja

kriti¢no prigusenje, £ =1

nadkriti¢no prigusenje, & =2

0 T T \//T\ > t/T,
1 \\/ 2 3

\podkritiéno prigusenje, ¢ =0,1
(jednostavno harmonijsko gibanje s prigusenjem)

u(t) / u(0)

11

Razlikujemo tri sluéaja:
@ ( =1, (c = ciy): vratanje u poloZaj ravnoteze bez titranja

@ (>1, (¢ > cy): isto, ali sporije (manjim prirastima)
@ ( <1, (c < cy): titranje sve manjim amplitudama

@ Cir: hajmanji iznos viskoznog prigusenja koji sprje€ava titranje

-
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

e 6 6 6 o6 o o

e 6 66 6 o o

razdvaja gibanje bez i s titranjem

¢ < Ci;: slabo (podkriti¢no) prigusenje — nase podrugje (¢ < 0,1)
€ = Ci;: grani¢no (kriti¢no) prigusenje

€ > Ci;: jako (nadkriti¢no) prigusenje

primjer: ko¢ni mehanizam za zatvaranje vrata

kada pustimo vrata nema titranja

¢ak i amortizeri automobila imaju ¢ < 0,5
Slabo priguseni sustav

prema slici: sustav opet titra lijevo — desno, sli¢no rjeSenju za ( =0

pretpostavimo isto rjedenje: u(t) = e

uvrstimo u (52 4+ 2¢wns + w?)est =0, (et > 0)

karakteristi¢na jednadzba: s? + 2Cwps + w2 =0
s12=wn(—CEiy/1-¢2),1-¢*>0

princip superpozicije: kombinacija et i e2! takoder rjedenje e
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

e opet vrijedi: u(t) = Ajett 4+ Aye®!t
@ uvrstimo sy i 1 u(t) = e ¥t (Aje/wnt 4 Aye~iwpt)
@ izraz u zagradi sli¢an rjeSenju
@ samo umjesto w,: wp = wpy/1 — (2 — frekvencija prigu$enog titraja
@ u zagradu uvrstimo Eulerov obrazac: etiwnt — coswpt + isinwpt
@ pa zagrada postaje: Acoswpt + Bsinwpt
° u(t) = e=“nt(Acoswpt + Bsinwpt)
o konstante A i B odredimo iz po&etnih uvjeta u(0) i u(0):
P ORR AT C)
wp
@ konatno:

4(0) 4 Cwnu(0) sinwpt
wp -’

63
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

u, 1u(0) neprigusena
Lot L i
F’T peO, diraliste konstrukcija
~ .
— prigusena
u(0) —_—— konstrukcija
U D 7
t
p I _—
—_
/ pezﬂnt T,=2n/o,
Tp =2n/mp £=0,05

@ za ( =0, rjesenje jednako gibanju bez prigudenja (provjerite)

@ na slici isti poletni uvjeti za oba modela

@ iz rjeSenja i slike: prirodna frekvencija prigusenog titraja jest wp

@ prirodni period prigudenog titraja: Tp = 2w /wp -’

64



Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

eveza Tpi T,
2T 2T T,

oo un1G VIO

amplituda opada eksponencijalno, ovojnica: +pe¢wnt

(]
@ p iznos najve¢e amplitude (za t = 0):13
@ diralista ovojnice malo udesno od up A u(r)

[

[

utjecaj ¢: wp < wp, (Tp > Tp) = /r:O

za ¢ < 0,20: wp ~ wn, (Tp ~ Tn) ?\ i u(t)
e NHAS
(WD/Wn)2 + 42 =1, kruZnica gigzo

Bpez izvoda:

p= i\/[u(oﬂ2 + {”(OHC‘””(O)]Q o’

wp
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

o 1. kvadrant: wp, wp i ¢ pozitivni

podrucje prigusenja
veéine konstrukcija

2 2 _

=‘ a 06 (op/w,)"+ " =1

I 04
sls

0.2

0 02 04 06 08 1
relativno prigusenje ¢

za mala prigusenja:

wpRwpi ITpxT,
za AB, ( = 0,05:

wp = \/1 *0,05260,,

= 0,9987w,,

@ ako je ( = 1:

wD:0, TD—>OO,

nema titranja

ako je ( =0:
WD - Wny Tn — TD!

slobodno titranje
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

° vele prigusenje, brZze smirivanje titranja
e pobuda svih primjera: poZetni pomak u(0), [1(0) = 0]

@ s porastom prigu$enja: manji broj titraja i krace trajanje titranja

1 —
ﬂ ﬁ £=2% §=5%
0 u V Unvnvnv AV% [\V,gl T\VI\VI\VI\VI\VAVAVAVAVA\, nvnvl\v%l\v/\va.v,v

1 1 1 1 1

u(t) / u(0)

{=10% {=20%

t/T, t/T,
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

Zakon opadanja vrSnih vrijednosti

@ analiziramo u(t)/u(t+ Tp); pomaka udaljenih za Tp
@ u omjer rjeSenje u(t):
—Cwpt 2n¢
u(t) © /] = b — eV1-@ = const.

u(t+ Tp) e rteGenTo[]] ~

e kradenje uglatih zagrada oznaleno s [ /] jer je,

27
coswp(t + Tp) = coswp(t + —) = cos(wpt + 2m) = coswpt

wp

@ na isti nain: sinwp(t+ Tp) =sinwpt

@ i za uzastopne vr¥ne vrijednosti (udaljene za Tp) takoder vrijedi:

us 2m¢
i — i /in

Uit+1 B
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

@ prirodni logaritam omjera uj/uj1: 14
uj 27 uj
§=In— = ¢ , (odnosno: —— = %)
Ujit1 1-¢2 Uiyl

@ slabo prigugenje (str. 66.): /1 — (2 ~ 1, pa pribliZzno vrijedi,

0 ~27C

1%|ogaritamsko opadanje 69



logaritamski dekrement 6

Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

02 04 06 08
relativno prigusenje &

@ slabo priguSenje: mala razlika

@ problem mjerenja bliskih vrijednosti

1

@ dobro podudaranje za ¢ < 0,2: podrugje vecine konstrukcija

vrinih vrijednosti
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

@ uspostaviti omjer udaljenih amplituda, nakon j titraja:

uy uy uz us u;
— === . L = e‘se‘se‘S eJ‘S//n
u; Uy Uz U, u;
41 2 U3 U4 j+1
J puta (str. 69.)
uy s 1,
In =Inel® = j§, 0==>In— =~ 2n(
Ujt+1 J U4

@ primjer: broj titraja potreban za smanjenje amplitude na pola

I M u T 2nC ¢
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

u skladu sa slikom
10 na str. 67.

0 005 01 015 02
koeficijent prigusenja {
Odredivanje prigusenja i perioda pokusom
@ prigusenje ¢ nije moguce odrediti analiti¢ki
@ mora se odrediti pokusom: titranjem gradevina

@ jedan nalin: slobodno titranje
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

potegnemo konstrukciju uZetom i naglo otpustimo

e realizacija slobodnog titranja uz u(0) i 4(0) =0

@ za slabo prigusene sustave
Czi.ln a :i_ ..Ui
2mj vy 2mj iy
@ prvi izraz: iz zai=1
e drugi izraz: deriviranjem u(t)/u(t+ Tp)
. 2 ,—Cwnt 2m¢
a(t) (—Cwn)?e /] — wonTp — Vi

i(t+ To) ~ (—Cun)e ont eGarTo[ /]

opet imamo ponistenje zagrada [ /]

druga derivacija: trigonometrijske se funkcije ne mijenjaju
motivacija: lakSe je mjeriti ubrzanje nego pomak konstrukcije
moramo mjeriti pomake i preko 1 m (£50cm): nezgrapno

ne smije nastati dodatni pomak zbog ubrzanja uredaja : 73



Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

@ mora reagirati stati¢ki na dinami¢ku pobudu: titranje gradevine
@ ostvarujemo velikom masom i malom krutosti uredaja: nezgrapno

o T uredaja zgrade,

D > T, : uredaj stoji, zgrada titra

—mii(t)
‘="> u(r)

! .

mii . +cu_ +ku_ =—mii(t)
%/—J

mj mj mj

=0, uredaj miruje

pobuda u(t), optereenje uredaja: p.g = —mii(t), (greda = tlo)
ostaje samo: kuyj = —mii = upmj = —(m/k)i = —(1/w?)i
titranje gradevine: u = upsinwpt = U= —ug wg sinwpt

Umj = (1/w2)upwp sinwpt = ugsinwpt, (wy ~ wp)

e 6 6 o6 o

prema tome: up; ~ u, mjerimo pomak gradevine g
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Sustav s jednim stupnjem slobode: priguseno titranje

@ odredivanje Tp: MJERENJEM vremena potrebnog za titraj
@ usporedba sa iznosom iz proratuna: Tp ~ T, =27/ m/k

o dokaz valjanosti usvojenog modela, ratunske mase i krutosti

RAAAF
VAAVARVARV.

@ mjerenje ubrzanja jednostavnije

e radi pojasnjenja treba rijesiti dinami¢ku jednadzbu za p(t) # 0

@ do sada smo analizirali samo slobodno titranje (p(t) = 0)

& rl-
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Energija slobodnog titranja

@ pobudimo model po&etnim uvjetima: u(0) i 4(0)
@ unosimo (potencijalnu i kinetitku) energiju:

£ = Sk [u(O))? + 3 ml(0))’

deformacija okvira (opruge): potencijalna energija Es(t)
brzina mase: kinetitka energija Ex(t)

nema priguenja: ukupna je energija samo iz dva dijela,
1 1 .
Es(t) + Ex(t) = 5k [u(t)] + 5’”[“(“-)]2

@ uvrstimo u i slobodnog titranja bez priguenja (str. 54., 57.):

Es(t) = %k [u(O) coswpt + 4(0) sin cu,,t}2

4(0)

Wn

1
Ex(t) = Emw,z, I:—U(O) sinwpt +

2
cos wnt]

76



Energija slobodnog titranja

@ vrijedi zakon oduvanja energije

@ raspi¥emo i zbrojimo Es(t) i Ex(t)

e uvrstimo w2 = k/m i grupiramo po [u(0)]? i [#(0)/wn]?
@ upotrijebimo identitet: sin?w,t + cos?w,t = 1

@ ostaje:

Es(t) + Ex(t) = %k [0(0)] + %m[a(0)12 _g

@ ukupna energija

@ jednaka je pocetno uloZenoj

VE(r) E, =E 1)+ E (1)

1(0),(0) = 0 e

v



Energija slobodnog titranja

@ uz prigusenje: Es i Ex sadrze u (str. 63.) igza (>0
@ pojavljuje se i energija prigusenja Ep(t) (rad fp na u)
o vrijedi: Ej = Es+ Ex + Ep i (Es+ Ex) — 0, Ep — E

NE(®) E =E0)+E,()+E)(1)
}

"troSenje energije"”
~ Es ) E/) (tl)
Ey () Y

u(0),1(0) =0 f

Y~

e utro3ak energije (ordinata) Ep iznosi (¢ = const., str. 28.):

t1 51
ED(tl):/fDdu:/ (ca)adt:c/ 0P dt r
0 0 T
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Slobodno titranje uz Coulombovo trenje

@ primjena: model konstrukcije s tarnim prigusivalima

@ Coulombovo trenje: trenje suhih povrsina, sila trenja F = uN

smjer gibanja
w w
u
koeficijent ‘ J
trenja
IuJ ku <a— <fl— ku <«— <f]—
F= l»lN 4—?—— —f—— F= }J.N
N N

u — koeficijent trenja, N — sila okomita na tarne plohe
F suprotna od smjera gibanja (smjera brzine, ne pomakal!)

elasti¢na i inercijska sila uvijek u istome smjeru

razlozi:
e pomak i ubrzanje suprotnog predznaka

e sila inercije suprotna ubrzanju: u smjeru pomaka — elasti¢ne sile g
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Slobodno titranje uz Coulombovo trenje

u(t) @ gibanje s desna na lijevo:
.qupo /\ mi+ku—F=0, mi+ku=F
0 u(t) = Ay coswpnt + Bisinwpt + uF
W | ur = F/k, (part. rjeSenje: uvrstite)

| | | @ gibanje s lijeva na desno:

\ (1)

mi + ku=—F

u(t) = Ay coswpnt + Basinwpt — uf

J\O

@ svaka jednadZba vrijedi za pola titraja

@ pocetak s desna, pocetni uvjeti:
u(0) na desno i 4(0) =0

@ iz prve jednadzbe: A; = u(0) — ur
i derivacije: By =0 o
80




Slobodno titranje uz Coulombovo trenje

@ konacno:

<

u(t) = [u(O)—uF] coswpt + uf 0<t<7/wy

linearno
— ¥
—

—

staticki
u(0)—4du, -

| 8
= = P
o =
T Owu(0)—u, =

pomak
T, \ TR/ 2T \74‘/3‘;?
! " i T ) "
—u(0)+2u, ) —

e amplituda iznosi u(0) — uF, funkcija translatirana za uf
e jednadzba vrijedi do 1 =0, za 7/w, = T,/2 (prethodna slika)

e tada je pomak: u(T,/2) = —u(0) + 2ur ,
81



Slobodno titranje uz Coulombovo trenje

@ iz mirovanja (& = 0) kre¢emo u desno: druga jednadZba

@ pocetni uvjeti: u(T,/2) = —u(0) +2ur i 4(T,/2)=0
e dobivamo: Ay = u(0) — 3up i B, =0 [iz i(t)]
@ konatno:

u(t) = [u(0) — 3up| coswpt — up T jwy <t <27 /wp

amplituda iznosi u(0) — 3uF, a pomak funkcije —ur
jednadzba vrijedi do & = 0, za 27 /w, = T, (prethodna slika)
tada je pomak: u(T,) = u(0) — 4ur

razlika amplituda: u; — uo = 4ug, (opéenito, uj — ujy1 = 4uF)

iz mirovanja kre¢emo opet u lijevo: prva jednadzba

@ pocetni uvjeti: u(T,) = u(0) —4ur i u(T,) =0

@ odredimo A;j i Bi, pa dobivamo:

u(t) = [u(0) — SuF] coswnt + uf 21 /wp < t < 3m/wy

e amplituda iznosi u(0) — 5uF, a pomak funkcije ur e
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Slobodno titranje uz Coulombovo trenje

@ primijetimo: pola titraja za 7/w,, a titraj za T, = 27/w,
@ trenje NE UTJECE na period slobodnog neprigusenog titraja
e linearni (ne eksponencijalni) zakon opadanja amplituda

@ zaustavljanje gibanja: amplituda up manja od grani¢ne ug
@ ravnoteZa elasti¢ne sile i sile trenja: kug = F = uN (up < uF)
@ laganom treSnjom vracamo sustav u pocetni poloZaj u =10
@ primijetimo: viskozno prigusenje ne zaustavlja gibanje

@ amplitude su sve manje ali nikada jednake nuli

@ konstrukcije se ipak zaustavljaju: trenje sigurno postoji

@ najesée se ne modelira izravno

@ koristi se zamjenjujuée viskozno prigusenje

@ iznimka: modeliranje tarnih prigusivada P
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Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

Motivacija:
@ odziv na pobudu ekscentri¢nom rotirajuom masom

@ uvid u ponasanje prema drugim tipovima pobude

rezultati primjenjivi i na pobudu potresom

harmonijska pobuda: p(t) = ppsinwt ili p(t) = pg coswt

@ po, wi T — amplituda, frekvencija i period pobude (prisile)

P
amplituda, p,

N

period, T =27/ ®
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Primjer harmonijske pobude: turbogenerator Koncar




Primjer harmonijske pobude: generator i turbina HE Zakucac
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Primjer harmonijske pobude: generator i turbina HE Rama




Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

@ za sustav bez prigusenja i pobudu u obliku funkcije sinus:
mi + ku = pgsinwt

poletni uvjeti (za t = 0, poletak opterecenja): u(0) i 1(0)

linearna jednadZba: vrijedi princip superpozicije

ukupno rjesenje: u(t) = uc(t) + up(t)

homogeno rjedenje (za p = 0, str. 54.): uc(t) = Acosw,t + Bsinw,t

izbor partikularnog rje¥enja (za p # 0):

e isti oblik funkcije pobude i odziva, ili

e zbroj funkcije i druge derivacije jednak funkciji sinus
e pretpostavimo: up(t) = Csinwt, odnosno iiy(t) = —Cw?sinwt
e uvrstimo u jednadzbu: C(k — mw?) =py i C = po/(k — mw?)
@ uz m = k/w? dobivamo:

1
c_P 1
k 1—(w/wp)? e
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Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

1
Up(t) = Csinwt = % m Sinwt, w # Whn

@ ukupno (homogeno i partikularno)

p_ 1
k 1—(w/wp)?

partikularno

u(t) = Acoswpt + Bsinwpt + sinwt

homogeno

@ za odredivanje konstanata odredimo brzinu:

Po
— 5 coswt

U(t) = —Aw,, sin wpt + Bw,, coswpt + P m

@ iz pomaka: u(0) = A, a iz brzine:

L'J(O):Bwn—l—%%/:wn
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Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

@ prema tome:

B _u(0)  po w/wp
A= u(0), b= wn k11— (w/wp)?

@ Ai B uvrstimo u , kona&no dobivamo:

o) s[4l

prolazni dio
Po 1 :
L t
+ K 1= (w/wn)? sinw
, ustaljeni dio

titranje ovisi o sin(+) i cos(+), (funkcije od t), ostalo konstante

prolazno titranje: sadrZi &lanove sinw,t i coswpt,

°
°
e titranje frekvencijom slobodnog odziva wp; ovisi o u(0) i zagradi [-]
@ prisilno, ustaljeno titranje: sadrzi &lan sinwt,

°

titranje frekvencijom pobude w: vodeno, traje koliko i pobuda : 90



Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

2 ukupni odziv ol/w,=0,2
ustaljem (prisilni) u(O) 0,5 p0

1 odziv u(O) ) po

o
1 n T AN ./
I 1
2
0 05 1 15 2
t/T

@ postoji pobuda: moguce gibanje i uz
@ uvrstimo u(0) = 4(0) = 0 u prethodnu jednadZbu:

Po 1 . w .
u(t) = KT (/o) <sm wt — w—nsm w,,t) N
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Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

prolazno titranje: razlika ukupnog i prisilnog odziva
bez prigusenja: traje vje¢no, konstantnom amplitudom

realno: nakon nekog vremena i$¢ezava — naziv PROLAZNO

ostaje samo (konstantne amplitude, uz sinwt):

0= [

e gdje je (ust)o = po/k > 0 amplituda statitkog pomaka:!®

] sinwt

m — t

i(t) +kust(t) = posinwt, ust(t) = PO inwt = &

- k k
~0

@ zamislimo lagani okvir (m & 0): zanemariva sila inercije

@ pomak jest statiki, ali ovisi o vremenu: p(t) je funkcija vremena

predznak zagrade: odreduje smjer odziva prema smjeru pobude

1%jli krac¢e samo stati¢ki pomak 92



Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

@ odziv i pobuda istaknuti:

u(t) = % [1_(:/&;)2] posinwt

0 zaw/wy, <1 (w< wp)

1 1 L L

zagrada pozitivna,

u(t) i p(t) istog smjera,
pomak u fazi s opterecenjem
za w/wy > 1 (w > wp)

zagrada negativna,

1 2
omjer frekvencija, @/ @,

@ opdi zapis prisilnog odziva:

u(t) = (o [ !

1 — (w/wn)

3 u(t) i p(t) suprotnog smjera,
pomak i optereéenje izvan faze

2} sinwt = upsin(wt — ¢)
93



Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

e amplituda g iznosi (prema je pozitivna):

(1) :

up = (u _—

B (T L

@ zbog toga se pojavljuje apsolutna vrijednost nazivnika

@ gubimo predznak zagrade: prebacimo ga uz funkciju sinwt

@ zato rabimo fazni kut ¢ i pisemo:

sin(wt — ¢), =

b= {00 za w < wp sinwt

180° zaw >w, —sinwt

@ ako je ¢ = 0°: pomak se mijenja u smjeru optereéenja
@ ako je ¢ = 180°: pomak se mijenja suprotno optereéenju
@ za ¢ = 180°: KASNJENJE odziva u(t) za optereéenjem p(t)

: _ - ¢ m T
sin(wt —¢) =0 = wt ¢_0:>t_w_27r/T_2 ot
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Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

A p(7) Au(?)
¢=0 u, sin ot
p() l u() l
p,sinot \/
A p(0) u(t) ¢p—0
¢ =180° 2 oblikovno zaostajanje
Py ¢ ¢ odziva za pobudom
p,sin a)t\/ —u, Sin ot
~— (=T/2

@ jo3 jedan vaZan zapis prisilnog odziva (uvodimo oznaku Ry):

u(t) =

(Ust)O
(Ust)O

up sin(wt — @) = (ust)o Ra sin(wt — ¢)

@ otito je (formula, str. 94. i graf, str. 93.):

Ry =

up 1

>0 o

95
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Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

= > o dinamicki koeficijent Ry ili
s koeficijent povecanja pomaka
s 4 . . . oy :
N
> frekvencijska omj.evr amplitude dmamm!«og i
& . funkeija odziva statitkog pomaka (bez dim.)
iy 3
8 0 w/wy, K1, (Ry~1):
= s spora promjena opterecenja,
o T . . . .
£ mali dinamicki utjecaj
Z
2o o w/wy > 2, (Ry < 1):
g dinamicki utjecaj manji od
o, V2 statitkog
<1 ° w/wyp>1, (Ry~0):
E" 90°+:1(1112'<i:‘;u u* odziv protivan brza promjena opterecenja,
g poljaude pobudi zanemariv dinami&ki utjecaj
&

o ° ~1, (R 1):

0k 1 5 y o w/wn=1 (R >1)

izraziti dinamicki utjecaj .7
96
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Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

Pojam rezonancije

(]

titranje modela pri kojemu je dinamicki koeficijent maksimalan

@ rezonancijska frekvencija: frekvencija pobude koja uzrokuje rezonanciju
@ model bez prigusenja: rezonancijska frekvencija jest w,

e dinamiZki koeficijent nije ograniten (teZi prema neizmjerno)

@ vazno: velika amplituda ne nastupa trenutno (raste u vremenu)

@ primijetimo: ako je w = wy, ne vrijedi odabrano

@ analizirajmo, radi jednostavnosti, titranje uz

@ uocimo da vrijedi:

. 0 o .
whﬂln u(t) = 0’ L'Hopitalovo pravilo:
lim u(t) = fim 2 d/dw][sinwt — (w/wy) sin wpt]

wW—rwn wW—rWwp k d/dw [1 - (w/wn)z] Tl
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Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

@ deriviranjem po w (ne po t):

lim u(t) = lim 2 tcoswt — (1/wn)sinwnt wp
w—rwp w—wn K —2(.«)/(4),? Wn

1 p
u(t) = 5 ? (w,,t coswpt — sinwpt), uz uvjet: w = wy

30 q

20 A OVO_]mca e -
ol 3T,/2 _ A
LA / \ / \
z/(()ﬁ4 ¥ \Z \Z
-10 Hu(0) T

n

u(®) / (ug),

=20 4

-30 -

r T T T T

0 2 4 6 8 10




Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

o uz (ust)o = po/k i wp=271/Ty:
u(t) 1 <27rt 2nt 27Tt>
= os

(Ust)O 2

period iznosi T,, ekstremi (max. pa min.) svakih T,/2

Tn C Tn — Sin _,_n

ako je j broj titraja (j = 1,2,...), vrijeme ekstrema jest:

t=(j—1/2)T,, maksimum, t =4jT,, minimum

iznosi ekstrema (uvrstimo t = (j —1/2)T, pa t =jT,):
up =m(j —1/2)(ust)o, maksimum, ili uj = —7j(us)o, minimum
@ prirast vrdnog iznosa nakon svakog titraja (uzmimo minimume):

\ujra| = uj| = (ust)o [7(j + 1) — 7j] = m(ust)o = 7 po/k = const.

prirast konstantan: ovojnica rasta pravac i



Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

amplituda (opcenitije, pomak) raste prema neizmjerno

@ pretpostavka: neograni¢eno vaZenje Hookeovog zakona

@ realno: postoji iznos kritiénog pomaka +uy,

@ pocetak pucanja krhkog ili te¢enja duktilnog materijala

@ nastaje promjena krutosti k, pa i frekvencije w, = \/k/m
@ posljedica: vise nema rezonancije, jer je w # wp

@ primijetimo: kriti¢ni pomak ne nastaje trenutno

@ postize se nakon odredenog vremena ty,

u(t) _ -
_fa\
|
|
|

— \/
~
~
~
|<—>|tk" T~ -

100

Y~




Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

@ poZeljno: brzi prolazak kroz rezonanciju (t < ti,)

@ primjer: pobuda turbinskog stola ekscentri¢nom masom turbine

oblik pobude: p(t) = posinwt, gdje je:

0 <w<w,, w,—radna frekvencija turbine

slobodno titranje stola: wp, u praksi je najéesée: w, > wp,

posljedica: pri pokretanju ili zaustavljanju uvijek postoji slu¢aj,

w = wp, prolaz kroz frekvenciju slobodnog titranja stola

. :X: \'wr

treba trajati $to krace!

w mora odmah dalje rasti (padati)
ne Cekati pri w = wp!

tada t te¢e prema ty,

® 6 6 o o

a u raste prema uy,



Harmonijska pobuda s prigusenjem

@ ako postoji prigusenje:

mi + ct + ku = pgsinwt, uz: u(0) i u(0)

homogeno rjedenje: slobodno titranje s prigusenjem (str. 63.),

ue(t) = e~ “nt(Acoswpt 4+ Bsinwpt)

izbor partikularnog rjeSenja (prisilno titranje zbog pobude):

o isti oblik pobude i odziva: logi¢na pretpostavka — funkcija sinus
@ nije rjeSenje: prva derivacija funkcija kosinus — nema jednakosti

pretpostavka rjeSenja: zbroj funkcija sinus i kosinus
o 1. razlog: takoder zapis funkcije sinus (poput pobude)*®

e 2. razlog: opisuje titranje lijevo — desno

dakle: up(t) = Csinwt + D coswt

@ prikaZemo osnovnu jednadzbu s pomoc¢u ¢ (podijelimo je s m):
8 po sin(wt — ¢) = Csinwt + Dcoswt, po=+/C2+ D2, tangp = D/C 10




Harmonijska pobuda s prigusenjem

@ dobivamo (podsjetimo se: ¢/m = 2(w,, str. 60. i k/m = w?):
i + 2Cwntl + w2y = PO Ginwt
m
@ derviramo up(t) i uvrstimo u jednadZbu:

—Cw?sinwt — Dw? cos wt +2¢w), (Cw coswt — Dw sin wt)

-~

lip(t) Gip(t)
2 : Po _.
wy, (Csinwt + D coswt) = —sin wt
up(t)

@ izmnoZimo zagrade i grupiramo po sinwt i coswt:

[(w2 — wz) C - 2Cw,,wD] sinwt

n

+ [2Cwan + (w% — w2) D] coswt

—smwt/ —2

n
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Harmonijska pobuda s prigusenjem

o jednakost vaZi Vt samo ako su &lanovi uz sinwt i coswt jednaki:

e dobivamo dvije jednadzbe: nakon djeljenja s w2, uz mw? = k,

C - (2{ d > D= Po ¢lanovi uz sinwt
Wn

2
<2Cw) C+|[1- <w> D =0, ¢lanovi uz coswt
Wn Wn
@ rijeSimo sustav
_ 2

¢= % : (;d/wn) 5 (ust)o %

1= (w/wnl| =+ [2¢ (w/wn)] c

D=5 — % wfun = (ust)o bo

1 ]+ (2 (wfon) 0
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Harmonijska pobuda s prigusenjem

° (zbroj homogenog i partikularnog, str. 102.):
u(t) = e "t (Acoswpt + Bsinwpt) + Csinwt + D coswt
prolazni dio prisilni, ustaljeni dio
° iz u(t) i d(t), uz u(0) i u(0), (nevazno, brzo is¢ezava)
2] ukupniodziv© wlo, =0,2
. ustaljeni (prisilni) odziv u(0)=0,5p, /k
I 1(0) =, p, / k
s =0,05
3 \ =0, /‘\
o ad
g | T, \ /
| ustaljena
-1 (prisilna)
I r ~J| amplituda
} (konstantna)
X
0 0.5 1 1.5 2 N
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Harmonijska pobuda s prigusenjem

@ primijetimo sloZenost rjeSenja ¢ak i za jedan stupanj slobode

@ prolazno titranje: razlika ukupnog i prisilnog odziva

@ jednako slobodnom titranju s prigusenjem: s vremenom i$¢ezava

@ analiziramo samo dio koji ostaje: PRISILNI dio

@ poput pobude: KONSTANTNIH perioda (pobude) i amplitude

@ upozorenje: moguci ekstrem prije samog prisilnog odziva
Rezonancija s prigusenjem

@ uvrstimo w = w, u izraze za C=0iD=—(ust)o/(2¢)

@ uvrstimo u ukupno rjesenje (str. 105.):

(ust)o

2

o treba odrediti i A i B (nije potrebno L'Hépitalovo pravilo)

u(t) = e S“rf(Acoswpt + Bsinwpt) — coswpt

@ zbog jednostavnosti: u(0) = u(0) =0

e deriviramo u(t): iz u(t) i 4(t) za t = 0 dobivamo, whe
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Harmonijska pobuda s prigusenjem

A= (us)o/(20),  B=(ust)o/(2/1—C?)

@ uvrstimo u ukupno rjesenje (C i D odredeni ranije) i sredimo:

u(t) = (Uzstc)o e Cwnt (costt—i— \/1C_7<2$in th> — coswpt
~ ustaljeno
| prolazno ]
20 1
ovojnica ustaljena (prisilna) amplituda u rezonanciji
A AN AT
" AVAVAVAVAVAVAN
-10 1/2¢ — ———\_ _\_\V
¢ =0,05
-20 T ' r;

0 2 4 HT, ¢ 8 10 107



Harmonijska pobuda s prigusenjem

e maksimalna je amplituda za t — 0o KONACNA (asimptota):

tl”go lu(t)| = uo = (U;tg)o

o jer et — 0 i max(coswpt) — +1

@ za slabo prigusenje: &lan uz sin je vrlo mali i wp =~ wy:

(Ust)O ( —Cwpt
t) ~ —— nt— 1) t
u(t) 2 e COS Wp

amplituda

zakon

titranja

jer je opdi zapis funkcije kosinus: acosw,t i a je amplituda
znadi: amplituda raste prema zakonu eksponenta (ne linearno)
prigusenje smanjuje prirast amplitude: nije vise konstantan

vaZno: iznos amplitude zna&ajno ovisi o prigudenju (&lan e¢@rf)

108



Harmonijska pobuda s prigusenjem

@ obrnuto proporcionalno ovisi i maksimalna amplituda: ug = (ust)o/2¢

30 1
ustaljeno stanje =001
20 A tocni u(¢)

o 10 1 £=0.05
ém' . 7~ {=0.1
= N4
A V'V

-10 A
-20
- ustaljena amplituda (konstantna)
0 2 4 6 8 10
t/'T,

@ s porastom ( brze dostizanje konstantnih amplituda odziva
@ zamijetimo: tada se radi o
e razlog: za dovoljno veliki t prolazni dio priguden, e=¢“nt — 0

e jednake frekvencije odziva (cosw,pt — coswt) i pobude (sinwt) 47
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Harmonijska pobuda s prigusenjem

@ broj titraja potreban za dostizanje ustaljenog stanja?

@ ekstrem nakon j titraja (uzmimo min.: u t = jT, = 27j/wy):

27j w2 2
U( 7T./> ~ (uSt)O (e Cwnwnj _ 1) Coswn 7T./

Wh 2¢ Wn
~——
uj 000]
<1(j>0)

/—/\\.
uj = ug e 2™ 1 (:l:].)
—_———
<0
@ ako trebamo samo pozitivnu vrijednost (amplitudu):
lul _ (efzncj _ 1) (1) =1— e 2m¢
Uo

@ omjer nije funkcija: postiZe diskretne vrijednosti za j =1,... “ff
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Harmonijska pobuda s prigusenjem

Luj 1/ u,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T

10 2I0 24 310 4'0 48 50
j =broj titraja
@ vrijednosti spojene pravcima: lakse uocavanje zakonitosti
@ slabije prigusenje, viSe titraja za dostizanje ustaljene amplitude
@ za 0,95up: 48, 24, 10 i 5 titraja za ¢ od 0,01; 0,02; 0,05 0,1
r;

@ zaklju¢no: ¢ kontrolira iznos ug i broj j do ustaljenog stanja g
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

Vréni pomak i kasSnjenje u fazi
@ analiziramo prisilno (ustaljeno) titranje pri harmonijskoj pobudi
@ samo partikularno rjesenje: u(t) = Csinwt + D coswt
@ konstante C i D proizvoljne: C = ugcos¢ i D = —ugsin¢

@ dobivamo: u(t) = up(sinwt cos ¢ — coswtsin @)

o dakle:'”
u(t) = upsin(wt — @) EZSE;Z = (ust)o Ry sin(wt — )
e uotimo: C?+ D2 = udcos’ ¢+ udsin’¢ = u3 i D/C = —tan¢

@ konatno: ug =+ C2+ D? i ¢ = arctan(—D/C)

@ uz (str. 104.): C = (ugt)obc/nc, D = (ust)obp/np i nc =np = n:

ug = (ust)m/(bzc + b%)/n2 = (ust)o/v/n, Jer je b2C + b% =n

7rabimo poznati identitet: sin(a — 3) = sin a.cos 3 — cos asin 3 112




Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

1
Ry— 0 _

¢ =arctan <— (uSt)obDnC> = arctan (— bD) , ¢ = arctan M

bc 1= (w/wn)?

(ust)obcnp

crtamo u(t)/(ust)o = Rgsin(2mt/ T — ¢): trebamo Ry i ¢

odaberemo tri vrijednosti omjera w/wp: 0,5; 1 2

prigusenje za sva tri slu¢aja: ¢ =0,2

odredimo Ry (1,29; 2,5; 0,32), ¢ (15°; 90°; 166°) i crtamo u(t)/(ust)o

crtanje stati¢kog pomaka (str. 92.): ust(t)/(ust)o =sin2mt/T
pomak zbog p(t), ali bez dinamiZkih u&inaka (mii =0, cu = 0)
mijenja se poput p(t): do na konstantu 1/k

isti za sva tri omjera w/wp (ne ovisi 0 wy,)
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

314 A~ Ry =129 -~ dinamicki: u(r)/(u,),
g N AN AN\ staticki: u (1)/(uy),
go N A\ 7
: 7 7 "N

n ~ N -

o/0,=05
| le 0/2m=0.041 T spora pobuda prisilno stanje:
| 5° amplituda = const.

’- Ry =25 period = period pobude
~ 1A
g 7
S0 7
B

-1 \ sin27zt/T

sm(a)t
N o2n =025 o/o,=1
/ $=90° T 27, n rezonancija

=<1 R sm(27rt/T ?)
ch 7N T\ Re=032
= T~ / .
g 0 \\ /\/ \ /\/ \ /7

-1 ~7 -7 w/w,=2 N—

02T =046 ¢~166° brza pobuda
"2 _l T T T T T 1
1 t!IT 2 3 114



Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

dinamicki koeficijent, R, = u, /(u,),

fazni kut, ¢

frekvencijske
funkcije
odziva

0.2

0
180 /J
£=0.01 52
0.1 0.7
907 — t=!
o J

omjer frekvencija, o/ o,

3

® Ry = f(w/wn,() (str. 113.):
Q w/w, <1, (Ry = 1):

~ _Po

uo ~ (Ust)o = =

Q w/wy,>1, (Ry~0):

2 2
~ wn _ Po wn _ Po
o (o Ca =5 02 = e
o , (Rg>1):
(ut)o Pl po
up ~ ——

2 k2¢  cuw,

@ sve krivulje ispod ( =0

@ ¢ > 0 smanjuje Ry T
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

© spora promjena optereenja: w/w, < 1
o dinamiZki koeficijent blizak jedinici: Ry ~ 1
o statitki odziv sustava: py/k
e slabi utjecaj prigusenja: sve krivulje bliske

e po zadan: pomak kontroliran KRUTOSCU (kao u statici)

@ brza promjena optereenja: w/w, > 1
o dinamiZki koeficijent blizak nuli: Ry ~ 0
e odziv manji od stati¢kog (uvrstite w?2/k = 1/m)
o slabi utjecaj prigusenja: sve krivulje bliske
@ pp i w zadani: pomak kontroliran MASOM
© podudaranje frekvencije pobude i odziva: w/w, ~ 1
e stanje rezonancije
o veliki dinamiki koeficijent: Ry > 1
e odziv puno vedi od statitkog [k = wim i 2( = c/(mw,)]
@ po i wy =~ w zadani: pomak kontroliran PRIGUSENJEM
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

e fazni kut: odreduje ka¥njenje!® odziva za pobudom (za t = ¢/27T)
@ ovisnost ¢ = f(w/wp, () za tri podrugja (str. 113., ¢ zadan):

Q w/w, <1, (¢~0°):

pomak i pobuda u fazi: isto usmjereni (Ry = 1,29)
Q w/wyp>1, (¢ = 180°):

pomak i pobuda izvan faze: suprotno usmjereni (Ry = 0,32)
@ w/wp =1, (¢~ 90°): stanje rezonancije,

pomak ekstreman, pobuda bliska nuli (Ry = 2,5)

@ vazan je dinamic¢kog opterecenja: amplitude pg

@ sva tri podru&ja: ako je mali pg, mali i up (€ak i u rezonanciji),

e neka je veliki Ry, a mali po: mali (ust)o = po/k, pa i up = Ry (ust)o
@ primjer: neprimjetno titranje AB zgrade zbog vjetra

o uredaji ipak biljeze odziv (1073 mm): rezonancija pri malim wg

8zaostajanje 117



Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

Dinamicki koeficijenti odziva
e analizom u(t) dobivamo Ry (str. 112.), sli¢no: u(t) — R, i i(t) — R,
@ pomak u prisilnom stanju (str. 112.): u(t) = ugsin(wt — ¢)
e brzina i ubrzanje: 4(t) = wug cos(wt — @), ii(t) = —w?up sin(wt — @)
@ sli¢ne funkcije: harmonijske, istih w i ¢, konstantnih amplituda (prisila!)
@ znadi: sli¢ni i dinamicki koeficijenti odziva Ry, R, i R,
e od ranije (str. 112.): u(t)/(po/k) = Ry sin(wt — ¢), Ry = uo/(ust)o
@ deriviramo pomak (d/dt):

u(t) W u(t) w

po/k 4 w cos(wt — ¢) on’ o po/k d cos(wt — @)
(t) R, cos(wt — ¢), R “ Ry R to

— == hv -9), Rv=-—FR4g, Ry=——r—

po/V km Wn po/V km

e R, — dinamiZki koeficijent brzine (bez dimenzije)
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

@ deriviranjem brzine:

0 R wsin(t—g)n, U0 R @ G-
Po/\ﬁ R wsin(wt (b)wn’ wnpo/\ﬁ ans (wt=9)
i(t) = — ad 2sin(,u — i(t) sin(wt —
A R () sintwr— o) U~ Rusinut - o)
2 .
_ (v _ _Uo
Ra_<wn> fon Fa po/m

e R, — dinamicki koeficijent ubrzanja (bez dimenzije)

e omjer amplitude ubrzanja i ubrzanja zbog (amplitude) pobude pg
e crtamo Ry, R, i R, u funkciji w/w, (uo&imo: nemaju dimenziju)
@ za R, i R, rabimo Ry (str. 113.) i mno%imo s w/w, ili (w/wy)?

@ Ry pozitivan: R, i R, pozitivni — frekvencijske funkcije odziva
& rl-
119

@ ovisnost amplituda odziva (up, to, tig) o frekvenciji pobude (w)



Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

Ri

5
ekstrem £=0.01
4 lijevo 0.1
3 k
[ 0.2
2
. 0.7
e —— \
=S
0 :
5
b ekstrem £=0.01
4 usredini 0.1
3
0.2
2 F
L 0.7
1
04 2
0 0.5
5
F ekstrem
4r  desno
3
2
1 %

omjer frekvencija, @/ m,

din. koeficijent pomaka Ry:
w/wp, =0, Rg=1

w/wp < 1, Ry maksimalan
w/wp — 00, Rg =0

din. koeficijent brzine R, :
w/wp=0, R, =0

w/wy, =1, R, maksimalan
w/wp — 00, R, — 0

din. koeficijent ubrzanja R,
w/w, =0, R, =

w/wp > 1, R, maksimalan
w/wp — 00, Ry — 1
za(>1/V/2=~0,T:

Ry i R, nemaju ekstrem

-
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

e odmah uotite: za ( < 0,2 i w/wp oko 1; Ry, R, i R, bliski

@ postoji medu koeficijentima
@ uodimo:

2
R, =~ Ry, Ri= (“’) Ry = <°"> R,
Wh Wh Wn

@ odredimo R, iz druge jednadzbe i izjednaimo s prvom:

R
2 _R, =2R,
w/wn Wn

@ dovoljno poznavati jedan dinamicki koeficijent
@ za neki w/w, odredimo ostala dva, otito postoji moguénost:
@ ovisnosti prikazati jednom funkcijom (nisu potrebne tri)

@ osnovna zamisao (uotite srednju sliku na str. 120.):

funkciju R, = f(w/wy) prikazati u logaritamskom mjerilu e
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

Prikaz dinamickih koeficijenata u logaritamskom mjerilu

(]

druga jednakost (R, = w/w, Ry) postaje:
w . w .
log R, = log — + log Ry, log R, — ordinata, log — — apcisa
Wn Wn
za log Ry = const. jednakost je oblika y = x + ¢
jednadZba pravca nagiba 45° i odsjecka log Ry na lijevoj ordinati
sustav takvih pravaca odreduje vrijednosti Ry

otitavanje na osi Ry okomitoj (nagiba —45°) na pravce

e 6 6 o6 o

prva jednakost (R, = 1/(w/wn)R5) u logaritamskom mjerilu:

log R, = — log “ + log R,, log R, = const.
w

n

jednadZba pravca nagiba —45° i odsje¢ka log R, na desnoj ordinati

sustav takvih pravaca odreduje vrijednosti R,

otitavanje na osi R, okomitoj (nagiba 45°) na pravce A
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

dinamicki koeficijent brzine, R,

10 5
i pravci pravei
l konstantnih R, konstantnih R,
;. Lo
5 Y. ]
?, -
L % (‘?@x
s 60&
3H A4 éoo y e
% 28
,(’ . X
12 9% &°
24D % D S
“, g \{-3&
log3 ’sz .zé.‘&
log?2 £
N z v
't \
r %’ izmijenjeno log
[ mjerilo
0.5 \
i 7
%, log0,5 log3
- 0,301 +0,4
tipi¢no log
/ mjerilo D12 e
0.1 J/ 1 i T L T
0.1 0.5 1 3

omjer frekvencija, o/,

—-0,301 +0,477

=
o0

=)

- y=logx
(=)

o

sl + -
- 1,0 2,0 3,0 4,0
v

pl

logaritamska
funkcija:

,razvladi" male
vrijednosti
,stisée” velike
vrijednosti

M
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

ishodiste je R, = 1iw/w, =1 jer jelogl =0

kroz ishodiste provu¢emo spomenute pravce (crveno)

osi R, i w/w, istih log skala i osi R, i Ry istih log skala
ako je R, = A, tada je R, = AY2 i w/w, = A'/? jer vrijedi:

R,= 2R, = A/2AY2 — p

Wn

e vrijednosti R, i w/w, jednake jer je R, pod nagibom od 45°
e primjer: R, =9, R, =w/w, =3
e ako je Ry = D, tada je R, = DY? i w/w, = D~1/2 jer vrijedi:

Ry—= v DY2/D=Y2 = D
w/wp
@ vrijednost R, recipro¢na vrijednosti w/w, jer je Ry nagiba —45°

e primjer: Ry =4, R, =2 iw/w,=1/2 L
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

10
NN £=0.01 3
L O;Oa : rb%,o
sE % =01 >
. ‘4, S
c}%' N (=02 % ..&o
o %, &
- 7, H IO
g “0y, o>
s % >
S < ) &
= . S
2
aRl: \
L‘g s A‘ >
= r log R, g 407
=< 05
o Y.
50.4——J'——0 £= N
g 7, (@ & Q!
A % e, " &
!
log — jt—
2]
n I
0.1 1 1 1 ' 1 11 1 L 1 1 11
0.1 0.5 1 5 10

omjer frekvencija, o/ m,

promatramo graf
w/wn — R,

(str. 120.)
odaberemo
prigusenje ¢
odaberemo tocku
(w/wn, Ry)
nacrtamo tocku
(logw/wp,log R,)
ponovimo za
puno tocaka
spojimo pravcima

sve ponovimo za
novo prigusenje
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

Frekvencije i dinamicki koeficijenti u rezonanciji
@ rezonancijska frekvencija: frekvencija POBUDE za vr$nog odziva
e male razlike za vr¥ne vrijednosti Ry, R, i R, (krivulje, str. 120.)
@ odredivanje ekstrema: d/d(w/wn)Rgy = 0 (isto za R, i R,)

@ uz r = w/w, > 0 (koeficijent poremecaja), Ry (str. 113.) postaje:

Rd = ] = .
Y R s
_ (11— ) 2172 f )12 dRg _ (1)
= [ )* +(2r)7] F=% dr 2,/f3(r)
dRy _ r(1—r2-2¢% F1--23) =0

dr [(1—r2)2+ (2Cr)2]3/2 N

o rjeSenja: n =0, 3 = £+/1 — 2¢? (horizontalne tangente)
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

5
I £=0,01
4r 0,1
L d R ’
| _ = R ”
R, 3_ dar a ‘{(IJ)
[ J 0,2
212 R, =0
[ dr 0,7 d
—N — —R,=0
<0, ? — dr o)
- 0 . ¢= N n o
7, 71 2 r
r=olo,

@ r3 < 0 nema fizikalni smisao, a r = 0o = Ry — 0, min. jer je Ry > 0
e rn=0 = w=0, nema titranja, Ry(n) =1

o n=1/1-22 = Ry(n)=1/ (2@\/@), maksimum

@ vr3na vrijednost — rezonancija: Ry(r2) = Rvrs

@ rezonancijska frekvencija

n=11-2C=w/w, = Wiys=wnV1—2C2 e
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

o slitan postupak za R, = (w/wn)Ry i Ry = (w/wn)? Ry

@ rezonancijska frekvencija brzine: wy vz = wp

e rezonancijska frekvencija ubrzanja: wa vis = wn/ (1 — 2¢?)

e pripadni R, u rezonanciji: Ry s = 1/(2()

@ pripadni R, u rezonanciji: Ry = 1/ (2@“\/@)

@ uolimo: iako je ¢ > 0, svi w5 Ovise 0 wp, Ne 0 wWp

@ ako je ( =0, svi wys =wp | Rqvis = Ryvis = Ravis — 00

@ za ( < 0,2 razlike medu svim vrijednostima zanemarive:
1

x

L= = o~ L — L — o~
Wd, vrs = Wy,vrs = Wa,vrs =~ Wp, Rd,vrs = Rv,vrs = Ravrg ~
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

Analiza podruc¢ja rezonancije

¢=0,1 @ vazno: postoji
S5p------ " ..
1 1 odrugje rezonancije

= =5,05
S PO el 4
g | % 20\1-2¢7 HP
s 4r S & @ razlog: opasan i okoli§
=} < “ .. .
2 T £ -§ vréne vrijednosti
= 3t e E
5 £ g . . .
= s g @ veliki Ry i u blizini
3} =
Q 2ls ekstrema
g 2t il
2 g9 . L
= g § o oblik podrugja ovisi
g . N 2 e g ey
g | — 2¢ podrugje rezonancije 'Ef § o( (VeCI (C Sire i nize
= Dy| | Dy I} podru&je — prethodne

0 AR =y slike)

0 1 2 3 4

omjer frekvencija, @/ ®,

e vazno svojstvo frekvencijske funkcije za Ry = 1/v/2 Ry i
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

e iz grafa funkcije Ry: jednakost vrijedi za dvije frekvencije (w, i wp)
e nadimo ih (str. 113.): Ry(w/wn) = 1/v/2 Ry ys; raspisano:

1 1 1
\/[1 - (w/wn)2]2Jr [2¢ (w/wn)]? \@3%\/?

@ kvadriramo:
(1~ (/] + [2€ (wfewn) | = 8301~ )

@ opet kvadriramo i grupiramo po w/wp:

(5) 20 (2] rrosemer=e

e kvadratna jednadzba po (w/wp)?
o koeficijenti: a=1, b= —2(1 —2¢?), c =1 —8¢3(1 - ¢?) e
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje

o rjeSenja [ — b+ v/b? — 4ac/(2a)] (samo @ jer je w/w, > 0):
2
(;") =(1-20%)£26V/1- ¢

n

e za mala prigudenja (> ~ 0 [(w/wn)? ~ 1+ 2(]:
Y~ V1+2C~14¢, 1.i2. ¢an Taylorovog reda’®
w

n

e buduéi da je w, < wp (slika na str. 129.) imamo:
wa ~ (1= ¢)wn, wp ~ (14 ) wn

@ oduzimanjem wp — w, dobivamo:

Wh — Wa ) wp—w, 22 fp— 1
— =2 lika, str. 129.), ( =~ =
Wh ¢, (slika, str ). ¢ 2w, /27 2f,
° odredivanje ¢ na temelju prisilnog titranja zgrade
PF(C) = f(0) + F(0)¢ + ... ’;

VIE2X ~/TE2-0+2/(2yTE£2:0)C+... =1+ i



Harmonijska pobuda s prigusenjem: primjena

Pobuda vibracijskim uredajem
za harmonijsku pobudu gradevina
primjena: odredivanje prirodne frekvencije i prigu$enja (wp i ¢)
osnovna konstrukcija: dvije ko%are na uspravnoj osovini
rotiraju u suprotnim smjerovima, kutnom brzinom w = const.
masa me odredena brojem olovnih plo¢a u koSari

model: dvije ekscentritne mase me/2 na kraku e od osovine

\a) = const.
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Ha

rmonijska pobuda s prigusenjem: primjena

tlocrt:
[} @ = const.
m, /2 / \ m, /2
O ”\>_°< O
0 \ / t>0 $
e
R p() = (ml,ea)z)sin ot

jednoliko kruZno gibanje (w = const.)

, mew* /2

=

tangencijalno ubrzanje a; = 0 i centripetalna sila Fep, =0

2

centrifugalna sila jest: Fop = mrw? = me/2ew?

nasuprotne se komponente F ¢ coswt ponistavaju
pobuda konstrukcije: zbroj komponenata F.¢sinwt
dobivamo: p(t) = 2F¢sinwt = 2me/2 ew? sinwt = (mee wz) sinwt

2 2

amplituda pobude: pg = meew“ — proporcionalna s w

me < m: mala sila inercije mqi zbog ubrzanja gradevinom i
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: primjena

uredaj uzrokuje samo pobudu gradevine (ne i dodatnu silu inercije)

odziv modela (gradevine) s jednim stupnjem slobode:
mii + ci + ku = (meew?) sinwt

amplituda prisilnog pomaka [uz: Ry = Uo/(Ust)o]i

2 2
Po meew mee [ w 5
= —Ry= Ry = — | R k=
Ho K k d m (w,,) & ( mwn)

amplituda prisilnog ubrzanja [uz: R, = iig/(po/m), str. 119.]:

Po m ew2 w2 m ew2 w 2
. e R n € n R
up = ‘Ea - a/ 2 — < > a
m Wp

m m Wn

uotimo: amplitude pobude i odziva proporcionalni s w?

do sada: konstantna amplituda pobude pgsinwt (po = const.)
2 M

pripadno vrno ubrzanje ig = pg/m R,: ne ovise dodatno o w o



Harmonijska pobuda s prigusenjem: primjena

sliéno za
prigusenja do 5%

brzi rad pobudivaca:
velika amplituda p,
veliko ubrzanje

» R, (p, =const.), str. 120

meew]f /m | sporirad pobudivaca:
4 I mala amplituda p,
| malo ubrzanje

0 1 2 3
omjer frekvencija, @/,

Odredivanje prirodne frekvencije i prigusenja pokusom

vazno: usporedba izmjerene i raunske vrijednosti frekvencije
provjera valjanosti modela: odabranih masa i krutosti (w, = 1/k/m)

$tovise: pokus jedini nain odredivanja prigusenja
nije ga moguce odrediti iz svojstava materijala i dimenzija konstr. = /¥
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: primjena

Rezonancijski pokus

temeljen na uo = (ust)o/2¢, odnosno:
1 (ust)O . .
== —— Ust)o | Ug odredujemo pokusom
< 2 (UO)w:wn [( St) J P ]
redovito mjerimo g (str. 73.), iz opéeg zapisa u(t) = ugsin(wt — ¢):

U)w =Wn

i(t) = —u\ofofsin(wt — ), up = ((w 2,

i
uodimo: prirodna frekvgncija wp Nhije poznata
znamo: ako je w = wp, fazni je kut ¢ = 90° (str. 115. i 117.)
titramo konstrukciju frekvencijom pobude w i mjerimo ¢
postupno pove¢avamo w dok ne utvrdimo ¢ = 90°, tada je: w = wj,
malo pritekamo dok se amplitude ne ustale (str. 107.): ocitamo i

treba izmjeriti i (ust)o = Povrs/k, (Poves —ampl. pobude u rezon.) - #;
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: primjena

e 6 6 6 o o o

e ©0 00O

problem: prouzrotiti STATICKI iznos py vz = meew? (str. 133.)

1. pristup: sporim (w < wy,) rotiranjem vecih masa (teskoéa, my > m)
w? vrlo malo: py = mpew? < py s premala sila (graf, str. 135.)

2. pristup: povlalenje konstrukcije uzetom

zahtjev: sila povlacenja jednaka amplitudi pg vrs

mala sila (tada rezonancija nije opasna, str. 117.): teSko MJERITI (ust)o

nije ispravno 1ZRACUNATI (ust)o kao povrs/k: k nije mjereno!
Odredivanje frekvencijske funkcije odziva

podesimo vibracijski uredaj na neku frekvenciju f

mjerimo i dok prolazni dio ne i§¢ezne (&ekamo g = const., str. 105.)
olitamo amplitudu prisilnog ubrzanja g

odredena je totka funkcije odziva (f, ip)

ponovimo postupak za novu frekvenciju

ponavljamo dok ne prodemo rezonanciju (gusce oko tjemena) o
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Harmonijska pobuda s prigusenjem: primjena

e otitamo f, (w, = 27f,) i podijelimo vrijednosti ig s meeﬁz/m

@ spojimo totke: dobivamo graf za py ~ w? (str. 135.)

@ podijelimo s w?: dobivamo graf R, za pg = const. (str. 135., 120.)

@ podijelimo s w* [R, = (w/wn)?Ry]: graf Ry za py = const. (129, 120)

Tres . . Za bilo kOjU 1-3:
mjerenja

47 o odredimo ordinatu ryes/v/2

@ zatim frekvencije f, i fp

\ e za mali (: f, = fy s (u rez.)

fn = fd,vré/ V 1- 2<2
konat¢no: ¢ = (f, — £3)/(2f,)
vrijedi i za £, yrs, favrs (Mali €)

R4, R, i R, bliske oko f, ’;

138

amplituda odziva, r
(]

Ia

|
Ja fo
frekvencija pobude, f

(]
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Sustav s jednim stupnjem slobode: Duhamelov integral

pobuda nije periodi¢na: rjeSenje — Duhamelov integral (str. 47.)
pretpostavka: model miruje prije pobude

postavka problema: mii + cu + ku = p(t), u(0)=0, 4(0)=0
temeljna zamisao: prikazati p(t) nizom neizmjerno kratkih impulsa
traZimo odziv modela na pobudu svakim impulsom

konaéno rjesenje: zbroj svih odziva
Odziv na jediniéni impuls

@ impuls: kratkotrajno djelovanje velike sile 4 5(t—r)?
o sila iznosa 1/¢, trajanja ¢, s potetkom u T |
@ jedini¢ni impuls:

e — 0, p — 00, ali iznos impulsa uvijek 1
@ matematicki:

Diracova funkcija 6(t —7) u t =17 e



Sustav s jednim stupnjem slobode: Duhamelov integral

@ opisno: vrlo (neizmjerno) tanka linija koja se pruza u beskraj
o djelovanje kratkotrajne sile p(t) na masu m: p(t) = mi(t)
@ integriramo od pocetka do kraja toga impulsa:
[5) to
/ p(t) dt = m/ i(t)dt = m[u(tz) — u(t)] = mAG
t t S—~~—
du
zakljugak: iznos impulsa ([) jednak promjeni (A) koli¢ine gibanja
promotrimo pobudu okvira JEDINIENIM impulsom ([ pdt =1)ut =7
prigugival i opruga ne ,,stignu reagirati’: cu(7) =0 i ku(7) =0

opet ostaje mii(7) = p(7): vrijedi prethodni integral

e 6 6 o o

moZemo uzeti t = 7 i t; =0 [u(t;) = 0], pa dobivamo
1
zbog: 1 =mu(r) = u(r) = — = const. u(t)=0
m

@ pobuda impulsom: slobodno titranje uz pofetnu brzinu (str. 54.) . r:
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Sustav s jednim stupnjem slobode: Duhamelov integral

a(7)

u(t) = u(r) coswyt + -

sinwpt =
n Wn

sin [wa(t—7)], t>7
—_————

translatirano
zaT

@ impuls uz prigusenje: slobodno titranje s prigusenjem (str. 63.),

u(7) + Cwnu(T)
wp

u(t) = e~Swnt |:U(T)C05th + sinwpt

= Le{“”(t”) sin[wp(t—71)], t>7
mwp

e funkcija u(t) = h(t — 7). funkcija odziva na jedini¢ni impuls

h(t - 1)
nepriguseni sustav
/ y priguseni sustav
» !
Fo )
-7
- -
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Sustav s jednim stupnjem slobode: Duhamelov integral

Odziv na opéu pobudu

@ op¢u pobudu p(t) prikazemo nizom neizmjerno uskih impulsa
e nisu jedini¢ni impulsi: imaju iznos | pdT = p(7)d7 (povriina)
° nije 1/m veé p(7)dr/m = p(7)dT-1/m
@ odziv na takav impuls: njegov iznos - rjeSenje za jedini¢ni imp.
@ znadi: odziv na impuls iznosa p(7) koji nastupa u T,
du(t) = [p(7)d7] h(t — 1), t>7
—_—
iznos jedini¢ni
impuls

@ odziv do trenutka t: zbroj svih odziva na impulse do tada,

t t
u(t) = / du(t)dr = / p(T)h(t — 7)dT, konvolucijski integral
0 0

@ uvrstimo h(t — 7) za nepriguZeni ili prigueni sustav

@ konvolucijski integral postaje Duhamelov integral o
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Sustav s jednim stupnjem slobode: Duhamelov integral

du A s
‘r odziv na 1. impuls r>dr, >
» !
odziv na 2. impuls
» !
odziv na impuls u 7 .
du(t)
/_\ P —— -t
T ~N~N— —
U  ukupni odziv *

> 1 rd

u(0)=0, (0)=0 ~— B
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Sustav s jednim stupnjem slobode: Duhamelov integral

ou(t) = L t T)sin |wp(t — 7)|dT
2 (=0 u(t) = —— [ p(r)sinfwn(e = 7))
u(t) = miD /0 tp(T)e_Cw"(t_T) sin [wp(t — 7)]dT

rjeSenja vrijede za: 4(0) =0 i u(0) =0

za 0(0) # 0 i u(0) # 0: dodati rjeSenja za slobodno titranje ({ > 0)
samo za linearne modele: superpozicija i impulsa i pocetnih uvjeta
p(7) jednostavna: analititko rjeSenje integrala

dobra alternativa rjeSavanju diferencijalne jednadzbe

lakse integrirati nego rijesiti jednadzbu

p(7) sloZena ili definirana numeri€ki: numeritka integracija

prednost pred diferencijalnom jednadZbom

ipak: postoje ulinkovitije numeri¢ke metode g
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Sustav s jednim stupnjem slobode: konstantna pobuda

£=0
A {=0.05
A ASA
- \/ \/ \

t/T,

[ S}
J

1

u(®) / (ugy),

\J
o

(=)

@ sila trenutno postiZe py i ostaje konstantnom: pobuda p(t) = po

e iz Duhamelovog integrala, uz transformacije:2°

t
u(t) = mpzn /0 sin [wn(t — 7)]d7 = mpf;?, [sinwpt (sin w,,T)‘(t)

2t
+ cosw,,t(cosw,,T)‘é} I;(O (1 — coswnt) = (ust)o <1 — cos 77_r )
n

%0 sin[wp(t—7)] = sin wnt COSWAT—COS Wyt SIN W, T, SiNWnt, COSWht NE OViSe 0 T - £

J coswatdT = (1/wn) sinwat, [ sinw,mdT = —(1/wn) cosw,T 145




Sustav s jednim stupnjem slobode: konstantna pobuda

model titra prirodnim periodom T, oko (ust)o
ekstremni pomaci: u(t) = (ust)ownSinw,t =0
maksimumi: wyty = jm, (j =1,3,...) — to=j/2T,
minimumi: za j =0,2,...

amplitude: u(to) = (ust)o[1 — cos(jm)] = 2(ust)o
sporo, (statitko) djelovanje sile pp: uzrokuje (ust)o

trenutno djelovanje sile py: uzrokuje dvostruko veci pomak

® 6 6 6 o o o o

(opet rastavljanjem sin [wp(t — 7)]):

u(t) = mpch /Ot e~ (= sin [wp(t — 7)]d7
\/ZLC;@ sin th>]

integracija sloZena: pomoc¢ programa, primjerice Mathematica . #;
146
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Sustav s jednim stupnjem slobode: konstantna pobuda

@ ovaj primjer: jednostavnije rijesiti diferencijalnu jednadzbu,
mii + ct + ku = pg

e partikularno rjeZenje (bilo koje za p # 0): up = po/k

@ homogeno rjesenje (slobodno titranje, za p = 0)

@ ukupno:

u(t) = e*Cwnt(Acostt + Bsinwpt) + %

e Ai B odredimo iz pocetnih uvjeta: u(0) = 4(0) =0,
_ Pk ¢

kVi-¢

uvrstimo A i B u u(t): , za ( = 0 — rjeSenje bez prig.

izu(0)=0 A=—=— iz u(0) =0:

premasenje stati¢kog iznosa: ovisi o iznosu prigusenja

vece prigudenje: manje premasenje (isprekidano na slici)

vece prigudenje: brze opadanje prema (ug)o — ustaljenom stanju 4
147



Sustav s jednim stupnjem slobode: linearna pobuda

1T,
o sila raste linearno i postiZze po u t,, pobuda: p(t) = po/t, t

e p(t) — oo, u(t) — oo, ali model vrijedi do granice elasti¢nosti

o iz Duhamelovog integrala, rastavljanjem sin [wp(t — 7)], uz:?!

po [* Po ‘
u(t) = / Tsin [w,,(t — T)]dT = [sin w,,t/ T coswnTdT
0 0

mwnt, muwpt,
£ t  sinwpt 2w
—coswpt [ Tsin w,,TdT] = (ust)o [ — — , UZ: Wy = —
0 t wWptr Th
*parcijalnom integracijom: [ 7sinw,7dT = sinw,T/wi — T COSWaT /W L

[ T coswaTdT = coswaT /wh + T sin waT /wn 148



Po dijelovima linearna pobuda

t T, sin2nt/T,
o= o (1 =507

@ pomak titra oko statitke vrijednosti periodom T, (¢ = 0)

t) pot t
balt) = P = 04 =l

e stati¢ki pomak (isprekidano na slici): raste poput opterecenja
e funkcije se razlikuju samo za koeficijent 1/k

Po dijelovima linearna pobuda

p() p
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Po dijelovima linearna pobuda

stvarno: sila uvijek raste postupno do punoga iznosa

primjena: dinamicki pristup statickom optereéenju

razlikujemo dva slu¢aja pobude:

() {po(t/tr) t<t

Po t>t

rjeSenje: superpozicija prethodnih rjeSenja

(potetak iz mirovanja):
t T, sin2nt/T,
t pu— L —
u(t) = (ust)o (T,, . 2nt/T,

° (postoji slobodni i prisilni ¢lan):

a(tr)
n

+ (ust)o[1 — coswn(t — tr)] prisilni &lan . ~;

150

u(t) = u(t,) coswn(t — t,) +

sinwp(t —t,) slobodni €lan



Po dijelovima linearna pobuda

@ tredi ¢lan: titranje iz mirovanja zbog konstantne pobude
@ prva dva ¢lana: slobodno titranje

@ podetni uvjeti u(t,) i u(t,): kraj linearnog dijela (t = t,)
@ odredivanje: iz jednadZbe za linearni dio uz t =t,

@ uvrstimo u za konstantni dio:

[(1 = coswpt,)sinwn(t — t)

u(t) = (ust)o{l +

wnty
— sinwpt, coswp(t — t,)] }, t>t,

@ izmnoZimo zagradu i sredimo:??

1

Wnlr

u(t) = (u)o {1 -

[sinwnt — sinwp(t — t)] } . t>t,

@ uotimo: wpt =2m(t/Ty), paje u(t)/(ust)o = f(t/Tn)

22

uz: sinacos B+ sin Bcosa =sin(a+ B), a = wn(t — t), B = wnt; 151



Po dijelovima linearna pobuda

@ znadi: normirani pomak funkcija normiranog vremena
e funkcija ovisi samo o t,/T, jer je wnt, =27(t,/Tp)
e crtamo u(t)/(ust)o = f(t/Tp), za razlitite t,/ T,
e isprekidano: statitki odziv ug(t) = p(t)/k
o zakljulci:

@ sustav titra oko stati¢kog odziva periodom T,

@ ako je 4(t,) =0, sustav ne titra za t > t,:

u(t,) = (ust)o, za: t=t, i t,/T, =], (slikal)

u(t) = coswa(t — tr)[u(t:) — (ust)o] + (ust)o = (ust)o

© mali t,/T,: odziv slitan onome za p(t) = po
@ veliki t,/T,: titranje blisko statitkom odzivu

@ spori rast sile: sustav slabo pobuden

@ posljedica: mali dinami¢ki koeficijent za t, > T, G
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Po dijelovima linearna pobuda

u(®) 1 (ust)o

u(®) / (us)o

u(t) / (us)o

/us.o)/(us.)a' i) =0

1 < . Z

2
0 2 3 4 5 1 2 3 4

u(t,)=0
1 ,, a 7

IV

g 2 3 4 1 2 3 4

—

-
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Po dijelovima linearna pobuda: pojam spektra odziva

@ najvela vrijednost pomaka: za trajanja konstantnog dijela

@ traZimo ekstrem: deriviramo za p(t) = po,

dLC//(tt) = up = (Ust)o [1 o \/(1 — coswpt,)? + sin? wntr:|
@ kvadriramo pod korijenom, pa dobivamo:?3

Rq = (uL:)o = [1 + s 2(1- cosw,,t,)]

dinamitki koeficijent Ry ovisi samo o omjeru t,/ T,
spektar odziva: funkcija Ry = f(t,/ T,) za pripadnu pobudu

potpuno odreduje odziv sustava na zadanu pobudu

Btreba upotrijebiti: sin® w,t, + cos® wat, =1 i g
sin(wntr/2) = \/1/2(1 — coswnt,) = /I — coswnt, = V2 |sin(wnt,/2)] 154




Po dijelovima linearna pobuda: pojam spektra odziva

- 1,17, = R, = u,= fy, =ku, Po
~

7
<, ,
S 0 1,

~

Il
I~

0
0 1 2 3 4

t,/T, = vrijeme uzdizanja/prirodni period
@ ekstremi up/(ust)o ne ovise o pg i t,, odnosno m i k
@ vrijedi za SVE sustave s jednim stupnjem slobode bez prigugenja
@ svojstva dobivenog spektra odziva:
@ ako je t, < T,/4 (brzi rast opterecenja), tada je up =~ 2 (ust)o:
poput trenutnog djelovanja p(t)
@ ako je t, > 3T, (spori rast opterecenja), tada je up ~ (ust)o:
poput stati¢kog djelovanja p(t)
Q akoje t,/T,=1,2,..., tada je up = (us)o, jer je u(t,) = 0:

nema titranja za vrijeme p(t) = po oyl



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

BiljeZenje potresnog zapisa
inZenjerska potreba: zapis ubrzanja tla i,(t)

odreduje opterecenje: peff(t) = —miig(t)

°
°
@ biljeZenje zapisa: akcelerografom za jake tre3nje (ne seizmografom)
@ pokretanje i zaustavljanje: okidatem ubrzanja (okida pri lgo)

°

tezak zadatak: zabiljeZiti dugotrajne (> 15s), jake tre3nje (> 0,20g)

e razlozi:
@ nepoznati smjer potresa
o neispravan rad (kvare se)
o o¥tecenja (udarci)

@ biljeZenje u tri smjera:

e dva okomita horizontalna

e jedan uspravni

izvor: http://en.wikipedia.org/wiki/Accelerograph 3


http://en.wikipedia.org/wiki/Accelerograph

Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ na3a zemlja: potresno
aktivno podrudje

od 373. g. pr. Kr. do 2005.

najmanji kruzi¢: M <3

najveéi kruzi¢: M =6

temelj seizmickih karata RH

@ propisuju se podrudja i

iznosi vrdnih ubrzanja tla ag
izvor: http://www.gfz.hr/GO_Monografija.htm

@ potresni zapisi: vrlo nepravilni po amplitudi i trajanju
@ za potrebe proraluna i propisa: biljeZe se na tlu (ne u/blizu zgradi)

M — magnituda potresa prema Richterovoj ljestvici (2 do 10). PobliZe: ’;
http://hr.wikipedia.org/wiki/Richterova_ljestvica#Ljestvica 157
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

05 0d9g Ston, 1996

0

)

L

2

g

5 Cesto postoji izrazeni dio (do 10-tak s)

S o5 {0438 : : :

0 10 15 20 25 30

vrijeme[s]

Ulcinj, 1979

—
28, 028g

.Q.)

= o

<

N

85 -028g

=

0,5 4 .
0 2 4 6 8 10 12 14
vrijemel[s]
0,5

T 038¢g Bar, 1979

)

L2

S

<

N

=]

=

25 30 35

15

20
vrijeme][s]

@ MAKSIMUMI

@ horizontalni:

UgO = 277g
Tohoku, JP,
2011. god.

@ vertikalni:
ligo=2,2¢g
Christchurch,
NZ,2011.god.

ligo =3g (7)
Walau, NZ,
2016. god. ,
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Priblizna povezanost Richterove magnitude,

vrénog ubrzanja tla i trajanja jake tresnje
za podruéje Kalifornije

Richterova Vréno Trajanje
magnituda [M] ubrzanje [g] jake tre3nje [s]
5,0 0,09 2
55 0,15 6
6,0 0,22 12
6,5 0,29 18
7,0 0,37 24
7.5 0,45 30
8,0 0,50 34
8,5 0,50 37

izvor: Lindeburg, M. R.; McMullin, K. M.:

Seismic Design of Building Structures o



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ niz od 1500 do 3000 to¢aka na razmaku 1/50 do 1/100s
@ pretpostavka: isti zapis djeluje na temelje konstrukcije
@ znadi: zapisi neovisni o utjecaju konstrukcije na tlo

@ istozna¢no tvrdnji o , 8to stvarno ne postoji

u, (1), i, ()
upeto ..
2 1 ‘ i, (1) |

u, (1), ii, (1)

apsolutno kruto

@ uobicajeno: tlo se deformira od gibanja zgrade
@ prihvatljivo malo: ako je konstrukcija podatljiva, a tlo kruto

@ znadajno: kruta konstrukcija, podatljivo tlo — izobli¢enje zapisa ‘;
160



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

=045 i =0319¢

—40 i,,=33,1 cm/s
7N\

Uy = 21,3 cm

0 5 10 15 20 25 30
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ lesto u uporabi: EL CENTRO, smjer sjever—jug, 18. 5. 1940.24
@ zapis brzine i pomaka: integriranje ubrzanja i brzine

@ okidanje: ako je ug > i]g, za g < i]g uredaj miruje

@ posljedica: nepoznat poletni dio zapisa — problem integriranja
t, —pocetak mjerenja

t, —kraj mjerenja

\ i, —ubrzanje pri okidanju

VY lo T
nepoznati nije precizno” nepoznati

dio zapisa poznato dio zapisa

nije precizno

@ zapise treba sravniti: popravak osnovne linije (ig(tn) i ug(ts) =~ 0)
o vrijedi za analogne uredaje: jo$ uvijek veliki broj zapisa

o digitalni uredaji: postoji predmemorija (stalno rade i bri¥u)

*nttp://nisee.berkeley.edu/data/strong_motion/a.k.chopra/ 162
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Jednadzba gibanja

e

u t

m Z

Z

Y,

k 1 %
2

7007 TIT77700000 0077 7

Fef ug
° (iz mii+ ci + ku = —miig(t)/: mi c/m = 2Cwn, str. 60):

i + 2Cwnt + wau = —iig(t), rietenje: u = f(t, Tp, ()

@ za zadano iig(t) odziv ovisi saAMO o wy (ili T,) i ¢
@ sustavi jednakih T, i ¢ imaju iste odzive (T, = 27/w, = 2w/ m/k)
@ jedan moZe imati veéu masu ili krutost (vaZan omjer)

@ zapisi ubrzanja vrlo nepravilni: analiti¢ko rjeSenje nije mogudce o
163



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

postoji to€no numeri¢ko rjesenje jednadZbe gibanja
metodom 25 linearna interpolacija pobude

pretpostavka: linearna promjena lg(t) kroz At (uzeto 1/505s)

e 6 o6 o

tocno rjesenje jednadZbe gibanja u svakom prirastu vremena
Svojstva rjesenja

@ odziv dvije skupine okvira na pobudu zapisom EL CENTRO

@ prva skupina (tri modela): razli¢iti T, 1571 ¢ (2%)

@ period odziva u(t) ~ T,, (iz teorije slu¢ajnih titranja)

o veéi T,, vedi ug: Zesto, ali nije pravilo (graf T, — ug, str. 171.)

@ druga skupina (tri modela): razli¢iti ¢, 1sT1 T, (28)

e vedi ¢, manji ug: pravilo (¢ djeluje povoljno, ali je izvorno malo)

@ zaisti T,: slitan period odziva u(t) i vrijeme nastupa g

Byremenske diskretizacije 164



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

T =055 £=0,02

T,=2s. (=0
25,2 cm

++
2g. T=1s £ =0.02 T=2s¢=002 =%,
E
=
~ 0
g
=)
g 26 15,2 em 19.0cm  ~T
bgy =28 62002 s, T,=2s, £=0.05
—+ 13,6 cm
] SRS
264 19,0 cm ] blisko ekstremu ~7,
" 20 3 o 10 20 30

r;
‘[s] !



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

poznato u(t): unutarnje sile odredimo statitki (dva na&ina, str. 41.)
ekvivalentna®® bo¢na sila: prikladna za potresnu analizu

razlog: temelj kvazistati¢kog pristupa prema propisima

buduéi da je fs(t) = ku(t) i k = mw? dobivamo

e 6 o6 o

fs(t) = mw2u(t) = mA(t), A(t) = wiu(t)

@ botna sila: m- A(t), a ne m- i(t), A(t) -
e primjer odredivanja A(t): umnozak u(t) 1. skupine i w2 = (27/T,)?

= f(0)
h 7%/{ N~ M(1) (sligno T'(1)...)
/24 FII 7777 /e
S— A ()

ST M0

%istoznaZna 166




Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

12 1, =055, =002 «m=f() @ proracun unutarnjih sila:
\ za fs(t) u nekom t

e odredimo M(t), T(t),...

1,09g

0,068(2-3,14Y) o
:—[ j @ odredivanje

9,81 L 0,5

2]

1,297 =1s, £=0,02

jﬁ | Vp(t) = fs(t) = mA(t)
§ O.WMW Mp(t) = hfs(t) = hVp(t)
el

2 ] 0,610

'§—l,2- g Vp —

&

M, —
12, 7,=25, £=0,02 b

@ ekvivalentni sustav (str. 32.):
0,191g @ nepotreban pojam bocne sile

-1,2- . ' . . . e nema M(t), T(t), ...
0 10 20 30
([s] e sila u opruzi izravno ku(t) “*
167




Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Pojam i tvorba spektra odziva
prikaz sviH ekstrema (amplituda) odziva okvira na potresnu pobudu
JEDNA funkcija za sVE okvire — sustave s jednim stupnjem slobode

jednostavnija primjena spoznaja dinamike konstrukcija (is¢ezava t)

za odabrani { spektar odziva ovisi samo o T, (wp, fp); n=1,...,112

°
°

°

o klju¢no za razvoj kvazistati¢kog postupka proraduna

°

@ treba odrediti nekoliko krivulja s uobi¢ajenim iznosima ¢
°

primjerice, vr¥na vrijednost pomaka, brzine i ubrzanja (za jedan T,) jest:
up(Th,C) = max lu(t; Tn; ()|,  spektar odziva pomaka: ug = f(Tp,; ()
uo(Th, Q) = max |a(t; Tn; C)|,  relativne brzine: dg = f(Tp; ()
§( T €) = max| (£ Tyi )], ukupnog ubrzanja: iy = F(Ty; )

e f(Tp; C): simboli¢ki zapisi ovisnosti amplitude o periodu ({ = const.)
r;
@ uodlite: nema ovisnosti o t i zbog | - | spektri prema definiciji ® o



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

sli¢éne krivulje za i, i ii} l

spektar odziva
pomaka

U =f(T,,;C)

prema str. 162:

. . . 2.

li+ii, + 28w+ ou=0

«sf . 2,

ii' +2¢w i+ ou=0

spektri: uo,(z'/o,iig, nisu nuzni ) o



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ proratun unutarnjih sila: dovoljno poznavati u(t) (str. 166., 167.)

@ ali iz spektra odziva pomaka odmah znamo ekstrem: D = ug

@ pa i ekstremnu bo&nu silu: fsg = kug = kD (i ekstremne M, T,N,...)
Spektar odziva pomaka

rije§imo jednadzbu gibanja (uz T, i {) za potresni zapis

iz u(t) odredimo ekstrem D = ug (pozitivan ili negativan)

odredena totka spektra (T,, D) za priguenje ¢

ponovimo postupak za niz vrijednosti T,, uz ( = const.

nova krivulja: izmijenimo ( i sve ponovimo

e ©0 00O

zbog tvorbe projektnog (glatkog) spektra DEFINIRAMO jo¥ dva spektra
Spektar odziva pseudobrzine — aproksimacija spektra brzine

@ promatramo slobodno titranje bez prigusenja pomaka D i brzine V

@ maksimum potencijalne energije: Eso = ku/2 = kD?/2 (str. 76.)

o maksimum kinetitke energije: Exo = mV/2/2 (str. 76.) o



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

0,4 .
’\bf 0 V=wD
=, D
S

-0,4 il
0 10 20 30 . !JED
[s]
25

25 15,16 cm Q

®
K ET
I=2s “UWWVWVWVW
¢=2% | 18,97 cm

0 10 20 30 00 0,5 1 2 3 r:

1[s] 7,[s] 45
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ nema prigusenja, , Eso = Eko

kD> mV?  kV?

2 2 2uw?

= V=w,D=2r/T,) D

@ vrdna relativna pseudobrzina V: odreduje i Egy (jednako Eko)

@ opcenito: V # (g zato naziv pseudobrzina

@ razlog: vrijedizap=0i(=0,anezapg=-—migi (>0

@ spektar pseudobrzine: mnoZenje spektra pomaka s 27/ T,

Spektar odziva pseudoubrzanja — aproksimacija spektra ubrzanja
@ vr¥no [D je maks. od u(t)!] pseudoubrzanje: A =w?2D = (27/T,)?D

@ vazno: proporcionalno s vr§nom
g A ..
fso = Voo = mA=, Vo= —w, w = mg — teZina zgrade
g g
e velitina A/g: KOEFICIJENT POPRECNE REAKCUIE ili bo&ne sile

@ koeficijent kojim mnoZimo teZinu zgrade = popre¢na reakcija .
172



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

52
30! @ pazite: poprecna reakcija je
E © 3 sila inercije mA, a ne mii§
5 g = D : 3
Bl @ @ opcenito A # iif: zbog toga
0 - - naziv pseudoubrzanje
25— = .
ol 2 o @ spektar pseudoubrzanja:
F © o) X
= 75l = mnoZenje spektra pomaka s
5 5l ~"o,D w2 = 21/ T,)?
N 2.3,14
! =18,97 : :
@ ordinate spektra jednake
0 . * ..
funkcije A(t)
@ spektri sadrze iste podatke:
razlika do na wj, ili w?
@ jedan dovoljan: ostale
lako odredimo, ¢emu tri? o

173



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Zajednicki D — V — A spektar
D= V=w,D = A=wD

1. razlog: svaki spektar odreduje vaznu fizikalnu vrijednost
@ spektar pomaka: vr¥nu vrijednosti pomaka D (str. 170.)
@ spektar pseudobrzine: maksimalnu potencijalnu energiju Esqo (str. 172.)

© spektar pseudoubrzanja: vr¥nu popre¢nu reakciju Vi (str. 172.)

@ 2. razlog: potrebni u postupku tvorbe i pojasnjenja projektnog spektra
@ definiramo izmedu D, Vi A:
V =w,D A . Ty 2T
A=w2D Wh “n " or Th
@ sli¢no povezani za harmonijsku pobudu
o logaritamski prikaz V' = f(T,): daje zajedniZki (tripartitni) spektar

log V = log(T,) + log (A/(2m)), logV = —log(T,) + log(2rD) 4

174



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

255 L R A | T LI B | T T T T T T T
1308 zamjenjuje tri funkcije u linearnom mjerilu _
[ N N\ £=0,02 <y, 1
soF 59,7 fe—p—<————gb———-- /:\\(f9,7;2) A

Ve N2

25¢ ’/ i \:2\0 E
2 ¢ A ]
g log 59,7 % I :
5 13 ) ! .
~ Véy oY %) 0&\ ]

<,

di AV AN "

2,5t izmijenjeno log O, o vidjeti vrijednosti u J
r mjerilo I linearnom mjerilu ]
]3- 0 \\ log2! zaT,=2s; str.173. -
’ d 0g 2| > ]
14— tipi¢no log 0{,\ i Q§Q 1
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ spektar mora vrijediti za veéinu konstrukcija (krutih i gipkih)

@ ukljutuje iroko podruije perioda: od 0,02 do 50s (log pogodan)

@ primjer: most Golden Gate popre¢no, T, = 18,2s

@ odreduje se za prigu¥enja do 20% (0, 2, 5, 10 i 20%), str. 177.

@ pseudoubrzanje esto prikazano normirano i izdvojeno (str. 178.)

@ prema str. 172.: Vo = A/gw = A/g = fyo/w (ordinata!)

@ iz T, odredimo reakciju V4,0 = fo (w poznato)

@ izdvaja se i spektar pomaka (str. 179.): vazan vr¥ni pomak (dilatacije)
°
°

izrada i objava spektara: nakon biljeZenja znadajnih potresa

7

postoji veliki broj zapisa®’: uotava se promjena zapisa o,

e udaljenosti od rasjeda, geoloskim svojstvima podrudja i
lokalnim uvjetima temeljenja

@ stohasti¢ka pojava: ipak moguée uoliti neke pravilnosti!

@ vazno za procjene ponasanja bududih potresa

2"Prvi zapis: Long Beach, California, 1933.; Tohoku, Japan, 2011.: 3000 zapisa. s



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

255

— —
[ blaga sli¢nost sa str. 125.

T T T

130

pseudobrzina V' [cm/s]

W

2,5F . Lo
. potpuni spektri odziva za

pobudu EI Centrom

1,3

0,5
0.02 005 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50 r-

prirodni period titraja 7, [s]
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

=Alg

Jeo /W

4

spektri pseudoubrzanja
(linearno mjerilo)

maksimumi za kratke periode
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Postupak tvorbe spektra odziva
numeriZki definirati iig(t), uobitajeno svakih 0,02s
odabrati prirodni period T, i prigusenje ¢
numeri¢ki proralunati odziv u(t) na pobudu ig(t)

pronaci amplitudu wug (vr3nu vrijednost) odziva u(t)

© ©6 06 00

odrediti ordinate spektra:
D=uw, V=0n/T,)D, A=(2r/T,)?*D

ponoviti korake 2 — 5 za dovoljno vrijednosti T, (uz ( = const.)

prikaZzemo rezultate u obliku jedne (log. mj.) ili tri funkcije (lin. mj.)

© © ©

ponoviti korake 2 — 7 uz drugo priguenje: nova funkcija

@ broj perioda T, od 0,02 do 505 iznosi 112 (gudce za male T,)  _ »;
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Vr$ne vrijednosti unutarnjih sila
iz spektra izravno odredimo vr3ni pomak i sile
nisu potrebni dinamicki proraluni i traZenje ekstrema
obavljeno pri tvorbi spektra (sigurno max. za usvojeni model i zapis)

za T, i ( stati¢kog sustava o&itamo D, V' ili A

dovoljna jedna od tri krivulje:
up =D = (T,/21)V = (T,/21)?A
str. 179.  str. 177. str. 178.

VV > fso @ vrino bo&no opterecenje:
M, (sli¢no T,...) fso = kD = mA

/ @ statitki proratun (vrdne sile):
T/ 77777 77 Vio = kD = mA
- Vo
Mo = hVho, Mo, To, No. ..
N M, b0 b0, Mo, To, No... _ p-

181
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Svojstva spektra odziva
@ promatramo tri oblika spektra:

e s ucrtanim ekstremima zapisa: ugg, Ug, lgo (str. 183.)
o normirani oblik D/ug, V/ /gy, A/iigo (str. 184.)
o za { = 5% s linearnom aproksimacijom (isprekidano, str. 185.)

e zbog dinamitkih utinaka: A > iz (do 10iig0), inate A = ligp:

U +2Cwpl+ whu = —ig(t), A(t) = —ig(t), A= iig
~0  ~0  At) iste funkcije do na predznak

@ analiziramo podrugja spektra medu periodima T, — T¢ (str. 185.)

Ordinate podrugja: periodi [s]
T, Ty T. Tg Te Tf
0,035 0,125 05 3,0 10 15 o’
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Podrugje osjetljivo Podrugje osjetljivo Podrugje osjetljivo
na ubrzanje T habrzinu | na pomak
10 — 1 T T ——
C §=5%1
\}
A S d
5 [N\ temelj tvorbe elasti¢nog |
projektnog spektra ]
2+ 4
S
I E
= 0 5: a,ii, b A ]
~ 0T A i
L T} 7 4
2 Y
02F |< .
H: ’ /4 £
&~ // =
- (=} -
0.1 S .
[ 7 7 < ]
Foalfas |5 1
0.05F » 4
4 9, ]
%,
(10 ) T L A
0.02 005 0.1 02 50 SOF
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ sustav VRLO KRATKOG perioda (T, < T, str. 184.): D - 0i A — ligo
@ vrlo kruti stupovi, nema relativnog pomaka mase (v, pai D — 0)

@ jednako gibanje mase i tla: u =0 (vidjeti za EL CENTRO, str. 187.)
t

° U=ug+uux0=uru = i'~xig = i~ iy
° (str. 163., uz i + iig = i*): i* = —2Cwnti — w2u
° ¢ Awpi ~0 = it~ —wlu=—-A(t) = if~A

e iz istaknutih izraza: A~ iy (0,321g na str. 187.)

o zakljuéak: ako T, — 0 spektri teze prema vrsnom ubrzanju tla

@ sustav VRLO DUGOG perioda (T, > T¢, str. 184.): A — 0 i D — ug
e mali Ai fso = mA (slabo opterecen okvir): male sile (str. 181.)

@ vrlo gipki stupovi, tlo se giba (zatitra), masa stoji (str. 187.)

@ nema apsolutnog pomaka i ubrzanja mase: u* =0, i* =0 i uf =0

@ pokazalismozamali (: A~ if = A=0 T
186



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

s
)
wn

s

87
<

0.4~ ligo = 0.319g

u,[cm]
D

T,=0.02s. & =002

4 7 0 g u'=0
1 Ug -25° u,=21,33 cm
= o *
S T,=30s, £=0,02 % P

l—~
g

-0,4} iit, = 0.321g T 0‘ N I\ TN
NV %

1
04 25 J u, =20,90 cm

— 01 02 03

= o an

=

0.4 A=0321g

7,[s] 187



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

oizu'~0 = u~r —uy = D= ug (vidjeti za EL CENTRO, str. 187.)

@ u zarotirani ug: nepoznat pocetak i kraj zapisa [problem integracije Ijg(t)]

zaklju€ak: ako T, — oo spektri teZze prema vrsnom pomaku tla

sustavi KRATKIH perioda, Tp < T, < T (str. 185.): A > igg
premasenje ovisi o T, i ¢ (jer odziv ovisi samo o T, i ( — str. 163.)

aproksimacija spektralne krivulje pravcem A = aaligo (str. 185.)

A = const. gubi se ovisnost o T, ostaje o (

sustavi DucIH perioda, Ty < T, < T (str. 185.): D > ugo

@ aproksimacija pravcem D = ap ugy = const. (str. 185.)

@ sustavi SREDNJIH perioda, T. < T, < Ty (str. 185.): V > iy

@ aproksimacija pravcem V = vy tlgo = const. (str. 185.)

@ prigusenje: odreduje koeficijente uvecanja aa, ap i ay (veéi od 1)

@ podrugja T, — Tp i Te — T¢ (str. 185.) takoder zamjena pravcima =/«
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@ logi¢no: podijeliti spektar na tri dijela (str. 185.):

@ podrugje dugog perioda (na desno od totke d): za T, > Ty,
— na odziv najvide utjete pomak tla (spektar u pravcu pomaka)
— naziv: PODRUCJE OSJETLJIVO NA POMAK

@ podrugje kratkog perioda (na lijevo od totke ¢): za T, < T,
— na odziv najvide utje¢e ubrzanje tla (spektar u pravcu ubrzanja)
— naziv: PODRUCJE OSJETLJIVO NA UBRZANJE

© podrugje srednjeg perioda (izmedu totaka cid): za T. < T, < Ty,
— na odziv najvide utjete brzina tla (spektar u pravcu brzine)
— naziv: PODRUCJE OSJETLJIVO NA BRZINU

iz razmaka krivulja (str. 184.): T. i T4 jako, a ostali slabo ovise o ¢
ove zakljutke tesko donijeti analizom pojedinaénog spektra
aproksimacija pravcima a— b—c—d — e —f (str. 185.) nije precizna
velika odstupanja pravaca od ordinata spektra JEDNOG ZAPISA

nije uoCljivo na str. 185.: logaritamsko mjerilo smanjuje razlike

ipak: pravci temelj tvorbe elastitnog projektnog (glatkog) spektra s



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

oblik spektra i iznosi T, do Tf najvise ovise 0 lgo/lgo | Ugn/Ugo

omjeri ovise o udaljenosti uredaja od rasjeda

bliski zapis (NORTHRIDGE, 1994, str. 191.): veliki g0/ iigo i mali tgo/ tigo
posljedice: podrugje osjetljivo na brzinu vrlo visoko i usko (str. 192.)
podrugja osjetljiva na ubrzanje i pomak vrlo Siroka (str. 192.)

udaljeni zapis (TAFT, 1952., str. 191.): manje vrijednosti omjera

® 6 6 6 o6 o o

podrugje osjetljivo na brzinu nisko i vrlo iroko (str. 192.)

vela nazubljenost spektra, veca ovisnost o periodu

prigudenje izgladuje spektar: manja ovisnost o T, (str. 184.)
¢ smanjuje i veli¢inu odziva: razli¢ito za svako podrudje

Tn ~ 0, nema rel. odziva (v~ 0, d ~ 0), prigusivat ne radi
T, — oo, , 0= —mu/({T,) — 0, priguivat ne radi

oba podrugja: utjecaj ¢ zanemariv, sve krivulje bliske (str. 184.)

e 6 6 66 o o o

najvedi utjecaj u srednjem dijelu: krivulje znacajno razmaknute : 90
1
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1

@ prirodna mjesta rasjeda: ispod kanjona i korita rijeka
@ svladavanje mostovima: izravni utjecaj bliskih zapisa (most Peljesac) -

udar

dugog U,y /i, =196,40

perioda o
u,=1748 cm/s
=
=
[3)
Z
u,li,=0,23 .2
izrazeni o0 g
skok N
u, =39,8 cm
o~ SN TN
10 15

,[s]

n

Uy, /i, = 74,47

i, =11,32 cm/s

zapis Taft

/i, =0,69

ugO 20

u,="7,82 cm

60

30 40 50

I,[s]

0 10 20
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T 1T T TTTT7V T T T T TTTTY T T T T TTTTT T T 7

i Kobe ]

Loma Prieta

| svi zapisi okomiti na rasjed "¢
idealizirani spektri T,
- (aproksimacija pravcima,
§=5%, str. 185.)

100 bliski

u,, znatno

pada &

W

S

pseudobrzina ¥ [cm/s]

0,02 0,1 1 10 50
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e promotrimo A((): pseudoubrzanje u funkciji priguenja

@ iz spektra (str. 184. ili 178.) odredimo A za nekoliko ¢ i jedan T,
@ normiramo: vrijednosti podijelimo s A(¢ = 0)

@ spojimo pravcima: jedna krivulja

@ opce svojstvo: pad pseudoubrzanja s porastom prigugenja

@ vedi pad za manje ¢ (vedi od 0 do 2%, nego od 10 do 12%)

@ uocite: krivulje se presijecaju bez neke zakonitosti

@ ovisnost o T,, nema pravila: potvrda sloZenosti dinamike

@ konstrukcije: malo prigusenje (do 10%)

e teZnja: povecati ¢ i smanjiti A, fso=mA i D= A/(2r/T,)?
@ mogucnost: ugradnja viskoznih prigusivada

@ prisutno u mostogradnji, suvremeni pristup u visokogradnji

@ vazno: povelanje sigurnosti postojecih konstrukcija e
193
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