Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Elasti¢ni projektni spektar

@ projektni spektar: sadrZi procjenu djelovanja bududih potresa
@ nije dovoljan spektar jednog, proslog zapisa
o razlog: ista lokacija — izrazite razlike u obliku zapisa i spektra
@ bududi ekstremi: mogu se pojaviti izmedu postojecih
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

zamisao: stvoriti spektar koji zamjenjuje vise potresa
nazubljenost aproksimirati DOVOLINO VISOKIM pravcima

problem: nema dovoljno zapisa s podrugja

ako nema: PRILAGODBA zapisa s podrudja drugadijih svojstava

°
°

°

@ zapisi sa sli¢nog podrudja: postoje

°

@ projektni spektar: statisti¢ka obrada vise spektralnih krivulja
°

grupa zapisa: Ué(t), i=1,...,1, normirani na iy podru&ja (ili 1g)

odredimo spektre (za JEDAN (): svakom T, pripadaju nizovi D', V' i Al

nizovi D' i V' normirani na srednje vrijednosti g, Ugq svih zapisa

(]

niz A’ normiran na iig (podrugja ili 1g)
statistitka obrada / podataka niza V' /iy za svaki T,
normalna razdiobal! za Vi /iigo: srednja vrijednost, standardna devijacija

spojimo srednje vrijednosti: spektar odziva srednje vrijednosti

sli¢no: spektar srednje vrijednosti plus jedne standardne devijacije

"http://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution 198
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

koeficijent varijacije (st. dev./sr. vr.): mijenja se ovisno o T,
primijetimo: spektri gladi od standardnih, za jedan zapis

dobra aproksimacija pravcima: odmah odredeni ap, ay i ap

seizmolozi: vrijednosti T,, Tp, Te i Tr sli€ne za sva &vrsta tla,

Odabrani periodi [s]
T, Th Te | T
1/3311/8| 10| 33

koeficijenti uveanja aa, ay i ap za tri srednja podruja

obrada velikog broja spektara (/) za stjenovita i sedimentna tla
ako nije log mijerilo: lognormalna razdioba? za ay (za / spektara)
aa i ap odredeni za potkoralenje (fraktilu) ay od 50% i 84,1%

vjerojatnosti potkoralenja potresa za medijan i medijan+1c 3

http://en.wikipedia.org/wiki/Log-normal_distribution g
*http://www.grad.hr/nastava/vis/Skripta/statipred.pdf 200
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Prigugenje Medijan Medijan + 1o

¢ [%] Potkoralenje: 50% Potkoracenje: 84,1%

ap ay ap QA ay ap

1 321 231 182 438 338 2,73

2 2,74 203 163 366 292 242

5 2,12 165 139 2,71 230 2,01

10 164 137 120 199 184 1,69

20 1,17 108 101 126 137 1,38
f(V/ugO) lognormalna o koeficijenti ap, ay i ap:

razdioba za

. uvecavaju lyg, Ugo, Ugo (str. 199.
odabrani 7, ju igo. dgo. tgo ( )

ditan +1 @ uvecanje ovisi o:
mednan T ion 2 & vjerojatnosti potkoralenja (fraktili)
'linearno mjerilo & i prigudenju (nizu / pripada jedan ()

Via

@ sjecista A = aipligy, V = avigy | D =apugy: Tci Ty SOF
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

elasti¢ni projektni .
spektar za odabrani ¢ & vt d o
e
*\ 1O dooe
o | — A — —
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2 <
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£ vr$no ubrzanje, \
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S
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&
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prirodni period titraja (log mjerilo) i
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Postupak tvorbe projektnog spektra prema slici:

© povudi vertikalne pravce s periodima T,, Tp, Te i Tr.

@ ucrtati pravce vrinih vijednosti potresa: g0, Ugo, Ugo

@ odrediti s, ay i ap za planiranu fraktilu i ¢ (str. 201.)

© pomnoZiti aaligy: ucrtati polupravac iz b paralelan s iy

© pomnoZiti ary ligp: ucrtati pravac paralelan s g

@ pomnoZiti apugp: ucrtati polupravac iz e paralelan s ug

@ oznaditi c i d: sjecista pravaca odredenih koracima 3 do 5

Q ucrtati A=iigoza T, < T, i D = ugg za T, > Ty (str. 186.)

@ povuéi duZine prijelaznog podrugja ab i ef
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Primjer: projektni spektar za fraktilu 84,1%, ¢ =5% i iy = 1g
@ mnoZenjem spektra s 1) dobivamo spektar za niigo
@ vrijednosti tgg i Uz odredili seizmolozi za ¢vrsta tla
° lgo/ligo = 1,22[m/s/g] i igougo/ iy = 6

@ za ligo = 1g dobivamo: g =1,22m/s i ugp = 0,91m

@ pravci vrdnih vrijednosti: g = 1g, g0 = 1,22m/s, ugp = 0,91 m

Q za fraktilu 84,1% i ( =5%: ap=2,71, ay = 2,30, ap = 2,01

© polupravac iz b: A=const.: 1g-2,71 =2,71g

@ pravac V = const.: 1,22-2,30 =2,81m/s

© polupravaciz e: D =const.: 0,91-2,01 =1,83m

@ sjeci$ta c i d: odreduju periode T, i Ty

@ omatitiA=1g za T,<1/33s i D=0,91m za T > 33s

@ spojiti (1/33s,1g), (1/8s,2,71g) i (10s,1,83m), (33s,0,91m). »;
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ iz tripartitnog spektra odredimo spektar pseudoubrzanja i pomaka
@ natin: otitamo koordinate (T, A) i (Th, D) svih sjecista (a do f)
@ totke od a do f spojimo pravcima (str. 207. i 208.)

@ neprecizno: bolje iz za to&ne vrijednosti, npr. za T, i A
o slika: T,=1/8, A=2,71g: D=A/(2n/T,)? i V=A/(2n/T,)
o slitno Tci Ty: Tc =21V /A=0,66s i Tgq=2wD/V =4,125

@ olitavanje za T, izmedu ¢&vornih vrijednosti: takoder nije precizno

@ pravci u log mjerilu, funkcije potencije u linearnom mjerilu (str. 211.)
@ znamo ¢vorne tocke: sustav 2 x 2, odredimo ai b, pai A= bT}]

e formule na str. 207; sli¢no D = dTf (nisu priloZene na str. 208.)

@ novi (: isti postupak, samo drugi aa, ay i ap (str. 201.)
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

5
L fraktila : 84,1%
- & 271 i,=lg
?\' i, =1,22 m/s
B \{\Q 11g0:0,91m
S lo  £=5%
2
1 >
ro| Ay,
=
< L
Q
2 i
S
= L
=
=]
=
3
2 0.1 :‘—
C
F - | -
- | 2 g
— - (=
0.01 sl TR A | e 4-0
0.02 0.1 1 r-

T, [5] » 207



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ projektni spektri: iigo = 1g, fraktila 84,1% i ¢vrsta tla (klasa A)

@ uporaba: proralun projektnih sila i pomaka ELASTICNOG SUSTAVA

@ priloZeni oblici spektara uvrijeZeni u svim propisima

@ mnoZe se koeficijentom 7: vrénim ubrzanjem tla (NAD)*
Usporedba propisanog i stvarnog spektra

Za lokaciju: &vrsto tlo i g9 = 0,319¢g (n =0, 319)

@ propisani: g = 0,319g, Ugo = 0,39m/s, ugo =0,29m

@ stvarni (str. 161.): iy = 0,319g, g0 = 0,33 m/s, ugp = 0,21 m

@ isti lgg: dobro podudaranje u podrugju osjetljivom na ubrzanje

@ razliditi dgo i ugo: razlike u podru&ju osjetljivom na brzinu i pomak

@ odstupanja medu spektrima &ak i uz iste vréne vrijednosti

@ i propisani: gy = 0,319g, g0 = 0,33m/s, ugp = 0,21 m (EL CENTRO)

o fraktila 50% prenisko, fraktila 84,1% dobra procjena ,

%izvor: http://seizkarta.gfz.hr/karta.php 213
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Razlozi odstupanja:
@ projektni spektar (glatki) nije spektar jednog zapisa (nazubljen)
@ dobiven statistickom obradom viSe spektara: postoji rasipanje

Razlike izmedu projektnog i stvarnog spektra

spektar odziva: VRSNI iznosi za ODABRANI potresni zapis
projektni spektar: PROPISANI iznosi vrsnih vrijednosti

ovisno o tvorbi: moZe biti vrlo razli¢it od spektra odziva

sli¢ni ako je projektni dobiven statisticki iz spektara odziva

za neke lokacije: projektni spektar ovojnica dvaju spektara
razlog: dva rasjeda utje€u na Sirenje potresa

primjer: srednje jaki bliski i jaki udaljeni potresi

svakoj grupi pripada razli¢iti projektni spektar

zbirno djelovanje: ovojnica spektara

® 6 6 6 o o

bliski potresi utje¢u na kratke, a udaljeni na duge periode : ;6



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

) srednje jaki potres na maloj ~a~~~—~
udaljenosti od lokacije bliski rasjed

lokacija \
S

projektni spektar lokacije

udaljeni rasjed

pseudoubrzanje, 4[g]

jaki potres na velikoj
udaljenosti od lokacije

prirodni period titraja 7, [s] S



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

Spektri brzine i ubrzanja

@ pseudovrijednosti V' i A: tangencijalna brzina i radijalno ubrzanje
@ amplitude jednostavnog harmonijskog titranja najve¢im pomakom
@ vr¥ni odzivi: dovoljan spektar uo(T,) = D(Ty), [ili V(T,), ili A(T,)]
o spektri vrijednosti uo(T,) i G§(T,) nisu potrebni
@ odredimo ih radi razlikovanja prema pseudovrijednostima V i A
° za p(7) = per(7) = —miig(7), (m se krati):

1 [t

u(t) = —— [ iig(r)e= "t sin [wp(t — )] dT
wp Jo

@ brzina (d/dt umnoska pod integralom, iz (7) ne ovisi o t):

i(t) = —gwn(—wlD) /0 i (r)e ) sin [wp(t — 7)]dr

u(t) -

218




Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

t
- 1wD/ Ug(T)e_Cw”(t_T) cos [wp(t — 7)]dT
wp 0

i(t) = —Cwpu(t) — /0 fig(T)e="(t=7) cos [wp(t — T)]dT

@ ukupno ubrzanje i*(t): deriviranjem 4(t) i pribrajanjem ig(t)
e lakde pomocu [uz d*(t) = ii(t) + dg(t)]:

(1) + 2Cwnt(t) + wpu(t) = —ig(t), i(t) = —wpu(t) — 2wni(t)

spektri: vrdne vrijednosti tg i U pri pobudi ig(t) u funkciji T,

ordinate linearne (ne log): lak3e uotavanje razlika (str. 221. i 223.)

Usporedba spektara pseudobrzine i relativne brzine

odstupanja ovise o periodu T, (str. 221.)

dugi periodi: V < g, jer tg — tgg i V —0

dokaZimo: masa stoji, tlo se giba paje ut =0 i o' —0

219



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

o zhog i = g+ 0 = - —ig = Uy — Uy
° U'=ug+u = u— —ug = Uy — Uy ili D— ug
@ ako T, = o0: V=21/T,D — 21/ Thue — 0

@ za kratke T,, V iznad ug, za srednje i duge T,, ispod dg

promotrimo omjer spektara V//ug za razne ¢ (str. 221.)
razlika medu spektrima: odstupanje omjera prema jedinici

razlika najmanja za ( = 0, raste s porastom (

pojadnjenje: za ( =0 (wp = wy, i e “n(t=7) = 1) imamo
t
wnu(t) = —/ g(r)sin [wn(t — 7)]dr  (str. 218.)
0
t
u(t) = / lig(T)cos [wp(t — 7)]dT (str. 219.)
0

o razlika wyu(t) i d(t) samo za €lan sin i cos: amplitude iste

o dakle: wpug=tg,uzD=uy i V=w,D = V =1ug A



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ za male vrijednosti

relativna brzina #, V i g, primjerice:
.350
<ot V =0,04cm/s
S
= 1 tp =0,0lcm/s
.:Ol) . ..
S 1T v S0 sporiie) SR (jer V pada sporije)
u, =0 pseudobrzina V' NG . N
= > @ i uobi¢ajenih
4 = S Ugo =40cm/s
. ‘\\ @ omjeri su bliski nuli:
T V/igo =10
~ . . —4
N : lr\”?( V-0 o /ligo = 2,510
] N V~u u, >u, ) . .
1 TN S . ° "~ #1 e ali omjer malih
\/v'\:\,'v\'\ .. .
L 2=0 V—)O(sporlje) RN vrijednosti:
ii, =0 M|
o L. - ———
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

@ za ( > 0: —(Cwpu(t) # 0, razlika wpu(t) = V(t) i u(t)
@ veca odstupanja medu amplitudama V' i dg (str. 221.)

@ uobicajeni (: mala odstupanja za kratke i srednje periode

Usporedba spektara pseudoubrzanja i ukupnog ubrzanja

° za ¢ = 0: i'(t) = —w3u(t) jer je —2Cw,i(t) =0

e iste funkcije i amplitude: if = w2up = w2D = A (str. 223.)

e za ¢ > 0: ii"(t) = —w2u(t) samo za t, kada je 6(t;) =0

o tada je u(t,) = up (lokalni ekstrem), pa: —w?ug = ii*(t,)

e amplituda if funkcije i*(t) nije u t, (samo za ¢ = 0)

@ nema podudaranja A i if: vedi ¢, raste —2¢w,u(t) i odstupanje

° A — if, dugi periodi: A < i (str. 223.)

@ doka¥imo: masa stoji, tlo se giba pa je ut — 0 i i* — 0

e tada uf — 0, D — ug

e ako T, = 00: A= (21/T»)?D — (27/Tp)?ugo — 0 e
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

/ugo

t
0

Al ili i

Al

3

¢=01 o
ubrzanje i,

pseudoubrzanje 4

mali doprinos
¢lana 2¢w, (1)

A — 0 (brze)

ii, >0

-

g —-0iA—=0

A pada brze: sa T2
mA = fqq, ali

mib = (fs + fp)o
mora biti: A < i
A dio if, daje fyo
zato A/if < 1
pseudo (lazno)
neprikladan naziv
bolje: aproksimacije
to¢nih spektara

daju potrebno:

fso i Eso g
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Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

1,081L elasti¢ni projektni spektar
1,0 - -hajjaca treSnja prognozirana za lokaciju
i, =0,4
Yo =078 HRN EN 1998-1
0,671 | tip 1
< 0,404 i * ﬂ:la:i'e trednje
0,26 ! J J
0,13 - | —
|
0,4 2,5
Z,[s]

@ propisi: popre¢na reakcija manja od elasti¢ne

posljedica: naprezanje iznad granice elasti¢nosti

elasti¢ne ralunske sile (str. 172.): fso = A/g w, odziv bez pukotina
nije ekonomiéno za jake potrese: veliki utrosak materijala

ako su pukotine opasne: spremnici, brane, temelji i stolovi turbina

nuzno elasti¢no ponasanje: velike sile — pomo¢ prigusivaca i
224



Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

@ uobicajeno: prihvadanje RAZUMNE razine o$tecenja
@ posljedica: ulazak u plasti¢no podruéje radnog dijagrama

o elastoplasti€ni dijagrami: pokusi (ovise o materijalu i sustavu)

fia e amplitude elasti¢nog odziva:
§ , pripadni linearni sustav fso (krace fo) i wo
/
Sso , . e minimalna ¢vrstoca za
f ,/| elastoplasti¢ni sustav elasti¢no ponaganje: f
Jy

e normirana granica te€enja:
fy="»/fok/k=u,/uy <1

y ® koef. smanjenja gr. tetenja:
y Up Up Ry:]./fy:fb/f;,:Uo/UyZ].

u

e posljedica: za u > uy, svjesno dimenzioniranje na manje sile (f, ne fo)
o teZak zadatak: PROGNOzA prihvatljivog oStecenja zbog te€enja
@ vaZna svojstva: videstruka stati¢ka neodredenost i duktilnost®

o koeficijent duktilnosti: 1 = upm/u, > 1 — zahtjev na konstrukciju

®silavost, rastezljivost 225



Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

@ primjera lo%e prognoze ima mnogo:

e neboder O’HiccIN, Concepcion, Cile, 21 kat, ab, izveden 2009. god.

@ boc¢na krutost: zidovi i okviri, NESIMETRICAN u tlocrtu i po visini

.‘rl-
226

o tesko ostecen u potresu 2010. (slom 12. kata): zgrada uklonjena



Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

o ili primjerice:

psihijatrijska dnevna bolnica, SAN FERNANDO, Kalifornija, 2 kata, ab

bo¢na krutost: okviri sa zidanom ispunom na drugom katu
ispuna prouzrodila porast krutosti i ¢vrstoce drugog kata
pojava modela slabog kata (engl. WEAK — STORY MODEL)

sru¥ena u potresu 1971. (slom prizemlja): uklonjena

drugi kat ostao gotovo neoStecen
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Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

o graf 1. (u(t), str. 36.): mii(t) + fs[u(t)] = —miig(t)/ : (mg = w)

° graf 2. fs/w = —ii'(t)/g, za fs = ku, linearno elasti¢ni od2|v

= .nlmmmnlHlmmnnmnnmmnnmHHHH

i 'HH"'leH LA A

0.l 055 titranje oko poloZaja ravnoteze D(0,5:0) =1, = 0,085 m (str. 179
\0 HnnmnlmmnmmmmHHHHHmHHlHl
z ] HmumuumwuHmmmHlHHH!HHHIHH
_"505% | __min. &vrstoca za el. ponasanje ———= T iw= 137

° 1 vrijeme(s] A(2(25;0):u0 =1,37g (str. 12(6))

oz f, =1/8 (R, =8) f=1/8H=1/8(L3w) = 0170w %



Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

——

- s » izrazito || ,—~
0,05 __Z_w_ . ;/_ - }‘d ¢ tecenjey, \\
o —Imfeal — LA ~ @
N T:I_’f____\\____ g/ \ / \/
005 b Y S o
20 03; b ~ elasti¢no "
= ] ) ¢ ” f,/w=0,171
- oA AP AATY, @
~ J
- ! f,/w=-0,171
™ 03 i ‘
+tedenje 1 brcen o n n |
_te(":enje J a gl_l} 11 oo I @
0 5 10
vrijeme[s]
0.3
] —b c
ol T A ®
& —u, —f 4y m
_ fl/ 7 /
-0.3 T T
-0,05  0,0254 0 0,0254 0,05

pomak u [m]
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Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

a u=20 fs=0 elasti¢no do b
b u=u, |fs=*1, poletak tecenja
b-c| u>u, | fs=1f = const. tecenje, plasti¢na grana fs — u dija.
c Uu=um | fs=1 lokalni maks. (& = 0), totka vracanja
c—d | u<un |fs<Hf, elasti¢no rasterecenje, bez te€enja
d - fs=0 sustav rastereen
d-e - fs <0 unutarnja sila u suprotnom smjeru
e - fs = —f, poletak tecenja
e—f - fs = —f, = const. | teCenje, plasti¢na grana fs — u dija.
f lu=—uy|fs=—f lokalni min. (& = 0), totka vradanja
f-g | u>—up | fs >—f, elasti¢no rastereéenje, bez teenja
g - fs=0 sustav rasterecen
g— - fs >0 elasti¢no do fs = f, gy
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Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

sustav ne titra oko poetnog (uspravnog) poloZaja ravnoteze
manji f, (vedi Ry): vige ciklusa te€enja

nakon jednog ciklusa: titranje oko otklonjenog poloZaja

°
°
°
@ posljedica: prolaskom pobude sustav ostaje otklonjen (trajne def.)
@ linearni model: povratak u poletni polozaj

@ razli¢ito t nastupa i iznos ekstrema (up = 8,5cm, uy, = 4,3 cm)
°

koeficijent duktilnosti (uz u, = f,up = up/R,, str. 225.):

Um 1 Um Um 4a3
p=—"==""= =

uy B ?y U Uo 8,5
potrebna® duktilnost: duktilni odziv za pomak 4 puta veéi od uy!
ako je manja: krhki lom za danu pobudu (opasno, teska sanacija)
pazite na izbor STATICKOG SISTEMA, MATERIJALA | DETALJA konstrukcije

w biramo unaprijed: veéa vrijednost (i zahtjev!), manje sile potresa

®zahtijevana 231



Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

pseudobrzina V' ili ¥, (log mjerilo)

]

elasti¢ni projektni
spektar

spojeno
pravcem

elastoplasti¢ni spektar (odziva) pomaka——= D =D/R,
V,=V/R,

V=ay Ugo d ) )
A =AIR

c

YV/ﬂo

elastoplasticni
projektni spektar

{

statisticka obrada elastoplasti¢nih —1
odziva u(t) za veéi broj zapisa i i = const.:

1 T <T, 3o
R =42u-1 T.<T <T,
' U T >T, -
1/8s 10's 33s
8 Hz 1/10 Hz 1/33 Hz

prirodni period titraja 7, (log mjerilo)



Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

5,00 T T [ T TTT7 T T T [ T 1707 T T [ T TTT] T T
2,81 ¢=5%,
2,50 elasti¢ni projektni —
- spektar (str. 205.) =15 e ]
=2
L,25 |- Y
- v
i \Q -4 ‘3\)\ )
0,5 [ =S .
— i
<2 =8 4
€ 025F f.v CEE O =
— C elastoplasti¢ni projektni ]
~ N spektri ]
0,125 I - N
L S0 & ]
L 4)/ o R «y}'
0,050 { 0 -
20
(% N
0,025 < N h
[
0,0]25_ [ | | L2 1l | I | 1 T
0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50 N
,[s] T
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Odziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

T T T T

linearno mjerilo
§=5% H

elasti¢ni projektni
spektar pseudoubrzanja (str. 211.) .

e

elastoplasti¢ni projektni
spektar pseudoubrzanja
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

@ poopdéeni sustav: sloZeni sustav aproksimiran jednim st. sl.
@ postoji vise pristupa, bit: pretpostaviti oblik titranja
Rayleighijev postupak (kvocijent)

u(0) e 1873. lord Rayleigh: temeljeno
U, u(t')=0 " : ..
na zakonu o ofuvanju energije
u(0) ”(”):0[. ; /f,t' @ jednostavnog harmonijskog
=0 t :0| T \/ gibanja s jednim stupnjem sl.
7 |
‘—i-\ T, e pobuda: u(0) i 4(0)
" @ zbog jednostavnosti: poletak

gibanja u t' = 0 (isto Vt)

. u(t) = ugsinwpt’
lI(O)\ /I\IL',(/'):O /\,”, ( ) 0 n
u(t') = upw, coswyt’
——
\/ \/ UO M
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

e potencijalna energija: Es = 1/2 ku?, ekstrem: Egy = 1/2 ku3
@ vrijeme ekstrema u(t') = up: t' = T,/4, 3T,/4, 5T,/4,...

e istodobno: (t') =0 = Ex =1/2mi? =0

@ tada je ukupna E) = Es + Ex = Egy (jer je ¢ =0)
@ ekstrem kineti¢ke energije: Exo = 1/2 mL}S

@ vrijeme ekstrema 4(t') = uo: t' =0, T,/2, Th,...

e istodobno: u(t') =0 = Es=1/2ku?>=0

e tada je ukupna energija: E; = Es + Ex = Exo (jer je ( =0)

znadi, za ekstremne vrijednosti ug i tg: E; = Egg = Exo
e odnosno: 1/2 kug = 1/2 mi3 i konaéno,

k
kusg = musw? = wy =1/ —
N—— m

2

Uo

@ poznati izraz: nema prednosti za sustav s jednim st. sl.
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

aproksimacija
e

@ uloga: sustav s vise st. sl. sustav s jednim st. sl.

@ sloZeni sustav: moguce titranje razli¢itim oblicima
@ bit aproksimacije:
o pretpostaviti jedan oblik titranja (progiba) v(x) — funkcija oblika
e odabrati (znatajni) pomak promjenjiv u vremenu z(t) — poopceni pomak

@ posljedica: zahtijevamo titranje oblikom u(x, t) = ¥(x) z(t) ~ ¥ (x)

z -0) z(t") =z, sinw, !’

| 2(0) /\f i/ 2 2(1)=0

a u(x,t)

! =y (x)z(?) 2(0) z(1) = t,t
w(x) t= \/ -

-
=3 - -

———— =

“<

9
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

@ oblik titranja 1(x): odreduje ponasanje u prostoru
@ zakon titranja z(t): ponaSanje u vremenu

Primjena na sustav s kontinuiranom masom

° konzole: pretpostavka u(x, t') = z(t)(x) = zo sinwpt'(x)
@ oblik titranja 1(x), zakon titranja z(t') = zysinwyt’, zp — amplituda
@ brzina titranja: d(x,t') = wyzo coswpt’th(x)
@ maksimalna " konzole (za maks. pomak up):
L1 " 2 . /
Eso = A EE/(X)[UO(X)] dx, uo(x) = z0¥(x), (sinwpt' =1)
@ maksimalna konzole (za maks. brzinu g):

L
Exo = /0 %m(x)[uo(x)}zdx, lo(x) = wnzot(x)  (coswnt’ = 1)

"http://www.grad.unizg.hr/predmet/nmk/predavanja/; str. 44. 238


http://www.grad.unizg.hr/predmet/nmk/predavanja/

Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

uvrstimo: [u(’)’( )] =z [1/1” } , [Uo X} =w Zo[ X)]z

°
e izjednatimo energije: Esy = Exo, (1/2 i z3 i&ezavaju)
L
/ El(x) [9"(x)]) % dx
wh = =0 , Rayleighijev kvocijent
2
/ m(x)[w(x)] dx
0
@ vrijedi za bilo kakav kontinuirani stati¢ki sustav

procjena prvog® perioda titranja (u smjeru najmanje krutosti)

pretpostavimo oblik titranja ¥ (x): El i m poznato, odredimo w (T,)

012 (/2 .
ow(x):sinlx w2=" £l
i ET ) _ A

0)=0 v () 7)=0 X(x_ 2 _ 12UE
z//%((O)):O z//%((e)) ° vx) = 8(6 1)"""_ m

8temeljnog, osnovnog, fundamentalnog (jer ih sloZeni sustav ima vise) 239
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

Primjena na sustav s diskretnim masama

model zgrade: apsolutno krute grede s koncentriranim masama

e titranje zgrade: vektor u(t') = zg sinw,t'1), funkcija oblika: vektor v
T : :
e Y= [1/11 R T wN} , komponente odreduju poloZaje masa
@ brzina titranja: vektor u(t') = wpzp coswnt'1h
: . T
@ Egy nastupa pri maks. pomacima: ug = [U1o S U ... uNo]
N1
2 . -
Eso = Z Ekj(um — Uj—10)°, Ujo— Uj—1,0, maks. pomak etaZe j
j=1
: : : . . . 9T
@ Ek( nastupa pri maks. brzinama: ug = [Ul,O coe Ujo o ... uN70]
N1
Exo = Z §mjuj20, [Jfo, maks. brzina (na mjestu!) mase j
j=1
L (s r_ - , r_
° ujo = zovj, (sinwpt’ = 1), tjo = wnzovyj, (cosw,t’' =1) .
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

@ uvrstimo u i Eso = Exo (1/2 i 23 i8ezavaju):
m,
N @ N
ky . Z k(¢ - 1/}'71)2
° F=] G\ — W - ¥ ke
X R
. m, Z mﬂﬁf
'—® T =1
k,/ . Vi ki + ko —ko 0
® ke kethk —ks
X,
m, J 0 —k3 ks + ky
1 . . . .
k,
“— “— my 0 0
@ oo krute grede: EA — oo, El — oo |0 om0

@ za etazu jJ: VJ = ijj = kj(uj- - UJ',l)

@ tradicijski model: POSMICNA ZGRADA



Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

u=1u,=0 i
2 ke 12EI,  24EI :
k[ = 2 . T = h3
EIl \ A i El, u =1
‘ 2 1. etaza k, k,
1 A >
£l £l 1 2. etaza
¢ h| k¢ . 24El,
R | _I.A A
u,=1,u,=0 k
2 o kzz -
k, 1. etaza
k,
1 ki,
2. etaza
kl




Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

Svojstva Rayleighijevog kvocijenta

1. svojstvo: priblizna frekvencija UviJEK veéa od toéne

izborom )(x) uvodimo prisilu medu pomake sustava

prisiljavamo model na gibanje drugacijim oblikom od to¢nog
sustav &inimo kruéim (k raste): veca frekvencija (wp, = \/k/m)

Oblik rjesenja: w, = apy/El/(mL%) e totno: a, = 3,516

»(x) anp greska [%] aelln 08~
3x2 X3 (x)
> 2 7 1
TEIETER &
X L
1 —cos—~ 3,66 4 m,EI* |[Jprisilno vodenje
, u obliku y(x)
X
z 4,47 27 ) 7;7;/7 o kruto
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

@ ocekivano: sve procjene «, vece od to€ne vrijednosti

e tredi primjer (¢(x) = x?/L?): izrazito lo%a procjena a,

e razlog: ne vrijedi rubni uvjet po silama na vrhu (M(¢) = 0)
@ moment konstantan du# konzole: ¢"(x) = 2/L? = const.

@ pri izboru ¥ (x): zadovoljiti geometrijske i prirodne rubne uvjete
@ 2. svojstvo: dobra aproksimacija i uz losiji izbor funkcije oblika

@ pretpostavka: poznajemo to¢no rjeSenje

@ odrediti vektor odstupanja (pogreske) At

e ako je ~ oznaka pribliznog rjesenja: A = —

@ iznos odstupanja (duljina vektora pogre¥ke): |Av| = /Ayt Ay
o bez dokaza: pogretka R. kvocijenta: (@2 — w?)/w? ~ |A|?

@ ako upotrijebimo to¢ni 1 dobivamo to€an iznos w,: Ay =0

e problem: to¢ni ¢ nije poznat unaprijed — rabimo priblizni, ¥ e
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

Izbor funkcije oblika

@ vazno: tonost kvocijenta ovisi o izboru funkcije oblika 1/7(x)
o velika to&nost: funkcija oblika priblizno (prvog) oblika titranja

@ sila inercije pri titranju u(x, t') ~ P(x):

fi(x, t') = —m(x) ii(x, t') = w? zgm(x) 1h(x) sin w,t’

(]

razdioba sile ~ m(x)1(x)! [w2zg = const., sinw,t’ je f(t)]

funkcija oblika: progib (x) zbog statitke sile p(x) = m(x)i(x)

e iteracija po 9(x): ¥;(x) = m(x);_1(x)/k, nije u duhu R. kvocijenta
i . . e .
m u(x.t') @ izbor p(x): aproksimacija sile inercije
| () F () © p(x) pr.etpostawr.no izravno i v.rlo p.rlbllz.no
Ll | (2. svojst.) u smjeru prvog oblika titranja
|
I

e izratunamo statitki progib u(x) = ¥(x)

@ iz R. kvocijenta odredimo w, o



Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

o te¥ina u popre¢nom smjeru: p(x) = gm(x), ¥(x) = g, ili

o sile: p(x)=p=[p1 - p,,]T (teZine etaza, ali ne nuzno)
x) = gm(x) R
P g El%) T P |
m(x) i
L| x — | u(x)
x 1
|

|

@ funkcije oblika zadovoljavaju rubne uvjete po silama i pomacima

@ lak3e odrediti potencijalnu energiju kao rad sila p(x) na u(x),

1 (L
Ego = 2/ p(x)u(x)dx, nego iz ug (x)
0
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

e uz Ex( kao i Uo(x) = wpup(x), (str. 235.), dobivamo:

L
/ p(x)u(x)dx
LO
/ m(x)[ u(x)]dx
0

@ neki propisi: procjena T, za p(x) = po (konstantno optereéenje)

2 _
n

w

@ ako je p(x) = gm(x) tada je

e ako je p(x) = p,

1 2
ESO:§ZPJU()(1)7 Wh =




Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

funkciju oblika za /(x) zamijeniti funkcijom za / = const.

ne traZite preciznu funkciju oblika i frekvenciju!

zamisao Rayleighijevog kvocijenta: jednostavna i brza procjena

qﬁ(x): jednostavna funkcija koja zadovoljava sve rubne uvjete

o staticki progib: vrijedi i za sustave s diskretnim masama ([ — >")
my
N —= PN — PN = e uy
o e .
mj
J — Dj - m;g
1 @ —= D1 —em; g




Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

@ potencijalna energija u slucaju optereéenja i progiba sa slike:

1 1Y 1 U
Eso = SPNUN Eso = 5 ijuj Eso = 25;’; mju;j
= J:

@ kineti¢ka energija:

EKo—Z mjj =

I|M2

i (wntijo)?, Ujo = wn 20%;
~—
uj'o

@ izjednalenjem energija kao i ranije (izostavimo indeks od > i 0):

W2 — _PNUN W2 = > Py W2 = Z mjuj
n 2 n 2 n
> mju; > mju; Z mJ
@ sli¢no za posmi¢nu zgradu: ali brojnik oblika energije Egg

@ a nazivnik za 1; = u;: funkcija oblika je progibna linija L
249



Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

@ prvi je izraz prevelika (ali ipak upotrebljiva) aproksimacija

posljednja dva izraza: u propisima za procjenu wy,

izrazi vrijede za bilo kakvu gradevinu (ne samo posmi¢nu zgradu)

uspjeh aproksimacije: predoenje prvog oblika titranja

lako za jednostavni sustav (prosta greda, posmitna zgrada)
razlog: sve ordinate prvog oblika istog predznaka

sloZeni sustav: tesko predoditi prvi oblik titranja

stati¢ki progib od teZine neprikladan: potite drugi oblik titranja

antimetri¢no zadana teZina: dobra procjena prvog oblika

m(x)g m(x)g




Sustav s viSe stupnjeva slobode: jednostavni primjer

IXOR fu= ; pl(t) - @ | +!-=f,

h ! k - o

—~7 7
horizontalni nosivi elementi: EA — oo, El — oo
vertikalni nosivi elementi: EA — oo, El >0
zanemarujemo uzduZnih sila na krutost stupova
pretpostavke posmi¢ne zgrade (str. 241.)

masa: sudjeluju¢a masa koncentrirana u sredini grede
viskozno prigusenje: proporcionalno relativnoj brzini greda
bo¢na krutost etaZe: zbroj krutosti stupova na savijanje

dinamiZki stupnjevi slobode: horizontalni pomaci (masa) uy i ux « #;
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: jednostavni primjer

JednadZba gibanja: 2. Newtonov zakon

o elastitna sila fs; i viskozna sila fp; suprotne pobudi
@ zakon mase (promatramo sve sile koje djeluju na m;):

pj — fsj — fpoj = mjdj il mji; + fpj + fo; = pi(t), j=1,2
@ matri¢no:

my 0| |y b1 fs1| Pl}
5l 8] 1) =
mii + fp + fs = p(t)
uy my 0 D1 f51] [Pl}
! [Uz] > m [ 0 mz] P {foz} e [fsz P

@ matrica m — (primijetite: dijagonalna) i
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: jednostavni primjer

Linearno elasti¢ne sile
@ krutost (upeti krajevi), pomak i poprena sila etaZe iznose:
12E1
k=Y 30 Ai=ui—uia, ViskA
stupovi

@ veza elasti¢nih sila i pomaka u razini greda:

fs1 = fO + & = kA1 + ko(—02) 2 =

u +A, =u,
Ay =u —up=uw1, (up=0, lezaj) A, =u, —u,
o !

fs1 = kiuy + ko(ur — wo) S o if

for = koo = ko(us — un) :: suprotnih predznaka

s2 = a2 = flt — i | (popre¢na sila u etazi)
|:f51:| . |:k1 + ko —k2:| |:u1:| | ' ) DU, = A =,
fSZ _k2 k2 up 0 - _Az =u, —u,

fs — ku, K- isto i za brzine (u,, Zl/)
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: jednostavni primjer

Linearno viskozne sile
@ uz koeficijent prigudenja ¢; i brzinu u;, poprecne sile su:

Vi = ¢, fp1 = ciin + oo(d1 — u2), fpa = (2 — y)

e matri¢no (isti oblik kao elasti¢ne sile):

[fm] - [Cl T _Cﬂ [Ul} , fp=ca, c-
D2 —C o | |

o uz fs = ku postaje:
mii + cu + ku = p(t)
matri¢na jednadZba: dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe

svaka sadrzi uy i up

razlog: matrice c i k nisu dijagonalne

jednadZbe medusobno ovisne: moraju se rjeSavati zajedno g
254



Sustav s viSe stupnjeva slobode: jednostavni primjer

D’Alambertov princip dinamicke ravnoteze

<_f1_2_ @ sile inercije fjj = m;ii; protivne i;
p2(t)52~ - @ grede u stati¢koj ravnoteZi za svaki t
fu @ iz ) x =0, jednadZzbe
1210 =0 fo=—1In1

ijj+ij+f5j:pj(t), j=12

Ekvivalentni model

1" m.u. m
<2 e p(0) <22} e p,0)
— - o~

klul -




Sustav s viSe stupnjeva slobode: jednostavni primjer

dvije optereCene mase spojene oprugama i prigusivacima
svojstva elemenata jednaka istoznanim svojstvima okvira
D’Alambertov pr. za svaku m; i grupiramo po u; i u; (i =1,2):
za my: myiy + 01(c1 + @) — cato + ui (ki + ko) — kouo = p1(t)
za my: maplip + cplip — ot + koun — kouy = po(t)
vrijedi isti matri¢ni zapis (str. 254.): obje jednadZbe sadrze vy i up
Rastav na neovisne podmodele
optereCenje p;j(t) uzrokuje wuj(t), d;(t) i ij(t)
pomak djeluje samo na krutost k: nastaje elasti¢na sila fs; = kju;(t)
brzina djeluje samo na prigusenje c: sila prigusenja fp; = cjuj(t)
ubrzanje djeluje samo na masu m: sila inercije fjj = mjii;(t)
sustav rastavimo na tri podmodela (EA uvijek c0):

o okvir bez mase i prigudenja (zadane krutosti na savijanje)
o okvir bez krutosti i mase (gipki okvir, samo pridrZanje prigugivaZa) ,

o okvir bez krutosti i prigusenja (gipki okvir, samo pridrzanje mase) 256



Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

pft) © I r=- -ffoz r--0--1+/n
EA—> oo ! ! ' [EA—> !
EI>0 V{ T { EI >0
pi(?) © = fa + ¢F----- o + r--@---++/1}
EA—>» ! f '(EA—> !
/‘f EI>0 : =0 { EI >0 |
7 kA 7. Z 7. 7. .
pomact pomaci u, brzine #, ubrzanja i,
brzine #,
ubrzanja ii;

@ svaki podmodel uzrokuje jednu vanjsku silu: fs, fp i f; = mu

o vrijedi ravnoteZa s vanjskim optereenjem: mu + fp + fs = p(t)
Opci linearni sustav

@ posmitna zgrada: nije opéi model (sadrzi previse pretpostavaka)

@ neizmjerne krutosti: u nacelu nisu nuzne, ali mogu biti opravdane

@ op¢i model: treba odrediti diskretizaciju i stupnjeve slobode ,-
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Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

Diskretizacija

EN

u(,m

Uy

¢évor

!

elementi

U

o fizikalni problem, matemati¢ki model, DISKRETIZACIJA, numeri¢ki model
@ nosive dijelove aproksimiramo Stapnim i/ili plo¥nim elementima

@ elementi spojeni u &vorovima modela

@ stupnjevi slobode: translacije i rotacije ¢vorova

@ okvir u ravnini: tri stupnja slobode; dvije translacije i rotacija

@ prostorni model: 3Sest stupnjeva slobode; tri translacije i tri rotacije ©4r
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Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

@ dvoetaZni, dvobrodni okvir, 6 - 3 = 18 stupnjeva slobode

@ Clesta pretpostavka: grede i stupovi nisu rastezljivi

e razlog: EA > El (velika uzduzna prema bo&noj krutosti etaZe)
@ nepoznanice: pomaci etaZa i zaokreti &vorova (inZ. m. p.)

@ dvoetaZni, dvobrodni okvir: 8 stupnjeva slobode (str. 258.)

@ opravdano za , Siroke” i niske zgrade (oznake na str. 258.):

@ stupovi na velikom ¢: mali AN (prirast N—a) od M prevrtanja
@ niske grede (mali d/¢): T u gredi malo utje¢e na AN u stupovima
e 1.i2 bliski stupovi (uske zgrade) i/ili visoke grede

e mali ¢ za preuzimanje M prevrtanja i/ili veliki d/¢ (veliki T)

@ posljedice: znakajan doprinos AN-a zbog M i/ili T

@ 3. iznimka: visoke gradevine — veliki M prevrtanja, veliki AN

(]

4. iznimka: veliki N od stalnog, pada k gradevine, P — A u&inak v
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Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

o dinamicko optereéenje: djeluje u smjeru stupnjeva slobode
@ momenti se najée$ce ne zadaju kao dinamic¢ka opterecenja
pe(t},\ pa(t) Ps(1)

n) Pa(1)
pa(t) p(:L ps(t) ; =1,...
3 4 S it pj(t)a J 1a 78

7. 7. 7

Analiza prvog podmodela: elasti¢ne sile

fus fs fa @ vanjske sile fs; zbog u;
T —T] fs2 @ posebno: za uj = 1, ostali 0
;lcl)ilgéi u !-!- @ Stapovi se deformiraju
4 = en ju unutarnje sile M i T
~ cvor ._‘2 — 2 =) astaju u ‘uta J.e sile
bez mase r r @ u ravnoteZi sa silama k;;

@ kjj drze progib od u; = 1:

postoje u svim &vorovima
260



Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

e primjerice: sile kj1, (i =1,...,8), drZe progib za u; = 1 (ostali 0)

e sli¢no: sile kjs, (i =1,...,8), drze progib za us = 1 (ostali 0)
‘\km k711,_m
k3l k41
/. 7.

@ &lanovi kjj su @ ili ©: ovisno o obliku progiba koji ¢uvaju

@ sila od stvarnog pomaka = sila od jedini¢nog pomaka - stvarni pomak
e usmjeru 1 (i =1): fs1 = kg + -+ + kjaus + - - + kynupn

@ opcenito, u smjeru i: fs; = kiyur + - - - + kiyup, (kij u smjeru i)

@ zbroj sila u smjeru / od pomaka u; svakog ¢vora (j =1,...,N) 4
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Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

@ svakom smjeru i = 1,..., N pripada jedna jednadZba: matri¢no,
f A superpozicija
fs1 kiw oo ke - kv [ .
fso| | kar - ks oo hon | |u2| 0T k, f
Sl : k 1 u,
1
. kni -- kna ook B
SN N1 N4 NN| LUn f=ku,
fg = ku, (k,'j = kj,') 1 u/ 7“

tvorba matrice k (simetri¢na je, odnosno kjj = kj;):

izravno, opisanim postupkom: dobivamo stupce matrice k
primjeri: prvi (kj1) i Cetvrti (kija) stupac matrice, (i =1,...,N)
samo za jednostavnije sustave, sloZeni sustavi:

zbrajanjem matrica krutosti elemenata — metoda pomaka

e 6 6 o6 o o

opdi pristup prema metodi pomaka: metoda konac¢nih elemenata 7
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Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

Analiza drugog podmodela: sile prigusenja
model troSenja energije: viskozno prigusenje
vanjske sile fp;: nastaju zbog brzina u;
posebno za ; = 1, ostale 0: promjena duljine dijagonala u vremenu
to su brzine: nastaju unutarnje sile (sile u prigusivatima)
u ravnoteZi s vanjskim &vornim silama c;;
drZe brzinu okvira od ; = 1 (ostale 0): postoje u svim &vorovima

® 6 6 6 6 o o

ukupna sila u smjeru i (za cjj u smjeru /):
fpi = Ci1ln + Ciolio + -+ - + Gjjuj + - - + Ny

Ioa
skracenje
dijagonale
/ fDl

~1 / . .
\\//_/produljenje

7 dijagonale -

7. 263



Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

@ svakom smjeru pripada jedna jednadZba: matri¢no,

b1 11 Cci2 - an| |t

D2 ©1 Cp - On| | U2

fon CN1 Cn2 - Cnn | Un
fD =cu

@ &lanovi ¢jj: ne odreduju se iz svojstava i dimenzija zgrade

@ pokusom se utvrduje koeficijent prigudenja ¢

posebni postupci: proratun matrice prigusenja c iz
Analiza treceg podmodela: sile inercije

vanjske sile fj;(t): nastaju zbog ubrzanja ii;(t) masa Stapova

posebno za ii; = 1 (ostala 0): pojava sila puz $tapova®

prema D'Alambertu: to su sile inercije protivne ubrzanju N

ol ® © ©

masa distribuirana duZ 3tapova 264



Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

. I
sile f, 1 1 |
ubrzanja ii ! 7 ‘:ID Fo
3 14 5
Br=---== B)------ @"fn
Emasau 1 T
¢voru ! )

@ vanjske sile m;; moraju uravnoteZiti sile inercije duz Stapova

@ drze ubrzanje okvira od i; = 1 (ostala 0): postoje u svim &vorovima




Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

e vanjska sila mj;: sila u smjeru i zbog i; =1, (i=1,...,N)
@ primjer: razdioba sila mj1, (i=1,...,8)

@ u ravnoteZi sa silama inercije duz Stapova

@ sli¢no: my, (i =1,...,8) nastaju zbog is = 1 (ostala 0)

@ sila f;; u smjeru i:

fii = mjyiiy + miglip + -+« + miji; + - + minlpy

@ svakom smjeru (i =1,..., N) pripada jedna jednadzba:
fin my omi - My | |1
fi2 my1 myp - mpy | |2
fin my1 my2 -0 myn| |dn

f/ = mu e
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Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

@ masa uvijek distribuirana: dovoljna diskretizacija u &vorove

@ aproksimacija koncentriranim (diskretnim) masama

@ odredene static¢ki: prema dijelu teZine koji pripada &voru

@ primjer: reakcije grede — dvije koncentrirane mase u ¢vorovima
@ ukupna masa u ¢voru: zbroj doprinosa svih elemenata

@ dobivamo mase m,, ..., ms (nema mase duZ Stapova)

@ tvorba matrice masa po stupcima: primjenom jedini¢nih ubrzanja

Y
element
a b

7 7.

N
¥



Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

@ vanjske sile za i; = 1 (translacijsko ubrzanje):

e my=my+mp+m., mp=0, (i=2,...,8)

o ostali &vorovi nemaju ubrzanje (nema mase du? ¥tapova)
o sli¢no za is = 1 (rotacijsko ubrzanje):

@ myq = my, rotacijska inercija mase u srednjem &voru

o ovisi o obliku mase: primjerice, kruzni disk, Iy = mR2/2

mali doprinos silama inercije: redovito uzimamo my, =0

o 1. razlog: translacija pokreée ve¢u masu (cijelu etaZu, vidjeti my)
e 2. razlog: rijetke i slabe rotacijske pobude oko horizontalne osi
o ostale mase nisu pomicne (gipki okvir): mj; =0, (i # 4)

@ zaklju€ak: koncentrirane mase — dijagonalna matrica masa

mj; = 0, i # ], mj = m; ili 0 (za rotaciju)

@ tvorba matrice: najéesée samo od translacijskih masa

@ pridruZzene smjerovima x i y u ravnini, X, y i z u prostoru e
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Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

@ pojednostavnjenje za zgrade: plo¢a oo kruta u svojoj ravnini (AB)
@ razlog: velika krutost prema fleksijskoj krutosti zidova i stupova
@ plota ostaje fleksibilna (zadrzava krutost) prema savijanju

@ posljedica: svi ¢vorovi u ravnini plo€e — tri ista stupnja slobode

] {1 1

U, | — AB ploca
uje —O0—|

[0) ujx

centar masa
y=const., teziste

L} U

@ jednaki stupnjevima slobode gibanja ploc¢e kao krutog diska
o za plocu kata j: translacije (uj, uj,) i rotacija (ujp) centra masa

@ mase: translacijske u smjeru x i y, rotacijska oko uspravne osi z 7
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Sustav s vise stupnjeva slobode: poopcenje

@ za pravokutnu plo¢u povrinske mase m i tlocrtnih dimenzija a, b:
a® + b2
12
@ masa: vlastita teZina, stalno i dio pokretnog (propisi, NAD)
e dodati: sudjelujuéi dio stupova i zidova etaZe (nosivih i pregradnih)
lé . 5 6

m = mj, = mj, = mab, mjp = m

drvene grede s <— || | > sudjelujuca

o ®”

das¢anom oplatom @ ’O@/ povrsina
{ N
O TF 0
1 2 3

@ uzduZno podatljivi stropovi (grednik s oplatom): EA — oo ne vrijedi
@ mase u &vorovima: prema sudjelujué¢im povr§inama (@) do ®

@ matrica krutosti: sadrzi i AKSIJALNU i fleksijsku krutost ploce



Sustav s viSe stupnjeva slobode: meduovisnost jednadZbi

Medusobna ovisnost jednadzbi

podmodela: f; + fp + fs = p(t) i
mii + cu + ku = p(t)
od N diferencijalnih jednadZbi (N — broj stupnjeva slobode)
rieSenje: vektor u(t) = [uy - uN]T, [derivacijom: u(t) i u(t)]

matri¢ni zapis ekvivalentan jednadzbi za jedan stupanj slobode
skalarne vrijednosti zamijenjene matricama i vektorima reda N:

m—m, c—c, k—k

i—u, o0—u, u—u, p(t)— p(t)
opcenito: matrice pune — jednadzbe medusobno ovisne
pojasnjenje: u jednoj jednadzbi vide nepoznanica u;
poseban slu¢aj: matrice dijagonalne — jednadZbe neovisne

jedna jednadZba — jedna nepoznanica
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: stati¢ka kondenzacija

Statitka kondenzacija

@ eliminacija dinamickih stupnjeva slobode za koje je m; =0

@ ostaju u stati¢koj analizi za tvorbu matrice k

@ stati¢ki model: zanemarene samo uzduZne deformacije Stapova

@ inZenjerska metoda pomaka: 8 stupnjeva slobode

@ dinami¢ki model: najéesée translacijske mase u ¢évorovima

@ posljedice: dijagonalna m i m; = 0 za rotacijske st. slobode

@ lesto: pobuda ne sadrzi rotacijske komponente (potres)

@ stupnjevi slobode bez m; i p;: eliminacija iz dinamic¢kog proracuna
Mﬁm u7 e u8 u

Uy

staticki
stupnjevi
slobode

7. 7. 7.

u, J u, / u,
dinamicki
stupnjevi
slobode N
: : g 272



Sustav s viSe stupnjeva slobode: stati¢ka kondenzacija

@ stati¢ki model: Cesto sadrZi i vertikalne stupnjeve slobode
e razlog: vazne uzduZne deformacije stupova (u skladu s )
@ u dinami¢kom modelu: nisu potrebni za translacijsku pobudu

@ razlog: mala ubrzanja u rotacijskom i vertikalnom smjeru

U, EA—ow, El > u, U, EA—owo, El >o U,
el | | us’_——i—___ _luz:
Uy = 0 / / / Us =1Ug
us =0 // uzduzno // ! uzduzno // u, #0
/ o kruti / / popustljivi S U 0
stupovi stupovi /
T T T . T
° grupiramo po stati¢kim ug i dinami¢kim u; st. sl.

@ mase u ¢vorovima

m;, 0] [ii ke keol [ue] pe(t) e m (my) dijagonalna
0 0] |ig + ko koo| |ug| | O |e nema rotacijske mase
e nema rotacijske pobude
r;

e translacije (t) dinami&ki, a rotacije (0), stati¢ki st. slobode sl
7



Sustav s viSe stupnjeva slobode: stati¢ka kondenzacija

@ statiCki stupnjevi slobode: bez pridruZene mase

Mty + ket + koug = pe(t), kotus + kooug = 0

druga jednadzba: nema sila inercije i pobude u smjeru ug

posljedica (nakon mnoZenja s kog ): statitka up O Uy,
-1
up = —kyg kotu¢
e uvritavanjem u prvu jednadzbu (uz ks = kg,. jer je k simetri¢na):

mguy + kipuy — k;)Ftko_olkOtUt = pe(t)

izlu€¢imo uy (i kit = ket — kgtkaolkm — kondenzirana matrica krutosti):
Myliy + kerue = pe(t)

@ manji sustav jednadzbi od polaznoga .’

274



Sustav s viSe stupnjeva slobode: ravninski model

kdikoo koe =2 ki |- 6| k! |-6|k,|=2[k,] matrica reda 2!
2

6

6 2
@ rjeSenje problema: dinamicki stupnjevi slobode u;
@ primjer: polazni sustav 8, dinamic¢ki samo 2 stupnja slobode
0 iz kondenzirani stupnjevi slobode ug u bilo kojem t

@ osnovni i kona&ni sustav oblikovno sli¢ni (bez prigusenja):
mii + ku = p(t), Mgy + keeur = pe(t)
@ smatrajmo: stati¢ka kondenzacija obavljena
@ osnovni zapis sadrzi samo dinamicke stupnjeve slobode
Ravninski sustav: translacijska pobuda potresom

@ glavno svojstvo: dinamicki stupnjevi slobode u smjeru pobude

@ primjeri: model zgrade ili dimnjaka wie
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: ravninski model

gibanje apsolutno —— &,
krutog tijela

gibanje apsolutno
krutog tijela

/4
el
° ujt(t) = uj(t) + ug(t), vektorski, za sve mase,
ut(t) =u(t) + ug()l, 1=[1 --- 1]° ,
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: ravninski model

@ vrijedi , ali bez vanjskog opterecenja:
fi+fp+fs=0
@ gibanje krutog tijela: nema savijanja stupova i rada prigusivaca
e fs i fp slitno jednom st. sl. (str. 36.): samo od relativnog gibanja (u, u)
e ali sile inercije: zbog ukupnog ubrzanja (f; = mi?)
m [ii + lgl] +ca+ku =0,  mii+cu+ ku = —mlig(t)

—_——

l'jt

od N (k kondenzirana, reda N, k = IA(tt)
eliminirani vertikalni pomaci i kutovi zaokreta (str. 275.)
odnosi se samo na dinamitke (horizontalne, bo&ne) pomake u
esti naziv: MATRICA BOCNE KRUTOSTI

za opterecenje vanjskim silama (str. 271.): mu + ci + ku = p(t)

® 6 6 o6 o ¢

iste lijeve strane diferencijalnih jednadzbi o
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: ravninski model

@ znadi, i desne strane jednake:

Pest(t) = —mliig(t), efektivna sila potresa

My N
O ——O—— -my, ug(t)

m; ..
O > -, ug(t)

ekvivalentni modeli m, - .
O ——O——— -m, ug(t)

7 77 77 77

= ii(1) nepomicni lezajevi
@ poopcenje: stupnjevi slobode nisu u smjeru gibanja potresa,

uf(t) = i (t) + ui(t), u'(t) = u’(t) +u(t) or
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: ravninski model

o kvazistati¢kil® pomak uf: zbog statitkog (sporog) pomaka tla
@ pomak uj: dinamicki, relativan prema uf
o vrijedi: u*(t) = £Lug(t), £ — utjecajni vektor
e sadrzi pomake masa zbog stati¢kog (sporog) u, = 1:
T
L= [61 E,,}

o ukupni pomak: uf(t) = Lug(t) + u(t)
@ prema ranijem postupku (str. 277.):

m [ii + (gl +ci+ ku =0, mi + cu + ku = —m Liig(t)

~———

l'jt

° Pe(t) = —mLiig(t)

©2hog statitkog djelovanja dinamitkog opterecenja 279



Sustav s viSe stupnjeva slobode: ravninski model

@ prethodni primjer (st. sl. u smjeru pobude): za uz =1, £=1

N O o Ly = 1 NO= = 1 3

@ pomak krutog tijela:
pomak od ugy =1

j O >¢j=1 j(?«:-t].:l . .
@ staticki, spori pomak tla

1 O Huy=1 1 CP" 44=1 o nema ubrzanja masa: O
ezal=1:

“ o izvorni

74
Hug=1 l—>{u8=l '—c>|ug=l

@ L okvir: dinamicki stupanj slobode u3 nije u smjeru pobude

@ Stapovi uzduzno apsolutno kruti: isti pomak (up) masa my i ms3

@ iz istog razloga: vertikalni pomaci my i my jednaki nuli

o dinamitki stupnjevi slobode (slika): u= [u1 w U3]T
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: ravninski model
=1
= i)

=0 ?—> -(m, + m3)i4'g(t)
=0
L= 1 ?—> -mliig(t)
77 7 7J77/

ol u, = népomiéni lezaj
@ za ug = 1 dobivamo (slika): £=[1 1 O}T, pa je
_ml 0 0 1
Pe(t) = —mALiig(t) = —ig(t) | 0 mo+m3 O 1
0 0 m3| |0

Peit(t) = —dig(t) | m2 + m3
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: tlocrtno simetri¢ni sustav

@ primijetimo: greda uzduZno kruta, mp i m3 istog ubrzanja
@ posljedica: za ip = 1 pripadajuéa masa mp + m3

@ horizontalna pobuda: nema efektivne sile u vertikalnom smjeru

Tlocrtno simetri¢na zgrada: translacijska pobuda potresom

° prostorni okvir — stupovi, grede i plo¢e, EA — oo
o y -
ploca j: | (four )/ okvir i: fo,
. ol

Y | ]
H g " i
i I | silef

; 7 AL g 7 fs-u,| pomaciu,,

S | Al 1 - E

—_ — - — ONGY) 4| R | - I
! = "1 —-
! / f.\'/~"h
| o | 227 o o o T
; (/1) _ 5

1 L / f\'/ - Zl(/\l)
] /
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: tlocrtno simetri¢ni sustav

simetri¢na, tlocrtna razdioba masa i krutosti

neovisna analiza u bo¢nim smjerovima x i y

smjer x: vrijedi jednadZba mui + cu + ku = —m1ii(t)

matrica m: dijagonalna, m; etaZe u centru masa plote j (str. 269.)

matrica k: sadrzi bo¢ne krutosti zgrade u smjeru x

jo$ jednom: zBROJ bo€nih krutosti okvira smjera x

bo&na krutost okvira i (str. 277.): odredena matricom k;

kondenzirana: bez rotacija i vertikalnih pomaka &vorova

veza bo&nih sila i pomaka jednog okvira (str. 282.): fs; = kyjuy;

apsolutno krute ploce: jednak boé¢ni pomak svih okvira,
U= Uy, U= (Ui o Up o U

pomak wuj: bo¢ni (horizontalni) pomak ploce j u centru masa .
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: rotacijska pobuda

e ukupna bo&na sila na zgradu (zbroj boénih sila u okvirima):

M M M
f5 = Zfs; = kaiuxi = szkxi = (kxl +- kxM)ux
i=1 i=1 i=1

kx
M

fs = k,uy, ky = ka,-, (komponente fs; djeluju u c. m.)
i=1

botna krutost zgrade: matrica ky reda N (N etaza — pomaka)

tvorba: zbroj matrica ky; pojedinih okvira (reda N)

u osnovnoj jednadzbi za smjer x: k = ky

slican postupak za okvire u smjeru y: k = k,, ista matrica m

Ravninski sustav: rotacijska pobuda potresom

rotacijska pobuda: ne mjeri se izravno, mali broj zapisa

procjena iz translacijskih pobuda na poznatim dubinama
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: rotacijska pobuda

~(my + my )hzég(t)

(1)

-m3x39g

o -mh,8 (1)

A
nepomic¢ni lezaj

o ukupni pomak: u®(t) = u(t) + £0,(t)

e pomak u(t): povezan s deformacijom modela (poput str. 279.)

@ pomak u®(t) = £0,(t): apsolutno kruti pomak sustava

@ nastaje zbog stati¢kog djelovanja 6,

° zbog 6 = 1: utjecajni vektor, £ =tan 6, [h1  ho X3]T

@ mali kutovi: vrijedi tanfy =~ 0, =1, pa je £ = [hl hy X3]T g
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: rotacijska pobuda

@ deriviranjem ukupnog pomaka

m [ﬂ+£ég] +cu + ku =0, mu + cu + ku = —mzég(t)
..t
u

o efektivna sila potresa:

. . ma 0 0 h1
Per(t) = —mLOg(t) = —0,(t) | O mo+m3 0| |h
0 0 ms3 X3
@ odnosno:
. mlhl
Peii (t) = —0g(t) | (m2 + m3)ho
m3Xx3

e rotacijska pobuda ali translacija masa: m kao za translaciju (str. 281.)
@ greda uzduzno kruta: mp i mj3 istog horizontalnog ubrzanja

@ rotacijska pobuda: postoji efektivna sila u vertikalnom smjeru



Sustav s viSe stupnjeva slobode: neelasti¢ni sustav

o funkcija fs — u
o vedi iznosi sile: krivljenje poetnog dijela
o pri rastereenju (optereéenju): krivulje se ne podudaraju
e funkcija nije jednozna&na: vaZna povijest pomaka
@ simbolitki zapis ovisnosti (petlje histereze): fs = fs(u)
@ uvijek (za svaki t) vrijedi jednadZzba (ravnoteza!) gibanja:
mi + cu + fs(u) = —m Liig(t)
——
# ku
@ pretpostavka: istodobna pobuda svih leZajeva (oo kruto tlo)
@ model energijskih gubitaka: odreden matricom prigusenja c,
o u elastitnom podrugju (str. 27.): razlititi oblici trenja, otpor zraka, ...
e u plastiZnom podrugju (str. 29.): razlika prema dinamitkom pokusu
@ dodatni gubitci u plasticnom podrudju: izravno, zadavanjem fg

@ rjesavanje: numeri¢ki, metodama vremenskog prirasta e
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slijed prora¢una

Proracun pomaka, brzina i ubrzanja
zadano: m, ¢, k ili fs(u), p(t) ili idg(t)
odrediti odziv: pona3anje neke veli¢ine u vremenu
vazne relativne vrijednosti: u, u i u

za potres i ukupne vrijednosti: ut, ut i uf

najvaznije: u(t) — unutarnje sile izravno ovise o pomacima

Proracun unutarnjih sila

dinamitka analiza (tri pristupa, str. 289.-291.): odreden u(t)
@ stati¢ka analiza: odrediti unutarnje sile i naprezanja
@ dva pristupa (za svaki t):
Q u(t) = u= —ko_olkOtut — — naprezanja
bez kondenzacije: u(t) — unutarnje sile — naprezanja
@ ekvivalentne statitke sile: fs(t) = ku(t) — vanjsko opterecenje

statitka analiza za fs(t) u bilo kojem t: unutarnje sile, naprezanja - »#;
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: postupci proracuna

Klasi¢cna modalna analiza: dijagonalizacija izvornog sustava

@ Siroka primjena: linearni sustavi s klasi¢nim prigusenjem

@ postoje klasi¢ni prirodni periodi i oblici titranja

@ transformacija sustava iz izvornih u modalne koordinate

@ posljedica: niz neovisnih jednadzbi s jednim stupnjem slobode

@ svaka jednadzba: jedan oblik, period i prigusenje titranja

@ pobuda: jednostavna (formula) ili sloZena (niz podataka)

@ proraun pojedine jednadZbe: analiti¢ki ili numeri¢ki

@ ukupni odziv sustava: zbroj odziva za svaku jednadZbu

@ ne vrijedi ako ne postoji rastav na niz neovisnih jednadzbi, npr.:
e sustavi s izrazito razli¢itim prigusenjima pojedinih dijelova

primjer: model konstrukcije (¢ = 5%) i okolnog tla (¢ = 20%)

o neelastiéni sustavi, bez obzira na oblik prigusenja

primjer: elastoplasti¢na ovisnost sile i pomaka o



Sustav s viSe stupnjeva slobode: postupci proracuna

1 11 ro—

| |
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konstrukcija
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[
[—
I
|
|
[T
I
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=
X

Kompleksni problem vlastitih vrijednosti
o takoder transformacija iz izvornih u modalne koordinate
@ Cak i za op¢u (ne samo klasi¢nu) matricu priguenja

@ prednost: niz neovisnih jednadZbi bez obzira na tip prigusenja i fs
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: postupci proracuna

Izravno rjeSavanje izvornog sustava
@ numeric¢ki, metodama vremenskog prirasta
@ rjeSenje nije analiti¢ko, ¢ak i za jednostavnu pobudu

@ opdi pristup: vrijedi za linearne i nelinearne modele

Analiza sustava s viSe stupnjeva slobode

Klasi¢na modalna analiza Izravna analiza
e rastav na neovisne jednadZbe e polaznih, ovisnih jednadzbi
Vrijedi za: Vrijedi za:
e linearni sustav e linearni ili nelinearni sustav
e klasi¢no prigusenje e klasi¢no ili opée prigusenje
Rjesenje: Rjesenje:
e analititko (jednostavna pobuda) e isklju¢ivo numeritko

e numeri¢ko (sloZzena pobuda) e
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

° (p(t) = 0), bez prigusenja (c =0): mi+ ku =20
@ sustav od N homogenih, povezanih diferencijalnih jednadZbi

@ razlog povezanosti: u opéem slu¢aju m, &esce k nisu dijagonalne

° u(t): zadovoljava u(0) i u(0) (jedine pobude)
o w O 27 q1 <112
k ¢ g O-Wt
J ~ ~ \. / < J
2
.2’” ou b o a b ¢
Ui 2 4‘ .‘
Neo=0 |
2% AN A YA
U UV NN
7 7 -2 ||
,(0) 2] ||
u(0)=| ] |
|iu: (O):| ur 0 L\ ‘\ ‘/\V/\ /\\//\ /X\[
. TR/ SV SV
w0y =] H(O_[0] 2 !
YO=lno=lo] g T 2T 3T,



Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

promatramo slobodno titranje

krutosti etaZa: 2k i k; mase u razini greda: 2m i m
pobuda: poletni oblik pomaka a (nije jedini mogudil)
protivno slobodnom titranju jednog stupnja slobode:

@ pomaci uy i Uy nisu jednostavna harmonijska gibanja masa
e periodi titranja masa nisu definirani

omjer uy/up nije satuvan (oblici a, b i ¢ nisu sli¢ni):

ui(a)/ua(a) # u1(b)/ua(b) # ur(c)/uz(c)

pojasnjenje: oblici a, b i ¢ nisu povezani DO NA KOEFICLJENT
pitanje: Kako pobuditi okvir na harmonijsko gibanje?
odgovor: prikladnom razdiobom po&etnih pomaka okvira
oblik pomaka (omjer u1/u») ostaje satuvan prilikom titranja
sustav s dva stupnja slobode: postoje dva takva oblika

PRIRODNI OBLICI TITRANJA (vektori ¢ i ¢,) i
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

u(0) = ¢1 = [é11 ¢21]T

ili u(0) =gy =[d12 ¢

1", a(0)=0

@ mase titraju istim periodom i istodobno dostizu ekstremne pomake

@ istodobno prolaze kroz uspravni polozaj okvira (u1 =0 i vy =0)

@ prvi oblik titranja: u;/uy = const. i pomaci masa u istom smjeru

U

= U|

edc ba

021

1.
q1 0

*\/ \/ \/
4

abcde Ty =2n/ o,
[ |

TN |

TN '
TN

10

NG ‘
1111

0 27, 3T,
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

e drugi oblik titranja: u;/uy = const. i nasuprotni pomaci masa
@ postoji nultotka (¢vor): nepomi&na to&ka pri titranju

@ broj nultotaka raste s porastom rednog broja oblika titranja

NANA NN N
PR AVAAVALV, \/Mv/wv
ol W;Z\i,ti/i\ JANA N
M vV V V \/

A

t

t

2k 19
ulO fVT\ /\ /\

0 T, ' 3T, ' ST,




Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

prirodni period titraja: vrijeme potrebno za jedan titraj (a & e),

27
T, =2
" o [s]
prirodna (ciklitka) frekvencija titraja:
1
fp= T [Hz]

indeks n: oznaZava redni broj'! oblika titranja (n = 1,2)
za oblike titranja obi¢no vrijedi:

w1 <wp << wp, (Ti>To>--->Tp,)
sjetimo se: sustav s jednim st. sl. izravno pobudimo harmonijski
razlog: nakon otpustanja titra jedinim, prirodnim oblikom titranja
sustav s viSe stupnjeva slobode: moZemo pobuditi na razli¢ite nacine

za harmonijsko gibanje: pocetni pomaci — prirodni oblik titranja
r;

Yipak i dalje nas podsje¢a na engleski NATURAL 296



Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

e 6 6 o o

Proracun prirodnih frekvencija i oblika titranja

slobodnog titranja u obliku JEDNOG ¢, (str. 294. ili 295.):
u(t) = qn(t)o,, (u primjeru: n=1ili 2)
OBLIK (prostorna razdioba) titranja: odreden s ¢, = [¢1n ¢2,JT
sadrZi ekstremne ordinate ¢j, (u primjeru: j = 1,2)
ordinate nisu promjenjive u vremenu (ne ovise o t)

VREMENSKA PROMJENA ORDINATA: harmonijska funkcija (str. 294., 295.)
gn(t) = Apcoswpt + Bpsinwpt, (kao za jedan st. sl.)

logi¢no rjeSenje: jer mase titraju lijevo — desno nakon otpustanja
odredivanje konstanata A, i B,: jednozna&no, iz dva poletna uvjeta
primijetite: sve mase titraju prema istom zakonu gn(t)

u(t) = ¢,(Ancoswyt + Bpsinwpt)

nepoznanice problema: w, i ¢, G
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

uvrstimo rjeSenje u polaznu jednadZbu: miu+ ku =0

uz: i(t) = —w2¢, (A, coswyt + Bysinw,t) = —w2e,qn(t)
dobivamo: | — w2me, + ko, | qn(t) =0

trivijalno rjesenje: gn(t) =0, u(t) = gn(t)¢, = 0, bez gibanja
netrivijalno rjeSenje: izraz u zagradi jednak nuli

nepoznanice w, i ¢, zadovoljavaju k¢, = w?>mao,

poznato kao MATRICNT PROBLEM VLASTITIH VRIJEDNOSTI
preciznije: realni problem

razlog: w? i komponente vektora ¢, realni brojevi

matrice m i k poznate: treba odrediti w2 i ¢,

drugi zapis problema vlastitih vrijednosti: [k — w%m} ¢,=0
sustav od N homogenih (jer je p(t) = 0) algebarskih jednadZbi

. T
nepoznato: w, i N komponenata vektora ¢, = [(]51n ¢Nn] S
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

@ trivijalno rjeSenje: nulvektor ¢,, = 0, nema titranja

@ netrivijalno rjeSenje homogenog sustava: det [k — w%m] =0

2

@ raspis determinante: polinom reda N po wj

@ naziv polinoma: KARAKTERISTICNI ili FREKVENCIJSKI POLINOM

det[k-wjm] @ npr. za dva stupnja slobode:
karakteristi¢ni At +bw24+c=0
polinom " "

/¥> e kvadratna jednadzba po w?
NEAZERE 2

@ dvije nultotke: w% i ws
det=0

2

@ korijeni (nultotke — det. nula) polinoma: w;

— realni i pozitivni brojevi
@ razlog: matrice m i k simetri¢ne i pozitivno definitne
@ postoje uvjeti za pozitivnu definitnost u gradevinarstvu

@ za matricu k: ispravna mreZa, broj i raspored leZajeva -4
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

@ sprijeeni pomaci krutog tijela

@ za matricu m: stati¢ka kondenzacija

e eliminacija st. sl. bez pridruZene koncentrirane mase (rotacije)
@ postoji N korijena w?: odreduju frekvencije w, (n=1,...,N)
@ korijeni karakteristi¢nog polinoma: VLASTITE VRIJEDNOSTI

e poznato wy: iz [k — w2m]| ¢, = 0 odredimo ¢,

@ vektor ¢, odreden do na konstantu a: i ag,, rjeSenje problema
@ zapamtite: APSOLUTNI iznosi ordinata nisu odredeni

o definiran samo OBLIK titranja ¢,,, preciznije,

o relativni odnosi (omjeri) medu ordinatama (komponentama) ¢;,
@ svakoj frekvenciji wy, pripada jedan prirodni oblik titranja ¢,

@ rije¢ PRIRODNI: naglaSava titranje bez pobude, ovisi samo o m i k
° za ¢, VLASTITI (SVOJSTVENI) VEKTORI

@ prvi oblik titranja ¢»;: TEMELJINI (OSNOVNI) OBLIK TITRANJA wle
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

Matricni zapis problema: modalna i spektralna matrica

@ matri¢ni pristup: skraceni zapis svih w, i ¢,

e . T
@ oblici titranja: vektori ¢, = [(151,, ¢Nn] ,n=1....N
@ stupci MODALNE MATRICE problema vlastitih vrijednosti:
11 b2 - PN

= [¢1 &by - ¢N] . &= ¢21 §Z522 . ¢2N

¢/.v1 ¢/.v2 ¢/;/N

@ ¢lanovi SPEKTRALNE MATRICE problema vlastitih vrijednosti:
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

o dijagonalna matrica: vlastite vrijednosti w? na dijagonali
o prepi§imo k¢, = w’me,: k¢, =me,w?, n=1,...,N
@ desna strana: umnozak skalara i vektora — vrijedi komutacija
o

zapis svih N jednadzbi jednom formulom (¢, — ®, w2 — Q2):
kb = moQ?

raspisano za dvoetazni okvir (N = 2):
ki k| ¢ ¢i2| _ M m| (¢ ¢12 w? 0
ko1 kx| |021 @22 My my| (g1 ¢2| |0 wd
[ k111 + ki1 | k1o + koo ]

| ko1911 + koo | ko1¢12 + koath2o

[ mud1 + miodor | Mg + mpdan | [wi 0
| Mo1d11 + Mpdo1 | Madio + Mg | |0 w3

[ w2(mi1¢11 + miaga1) | w3(miig12 + miagan)
| wi(maigi1 + maagor) | wi(mardiz + maoda2)

[ kepy | kepy | = [ wimep, | wimgp, ] B
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

Ortogonalnost vlastitih vektora

@ oblici titranja zadovoljavaju

Tkep, = s komponente od ¢, i ¢,
Pnkr =0 k¢ (ili mg) . _
¢Tm¢ —0 r r u smjeru pomaka:

n r — T
za: wp # wy 9, u, u= [Ul UN]

@ skalarni produkt vektora ¢, i k¢, (ili m¢,) jednak nuli
@ za wy i ¢, vrijedi problem vlastitih vrijednosti:
k¢n = wr27m¢n / d)’rrv ¢;rrk¢n = w%q’)?mq{)n

sli¢no vrijedi za w, i ¢, (mnozimo s ¢.): Pk, = wW2Prme,

e transponiramo izraz za w, i ¢,: ¢ ko, = w%gb?m@,/T
uz (@")" =ai(a’b)" =bTa: (;ke,)" = ¢, k" (¢;)" = ¢ ko,
S

jer je kT = k (simetri¢na matrica)

303



Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

@ sli¢no i za desnu stranu izraza za wy, i ¢, (i m je simetri¢na):

(wWap mep,)" =wip,m' (o))" =wip me,

kona¢no (podcrtani izrazi):

Prko, = wid, mo,

oduzimanjem od izraza za w, i ¢, (iste lijeve strane):

(Wi —w?) pymg, =0

vrijedi: ¢Tme, = 0 ako je w? # w? (ili w, # w, jer su > 0)

ako je w, # wy iz izraza za w, i ¢, vrijedi i:

ko, = w? p,mp, =0
0

ortogonalnost dokazana ako su frekvencije razli¢ite e
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

Cesti slu€aj: jednoj frekvenciji pripada vise () oblika titranja
osnosimetri¢ne gradevine (kupola, vodosprema, silos, dimnjak)

zgrade: grozdovi oblika titranja s istom (bliskom) frekvencijom

wl wz [N W: wl oo W: PPN wN

G1 D | D b 0 Dig | Py

nisu medusobno ortogonalni (w, = w,): moguéa ortogonalizacija
odaberemo prvi (¢;): drugi (¢,,) ortogonaliziramo na prvi
treci (¢;,,): ortogonaliziramo na prethodna dva, itd.
ortogonaliziramo svih j oblika titranja s istom frekvencijom

s preostalim oblicima: N ortogonalnih oblika (stupci matrice ®)

realizacija: inatice Gramm-Schmidtova postupka ortogonalizacije .
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

KVADRATNE matrice K i M dijagonalne,
K=0o"k®, (K, =¢ ko), M=0Tmod, (M, =¢ime,)

¢lanovi izvan dijagonale (n # r): Ky, =00 My, =0

(n=r): Ko=brk¢, My=¢,mo,
K, i M, kvadratne forme: strogo pozitivni dijagonalni &lanovi
razlog: k i m pozitivno definitne matrice
veza medu dijagonalnim &lanovima matrica K i M: K,, = w2M,
dokaz (rabimo k¢, = w?ma,,, str. 298.):

Kn = drk, = by (wime,) = wj ($nm,) = wiM,
N—— N——
ko, M
PobliZze o problemu vlastitih vrijednosti:

Matematika 3 i skripta Numeri¢ka analiza (PMF):
http://www.grad.hr/nastava/matematika/mat3/node39.html
http://web.math.hr/~rogina/2001096/num_anal.pdf (str. 42-50)
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

Fizikalne posljedice uvjeta ortogonalnosti

fSZ,n
k
fSl,n
2k |/ neti oblik r-ti oblik
titranja titranja
V4 77 7. 74
° konstrukcije pri gibanju u obliku ¢,: u,(t) = gn(t)®,

@ pripadajuca ubrzanja i

Un(t) = Gn(t)Pp, (f1)n = —mil,(t) = —ma,Gn(t)

@ pomaci pri gibanju u drugom obliku, ¢,: u,(t) = q,(t)¢, o’
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

@ rad sila inercije n—-tog oblika na pomacima r—tog oblika:

(F)aur = = ($ama,) Gn(t)ar(t) =0, [uz (Fi)y = dpymdn(t)]
0
— ekvivalentne staticke sile pri gibanju u obliku ¢,
(fs)n = kun(t) = ke ,qn(t)
@ rad statickih sila n—tog oblika na pomacima r—tog oblika:
(Fs)nur = (Pnk,) an(t)ar(t) =0,  [uz (fs), = Ppkan(t)]
0
© potvrda Bettijevog stavka'? [(f)) u, = (f)) u,, uz: G, = —w?qy]
Normiranje vlastitih vektora

@ vlastiti vektori ¢, odredeni do na konstantu

@ proporcionalni (kolinearni) vektor a¢, — takoder vlastiti vektor

12y/ Simi¢: Otpornost materijala 2, Skolska knjiga, Zagreb, str. 197 v 308



Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

@ jednostavan dokaz:

kg, = wime,
k(ag,) = a(k,) = a(wpmep,) = wpm(as,)
primjena konstante a: prikladno komponenata

1. primjer: najveéa komponenta jednaka jedinici
2. primjer: vaZna komponenta (pomak vrha) jednaka jedinici

racunalni programi: najées¢e M, =1 (jer je numeriZki u&inkovito),
¢lan (str. 306.): M, = ¢pime, =1, matrica: M=o Tmad =1
oblici titranja ortogonalni (str. 303.) i normirani s obzirom na masu

matematitki: ortonormirani skup (baza) normiran na masu

za tako normirane oblike vrijedi (prema str. 306. i 301.):

gan: K, = ¢ ke, = w2M, = w?, matrica: K= dTkd = Q2 s
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

Raspis vektora pomaka po vlastitim vektorima

q.9.
N
o kljuzna u=)> gr¢,, raspisano:
r=1
U o11 $12 | PN
uo ¢21 $22 Pan
l=al| . |t |[+otan]|
Up On1 bn2 ONN
1011 + G2¢12 + - - + gnoIN (11 d12 -+ ]| [¢
| @fn At @bt tandan | [ P2 o0 o | | G2
q1on1 + G2dN2 + -+ GNONN (ON1 N2 O] Lan

® qa ..
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

@ prema tome,

N
u=> q¢, =oq
r=1

skalarni &lanovi (komponente) g,: MODALNE (NORMALNE) KOORDINATE

poznato ¢, za zadani u: odredimo g, — mnoZimo u sa ¢, m

N
Gamu = (¢pymg,)q,

r=1

zbog ortogonalnosti (str. 303.) i¢ezavaju svi &lanovi osim za r = n:

_ d)zmu B ¢E,qu

T T

Smu=(¢p,mae,)qn, n = =
) (pnmad,)q q ST 7
skalar skalar
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

Siroka uporaba rastava u dinamici konstrukcija

odredivanje rjeSenja za slobodno titranje, vanjsku pobudu i potres

primjer: raspis vektora pomaka u = [1 I]T dvoetaZnog okvira

poznajemo matricu masa i oblike titranja (slika, str. 307.):

¢y =[1/2 1",

pripadni skalari (ovise o na&inu normiranja ¢;!):

a1 =

g2 =

¢y =[-1 1]T

/2 1] 2" ,?, 1 m
[1/2 1] [2[6’? r?v]}[l[z% :352,,7:4/3
cafp Al

ST |
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

@ kona&ni raspis: u = qi1¢; + qa¢p, = [Zl] =4/3 {1{2} -1/3 [_11]
2

-13 @

e svE ordinate ¢;, jednog ¢,

@ mnoZimo ISTIM brojem g,
+ 173

4
@ ordinate prvog oblika s 3

1
%//2 o ordinate drugog oblika s —3

77

(4/3)¢, + =1/3)¢,

=
|

RjeSenje problema slobodnog titranja bez prigusenja

@ treba rijesiti uz zadane

@ primjer: posmi¢nog okvira (g;, uj) za u;j(0), (i =1,2) .r;
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

@ dio postupka: realni problem
@ pretpostavka: rijeSen — poznajemo w, i ¢, (n=1,...,N)

@ opce rjedenje: superpozicija (zbroj) odziva za

N N
- Z u,(t) = Z ¢, (Ancoswpt + Bpsinwpt)
n=1 n=1
an
@ vrijedi princip superpozicije: problem linearan

@ brzina slobodnog titranja (¢, ne ovisi o vremenu):

N
= Z ¢ pwn(—Ansinwpt + B, coswpt)
n=1
N N
ezat=0: u(0)= Z ¢,An, Z @ pwnBn @
n=1 n=

e dva sustava od N jednadzbi po A, i B, [u(0) i u(0) poznato] ¥
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: slobodno titranje

@ ne rje3avaju se izravno: rabimo u(0) po ¢,, (vrijedi i u t =0)

N N
u(0) =Y ¢,a(0), derivacijom: u(0) =" ¢,d,(0) @
n=1 n=1

° za g, vrijedi za bilo koji t [u(t)], paiza t =0 [u(0)]:
_ $,mu(0) o ¢Tma(0)
an(0) = M derivacijom:  g,(0) = M

e izrazi ) i (@ za u i u ekvivalentni: A, = g,(0) i B, = ¢n(0)/wn
@ uvrstimo u opce rjesenje:

qn(0)

n

N
u(t) = Z b, [qn(O) coswpt + sinwpt
n=1
@ poznajemo wy, i ¢,: odredimo g,(0), g,(0) i pomak u(t)
@ rjeSenje zbog potetne pobude u(0) i/ili u(0): str. 292.
e ako je u(0) = ¢, i u(0) =0: g,(0) =1, ostalo 0 (str. 294. i 295.) -

r;
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

° rjeSenja:

N
u(t) = Z¢nQn(f), zapravo vrijedi za svaki t
n=1

@ vremenska promjena modalne koordinate nekog oblika titranja:

Gn(0)

n

@ poput slobodnog titranja sustava s jednim stupnjem slobode

gn(t) = gn(0) coswpt +

sinwpyt (str. 54., uz u — q)

Slobodno titranje s priguSenjem
@ slobodno titranje (p = 0) s prigusenjem (c # 0):
mu + ci + ku = 0, uz poletne uvjete: u=u(0), = u(0)
@ uvrstimo raspis u = ®q (problem vl. vr. pa i ® ne ovise o ¢):
. . o T T .. T . T _
méq+cPq+kdg=0/d", ® meG+P chq+@P k<bq—0r_
M Cc K o
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

@ odnosno:

Mq+Cq+Kg=0
@ matrice M i K zbog dijagonalne
@ KVADRATNA matrica C = ®Tc®: moze i ne mora biti dijagonalna
@ oblik matrice C: ovisi o razdiobi ¢ unutar sustava
o C dijagonalna: N neovisnih jednadzbi po modalnim koordinatama
@ sustav s KLASICNIM priguSenjem: vrijedi klasi¢na modalna analiza
@ vazno: oblici titranja isti kao za sustav bez prigusenja
@ C nije dijagonalna: sustav s or¢IM prigusenjem
@ ne vrijedi klasi¢na modalna analiza

@ oblici titranja razli¢iti u odnosu na sustav bez prigusenja
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

uz

= U]

Sustav s op¢im oblikom prigusenja

kao za sustav bez prigusenja, uz ¢ = ci ¢ = 4c

ed ¢ ba

AN

1.

q91, 92

u,(0) 1

11~

1,(0) *2 0]

.14
1.

0

(

T

N
S5

o

- —-—=a
—f—-—a

u() w gl TN .

u,(0)=4¢,
1,(0) = g,

-1

0 T, 2T, 3T,



Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

@ od ranije: matrica , i

2 0 3 -1 5 -4
mm[O 1], kk[_1 1], cc[_4 4]

e oblici titranja (za sustav bez prigusenja, str. 318. i 320.):
T T
P = [1/2 1] ) ¢y = [_1 1]

e odredimo M, C i K (str. 316.): dobivamo,

1,5 071[a], [1.25 3,507 [a] ,[0,75 0 1[a] [0
m [ 0 3,0} [qz]“ {3,50 17,00] [qz]“‘[ 0 6 oo] [qz] = [o]

@ primijetite: C nije dijagonalna matrica
e diferencijalne jednadzbe po qi(t) i g2(t) medusobno povezane
@ rjeSavanje: izravhom analizom sustava — isklju¢ivo numeri¢ki

e zadano: ¢ = /km/200 i u(0) u obliku vlastitih vektora: B
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

u(0)=[1/2 1]", zatim w(0)=[-1 1]"

2
o rjegenja: qu(t), q2(t) i u=[ui(t) w(t)]’ = ¢,q,(1),
r=1

1.
q2
@« 0- _ —_/ql _ .
& —
1
m edcba
© o u,(0) al,)c‘,ie
k 4¢ 1‘]’
5 U O'anvf
m
1 1,(0) _lji:ii
1911,
2% 1A
/{C N wol N t
7 7 u(?) _1: P
u,(0)=4¢, i i ' " "
wo=¢, 0 L %
0 T, 2T, 37,



Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

@ svojstva rjeSenja:
© g2 # 0 u prvom (str. 318.) i g1 # 0 u drugom primjeru (str. 320.)
@ poletni oblik pomaka nije sauvan prilikom titranja
@ titranje nije jednostavno harmonijsko gibanje s prigusenjem

(periodi titranja masa Tp nisu definirani)
Sustav s klasiénim oblikom prigusenja
@ primjer: kao prethodni, ali ¢ =4c i ¢ = 2c, (c = \/kaOO)
@ matrice m i k kao u prethodnom primjeru (str. 319.),

2 2]

@ a matrica c jest (str. 254.): c = ¢ [_2 5

@ sustav jednadzbi po modalnim koordinatama (uz M, C i K):

1,5 01 [d 1,5 0 ][ 0,75 0 ][qi] [0
Sl A R e A R e | R
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

1_
410-\ /\ N Py
o" s ed ¢ ba _\/\/ N——

e Tip=2n/wp
|
]
|

2k -5
% N
7z 7 u®) gl NG TN t

@ i matrica C dijagonalna: jednadzbe po qi(t) i g2(t) neovisne

@ simboli¢ki zapis svih jednadzbi sustava Mq + Cq + Kq = 0:
MuGn+CndntKngn = 0/: My,  Gn+2(nwndntwign =0, n=1,...,N

o skalari K, i M,: i C,=drico, v
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

@ oblik jednadzbi: kao za jedan st. sl. s prigusenjem (u — g, str. 60.)
@ MODALNI koeficijent relativnog prigusenja: ista analogija,

- 2M,w,’

C

(za jedan st. sl. (str. 60.): (= >

2muwy,

Cn

@ postupak rjeSavanja: kao za jedan stupanj slobode
@ za 1. jednadzbu: M; =1,5m, C; =1,5¢, K1 = 0,75k
o w1 =+/Ki/My = +/k/(2m), (1 = C1/(2Myw1) = 0,05

@ sli¢no odredimo M, G, K>, wy i (o za 2. jednadZbu

@ pobuda u(0): u obliku ¢, — kao u primjeru bez priguenja

o rjesenja (str. 322.1324.): qu(t) i qa(t), u=[n w]" = H,ap
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

m edcha bd Top=2n/wyp
i 1 w(0) 71
k 2c l—l‘i'
up 01' AIVAN — t
2m W
o - i

[
|
DV SN /NI
/Eic u 04! !i \/ N — t
ll(f) _/AII
77 777 g e A ' :

u,(0) = ¢, 0 T, 3T, ' 5T,
u,(0)=4¢,, .

© nema doprinosa drugih oblika titranja: g, =0, r # n
@ saluvan poletni oblik pomaka: samo g, # 0 (kao bez prigusenja)
© posljedica: ¢, prirodni oblik titranja i za sustav s prigusenjem

@ gibanje svake mase: kao za jedan st. sl. s prigusenjem o,



Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

amplitude opadaju zbog utjecaja prigusenja

gibanje greda: jednostavna harmonijska gibanje s prigusenjem

isti period gibanja svake mase: Tip ili Top (vidjeti slike)
Rjesenje problema slobodnog titranja s prigusenjem

promatramo klasi¢no prigusenje: ne utjee na oblike titranja

vrijede wy, i ¢, za sustav bez prigusenja

utjecaj ¢ na wy: kao u slu€aju jednog stupnja slobode

podijelimo jednadZbu po gn, Magn + Chgn + Kngn =0, s M,

dn+2anndn+w%qn =0 (Cn/Mn = 2annx Wn = v/ Kn/an str. 60)

kao u slu€aju jednog stupnja slobode s prigusenjem (g, — u)

prema analogiji s rjeSenjem za jedan stupanj slobode (str. 63.):

qn(t) — o~ Cnwat qn(O) coswnpt + qn(O) + annqn(O)

sinwypt o
wnD b [}
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

prema istoj analogiji vrijedi: wpp = wpy/1 — 32

superpozicija odziva za pojedini oblik titranja,
- n(0) + Cnwnqn(0) .
u(t) e~ Cnnt coswppt + G sinw,pt
( Z d) |: ( ) nD WnD nD
rijeSene vl. vrijednosti: poznajemo w, i ¢,, sustava bez prigusenja

¢ iz pokusa [ne iz Cp/(2M, w,,)]: c, pai C, = ¢rce, nepoznati
odredimo wyp i gn(0), §n(0) zbog u(0) i/ili u(0), (str. 315.):

¢, mu(0)
M,

¢, mu(0)

q(0) = M,

, derivacijom: g,(0) =

odredimo pomak u(t): rjeenje zbog u(0) i/ili u(0)
prema obliku formule: isti utjecaj (, kao u sluaju jednog st. sl.
za (, < 20%: mali utjecaj na prirodne frekvencije i periode (str. 66.)

opadanje g pri titranju nekim ¢,,: veéi (,, brze opadanje (str. 67.) %
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Sustav s viSe stupnjeva slobode: priguseno titranje

@ zakon opadanja: definiran

@ jedan nadin

On

(n: slobodnim titranjem gradevine

@ pobuda: gradevinu potegnemo uzetom i pustimo

@ problem: pobuditi titranje u samo jednom obliku

e razlog: prakti¢na realizacija u(0) u obliku vlastitog vektora

X
-

m, EI

—

—

7

- realizacija uzetom

7%(}:)
N

¢’1(X)

7.

7

: 53(x) P4(x)

@ uotite: najlakse pobuditi temeljni oblik titranja

@ tekamo dok (zbog (,) ne i8¢eznu (mali) utjecaji visih oblika

e ostaje titranje samo temeljnim oblikom: iz &, odredimo Ty i ¢p =/
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

@ poznate koje uzrokuju prigusenje u konstrukcijama
@ tesko se racuna iz dimenzija konstrukcije i prigusenja u materijalu

@ odreduje se pokusom: u obliku koeficijenta relativnog prigusenja
Eksperimentalne vrijednosti prigu$enja: prakti¢ni primjer

@ primjer: deveteroetazna AB zgrada knjiznice Millikan — CALTECH

@ tlocrtne dimenzije: 21 na 23m
@ visina: 44 m iznad razine tla,
48 m od razine temeljne ploce

@ posljednja etaza: krovna konstrukcija s
postrojenjem za klimatizaciju

@ bot&na stabilizacija u smjeru sjever — jug:
AB zidovi na krajevima zgrade, d = 30 cm
@ u smjeru istok — zapad: AB zidovi

stubisne i liftne jezgre, d = 30 cm r;
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

@ poznate koje uzrokuju prigusenje u konstrukcijama
@ tesko se racuna iz dimenzija konstrukcije i prigusenja u materijalu

@ odreduje se pokusom: u obliku koeficijenta relativnog prigusenja
Eksperimentalne vrijednosti prigu$enja: prakti¢ni primjer

@ primjer: deveteroetazna AB zgrada knjiznice Millikan — CALTECH

A A
: A @ tlocrtne dimenzije: 21 na 23m
uredaj .. . .
@ visina: 44 m iznad razine tla,
i 48 m od razine temeljne ploce
podrum @ posljednja etaza: krovna konstrukcija s
: postrojenjem za klimatizaciju
@ bot&na stabilizacija u smjeru sjever — jug:
> 1 AB zidovi na krajevima zgrade, d = 30 cm
@ u smjeru istok — zapad: AB zidovi
Krov stubigne i liftne jezgre, d = 30 cm N
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

krajnji zidovi s otvorima: predgotovljene AB zidne plote (paneli)

doprinose arhitektonskom udinku: ne smatraju se nosivima

za male amplitude doprinose krutosti u smjeru istok — zapad

zgrada izvedena tijekom 1966. — 1967. godine

vazan primjer: dinamicka svojstva utvrdena pri raznim pobudama
prisilno harmonijsko titranje zgrade

odredena , period i relativno prigusenje

period (frekvencija): w, = w, jer je rezonancija (¢ = 90°)

relativno prigusenje: iz analize

oblik titranja: mjerenjem horizontalnih pomaka po katnim plo¢ama

temeljni period u smjeru | — Z: T; =~ 0,665 (sa slike, fi = 1,49 Hz)

porast amplituda rezonancije: poveéanjem me i/ili e pobudiva&a

podruje amplituda rezonancije krova: 3-103g - 17-10"3g

® © 6 6 6 6 6 6 66 6 o o o o

fi raste (T1 = 1/f pada) 3% kroz podrugje amplituda r:
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

@ pripadno priguenje (1: od 0,7 do 1,5%, raste s amplitudom
10

3-10°g—17-10"g

oo
Il
%N
=

za 1. oblik
418. kat

smjer: [ -Z
porast 3%

amplituda ubrzanja; 107 g

0

1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
frekvencija; Hz

@ smjer S— J: T; = 0,515, pada 4% kroz podrugje amplituda
e podrugje amplituda rezonancije krova: 5-1073g —20-10"3g

@ prigugenje (1: od 1,2 do 1,8%, raste s amplitudom B
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

o teorijski: jedna frekvencijska funkcija, jedan period i oblik titranja

A

za 3. oblik

amplituda
ubrzanja, g

L —

frekvencija, Hz

tesko pobuditi zgradu na C1sTO titranje visim oblikom (str. 327.)
na temeljnoj i krovnoj plo¢i postavljeni akcelerometri

zabiljeZena ubrzanja zgrade za nekoliko potresa (vrlo rijetko)
potres SAN FERNANDO: udaljenost 31km, M = 6,4

potres LyTLE CREEK: udaljenost 64km, M = 5,4

osteCenja nosivih elemenata: M > 5 (iig(t) > 0,09g) i
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

@ zapis S — J: vr8no ubrzanje temeljne ploce 0,202 g
@ povecano na vrinu vrijednost od 0,312 g na krovnoj ploci

ubrzanje; g

0.4

krov

-0.4
0.4

1 l0.202g

podrum
[«

San Fernando, smjer S -]
9.2.1971., M=6,4

0 10 20 30

vrijeme; s Y
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

@ zapis | — Z: temeljna plo¢a 0, 185g, krovna plo¢a 0,348 ¢

0.4 1

>

o

Z 0
=]
2 04 ©0.348g San Fernando, smjer 1 - Z
R 04y 9.2.1971., M=6,4
E

podrum
[}
p
3 Tr
N
[

<
~

0 10 20 30 40
vrijeme; s
@ mjereno ubrzanje krovne plote: ut(t)

@ ukupni pomak krovne ploge u'(t): dvostruka integracija i*(t) By
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

@ mjereno ubrzanje temeljne plo¢e: jednako ubrzanju tla ig(t)
e razlog: relativno ubrzanje u razini temelja jednako nuli [i(t) = 0]
@ pomak tla ug(t): dvostruka integracija ig(t)
o relativni pomak krovne plote u(t): u®(t) — ug(t)
131

—_ sjever - jug

g 2,69 cm

T 0 AAA ‘AﬁAn AANAAAA A A A A A AN P P
>0 il A L A VVVV' "'Vvvvvvv — —

2 —x06s

2 .13 San Fernando,

3 13, 9.2.1971., M=6.4
& 6,88 cm

-

<

=

Qo

(=9

e

vrijeme; s =
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

konstrukcija je fleksibilna (nije apsolutno kruta)

vece ubrzanje krovne nego temeljne plo¢e: A > iigg
razli¢ite funkcije ubrzanja plo¢a u vremenu: A(t) # ig(t)
smjer S — J: relativni pomak 2,69 cm, period oko 0,6

smjer | — Z: relativni pomak 6,88 cm, period oko 1,0s

smjer S — J krudi (zidovi): manji pomak i period titranja

12, T, =055 £=0,02

= =
= 01 S
S s
S
127 %1.09g 4> i, (1,09g >0.319g) =
0.4 A(r) =i, (1) ”
= g
Z o 2T
= < 2
B s Q
-0.44 ©0319g

0 10 f[s] 20 30



Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

Periodi i koeficijenti relativnog prigu$enja knjiznice Millikan

|zvor Ubrzanje Temeljni oblik titranja 2. oblik titranja
pobude krova [g] T1 [s] C1 [%] Taols]  G[%]
Smjer sjever — jug
10-3
Pobudiva& 5-10 7d30 061-053 12-1,8 nije mjereno
20-10
Potres
Lytle Creek 0,05 0,52 2,9 0,12 1,0
Potres 0,312 0,62 64 013 47

San Fernando

Smjer istok — zapad

3
Pobudivat 5 10" do 566068 07-15 nije pouzdano
1710
Potres
Lytie Creek 0,035 0,71 2.2 018 36
P
otres 0,348 0,08 70 020 509 p

San Fernando
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

potres LyTLE CREEK: slab, tgo = 0,02g, na krovu, iip = 0,05¢g
nesto jaci od najveée pobude uredajem, na krovu, g =0,02g
temeljni periodi: 0,52s i 0,71s, malo veéi od utvrdenih pokusom
koeficijenti prigusenja: 2,9% i 2,2%, vedi od utvrdenih pokusom
potres SAN FERNANDO: jak, tigo = 0,202¢g, na krovu, tp = 0,348¢g
znacdajno povecanje perioda i prigu$enja u odnosu na pokus
smjer S — J: porast Ty sa 0,51s na 0,62s i prigu$enja na 6,4%
smjer | — Z: porast T; sa 0,66s na 0,98s i prigusenja na 7%
uoimo: porast perioda pri veéim amplitudama gibanja

razlog: smanjena krutost k zgrade (T = 2my/m/k)

primarni uzrok: NELINEARNO ELASTICNO ponasanje (ne pukotine!)
dokaz: nosiva konstrukcija bez vidljivih oStecenja

pucanje polica i otpadanje Zbuke pri potresu SAN FERNANDO

® 6 6 6 66 6 6 6 6 o6 o o o o

mjerenje perioda nakon potresa: kraéi nego pri potresu S
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

o zaklju&ak: veliki povratak k, male plasti¢ne deformacije

7 A £ k, <k, e krutost nije konstanta

f\ o T

e opada s porastom amplituda
o ali jest idealno povratna

e povratak po istoj krivulji

e nema petlje histereze

|

|

|

|

|

|

I

|

| u
— ) u > o materijal BEZ MEMORIJE
potpuni ili djelomi&ni povratak k: ovisi o iznosu amplituda
porast Tp nije mali za ¢ <20% (nije Tp ~ T,)
ne vrijedi linearni model i odnos: Tp = T,/+/1— (2

razlozi: NEVISKOZNO prigusenje i nelinearno elasti¢ni odziv

veCe amplitude, izraZeniji uzroci prigudenja (str. 28.): raste i ¢

SAN FERNANDO vrijedan: ¢ odreden za odziv pri granici te€enja

@ vazno: ne sadrzi u€inke plasti¢nog popustanja konstrukcije G
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

Preporucene vrijednosti koeficijenta relativnog prigusenja

za postojele zgrade: skupa i spora primjena opisanog postupka

za budude zgrade: procjena ¢ na temelju pokusa na sli¢nim zgradama
postoji mnogo podataka: nisu svi prikadni za seizmicki prora&un
slabe pobude (pobudivat ili slabi potres): premali iznosi prigusenja
snaZne pobude (potres): ¢ sadrZi i tro¥enje energije zbog tecenja
najkorisniji podatci: iz jakih tre3nji pri granici teenja

utjecaj tefenja uzima se posebno: radnim dijagramom fs — u
nemamo dovoljno ( za razli¢ite konstrukcije i materijale

razlog: malo postavljenih uredaja i prikladnih potresa

rabimo postojece iznose i procjene stru¢njaka (tablica)

od nedavno: nearmirano zide 3%, armirano zide 7%

®© 6 6 6 6 6 6 o6 o o o o

mnogi propisi ne razlikuju materijale: za spektre uvijek 5%
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Prigusenje u gradevinskim konstrukcijama

Preporuceni iznosi koeficijenta relativnog prigusenja

Razina naprezanja Vrsta i stanje konstrukcije ¢ [%]

vareni Celik, prednapeti beton,
radno naprezanje: dobro armirani beton sa 2-3
ne vise od polovine sitnim pukotinama
granice te€enja

armirani beton sa

(za posebne zna&ajnim pukotinama 3-5
konstrukcije) vijeani i/ili zakovani spojevi u teliku,
vijé¢ani ili avlani spojevi u drvetu
vareni Celik, prednapeti beton 5_7
malo ispod ili na (bez potpunog gubitka prednapona) -
granici tecenja prednapeti beton s potpunim gubitkom
o S 7-10
(za uobitajene prednapona, armirani beton
konstrukcije) vijeani i/ii zakovani spojevi u teliku,

vijéani spojevi u drvetu

Cavlani spojevi u drvetu 15-20 ‘r
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Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

@ treba rijesiti sustav bez prigusenja uz zadanu pobudu:
mu + ku = p(t)

Harmonijska pobuda

/ krute grede
-© Uy
my
k,
—@—— U
my
k,, krutost kata

D, Sinot

@ pobuda oblika p(t) = po sinwt, opéenito: p(t) = posin(wt — ¢)
: T
@ amplitude pobude: pg = [Pl,o pN,g]
@ logitno pretpostaviti rjedenje istog oblika: u(t) = ugsinwt
e amplitude titranja (pomaka): uo = [u10 - -- uN,O]T i

341



Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

2

@ ubrzanje sustava: U(t) = —w“ugsinwt

@ uvrstimo u i ti u polaznu jednadZbu (svi ¢lanovi sadrze sinwt):

2

(k — w2m)u0 =po ili kup=po (uz: k=k—w’m)

poznato
stati¢ki problem prema metodi pomaka: odredimo ug = k - Po
jednim od dva pristupa (str. 41.) odredimo unutarnje sile
primjerice, ekvivalentna botna sila: fs = kug, (pazite, ne k)
rjeSenja za opterelenje fs: amplitude odziva Mg, Tg, og,...
vremenska promjena: isto sinwt, primjerice M(t) = Mg sinwt
nije potreban problem vlastitih vrijednosti: w, i ¢,
rjeSenje: prisilni (ustaljeni) dio (analogija s jednim st. sl., str. 92.)
prolazni dio najéesée nije vazan: brzo is¢ezava s prigusenjem

podsjetite se: ukupno rjeSenje moZe biti mjerodavno (str. 105.)

op¢i pristup odredivanju ukupnog rjeSenja: modalna analiza e
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Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

Modalna analiza

@ op¢i pristup linearnom modelu za proizvoljnu pobudu p(t)

@ rabimo vektora pomaka po (str. 311.):

N
= ¢,q.(t) = ®q(t)
r=1

@ uvrstimo u jednadZbu glbanja uz: u(t) = qu,q,

N N
> mae.q.(t)+> ke,aq(t)=p(t) /- op
r=1 r=1

N N
Y damaG.(t)+ > dik,ar(t) = ¢pp(t)
r=1 r=1 g
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Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

@ zbog ostaju samo ¢lanovi za r = n,
(6nm,) Gn(t) + (D k by) an(t) = By (1)

o od ranije: My = ¢ ma,, K, = ¢ ko, i Pa(t) = dyp(t)
MG, (t) + Kngn(t) = Pn(t), n=1,...,N

@ jednadZba gibanja sustava s jednim stupnjem slobode po q,(t)
@ skalari M,, K, i Pn(t): masa, krutost i opterecenje sustava

@ nazivi: POOPCENA masa, krutost i optereCenje za n—ti oblik titranja

> qnlt) @ prostorna promjena pomaka:
zgrada titra u obliku ¢,

Py(1)

@ vremenska promjena pomaka:

pomaci gn(t) jednog st. sl. g
344



Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

@ poopcene vrijednosti: konstante za odabrani oblik titranja ¢,
@ poznajemo ¢,: odredimo M,, K,, P,(t), jednadzbu gibanja i g,(t)
@ primijetimo: za n—tu jednadZbu ne trebamo ostale oblike titranja

e podijelimo jednadzbu s M, [uz: w2 = K,/ M,],

P,
Gin(£) + w2an(t) = M(t) n=1... N

@ vazno: jedna jednadzba — jedna nepoznanica qn(t)

@ postoji NV jednadZbi: po jedna za svaki oblik titranja ¢,

e bit u(t): transformacija,
N medusobno ovisnin jednadzbi po pomacima uj(t), (j =1,...,N)
N NEOVISNIH jednadZbi po modalnim koordinatama qj(t), (j =1,...,N)

S
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Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

@ matri¢ni zapis svih N (neovisnih!) jednadzbi:
Mq + Kq = P(t)

o dijagonalne matrice M i K poznate:

M 0 -~ 0 Ki O
0 My --- 0 0 Ko
0 o --- M, 0 O
T
a=[gn a1 - an] P(t)=[P1 P2

Modalna analiza za sustav s prigusenjem

@ treba rijesiti sustav s prigusenjem uz zadanu pobudu:

mii + cu + ku = p(t)
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Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

@ uvrstimo raspis u(t) = Z é,q,(t) u jednadzbu gibanja:
N N N
> maG.(t)+ Y €hd.(t)+ Y koa(t)=p(t) / dn
r=1 r=1 r=1

N N N
> drme,d, ()4 pacd,q,()+>  drk,ar(t) = drp(t)

r=1 r=1 r=1

@ uz ranije uvedene izraze za M, K, i P,(t) dobivamo:
Midin(t +Z CorG,(t) + Kngn(t) = Pa(t),  n=1,...,N

@ opcenito prigusenje: C, = qbfc ¢, #0,za n#r o’
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Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

© matri¢ni zapis sustava [M, K, q i P(t) poznati od ranije]:
Mg + Cq + Kq = P(t)

matrica C nije dijagonalna (C,, # 0)

svaka jednadzba sadrzi vide brzina §,(t): srednji €lan jest suma

jednadZbe nisu neovisne: medusobno povezane brzinama

klasi¢no prigugenje: C,, =0 za n # r, C dijagonalna (C, = ¢} c¢,)

od sume preostaje jedan &lan — C,: nastaje niz neovisnih jednadzbi,

Iw"(jn(t)7L Cndn(t)+ann(t) = P"(t)a n= 1,...,N

° s M, uz (C,/Mp =2(wn, wy= \/W str. 60.)
.. ) P,(t
qn(t)"i_Qannqn(t)‘Fwiqn(t) = ( ), n=1,...,N

M, N
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Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

e gibanje sustava s jednim stupnjem slobode q,(t) uz ¢,

@ (, — koeficijent prigusenja za titranje u n—tom obliku

@ ne odreduje se iz ¢, = C,/(2Mp,wp) nego pokusom

e razlog: sloZene pojave, ne moZemo 1ZRACUNATI matricu ¢ (pa ni C,)
e skalari M, Cp,, Ky i Py(t): ovise o jednom obliku titranja ¢,

@ ¢, odreduje OBLIK gibanja (pomaka) zgrade

@ svakoj jednadzbi pripada jedan takav oblik

@ vremenska promjena gibanja (pomaka): odredena rjeSenjem g, (t)

@ ISTA promjena za sve komponente ¢;, jednog oblika titranja ¢,

349



Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

Proratun pomaka
za zadano p(t) treba rijesiti MODALNU JEDNADZBU po gp(t)
oblik svake jednadZbe: kao za jedan stupanj slobode
postupci rjesavanja: analiti¢ki ili numeri¢ki

pomak (odziv) zbog gibanja u obliku ¢,: u,(t) = ¢,qa(t)

ukupni pomak: superpozicija MODALNTH POMAKA up(t),

N

N
u(t) = S ua(t) = 3 ¢,an(t)
n=1

n=1

postupak poznat kao KLASICNA MODALNA ANALIZA
drugi naziv: METODA KLASICNE MODALNE SUPERPOZICIJE
razlog: neovisni pomaci zdruZeni u ukupni odziv

puni naziv: METODA KLASICNE SUPERPOZICIJE MODALNIH POMAKA

e 6 6 o o

skradeni (i uvrijeZeni) naziv: MODALNA ANALIZA v
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Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

@ vrijedi za klasi¢no priguSenje i linearne sustave

@ razlozi: rabimo neovisne jednadzbe i princip superpozicije (zbroj)
Proracun unutarnjih sila

@ iz dinamikog proratuna znamo u,(t): treba odrediti r(t)

@ vremenska promjena unutarnje sile: r(t) = M(t), T(t),...

@ polozaj: bilo gdje na konstrukciji (naj¢es¢e mjesta ekstrema)

@ proratun r(t): iz pomaka &vorova ili ekvivalentnih statitkih sila

@ uobiajeno odrediti doprinos svakog oblika titranja ukupnom r(t)

@ prvi nakin: primjenom krutosti elementa iz u,(t) odredimo silu r,(t)

@ ukupne sile: zbroj sila r,(t) od doprinosa modalnih pomaka,

N
r(t) = rat)
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Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

e drugi natin: statitkom analizom za ekvivalentno optereéenje,!3

f”(t) = ku"(t) = k¢nq”(t) = wr%mqann(t)’ (UZ: k¢n = wr21m¢n)

modalne pomake u,(t) uzrokuje opterecenje f,(t)

sjetite se neovisnih podmodela: prvi podmodel (str. 257.)
stati¢kim prora&unom za f,(t) dobivamo unutarnju silu r,(t)
ukupne sile: ista formula — zbroj r,(t) od svakog opterecenja
opisani postupak sli¢an i za potresno opterecenje

jedina razlika: desna strana nije p(t), nego pes(t)

prema tome, polazna jednadZba jest:
mu + ct + ku = peg(t)

o efektivna sila potresa: peg(t) = —mAiig(t)

3ne pigemo fs,, izostavljamo indeks S 352



Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

Sazetak modalne analize
Postupak proratuna sustava optere¢enog vanjskom pobudom p(t):
@ utvrdimo svojstva dinamic¢kog sustava:
a) odredimo matricu masa m i krutosti k
b) procijenimo koeficijent relativnog prigudenja ¢,
@ izratunamo prirodne frekvencije w, i oblike titranja ¢,
(treba rijeiti problem vlastitih vrijednosti kg, = w?mag,,)
© za svaki oblik titranja treba:
a) postaviti jednadzbu gibanja i izraunati g,(t)
(e8It Gy (€) + 20nindn(t) + w2an(t) = Pa(£)/ M)
b) izratunati modalne pomake u,(t) = ¢,qn(t)
c) jednim od dva na&ina odrediti r,(t) zbog u,(t)

@ zbrojimo doprinos svih oblika titranja u ukupne pomake i sile

[u(t) =Y up(t) i r(t) = ra(t)] By
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

Jednadzbe gibanja

promatramo translacijsku pobudu zapisom ubrzanja tla ig(t)
tlo apsolutno kruto: istodobna pobuda svih leZajeva istim zapisom
treba rijesiti mii + cu + ku = peg(t)
Pt = —M Liig(t)
matrice m, k i utjecajni vektor £ odredujemo kao i ranije

matrica prigusenja c nije potrebna

dovoljan modalni koeficijent relativnog prigusenja ¢, (pokusi)

Raspis pomaka i opterecenja po vlastitim vektorima

@ vrijedi modalna analiza: rabimo superpoziciju

N N
u(t) = Z un(t) = Z ¢nqn(t)
n=1 n=1

i uvodimo zapis: peg(t) = —siig(t), (otito je s = m¥) wfv
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

vektor prostorne razdiobe opterecenja s (ne ovisi o vremenu)
oznatava prostornu razdiobu peg(t)

radi se o prostornoj razdiobi mase (odredenoj sa £)

skalarna funkcija ig(t) (ne ovisi o prostornim koordinatama)

oznaava promjenu peg(t) u vremenu

radi se o vremenskom tijeku potresa

T O——T= My ift) (=1, str. 278
hN

o = -m; (1) -
j vremenski tijek p . (¢)
j  (isti za svaku etazu /)
Q—— -m if1)
h k prostorna razdioba p ., (¢)
! (ista za svaki trenutak 7)
7. 7. g
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji
I'm¢,

m/¢2/r\\\

. S \\;,

@ uvodimo \ PPk
mg -

1

N N
mé = an = Z Momo,
n=1 n=1

I''mg,
e vektor m¢,,: prostorna razdioba [(F1)n = —m,Gn(t)]
@ indeks n: pri titranju n—tim oblikom
@ suma: rastav prostorne razdiobe optereéenja
@ skalar [,: dio toga optereéenja u smjeru n—te sile inercije,
N L
me=> T,me,/ ¢, ¢rmL=T,¢pimp, [,=—"
— —— —— M,
n=1
L, M,
@ primijetite: zbog ortogonalnosti preostaje samo ¢lan za r = n
@ ovise o obliku Ly=¢rme, M, = me,, s, =T mo,

° s,: doprinos n—tog oblika titranja ukupnom optere¢enju m#£ /¢
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

@ ne ovisi 0 oblika titranja: br. i naz. sadrze ¢} i ¢,
@ normiranje: ¢, i a¢, isto, skalar a® pokratimo (raspidite s, = ,ma,,)

@ primjer (poznajemo matricu masa i oblike titranja):

raspis mfé = m 2 011 =m 2 dvoetaZnog okvira
pi = o 111l = 1| v Znog okvi

e oblici titranja: ¢y = [1/2 1]T ]T

- Tme [1/2 1] [2(:)11 ,(7)7] H L

= Tmay 1 1] [Qm o] [1{2] 3’
4

S1 = I’1m¢1 = gm |:§ 2:| |:1{2:| =

iy =[-1 1




Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

u2 — 1 _>im

Uy —e2m = ._.%m ok Letm

i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
WWl 7777 7. 7777
u, =1 u,=1 mé=ml  s(l.oblik titranja) s,(2. oblik titranja)
Modalne jednadzbe
° ista jednadzba ali p(t) = pes(t) jer djeluje potres:
Po(t) = ¢ p(t) = dpPeii(t) = —, M Liig(t) = —Lnlig(t)
————
Perr(t)
@ desna strana Pn(t)/ My = —Ln/ M, lig(t) e
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

e modalna jednadzba (uz L,/M, =T, str. 356.):
G + 2CawnGp + wiqn = —T piig(t), n=1,...,N
@ usporedimo s za jedan stupanj slobode:
D+ 2CawnDn + w2Dpy = —iig(t)

@ smjena u = D,: naglaSava titranje n—tim oblikom
@ ne u = up: ne radi se o modalnom pomaku nego o mod. koordinati

@ pomnoZimo jednadZbu sa I, i usporedimo je s prethodnom:

rnDn +2¢pwn I_nD.n +W,21 [nDy = _rnug(t)
~—— ~—— ~——
n an n
o iste desne pa i lijeve strane jednadzbi: g,(t) = I',Dx(t)

@ pobuda iig(t) definirana numeri¢ki (niz totaka spojenih pravcima)
;
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@ posljedica: jednadzbi po Dp(t), nakon toga:



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

uz ¢, (rijesene vl. vr.), m i £: izratunamo ', = L,/M, i gn(t)

drugi prikaz ',: dio utjecajnog vektora u smjeru n—tog oblika titranja
9, .

N N 9, >~
me=> Tmg,/m' = £=> T, ﬁ/,}*
n=1 19

n=1
Cesti naziv za [,: KOEFICIJENT MODALNOG DOPRINOSA (ule$Ca, udjela)
mjera doprinosa oblika titranja statitkom odzivu (za ug = 1)
neto¢no: koeficijent ovisi 0 nacinu normiranja oblika titranja
nije neovisna mjera doprinosa nekom odzivu (pomaku, momentu,...)
razlog: L, sadr#i ¢1, a M, jo§i ¢, (u L,/M, ostaje jedan a)

Modalni odzivi

e doprinos n—tog oblika titranja vektoru pomaka u(t):

un(t) = @,qn(t) = Fnp,Dy(1), (gn(t), str. 359.) i
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

@ poznato up(t): proratunu unutarnjih sila

o ekvivalentne staticke sile: f,(t) = ku,(t) =T,k ,Dn(t)
@ bit prora¢una seizmickih sila prema vecini propisa
o u f,(t) uvrstimo problem vlastitih vrijednosti kg, = w?>mao,
° uz: Sp i A(t) dobivamo:
fo(t) = Famae, wiDn(t) = spwiDy(t) = spAn(t)
—— ——
Sn An(t)

@ ekvivalentne staticke sile produkt dva ¢lana:
e s,: doprinosa n—tog oblika titranja prostornoj razdiobi m€ pobude peg(t)
o A,(t): pseudoubrzanja sustava pri pobudi ig(t) i titranju n—tim oblikom
(problem s jednim stupnjem slobode)
@ proralun doprinosa r,(t) n—tog oblika titranja ukupnom odzivu r(t)
e staticki proratun konstrukcije opterecene silama f,(t)

e primijetimo: f,(t) umnoZak vektora s, i skalarne funkcije A,(t) =7~
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

@ linearni model: vrijedi princip superpozicije

@ napravimo static¢ki proraun za optereéenje s,

o rezultat r5' (MBY, T35t .. u nekom presjeku) mnoZimo s A,(t):
ra(t) = ry An(t)
Ukupni odziv

@ ukupni pomaci: superpozicija modalnih doprinosa u,(t) (str. 360.),

N

N
u(t) = > un(t) =D Tacp,Dn(t)
n=1

n=1
@ ukupni odziv promatrane unutarnje sile (M(t), T(t),...):

N N

r(t) =Y ra(t) =D r'Au(t)
n=1

n=1
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

Pojasnjenje modalne analize
@ rijeSsimo problem vlastitih vrijednosti (trebamo ¢, i wy)

@ odredimo statitka optereéenja: raspifemo mfl = >s, = V"mgb,,
n

@ doprinos n—tog oblika titranja dinami¢kom odzivu:
o r5t: statitka analiza konstrukcije pri optereéenju s,

o A,(t): dinamitka analiza jednog stupnja slobode pri pobudi ig(t)
@ stati¢ka analiza 1STE konstrukcije za N optereéenja s, (n=1,...,N)
@ dinamic¢ka analiza N RAZLICITIH sustava s jednim stupnjem slobode
e razli¢iti: svakome pripada druga&iji wp (Th), Cn i Ty
@ mnoZimo dva rezultata [primjerice M dijagram x A(t)] za svaki n

@ prvim odredena prostorna, a drugim vremenska razdioba odziva

@ zbrojimo N umnoZaka rS*A,(t) u ukupni dinami¢ki odziv zgrade — « #¢
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

oblik staticka analiza dinamicka analiza sustava | modalni doprinos
titranja konstrukcije s jednim stupnjem slobode | ukupnom odzivu
K 4,0
! 0.¢, =" 4,0)
1
S, 4,(1)
2 st a)_,,é’_, ’}(’):";IAJ(’)
I
Sx 7 A_\' (’)
N o Oy Cy () =1y 4,(0)
N
N
ukupni odziv r(t)=2ry (1)
n=1
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

Analiza odziva na rotacijsku pobudu

° pri pobudi rotacijskim ubrzanjem ég(t):
mii + ci + ku = —m £0,(t), Peit (t) = —m L0, (t)

° utjecajni vektor £ = [hy hy X3]T (translacija: £=1)

stati¢ki pomaci u smjeru svih stupnjeva slobode zbog 0, =1

odredimo £: proratun kao za translaciju, ali iig(t) — O(t)

Tlocrtno simetri¢ne zgrade: translacijska pobuda

@ viSeetazne, simetri¢ne, s uzduzno apsolutno krutim plo¢ama

(]

pobuda djeluje horizontalno duz jedne osi simetrije

° gibanja sustava:

mii + cu + ku = —m1lii (t)

vektor u: bo¢ni pomaci katnih plo¢a (relativno prema tlu) G
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

Strop | a -
L Ma |
N o] Ly =171 T
, | | I I
| T
. | | |
J /' )/ /- / up ;=1 I
J | | I I
/- ™ T
| | I I
2 /' T T
| | I I
| C U €I =1 - —r=—t
[. m, [— | | | |
bz 7 7 7 IH—— B B
= u, =1

@ matrica m: dijagonalna matrica masa
@ &lan mj: masa etaZe koncentrirana u centru masa ploce j

@ matrica k: matrica bocne krutosti: zbroj bo¢nih krutosti okvira

o vektor 1 =11 1--. 1]T; podsje¢anje na pojmove: s
366



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

@ isti kao za modalnu analizu
@ pokaZimo postupak na jednom okviru

Raspis efektivnih sila potresa po vlastitim vektorima

@ rabimo zafl=1, pa
N N
ml= Zs,, = Zrnmqbn
n=1 n=1
@ svojstva n—tog Fn=Lh/M, ( ):
‘my 0 -] [1
=¢iml=[p1, ¢op -] |0 m | |1 :ij¢jn
: . . . =1
‘my 0 -] '¢1n .
Mn = ¢’rI1‘m¢n = [¢1n ¢2n o } 0 mz - ¢2n Z mj¢jn
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

e dio opterecenja ml u smjeru n—tog oblika titranja (vektor):

m 0 - |@1n m1d1n
sp=Tmep, =T, |0 m | |d2n| =T, |M262n
° Sin = ['hm;js: botne sile u razinama katnih ploca

s etaza strop
Nn SN” N
N
A S»/n S/,, J
J
h/ Sin ',,, i 1 V:hr‘z !
h ’ s
) [___JU___..{
I I
_) i L

My SV v



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

Modalni odzivi zgrade

numericki rijeSimo za n-ti oblik titranja:

Dn + 2CanD.n + w%Dn = _Ug(t)

poznati ¢,, i w,: odredimo skalare LZ, M, Thi

doprinos n—tog oblika titranja bo&nim pomacima u(t):
N
un(t) = Tae,Dn(t), [podsjetimo se: u(t) = Z un(t)]
n=1

e komponenta uj,(t): bo&ni pomak stropa j,
Uln(t) ¢1n
- | =Ta| o | Da(t) = ujn(t) = TngjnDn(t)
UNn(t) ¢Nn

& rl-
360
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

e relativni pomak etaZe j (engl. STORY DRIFT):
Ajn(t) = ujn(t) — tj—1,n(t) = Tn(djn — ¢j-1,n) Dn(t)

e razlika bo¢nih pomaka susjednih plo¢a (j —1 i j)

@ ekvivalentne statitke (bo&ne) sile:
fa(t) = spAn(t), [podsjetimo se: An(t) = waDy(t)]
e komponenta fi,(t): sila u razini stropa J,

fln(t) Sin
o= [ A() = () = sinAn(t)
an(t) SNn
@ opterecenje stropa ako pri potresu zgrada titra samo n—tim oblikom
e odzivi (M(t), T(t),...) zbog opterecenja f,(t): ra(t) = riAn(t) ’
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

stati¢kom analizom za optereéenje s, odredimo r,S,t

predznak opterecenja odreden predznakom ¢,

°
°
@ za temeljni (prvi) oblik titranja: sj; djeluju u istome smjeru
@ za ostale oblike: mijenjaju smjer po visini zgrade

°

promotrimo Sest vaznih za zgrade optereéene potresom

Vazni stati¢ki odzivi zgrade pri djelovanju potresa

Promatrani odziv r Oznaka Stati¢ki dio za n—ti oblik (r5")
poprene sile u etaZama V; Vet = ZJ-N:,-SJ-,,

momenti u etaZama M; Mt = ZJ-N:,-(hj — hi)sjn

popre¢na reakcija Vi Vit = Zszl Sjn = FoLh =M
moment prevrtanja My — Mgt =N, sy =Tolh = hM;
pomaci stropova uj st = (Fn/wi)djn

relativni pomaci etaza A Ay = (Tn/w2)(Djn — Pj—1,n) L
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

e V' suma katnih optereéenja sj, od krova do i-tog kata

e M:': moment tih opterecenja na i-ti kat (krak h;j — h;)

@ prve Cetiri veliCine: stati¢ki proraun zgrade za optereéenje s,

@ posljednje dvije veli¢ine: nastale usporedbom r,(t) = ritA,(t) sa

() = Tadip 2 30(0) = Pl — d51.0)

N sﬁz’—/
D,(t) Dn(t)

An(t)

dobivamo: rjsrf = ust =T pjn/w? i rJ.Snt = AJSIE =Tn(¢jn — dj—1,n)/w?

DEFINIRANJE vellcma M i k% (', ne ovisi o sumi po etazama):

hy2
Zsjanrmj@nfr ijqn: M Lh= (LA;)—M;
h

\W_/ L
Lh Mn b rl'

n
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

9 N
b= 5wz L= hm, (D)
n J:]-

@ prema tome, vrijedi:

N N N
Mg = hisin=> _ hiTamigjn=Tn > _ himidj,
j=1 Jj=1 . J=1

N——
5 ~—_——
LG
=T, L% =hT,Lh=nm: "
~—~ ~—~—

hLn Mp

n

@ veli¢ine M} i h}, ne ovise o na¢inu normiranja vlastitih vektora:

Lhy? _ (s mjjn)? e L s himjdin

e (L L
n— N ? n— yh N
M Zj:l mj¢12,, Ly Zj:l mj®jn

@ br. i naz. sadrze <Z>J2n, odnosno ¢j, (svejedno ¢, ili agjn)
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

o koeficijenti M,, LZ, L?, i ', sadrze samo ¢;j, pa ovise o normiranju
Ukupni odziv

@ superpozicija doprinosa svih oblika titranja (st. dio iz tablice):

N
r(6) =Y rm(t) =Y rtA(t)
n=1

n=1 =

SaZetak modalne analize u primjeni na zgrade

zgrada s dvije tlocrtne osi simetrije i A i, (1)
2817777
potresni zapis djeluje u smjeru jedne osi i 1o
. . o . Lg
nepravilan: odreden nizom tocaka (t;, iij )

|
|
|
spojene pravcima: postoji to€no rjes. za At A} \VA
1 2
rezultat: odziv (neke veli¢ine) u vremenu . \/
u totki konstrukcije imamo: M(t), T(t),... I
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

@ odaberemo potresni zapis ig(t) definiran nizom tofaka (t;, iig ;)
@ odredimo svojstva konstrukcije:
a) matricu masa m i bo&ne krutosti k
b) procijenimo koeficijent relativnog priguenja ¢
© izratunamo prirodne frekvencije w, i oblike titranja ¢,
(treba rijeiti problem vlastitih vrijednosti ke, = w?mag,,)
@ odredimo modalne komponente s, = [',m¢,, efektivnih sila potresa
© izraunamo doprinos n—tog oblika titranja ukupnom odzivu:
a) provedemo staticki proralun za optereéenje s,
[odredimo stati¢ki doprinos r5t odzivu r,(t)]
b) izra&unamo pseudoubrzanje sustava s jednim st. sl.
[odredimo dinamicki doprinos A,(t) odzivu ry(t)]
c) odredimo odziv r,(t) = ri*A,(t)
@ zbrojimo doprinos svih oblika titranja u ukupni odziv [r(t) = 3 ra(t)]
@ uobicajeno: prvih nekoliko oblika najvise doprinosi odzivu

r;
@ korake 3—6 dovoljno napraviti za manji broj oblika titranja
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

Efektivha modalna masa i efektivha modalna visina
o koeficijenti M i h} imaju fizikalno znalenje

@ poprecna reakcija pri titranju n—tim oblikom:
Vin(t) = VELAL(t)

e izraz u skladu s opéim zapisom: r,(t) = rStA,(t)
@ prema prethodnoj tablici: V! = M?, pa je

Vin(t) = My An(t)

@ za model s Vp(t) = mA(t)

@ ako su svojstva modela s jednim stupnjem slobode w, i (,
(jednaka svojstvima zgrade pri titranju n—tim oblikom)

@ pripadni spektar pseudoubrzanja ozna&imo s A,(t)

@ popre¢na reakcija za takva svojstva: Vj(t) = mA,(t)
e uotite: ako je m = M 1sTa popre€na reakcija za oba modela /¥
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

@ sustava s jednim stupnjem slobode (koncentrirane mase M) i
@ viSeetaZne zgrade s masama mj; distribuiranim po etaZama

@ zato M} zovemo EFEKTIVNA MODALNA MASA (popre&ne reakcije)

O

@)

I
o

O
=

f(0)=s5,4,() )
M A1)

O

@)

O

VA

- V[]n (f)
LV

Mbn (t) Mbn (t) 1



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

efektivnit* p1o ukupne mase koji uzrokuje Vp,(t)
popre¢nu silu u n—tom obliku titranja

opcenito: efektivna modalna masa nije masa zgrade!
ukupna masa aktivna samo za model s jednim stupnjem sl.
razlog: masa i ekvivalentna bo¢na sila na istom mjestu

iz ravnoteZe: bocna reakcija V}, jednaka boénoj sili fs
viSeetaZna zgrada: mase m; distribuirane po visini i
ekvivalentne bocne sile s;, promjenjive po visini

oblik promjene: mj¢j, (zbog sjn = Inmjpjn, [, skalar)

iz ravnoteZe: bo¢na reakcija V5! jednaka sumi bognih sila sj,
znadi: i V' ovisi o razdiobi masa m; i komponenata ¢j,

budu¢i da vrijedi: M = V5t (M — rezultanta sila sj,)

® 6 6 6 6 6 6 6 o6 o o o o

M} mora ovisiti o razdiobi masa i obliku vlastitog vektora

14djelotvorni, aktivni 378



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

L (L (T migi)?
potvrda: M":(/\/I,), = Zj’.\’l ’ J2

j=1 "M%y

@ vazno: suma efektivnih modalnih masa jednaka masi konstrukcije,

N N
D M= m
n=1 j=1
N
° mnoZzimo mlsal” = 1Tm1= Z M(1"me,)
n=1
@ matrica m dijagonalna, pa mnoZenjem dobivamo:
N N N N N
Dm =2 Ta) mion=> Tnly=> M,
— — — — —
n=1 n=1 j=1 n=1 n=1
S—— Mn

h r;
L, g
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

@ moment prevrtanja pri titranju n—tim oblikom:
Mpn(t) = Mj;, Ap(t)  [u obliku ra(t) = rstA,(t)]
@ prema tablici: M, = hxMy, pa je
Mpn(t) = b MEAL(t) = B Via(t)
—_——
Vbn(t)

za model s Mp(t) = hV,(t) = hmA(t)

ako je masa modela s jednim stupnjem slobode M}, na visini h’,
moment prevrtanja je jednak My,

momentu prevrtanja zgrade pri titranju n—tim oblikom

s masom distribuiranom po etaZama

zato h} zovemo EFEKTIVNA MODALNA VISINA (momenta prevrtanja)

pojadnjenje: visina hvatista rezultante bo¢nih sila s, (ili fj,) G
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

@ opcenito: efektivna modalna visina nije visina gradevine!

@ ukupna visina aktivna samo za model s jednim stupnjem sl.
@ razlog: ukupna masa i ekvivalentna bo¢na sila na vrhu

@ zgrada: mase m; i bo¢ne sile s, distribuirane po visini

@ otito: hvatiSte h} bo¢nih sila nize od ukupne visine h

@ razdioba sj, jest m;¢j,: ovisi o masi i obliku titranja

@ razdioba utjeCe na hvatiste — efektivnu modalnu visinu

°

znadi: i hj} ovisi o razdiobi masa i obliku vlastitog vektora

N
L L8 Y himidn

potvrda:  hj, = — = o
Ly Yo midin

@ vazno: jednaka suma momenata masa M, i m; oko temelja
@ krakovi h} i h, a sume po vl. vektorima, odnosno etazama
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji
N N
S OEME =" him
n=1 j=1

° uvodimo vektor mh, gdje je h = [hl ‘e hN]T
@ raspisemo ga (uz £ = h):
9
M, Ly
N N /L\ N I¢Tmh\ N o
mh =D _Tomy =D gy My =D "y mmen =) gy me,
n Mn Mn
n=1 n=1 n=1 n=1
N
@ primijetite: matrica m dijagonalna, pa je qbfmh = qujnmjhj = Lg
j=1
N 0
@ mnoZenjem raspisa s 17 dobivamo: 1Tmh = Z —1Tmo,
n L

n=1
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

@ raspisano (uz dijagonalnu matricu m):

N N Lg N N L9 . Lh

_ n I n n
D mih =2 g > midin =2 4p-Ln
Jj=1 n=1 Jj=1 n=1

@ za vie oblike titranja (drugi, tredi,...): h* moZe biti negativan

e razlog: Vit i M5 suprotnih predznaka,

b Min(t) Mgy Ade) Mg,
" Vnlt) T Vi Ade) V3

o za temeljni oblik titranja: Vi i M3} prema definiciji pozitivni ~ « 47
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

SZI
@ prema tablici (str. 371.):
N
Vit =D s1>0, (sile s >0) 51 h,
Jj=1 h,
N I
M3 =) hjsip >0, (visine hj >0 By
b1 Jz_; y=j1 , J ) \M_,j/¢
e ili: sve komponente ¢;; > 0, pa je o Iy
8y, hy>s,, by
N N n
b= L s himign N - h,
~7h N )
Ly >iiimion h,
Vst
E 0 bn —
(hj>0imj>0) st
s
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

Primjer proracuna: peteroetaZzna posmitna zgrada

T © —> U @ masa etaze: m = 450kN/g,
tlocrt: 9 x 5 = 45m?, te¥ina: 10kN/m?
@ visina etaZe: h=3,7m
@ krutost etaZe: k = 5500kN /m,
za 6 stupova kvadratnog popretnog presjeka:
k=6-12El./h3, I = a*/12, a = (Lkh3/E)V/*
@ ab stupovi: E =30GPa, pa je a=0,2m

@ opterecenje: (ig(t)—zapis ubrzanja (ElCentro)

prigudenje: ¢ = 5% (uobitajeno za ab zgradu)

1 2 -1
1 -1 2 -1 (izvod na
m=m 1 ,k=k -1 2 -1 str. 241.i
1 -1 2 -1 242))

1 1 1 B
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

@ problem vlastitih vrijednosti: det [k — w%m] =0

e raspis determinante: karakteristi¢ni polinom 5. stupnja po w?

o rjedenja: nultotke wi,...,ws (T1 =27/w1,..., Ts = 27/ws)
e poznati wy: iz [k —w?m]®, =0 = ¢,, normiramo (M, = 1)
1. oblik 2. oblik 3. oblik 4. oblik 5. oblik

0,088 7 0,081 7 0,067 —> 0,048 20,025

0,081 025 0.048 0,088< é 0,067
0,067 0,048 0,081 2 025 0,088 >

0.048 0,088 0,025 0,067 0,081
0,025 0,067 0,088 0,081 ? 0,048
T,=2,02s T,=0,69s T3—0,44s 4—0,345 T,=0,30s

@ dulji prvi period: stupovi (20/20) vitkiji od uobiajenih
@ tada su vedi doprinosi ostalih perioda odzivu zgrade

v . v ¥ ;-
@ zavrdena prva tri koraka proraluna (prema saZetku na str. 375.) ~'*
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

0,025 —0,067 0,088 —0,081 0,048
0,048 ~0,088 0,025 0,067 ~0,081
$, = |0,067| ¢, = [—0,048| ¢p; = |—0,081| ¢, = | 0,025| ¢p = | 0,088
0,081 0,025 —0,048 —0,088 —0,067
0,088 0,081 0,067 0,048 0,025

@ Cletvrti korak proratuna (raspis ml po vlastitim vektorima):

N ; T
Svojstva oblika titranja
LZ = Z mj¢jna
= Oblik M, Lh/m  L%/(hm)

1. 1,000 0,309 1,086
1,000 -0,097 0,118
1,000 0,051 0,038
1,000 -0,029 0,016
1,000 0,013 0,007

N
M, = Z m;¢, |

j=1

N
Lg = Z hjmjd)j,,
j=1

ok e

& rl-

o primijetite: m; = mi h; = jh, pa mu L hm u LY ispred Y
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

@ prema tablici odredimo ', = L?/M, = Lh, (M, =1) i

@ botne sile s, = ,ma,, (sjn = nmjdj, po katovima)

—em —=1247m  =-0,360 m P 0,157 m -0,064 m 0.015 m
l—em — 1,148 m 4-0.111 m 4-0,112m b0,117 m -0,040 m
—em —=0,950 m 0,214 m <4-0,190 m -0,033 m 0,052 m
—m = 0,680 m = 0,392 m+ 0,059 m -0,089 m + -0,048 m
—em b-0.354 m 0,298 m 0,206 m +0,108 m 0,029 m
b b o o m
ml s, S S3 S4 Ss
@ promjena smjera s, po visini: odredena promjenom ¢, po visini
@ komponente prvog oblika titranja i katne sile s; u istome smjeru
@ komponente ostalih oblika i katne sile: mijenjaju smjer po visini
@ skalar [';: mijenja predznak svih sila, ne uzrokuje promjenu po visini
@ uocite: najveci doprinos prvog oblika titranja rastavu s = m1l
@ postupno smanjenje doprinosa ostalih oblika tome rastavu i
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

@ 5. korak proratuna — pod a) (odredivanje vaznih statitkih ):

o i dalje vrijedi [, = L", jer je M, =1

st is. _ (L2 Promatrani stati¢ki odzivi
B ne H t t t t
Oblik Vpi/m Vg,/m M. /(mh)  us,
B is. . 1. 4379 1247 15391 0,129
Jn = 25n 2. 0,433 -0,360 -0,520  -0,004
; 3. 0,120 0,157 0,001  0,0008
4. 0,039 -0,064  -0,021 -0,0002
Mt =" hisjp = Lh1LY ' ' ' '
bn JE_; % nen 5. 0,008 0,015 0,004 0,00003

2
ugy = (Tn/w?)dsn = [Lh/ 27/ Tn)? | dsn
@ stati¢ki odzivi najveci za prvi oblik titranja
@ postupno smanjenje odziva za ostale oblike

& rl-

o efektivne modalne mase i visine: M = V5t i bt = M3 / V50
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

T m
4,379 m
: @
= 0m
0 = -
.& —
& ’m 2 0,436 m
0 = -2121”1 -&0037”1.& 0008)71
m a o T >y T
.. n 3 = = .
M ug(t) 1 = }—o> (1)
oblik titranja 1 2 3 4

@ vrijednosti h} risane na istu stranu (bez promjene predznaka)
o uotite: Y My =5m=> m; i > h:M;=15mh=">_ him;
@ ranije dokazano: i

@ usput, suma &lanova 2. stupca: ukupna stati¢ka popreéna sila,

5 5 5
=M/ V=Y Vi = My =5m
n=1 n=1 n=1

-
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

@ suma ¢&lanova 4. stupca: ukupni stati¢ki moment prevrtanja,

5 5 5
Mztn:h:;/vl;/z My =" Mg =" hiM; = 15mh
n=1 n=1 n=1

potresni zapis odreden nizom tolaka (t;, lig i), vrijedi: tij1 = t;i + At
prirast At = 0,01 i trajanje zapisa od 30s: potrebno 3000 tocaka
zahtjev: At dovoljno mali za precizno definiranje zapisa i odziva

5. korak proratuna — pod b) (odrediti A,(t) sustava s jednim st. sl.)
svakoj konzoli (za svaki oblik titranja) pripadaju T, i ¢,

numeri€ki proracun odziva: metodama vremenskog prirasta

na kraju svakog At izratunamo D, [diskretna vrijednost od D,,(t)]
zatim prema formuli odredimo A,(t) = w2D,(t)

napredujemo po prirastima do kraja potresnog zapisa

totke (njih 3000) spojimo pravcima

aproksimacija krivulja odziva D,(t) i Ap(t) poligonom e
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

@ tocke vrlo bliske: poligon vizualno poput krivulje

D,[em]

@ provedemo za svaki od pet sustava s jednim st. sl. (n=1,...,5)

@ prikazan samo dio odziva koji sadrzi ekstreme (prvih 15s)

15,24
0
-15.24
15,24
0
-15.24
15,24
0
-15.24
15,24
0
-15.24
15,24
0
-15,24

13,66
6,561
3,823
2,228
1,659

0 5 10 15

t[s]

4,[g]

0.1375 oblik titranja 1

N

1 ] 0,5628 )

0
1
1 3
O—W‘\AW‘W~W
-1
" 0.7837%3149 N
0
-1
1 5
0
-15 10,7585
0 10 15 (o

t[s]



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

@ 5. korak proratuna — pod c) [ukupni modalni odzivi: ry(t) = ritA,(t)]
@ u svakom t;: stati¢ke vrijednosti (tablica, str. 389.) mnoZimo s A,

@ dobivamo ukupne modalne odzive: Vp,, Vs, us, i Mp,
288,09

334 178 76,59 oblik titranja 1
01 0= AN\
~7 ~ VvV vV U ¥
-334 -178
334 109,17 178 2
0 AP~ AAAAAAAA~AAAAAS 0
334 -178 90,70
g‘ 334 ? 178 3
A v 20—
25 334 43,91 25178 57.51
334 178L 4
0 13,10 0] 08
334 ’ 178 22,03
334 178 5
0 0
134 2.65 X 5,08
33 326,10 -7 156,72
— 334 — 178 ukupno
Z Z
) 0-%%%% Z ol idata
~ 334 N7 ,
0 5 10 15 0 5 10 15 e

(] (] s



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

17,10 3457.9 oblik titranja 1

20.3

v
480.,6

ug,[em)

0,607

(]

S

o
AM,,10°[kNm]

0,14 28,47

0,025
-20.3

20,3 i f
0 4
-20,3
0 5 10 15

[s] )
@ uotite relativne doprinose pojedinih oblika titranja

3517.3 ukupno

M,.10°[kNm]

u;[em]

(3]
(=]
(5]
Lborborborhkocorbocrkosr
-

10 15

(=

@ prema tablici stati¢kih odziva: doprinos 1. oblika titranja najveci

@ lesto dobra procjena, ali ne uvijek: pogledajte Vp, i Vs, o



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

@ 6. korak proratuna [ukupni odziv: r(t) = S, rn(t)]

@ zbrojimo pet funkcija u ukupnu funkciju odziva

@ rezultat: posljednja funkcija na str. 393. i 394. (Vp, Vs, us i Mp)

@ uodite: nisu potrebni doprinosi svih oblika titranja

@ ovaj primjer: doprinosi ¢etvrtog i petog oblika zanemarivi
Zavr$ne napomene

@ vazno: ekstreme od D,(t) i Ap(t) odredimo izravno iz spektra

e za pripadni T, i (, olitamo ih sa spektralne krivulje
e znadi: vrine vrijednosti odredimo bez dinamic¢kog prora&una

@ ckstremi od Ap(t) i rp(t) nastupaju istodobno
o dokaz: vrijedi formula r,(t) = r5*A,(t) (r5* ne ovisi o vremenu)
© ne nastupaju istodobno ekstremi:

o ukupnog i modalnih odziva neke veli¢ine (npr. Vj i Vp,)

o ukupnog odziva nekih veli¢ina (npr. Vj i V5); iako su isti Ap(t) 8
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

Primjer proratuna: podatljivi (slabi) peti kat

peteroetazna zgrada: posljednji kat manje krutosti i mase od ostalih

namjena: strojarnica za smjestaj pogona (za liftove, klimatizaciju, ... )

°
°
@ posljedica: postoje BLISKI PERIODI titranja zgrade (ovdje Ty i Tp)
@ krutost: ks = 0,0012k, k = 4000kN/m; masa: ms = 0,01m

@ masa m, visina h, priguenje ¢ i pobuda iig(t): kao prethodni primjer

1. oblik 2. oblik 3. oblik 4. oblik 5. oblik

1,085 7I,000 0,012 g 0,003 0,001
fo,oss 0,071 >0,085 >0,063 0,0344

0,058 0,063 0.0001 0,085 >0,085

0.042 0,047 0,085 0.034 0,097 <
0,023 0,025 0,085 > 0,097 ? 0,063
JW 77 7 7 7%

T=2s 7,-188 s 1,=0.67 s T,=0.44s £=036's
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

Promatrani stati¢ki odzivi
Oblik titranja
1. 2. 3. 4. 5.

Vit/m 1951 1,633 0,333 0,078 0,015
Vet /ms 9,938 -8,979 0,046 -0,007 0,0001

Odzivi

1.i 2. oblik titranja: Ty, T» bliski i VELIKA 1ZOBLICENJA petog kata
oba oblika uzrokuju stati¢ke odzive sli¢nih iznosa,

popretnu reakciju V! istog predznaka i

sli¢ni su i dinamitki odzivi D,(t) za oba oblika (praktitki su u fazi)

jer im pripada sli¢na dinamicka

razlog: T, (pa i wp) sli¢ni, a poletni uvjeti (mirovanje), ¢ i lig(t) isti
zbog sli¢nih D,: An(t) = w2Dp(t) = (27/ T,)?Da(t) takoder u fazi =4«

397

°
°
°
@ popre¢nu silu u slabom katu VE! suprotnog predznaka
°
°
°
°



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

15.24 13,66 i 1375 Ol titranja 1
0}_4%%%% 0 =
-15,24 |
1524 13,55 | )
| 0,1556
0 /\u/\\//\\//\vf\ [\V/\' " -
-15,24 vV I
— 1524 6.68 1 0,5950 3
5 oMY 0
Q15,24 <
15,24 1 4
0 0
3.92 !
15,24 1 0,8176
15,24] : .
WAL 0
2.36
15,24 J ! 0,7407
0 5 10 15 0 5 10 15
t[s] t[s]

@ doprinosi prvih dvaju oblika: sli¢ni po iznosu (str. 400.), jer
e statitki doprinosi r5' (V5L i V&L) sli¢nih iznosa (tablica, str. 397.)

o sli¢ne i funkcije dinamickih odziva Ap(t) o



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

za popretnu reakciju Vj(t):

stati¢ki doprinosi V! istog predznaka (tablica)

dinamiZki odzivi A,(t) u fazi

znadi: sli¢ni doprinosi VA, (t) prvih dvaju oblika (str. 400.)
PUNIM IZNOSIMA doprinose sumi Y V5L A, (t)

popre¢na reakcija puno veca od pojedinog doprinosa (str. 400.)
za popre¢nu silu u petom (slabom) katu V5(t):

stati¢ki doprinosi razli¢itih predznaka (tablica)

vrijede isti dinamiki odzivi A,(t): u fazi su

znatdi: doprinosi VELA,(t) razlititih predznaka (str. 400.)

u ukupnoj sumi teZe medusobnom ponistenju

vazno: preostala popre¢na sila moZe biti velika

ovdje: priblizno jednaka tezini kata (Vs = 4,44kN, ms = 4,5kN/g)

omjer popretne sile i teZine kata blizak 1: oStecenja (str. 401.) e
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

v, [kN]

)

3344

0
-334
334
0
-334
334
0
-334
334
0
-334
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0

334
334

0 1

334

119,28

PN S . U~ < U a
A AN VAR VA W A

113,16

A A

88,18

28,54

252,14

0 5 10 1S5

t[s]

Vo [kN]

v [N]

8.9
0
-8.9
8.9
0

-89
8.9
0
-89
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0
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6,08 oblik titranja 1
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer

izvor: http://www.fgg.uni-1j.si/kmk/esdep/master/wgl7/10100.htm
b fl-
401


http://www.fgg.uni-lj.si/kmk/esdep/master/wg17/l0100.htm

Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: primjer




Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

Proracun primjenom spektra odziva
prikazani postupak: proratun odziva u vremenu, r(t) funkcija vremena
medutim: dimenzioniranje temeljimo na vrinim silama i pomacima
klju¢no: MoZemo li odrediti vrénu vrijednost izravno iz spektra odziva?
za sustav s jednim stupnjem slobode: prema definiciji — da (str. 168.)
za sustav s vise stupnjeva slobode: UVJETNO DA

to znali: ekstrem nije to¢an — jednak vr3noj vrijednosti funkcije r(t)

ali: procjene dovoljno dobre za potrebe dimenzioniranja konstrukcije
Vréne vrijednosti modalnih odziva

vrina vrijednost r,o modalnog odziva r,(t): poznata iz spektra odziva
podsjetimo se (str. 362.): r,(t) = rStA,(t)

uz vrénu vrijednost pseudoubrzanja A,: rpo = ritA,

iznos A,: poznat iz stvarnog (str. 178.) ili projektnog spektra (str. 211.)

primijetite: gubimo vrijeme nastupa ekstrema r,o (rS*

ne ovisio t) 1



Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

funkciju r,(t) zamjenjujemo vr¥nom vrijednosti: skalarom rpo
predznak vr¥ne vrijednosti rpo: jednak predznaku rst

iznos A, prema definiciji pozitivan: ordinata spektra pseudoubrzanja
istodobni nastup ekstrema rp bilo kojeg modalnog odziva r,(t)
vrijeme nastupa: jednako trenutku nastupa ekstrema od A,(t)

i od D,(t) (jer je An(t) = w2Dp(t) i w2 ne ovisi o t)

odaberite n: uotite vrijeme pojave ekstrema (str. 392.)

jednako vremenu nastupa ekstrema odziva za isti n (str. 393. i 394.)

sli¢no: usporedite ekstreme za isti n na str. 398. i 400. (slabi kat)
Pravila modalnih kombiniranja

poznajemo vrine vrijednosti modalnih odziva rpo (n=1,...,N)
problem: odrediti ekstrem (amplitudu) ukupnog odziva ry = max; |r(t)|

razlog: vrdne vrijednosti rpg ali i rg nastupaju u razli¢itim vremenima

usporedite vremena nastupa na str. 393., 394. ili 400. za razne n gy
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Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

@ znadi: za medusobno kombiniranje nuZne aproksimacije

@ gornja granica: zbroj apsolutnih vrijednosti svih ekstrema

N
rnp < Z ‘rnO‘
n=1

sve vrine vrijednosti istih predznaka i nastupaju istodobno
izrazito konzervativna pretpostavka (previse na sigurnu stranu)
nije ekonomicna: rijetko se rabi za proradune konstrukcija
naziv aproksimacije: pravilo apsolutne sume (ABSSUM)
prijedlog E. Rosenbluetha (1951. godine):
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Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

y o 1,(ABSSUM)
geometrijsko poja¥njenje: A |
. L. . 20 VO(SRSS)
(nije rastavljanje sila) —— |
To o o

naziv aproksimacije: pravilo drugog korijena sume kvadrata

skraceno SRSS (od engl. SQUARE ROOT OF SUM OF SQUARES)
odli¢na aproksimacija za konstrukcije s dobro razmaknutim periodima
loSa procjena za konstrukcije s bliskim periodima

Cesti primjer bliskih perioda: zgrada nesimetri¢nog tlocrta

problem rijeSen aproksimacijom:

N N
n~ E E Pintiorno

i=1 n=1

@ naziv: pravilo potpune kvadratne kombinacije

@ skra¢eno CQC (od engl. COMPLETE QUADRATIC COMBINATION) o



Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

@ svaki od N? ¢lanova izraza jest korijen produkta:
e vrdnih odziva rig i ryo pri titranju zgrade i—tim i n—tim oblikom i
o KOEFICIJENTA KORELACIJE (meduovisnosti) tih oblika p;,
(vrijedi: 0 < pin <1i piw=1zai=n)

@ radi usporedbe s pravilom SRSS raspi$imo izraz CQC u obliku:

o~ Z ro+ Z Pinliorn0

N N N
n=1 i=1 n=1

prva suma (&lanovi za i = n): poput pravila SRSS, svi &lanovi pozitivni

dvostruka suma (preostali ¢lanovi, za i # n): pozitivni ili negativni

i r5t suprotnih predznaka

¢lanovi negativni: ako su r?
jednako predznacima od rjg i ryo jer je A, prema definiciji pozitivan

znadi: iznos dvostruke sume smanjuje ili povecava iznos prve sume

posljedica: CQC procjena odziva ry veéa ili manja od SRSS procjene 7«
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Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

ipak: dvostruka suma (pa i cijeli iznos) uvijek pozitivni

@ prema definiciji koeficijenta korelacije: nekoliko CQC inacica

@ danas najvise u uporabi (prema Der Kiureghianu):

o 8V GCa(BinGi + )53
Pin = 1 B2Y2 4 40, CaBin(1 + B2) + 42 1 ()2

e vrijedi (uz Bin = wi/wn): 0 < pin <1, pin="1pni i pn=1zai=n

@ za dva oblika titranja istih perioda i prigusenja p;, takoder 1

@ ako je isti iznos prigusenja za sve oblike titranja (¢; = ¢, = ():

o 8¢%(1 + B;n)ﬁf,,/z
Pin = (1 _ Bl2n)2 + 4{2/8,-,,(1 + ,Bin)2

@ vazno: iznos koeficijenta naglo opada ako su frekvencije razmaknute

@ posebno izraZeno za manje iznose prigudenja to je tipi¢an sluéaj

@ uocite usko podruéje oko SBj, = 1 sa znadajnim iznosima pj,
408



Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

1,0

<o
(o]
T

=
N
T

£=0,20

=
~
T

koeficijent korelacije p,,

o o
— N
T
=]
S
wn

0,74 0,89 L13 1,35
bt | l T e —t— L]

0,6 0,7 0,8 0,91,0 L5 2,0

omjer frekvencija B, =,/ o, i 409

(=]

=
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Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

primjer: za ( = 5% iznos pj, > 0,1 vrijedi tek za 1/1,35 < f3;, < 1,35
ako je ¢ = 2% isti iznos vrijedi za jo¥ uZe podrugje 1/1,13 < 3, < 1,13
za konstrukcije s dobro razmaknutim periodima: p;j, =~ 0

posljedica: svi ¢lanovi dvostruke sume (za i # j) i8¢ezavaju (str. 407.)
ostaje samo prva suma: izraz za CQC reducira se na izraz za SRSS
potvrda tvrdnje da SRSS vrijedi samo za dobro razmaknute periode
istaknimo: pravila SRSS i CQC temeljena na teoriji slu¢ajnih titranja
rp: srednja vrijednost ekstremnih odziva iz skupa potresnih zapisa
dakle: pravila najbolje upotrijebiti uz PROJEKTNI (glatki) spektar
razlog: odreden kao medijan spektara veéeg broja zapisa
konzervativno: iz medijan plus jedna standardna devijacija

pravila su PROCJENA: postoje pogreske koje nisu na sigurnu stranu

iznos pogreske ovisi o: periodima, oblicima titranja i obliku spektra

analizom velikog broja zgrada ustanovljena pogreska do 25% L
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Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

@ najveca pogreska: pri ocjeni lokalnog odziva
@ primjeri: katni pomak, popre¢na sila ili moment u vi§im etazama

@ pogreska raste ili pada ako rabimo nazubljeni spektar jednog zapisa
Pojasnjenje spektralne analize

@ spektralna analiza: postupak za dinamicki prora¢un konstrukcije
@ iako je dinamicke prirode reducira se na niz stati¢kih proracuna
@ za svaki promatrani oblik titranja:
e provodimo stati¢ku analizu konstrukcije optereene silama s,
o dobivamo stati¢ke odzive r5® (primjerice moment u nekom presjeku)
e mnozimo ih ordinatom spektra pseudoubrzanja A, [ekstrem od A,(t)!]
o dobivamo vr¥ni modalni odziv u nekom presjeku r,o = ritA,
o radi odredivanja A, = max; |A,(t)| nije potreban proratun u vremenu

@ postupak jest dinamicki: rabi periode, oblike titranja, prigudenje i
e dinamicka svojstva potresnog zapisa (primjenom spektra odziva)

N . . , L . ’
@ proracuni u vremenu nisu potrebni: ve¢ obavljeni pri tvorbi spektra - o



Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

Spektralna analiza viseetaZnih simetri¢nih zgrada

promatramo viSekatnice dvoosno simetri¢nog tlocrta
pobuda: djelovanje potresa duZ jedne osi simetrije
VRSNA vrijednost!® doprinosa n—tog oblika titranja: r, = rstA,

odredivanje rst:

SU: stati¢kim proracunom za opterecenje silama s,

M M L e st M M M st st st st . H
izrazi za vaznije r;" (primjerice Ui, Ajn, Vi, M3r): tablica, str. 371.

ukupni vrdni modalni odzivi (u skladu s izrazom za r,):

Ujn = UJS,SA,, = (rn/wi) ¢jn W%Dn = I_nd)jnDn

str. 371. Ap
Njn = D3 A, = (Th/w)) (@, — Gj—1.n) WDy = Ty (djn — ¢j—1.n) Dn
str. 371. A,

Vin = Vit A, = MXA, Mp, = M A, = hEMEA,

1%iz0stavimo indeks 0: umjesto ry pisemo samo r, 412



Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

vrijednost D, = D(Tp,(,): ordinata spektra pomaka za T, i (,
vrijednost A, = A(Thp, (n): ordinata spektra pseudoubrzanja za T, i ¢,
drugi nacin odredivanja A,: uz poznati D, umnoZak w%Dn = A,
odzivi su vr3ni jer su D, i A, vr¥ne vrijednosti od D,(t) i An(t)

stati¢ki doprinosi r5' konstantni u vremenu: ne odreduju ekstrem

sli¢no: ekvivalentne stati¢ke sile koje uzrokuju vrSne modalne odzive
fn = snAn f}n = rnrnjflSjnAn

vektor f, = [fl,, fN,,}T: bocne sile koje uzrokuju vrsne odzive

u fo(t) = spAn(t) [str. 361.] vrijednost A,(t) zamijenjena vrinom A,
prema tome: vektor f, sadrZi vr¥ne vrijednosti vektora f,(t)

sile sjp = [,m;jjn (str. 368. i 388.) ne ovise o t: ne odreduju ekstrem
jedna stati¢ka analiza za svaki oblik titranja n

prakti¢na realizacija: rabi se izravno f,; rezultat odmah ukupni r, <« #;
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Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

@ ako se rabi prvo s,: rezultat proratuna r5'; potom ga mnoZimo s A,
@ uporaba statitkog odziva r5' pedagoske prirode: naglagava &injenicu
@ stati¢ku analizu za optereéenje s, potrebno provesti samo jednom

@ unatot tomu: odziv r,(t) dobivamo u funkciji vremena (u svakom t)

strop
N

J fin U,

/

414



Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

vréni doprinos r, ukupnom odzivu r: stati¢kom analizom za sile f,
smjer djelovanja komponenata fj,: odreden smjerom komponenata ¢;,
za temeljni (prvi) oblik titranja: djeluju u istom smjeru (str. 414.)

za vise oblike titranja: sile mijenjaju smjer po visini zgrade

°
°
°
°
@ primijetite: za odredivanje uj, i Aj, NIJE POTREBNA stati¢ka analiza
@ tvrdnja proizlazi iz strukture formula na str. 412.

@ dovoljno rijesiti problem vlastitih vrijednosti, odrediti I, i oitati D,
@ procjena vrine vrijednosti odziva: primjenom pravila CQC ili SRSS
°

treba ukljuditi sve oblike titranja koji znacajno utje¢u na odziv

SazZetak spektralne analize viseetaznih simetri¢nih zgrada

@ promatramo zgradu od N katova
@ tlocrt: dvije okomite osi simetrije
@ potres djeluje u smjeru jedne osi

@ odreden spektralnom krivuljom




Odziv na pobudu potresom: spektralna analiza

@ odaberemo spektralnu krivulju i odredimo svojstva konstrukcije:
a) matricu masa m i bo&ne krutosti k
b) procijenimo koeficijent relativnog prigusenja ¢
@ izraunamo frekvencije w, (T, = 27 /wy) i oblike titranja ¢,
(treba rijediti problem vlastitih vrijednosti kg, = w?me,,)
© izracunamo vrini odziv r, pri titranju n—tim oblikom:

a) odredimo pomak i pseudoubrzanje D, i A,
(za pripadne T, i ¢, otitamo ordinate spektra)
b) izratunamo pomake stropova i relativne pomake etaza
(odredimo 'y = ¢prmL/(pTme,), potom uj, i Aj,)
c) odredimo ekvivalentne stati¢ke bo¢ne sile f,
(opterecenje f, = s,A,, komponente fi, = [,m;j$jnAp)
d) provedemo staticki proralun za optereenje f,
(odredimo r,,: reakcije i unutarnje sile u konstrukciji)
@ pravilom SRSS ili CQC procijenimo ukupni vr¥ni iznos odziva ry
(ako su periodi razmaknuti vrijedi SRSS, za bliske periode CQC)

@ korake 2—-4 dovoljno napraviti za manji broj oblika titranja s
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