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Zadatak 1. Potrebno je odrediti zakon prisilnih oscilacija tocke A zadanog sustava koje ¢e nastati
zbog djelovanja sile P(t) = 20 — 2t [kN]. Za prikazani sustav treba:

- odabrati proracunski model s jednim stupnjem slobode

- za odabrani model formulirati problem slobodnih oscilacija, odrediti frekvenciju i period
oscilacija

- odrediti zakon prisilnih oscilacija tocke A koriste¢i Duhamelov integral

Zadano je: fleksijska krutost EI = 4 - 10* [kN], masa grede mg, = 1,5 [t/m’] i dodatno stalno

opterecenje grede Ag = 25 [kN /m’].

P(1)
l EI

I m

T
)
1

e
-

Slika 1. Zadani sustav

Odabiremo model s jednim stupnjem slobode. Pomak na mjestu i smjeru sile P(t).

) P(t) l |
: my : EI
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I m
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Slika 2. Odabran prorac¢unski model s jednim stupnjem slobode
Odredivanje matrice fleksibilnosti (metoda sile)

Postavljamo jedini¢nu silu na mjestu i smjeru odabranog stupnja slobode. Odredimo reakcije.

M l,Ol

b
-+

YE, =0 - R=10kN

>My=0->M+10:-3=0 - M=-3,0kNm
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Dobivamo:

3,0 1.0
ElI

I m

mad |l

' 3m " 3m 0
Momentni dijagram:
3,0
6= 1(3 3-3+3-3 12 3)—36
EI 2 3°7) EI

MoZemo odrediti krutost:

k=2l i1i11an
36 ’ /m

Odredivanje mase

Koncentrirana masa koja otpada na odabrani stupanj slobode je:

S35+ 23212t
L e T

Matematicki problem slobodnih neprigus$enih oscilacija za jedan stupanj slobode
mi+kx=0; ¥+w?x=0; gdjejew?= % kruzna frekvencija sustava.
Slijedi:

KruZna frekvencija i period:

Frekvencija je:

|k 1111,11_962
e e TR
Period:

2T
T=—=0,653s
W
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Matematicki problem prisilnih neprigusenih oscilacija

Graf sile u vremenu

P (kN)

4

20

10 t(s)

P(t) = 20 — 2t [kN]

Rjesenje preko Duhamelovog integrala

1 =t
x(t) = %frzo P(t)sinw(t —1)dt
1 t
x(t) = %fo (20 — 20) sin (¢ — 1) dr

20 (¢ 2 [t
x(t)z—.[ smw(t—r)dr——f tsinw(t — 1) dt
mw J, mw J,

Integrale mozemo rijesiti posebno i na kraju ih zbrojiti.

Crveni integral:

t 1 t 1 coswt
f sinw(t —t)dt =—(cosw(t—1))|.=——
0 w 0 w w
Zeleni integral:
U=1
t du =drt t
. T 1
f sinw(t — 1) dt = { av =sinw(t —1)dr =—cosw(t—r)—f —cosw(t —1)drt
0 1 @ 0o W

kv =—cosa)(t—r))
W
T 1 t t 1

= [—cosa)(t — 1) +—sinw(t —T)“ =———sinwt
) W 0 w w

0dziv sustava je:

20 2 1
x(t) = > (1= coswt) — > (t — —sin wt)
mw mo )

1
x(t) = 0,018(1 — cos 9,62t) — 0,0018 (t ~ 575 9,62t>

)

Pomak tocke A za t=10 s iznosi:

x(10) = 0,00687 m = 0,687 cm
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Zadatak 2. Apsolutna kruta ploca mase my,; = 4 [t/m?] spojena je oprugama krutosti k; =
1000 [kN/m'], k, = 1100 [kN/m'], ks = 2000 [kN/m'], k, = 1200 [kN /m']. Za prikazani
sustav treba:

- odabrati dinamicke stupnjeve slobode
- formulirati matematicki model slobodnih oscilacija
- odrediti vlastite frekvencije, periode i vektore slobodnih oscilacija koriste¢i iterativni postupak

Stodola. Nacrtati vlastite oblike oscilacija.

k,

- {

3m
B

o

m 2m

==
b
e

Slika 1. Zadani sustav
Dinamicki stupnjevi slobode

Dvije translacije i rotacija u centru masu ploce.

X3

B M P—xa

e 2
X
gkl 1

I L
whom
' 2m " 2m "

Slika 2. Odabrani dinamicki stupnjevi slobode
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Odredivanje matrice krutosti
1.x1 = 1,0; Xy = 0; X3 = 0

k11=1'k2+1'k3=3100kN

0
[ M k21 == 0

ks, k3y =—1-ks-2=—-4000kNm
E, '9_'1(21

ki,
= 0 >

1k Tiks
' 2m ' 2m 1

1k, ki, =0

. <+

N k22=1'k4+1'k1=2200k1\/

k32 k32:1k11,5_1k4_1,5:_300kNm

3m
=

[38)

(]

]"kl

L 2m L 2m
1 b

bl

3.X1=0; Xy =0; X3 =1,0

L5ky 15
].,O k13 =—-2- k3 = —4000 kN
— kBS k23 = _1,5 ) k4 + 1,5 ) k1
= ks = —300 kN
kH k33 = 1,5 - k4, - 1,5
| sk : 1.0 +2-kg-2+1,5 ks 1,5
‘[ 0 2k, 1.5 = 12950 kNm
.

2
—
<

S
8
-
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Odredivanje matrice masa

muk:mpl'4'3:4‘8t

1
Ieym = Emuk(a2 + b?) = 100 tm?

Konaé¢no, matrica krutosti, matrica fleksibilnosti i matrica masa su:

3100 0 —4000
0 2200 =300
—4000 -300 12950

71/132100 3/132100 22/132100
F=K1= [3/132100 4829/10568000 93/5284000
22/132100 93/5284000 341/2642000

48 0 0
M=|0 48 0

0 0 100

K =

Matematicki model slobodnih oscilacija
[M]{x} + [K]{x} = {0}
{x} ={v}sinwt

{¥} = —w?*{v}sin wt

Prvi oblik

Iteracija po Stodoli (postupak iteracije za dobivanje najnize vlastite frekvencije)
(M1 + K16 = 0)

K17/ (K] - ?[MD) (v} = (0)

(111 - 2 [FIMD ) = (0)

[FIMI() = - (v)

(0] = [FIM]

[D)(v} = 2(v)

(D1} = A3 (w3}
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Pretpostavimo prvi vlastiti vektor kao

1
{v;}© = {1}
1

[zra¢unamo dinamic¢ku matricu [D]:

0,0258 0,0011 0,0167
[D] = [F][M] = [0,0011 0,0219 0,0018]
0,0080 0,0008 0,0129

Racunamo:
0,0258 0,0011 0,016771(1 0,044 1
[D]{v;}(o)zlo,oon 0,0219 0,0018]{11={0,0251:0,044{0,569}
0,0080 0,0008 0,0129f\1 0,022 0,499
Sada imamo prvi vlastiti vektor nakon prve iteracije:
1
A =0,044 i {v;}(1>={0,569}
0,499
Sad ponavljamo postupak s novim vlastitim vektorom:
0,0258 0,0011 0,0167 1 0,035 1
[D]{v;}¥ = 10,0011 0,0219 0,0018]{0,569}={0,014}=0,035{0,416}
0,0080 0,0008 0,0129110,499 0,015 0,430
Sada imamo prvi vlastiti vektor nakon druge iteracije:
1
A5 =0,035 i {v{}(2)={0,416}
0,430

Postupak ponavljamo do zadovoljavaju¢e konvergencije. U Excelu se razmjerno lako moZze
provesti iterativni postupak.

1,000 1,000{ 1,000| 1,000( 1,000| 1,000| 1,000 1,000| 1,000( 1,000 1,000| 1,000{ 1,000 1,000
1,000 0,569| 0,416| 0,328 0,273| 0,237| 0,213| 0,197| 0,187 0,180 0,176| 0,173| 0,171 0,169
1,000{ 0,499| 0,430| 0,416| 0,412| 0,411] 0,410{ 0,410| 0,410| 0,409 0,409| 0,409 0,409| 0,409
0,026 0,001 0,017| 0,044| 0,035/ 0,033| 0,033( 0,033| 0,033| 0,033 0,033 0,033 0,033| 0,033(0,033| 0,033| 0,033
0,001 0,022 0,002 0,025/ 0,014 0,011 0,009| 0,008| 0,007| 0,006 0,006/ 0,006| 0,006| 0,006( 0,006 0,006| 0,006
0,008 0,001 0,013[ 0,022| 0,015 0,014 0,014| 0,014 0,013| 0,013| 0,013| 0,013] 0,013| 0,013| 0,013| 0,013| 0,013

A 0,044 0,035 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033

Nakon 13. iteracije dobivamo prvi vlastiti vektor.

A, = 0,033
1
(v} = {0,169}
0,409

Prvu vlastitu frekvenciju i period odredujemo iz izraza:

1
A=w—12—>a)1=5,52r/s

2T
T, =—=1138s
wq
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Treéi oblik

Iteracija po Stodoli (postupak iteracije za dobivanje najvise vlastite frekvencije)
[M]~t/  [M]{x} + [K]{x} = {0}

—w?{v}sinwt + [M]7[K]{v}sin wt = {0}

—w?{v}sinwt + [D]{v}sin wt = {0}

[D] = [M]7*[K]

1= w?
[Dl{v}sin wt = A{v}sin wt
[Di{v} = A{v}

[D]{w3}™ = 23{w3}"+V)

Pretpostavimo treci vlastiti vektor kao
1
w3}@ =11
1

Izracunamo dinamic¢ku matricu [D]:

0 45,833 —6,250

64,583 0 —83,333]
—40,000 -3,000 129,500

Racunamo:
64,583 0 —83,3337(1 —18,750 —-0,217
[D]{v§}<0)=[ 0 45,833 —6,250”1}={39,583}=86,500{O,458}
—40,000 —3,000 129,500](1 86,500 1

Sada imamo tre¢i vlastiti vektor nakon prve iteracije:

—0,217
5 =86,500 i {vf}(1)={0,458}
1

Sad ponavljamo postupak s novim vlastitim vektorom:
64,583 0 —83,33371(—0,217 —97,333 —0,712
[D]{v;}® = 0 45,833 —6,250 ] { 0,458 } = { 14,724 } = 136,798{ 0,108 }
—40,000 -3,000 129,500 1 136,798 1

Sada imamo treci vlastiti vektor nakon druge iteracije:

—0,712
¥ =136,798 i {v§}(2)={0,108}
1

Postupak ponavljamo do zadovoljavajuce konvergencije.
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1,000 -0,217 -0,712| -0,820| -0,840| -0,843| -0,843| -0,843| -0,843| -0,843 -0,843| -0,843| -0,843( -0,843
1,000] 0,458 0,108 -0,008| -0,041f -0,050| -0,052 -0,053( -0,053| -0,053| -0,053| -0,053| -0,053( -0,053
1,000 1,000 1,000, 1,000 1,000, 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000; 1,000 1,000 1,000 1,000
64,583 0,000 -83,333| -18,750| -97,333| -129,285| -136,301(-137,561| -137,768| -137,798(-137,801| -137,801(-137,801| -137,801|-137,801-137,801(-137,801
0,000 45,833 -6,250| 39,583| 14,724 -1,317| -6,633| -8,123| -8,531| -8,643| -8,675| -8,683| -8,686 -8,686| -8,687| -8,687( -8,687
-40,000  -3,000 129,500 86,500{136,798| 157,637| 162,331 163,209| 163,363| 163,389| 163,393| 163,394| 163,394| 163,394| 163,394| 163,394| 163,394
A 86,500 136,798 157,637 162,331 163,209 163,363 163,389 163,393 163,394 163,394 163,394 163,394 163,394 163,394
Nakon 13. iteracije dobivamo tre¢i vlastiti vektor.

A3 = 163,394

—0,843

{v3} = —0,053

Trecu vlastitu frekvenciju i period odredujemo iz izraza:

A3 = w3? > wy = 12,7871/s

2
T;=—=10492s
w3
Drugi oblik

Drugi oblik moZemo odrediti iz uvjeta ortogonalnosti.
{v1}L{v;}
{v ) [M]{vo} =0

Dobivamo dvije jednadZbe s tri nepoznanice. Da bismo rjeSili problem, jednu od njih
pretpostavimo, npr. v;, = 1,0. Tada moZemo odrediti preostale dvije iz sustava jednazbi i po
potrebi normirati vektor.

i {v3}li{vs}

i {vs} [Ml{v;} =0

{1 0169 0,409} [ 0

{—0,843 —0,053 1} [ 0

v} [Ml{vz} =0

48

0

4‘81712 + 8,121722 + 40,91732 = 0

{vs} [Ml{vz} =0

48

0

0
48
0

0

100

_40,481712 - 2,551722 + 1001732 =0

0 0
48 0 |{v.}=0
0 100

0 ]{V2}=0

Ako pretpostavimo da je v;, = 1 dobivamo sljedeci sustav jednadzbi:

8,121722 + 40,91732 = —48

_2,551722 + 1001732 = 40,4‘8

[z sustava jednadZzbi dobivamo:

U3z

= —7,045
0,225
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Normiramo vrijednosti prema v, i slijedi drugi vlastiti vektor:

—0,142}

{v.} = { 1
—0,032

Da bismo dobili drugu vlastitu frekvenciju, mnoZimo dinami¢ku matricu [D] = [M]~[K]**i
vlastiti vektor:

64,583 0 —83,33371(—0,142 —6,507 —0,142
[Dl{v,} = 0 45,833 —6,250 ]{ 1 } = {46,033} = 46,033{ 1 }
—40,000 —3,000 129,5001\-0,032 —1,460 —0,032
Dobivamo: A, = 46,033
Sada drugu vlastitu frekvenciju i period odredujemo iz izraza:
/12 = (1)22 = Wy = 6,78 T/S

21
T,=—=10926s
)

**postupak moZemo provesti i s dinami¢ckom matricom [D] = [F][M]
Konac¢no,

1. vlastiti oblik, frekvencija i period

1
(v} = {0,169}

0,409
w1 = 5,52 T/S \//
T, = 1,138

2. vlastiti oblik, frekvencija i period

—0,142
{va} = { 1 }

—0,032
w, =6,7871/s
T, =0,926s

3. vlastiti oblik, frekvencija i period

—-0,843
{173} = —0,053
1
w3 =12,7871/s
Ty = 0,492 s _

10
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Napomena: vlastiti vektori vektori se mogu odrediti i na drugi nacin, pomoéu ,matrice ¢i§¢enja“.
Nakon $to odredimo prvi vlastiti vektor, odredimo matricu ¢i$¢enja za drugi oblik iz izraza:

)" M]
oM )

[zracunamo novu dinamic¢ku matricu koja je ,,0¢iS¢ena“ od prvog oblika:
[D1] = [D][$4]

S tom novom dinamickom matricu provodimo ve¢ prikazan iterativni postupak i dobivamo
direktno drugi vlastiti vektor, frekvenciju i period.

[S:]1=11]

Za tredi vlastiti oblik ponovimo radimo matricu €iS¢enja za treci oblik:

 wa}wa) M)
W M)

[zra¢unamo novu dinamicku matricu koja je ,,0¢iS¢ena“ od prvog i drugog oblika:
[D,] = [D][S:]

S tom dinamickom matricu opet provodimo vec prikazan iterativni postupak i dobivamo treci
vlastiti vektor, frekvenciju i period.

[S2] = [54]

11
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Zadatak 3. Stupovi prikazanog okvira imaju presjek 25/25 [cm], a za grede se moZe pretpostaviti
da su apsolutno Kkrute. Stalno opterecenje greda je G = 20 [kN/m’], a korisno Q = 15 [kN/m'].
Masu elementa zanemariti. Za zadani sustav treba:

a) Odabrati dinamicke stupnjeve slobode. Odrediti matricu mase, matricu krutosti i matricu
fleksibilnosti. Odrediti vlastite frekvencije, periode i vlastite vektore slobodnih oscilacija.

b) Odrediti odziv sustava (funkcije pomaka dinamickih stupnjeva slobode) koji ée nastati uslijed
djelovanja sile P(t) = 10 — 5t [kN](0s <t < 10s)

h =2,5[m]
L =4[m]
E =2,5-107 [kN/m?]

2025 025° 1

= kNm?
12 3072 Nm’]
EI = 9765,625 [kNm?]
P(t)
AN
1I. L 1L L 1I.
Slika 1. Zadani sustav
—le
— X

2%
ko8

2.5m

4m L 4m

L n
1 + il

Slika 2. Odabrani dinamicki stupnjevi slobode

12
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Odredivanje matrice krutosti

1.x1:1,0; Xy :0; X3 =0

— ki
—ka,
2 ks,
3EI 3EI 6EI
=Gt T
3EI 3EI 6E1
=T T T T
k31 =0 kN
Z.xl = 0, Xy = 1,0, X3 = 0
— ki

3EI 3EI  6Fl

=T T E T T

3El 3EI 12EI 12EI 3ElI 33EI
Rt E T TR T TR

3EI 12E1 12EI 27EI
k32=—?— S kN

13
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3.X1=0; X2 =0, X3 =1,0

le

!
N
/V

D = = —

k23

_.k
. 33

k13 = 0 kN
3EI 12EI 12EI 27EI
e S

3EI 12EI 12E 12EI 12El S1EI
BTw Tt Tt T W

kss =

Odredivanje matrice masa

G Q
my=—4+03-—4=999¢
g g
G Q
m, =—-8+03-—-8=19,98¢
g g
G Q
my3=—-8+03-—-8=1998¢
g g

Konaéno, matrica krutosti, matrica fleksibilnosti i matrica masa su:

. 6 —6 0 6 —6 0
K = 3|6 42 —27|= 520,83|1-6 33 27
0 -27 51 0 -27 51

0,00047111 0,00015111 0,000080
F=K1= [0,00015111 0,00015111 0,000080]
0,000080 0,000080  0,000080

9,99 0 0
M = [ 0 19,98 0 ]

0 0 19,98
Matematicki model slobodnih oscilacija
[M]{x} + [K]{x} = {0}

{x} = {v}sinwt

(¥} = —w?{v}sinwt

14
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Nakon $to smo odredili matricu krutosti, matricu fleksibilnosti i matricu masa, odredivanje
vlastitih vektora, frekvencija i perioda slijedi po ve¢ prikazanom postupku. (Zadatak 2.)

RjeSenja:

1. vlastiti oblik, frekvencija i period ! !

1
(v} = {0,530}

0,316 ; : :
wy, =12,1171/s | '
T, =0,519s

&
2. vlastiti oblik, frekvencija i period
1 | |

{vy} = {—0,624} ! !

-0,534
w, =22,53 r/s |
T, =0,279s

PN

3. vlastiti oblik, frekvencija i period

0,150 ‘ !
{va} =1-0,736 !
1

w; = 42,98 7/s | < |

T3 = 0,14’6 S

15
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Matematicki problem prisilnih neprigusenih oscilacija sustava s viSe stupnjeva slobode
Modalna analiza

[M]{x} + [K]{x} = {P(D)}

[M]{x} + [K]{x} = {P}f (D)

Funkcije pomaka mozemo prikazati superpozicijom:
{x} = [9]{y}

{x} = [9]{y}

gdje je [¢] modalna matrica ili matrica vlastitih vektora.
v}/ MI$1{37} + [K1[o){y} = {P}f (D)

{va}" IM1[91{37} + (v} K191y} = {P}f(0)

Iz uvjeta ortogonalnosti vlastitih vektori vrijedi da je
v MI{y;} =0

WY [Kl{v;} =0 za i=#j

{n" [MI{vn 33 + (0} K H{vn}yn = (v} (P3f (£

My n + Knyn = Ff ()

Konacni odziv sustava - superpozicija pojedinih modalnih oblika.

{x} =y} ={vi} -y + {2} 2 +{vs} - y3

Potrebno je rjesiti tri neovisne diferencijalne jednadzbe u modalnim koordinatama:
My, + Kpyyn = P f(t) za n=1,23

Opce rjesenje za poznatu funkciju £{t) moze se odrediti analiticki ili pomo¢u Duhamelovog
integrala.

U zadatku,

vektor pobude iznosi

0
ool
-1

a funkcija pobude je

f(t) =10 — 5t [kN]

16
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Odredimo modalne mase, modalne krutosti i modalnu silu.

9,99 0 0 1
M; = {v,}T[M]{v,} ={1 0,530 0,316}[ 0 19,98 0 ]{0,530] = 17,615
0 0 19,98110,316

999 0 0 1
M, = (v, [Ml{r,} ={1 —0,624 —0,534}[ 0 1998 0O ]{—0,624]=23,468
0 0 19,98](-0,534

999 0 0 1(0,150
M; = {vs}T[M]{vs} = {0,150 —0,736 1}[ 0 1998 0O ]{—0,736]=31,049
0 0 1998/l 1

31250 —3125,0 0 1
K, = v} [Kl{v,} ={1 0,530 0,316}[—3125,0 17187,5 —14062,5“0,530}=2585,1
0 -14062,5 26562,5 110,316
31250 —3125,0 0 1
K, = () [Kl{v,} = {1 —0624 —0,534} [—3125,0 17187,5 —14062,5] [—0,624}=11921,0
0 —14062,5 26562,5 11-0,534
31250 —3125,0 0 0,150
K; = {v3}T[K]{vs} = {0,150 —0,736 1} 1—3125,0 17187,5 —14062,5] [—0,736}=57372,4
0 —14062,5 26562,5 1

0
P, ={w ) {P}={1 0530 0,316}{0]=—0,316
-1

0
P, ={v,}T{P}={1 —0,624 —0,534}{o]=0,534
-1

P; = {v5}7{P} = {0,150 —0,736 1}{ 8 ] =-1
-1
Rjesavamo diferencijalnu jednadzbu - analiticki:
My, + Kyyn = P,(10 —5t)za n=1,2,3
Yn = Ynhom T Ynpart
Homogeno rjesenje je poznato:
Ynhom = Apn COS wyt + By, sin w,t
Partikularno rjeSenje ima oblik kao i funkcija prisile:

Yn,part = C+Dt

yn,part =0

17
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Partikularno rjesenje uvrstavamo u jednadzbu:

K,C + K, Dt = 10P, — P,5t

10P,
c=—"1
Ky
5P,
D=-—"
Ky
10P, 5P,

Ynpart = K—n K, t

Ukupno rjeSenje je zbroj homogenog i partikularnog rjesenja.

10P, 5P,
K, Kn

Vn = Ap cOS wyt + By, sinw,t +

Konstante odredujemo za homogene pocetne uvjete (pomak i brzina su jednaki nula za t=0)

_ 10R, 5B,
Vn = A, COS wyt + By, sinw,t + ra - K_n
. : 5k
Vn = —Apwy, sinwy,t + B, w,c0s w,t — ra
n
Dobivaju se vrijednosti:
105,
n — Kn
_ 5k
" ann
RjeSenje u opcem obliku je:
10P, 5P 10P, 5P
Vp = — ncoswnt+ L sin w,t + t-r
KTL len n Kn

18
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Nakon $to uvrstimo vrijednosti za pojedine oblike, odziv sustava dobivamo transformacijom
natrag u x-koordinate kao:

{x} = [¢]{y}
x1,x2,x3

19
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Zadatak 4. Potrebno je odrediti zakon slobodnih oscilacija tocke 4 zadanog sustava koje ¢e
nastati ako se u jednom trenutku naglo ukloni sila P = 45 [kN]. Za prikazani sustav treba:

- odabrati proracunski model s jednim stupnjem slobode

- za odabrani model formulirati problem slobodnih oscilacija, odrediti frekvenciju i period
oscilacija

- odrediti zakon slobodnih oscilacije tocke A.

Zadano je: fleksijska krutost EI = 4,5 - 10* [kNm?], masa grede mg, = 3 [t/m'] i dodatno stalno
opterecenje grede Ag = 20 [kN/m'].

EI ~
aN yaN yaN
koo koo
, LSm o, 1Sm . 20m |, 20m |
Slika 1. Zadani sustav
| |
PI | |
1 my;
PaN ~ AN
ko4 e

( X (

Slika 2. Odabrani stupanj slobode
Masa

m=3-2+2-2=10¢

my

v=L,0

)

1,01

20



Izradili studenti: Filip Cvetko, Zvonimir Cié¢in Angul

ak. god. 2015./2016

Metoda sile

_ 1322 222 7 20
_E[z 3 2 3 ]_E
k=t 3B s kN

=5 20 /m

[k ferso_ o
©= [m= 0 T2
_1[P-315121 P3 12
st = T 4 23 4 23
9

°= 3000 "

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

x(t) = —Awsin(wt) + Bwcos(wt)

x(0) =0 » —Awsin(0) + Bwcos(0) =0—>Bw=0—->B=0

x(0) = xy = Acos(0) + Bsin(0) = xy = A = x

x(t) = xycos(wt) = cos(25,98t)

8000
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Zadatak 5. Prikazani okvirni sustav ima stupove fleksijske krutosti EI = 4,5 - 10* [kNm?], a za
grede se moZe pretpostaviti da su apsolutno krute. Masa stupova moZe se zanemariti, masa
greda iznosi mg, = 3 [t/m’], a dodatno stalno opterecenje na gredama Ag = 15 [kN/m']. Za

prikazani sustav treba:

- odabrati dinamicke stupnjeve slobode

- definirati matematicki model slobodnih oscilacija i odrediti frekvencije, periode i vlastite
vektore primjenom uvjeta simetrije sustava. Nacrtati vlastite oblike oscilacija.

|

T

2m 2m

b
=

e

s

Slika 1. Zadani sustav

b

3m

Im

> X1

I

Slika 2. Odabrani stupnjevi slobode
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NESIMETRIJA:
- A > \l
o
-
- A )
.
-
“* i
. 3m .

15
my=3-3+75-3=135¢

15
my=3:2+—-2=9t
13,5 0
M_[ 0 9]
X1=1;XZ=O

1,0
—

» kll

<—kzl

3El 12EI  5EI

u=m e Ty
I = 3EI 12EI_ 5EI
27 33 33 7 9
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X1=O;XZ=1

K>

1,0

3EI 12EI  5EI

127 7733 T 733 9
3EI 3EI 12El _2El

=ttt Ty
5 5

19 9

K 5 9 El
9 3

[M1{X} + [K]{X} = {0}

(X} = {v}sinwt

{X} = —w?{v}sinwt
—w?[M]{v}sinwt — [K]{v}sinwt = 0
(K] - w?[MD{v} =0

1= w?

det([K] = A[M]D{v} = 0

25000 — 13,54 —25000 | _ 0
—25000 30000 —91

1,25- 108 — 2250004 — 4050004 + 121,542
121,54 — 6300004 + 1,25 - 108

A = 206,64 - w, =14,3771/s

Ay, =49455 - w, =70,321/s

vlastiti vektori:

22210,36 25000
—25000 28140,2

o} = (0}
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v11 =10

v,, = 0,889

V1= {0,15539}

‘—41764,25 —25000 {U12}
—25000 —14509,5| Wy,

V12 =10

Vyy = —1,67

= { e =10 )

SIMETRIJA:
- IE
|
"
L E > X
Ve
"
=~ i
. 3m .
1 1
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1.0

3EI 3EI 12EI 2EI

35000
w= 5 =57,74r/s

v=1,0

PROSIRENJE NA POCETNI SUSTAV:
w,=14,371/s

21
T, =—=0437s
wq

1,0
{vi}= {0,889}
0,889

w, =57,74r/s
21

T,=—=20,109s
W>

0
{vy} = {—1,0}
-1,0

w3 =17032r/s

21
T; =—=10,089s

w3
—0,598}

{173} = { 1,0
1,0
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X

& T2
DA
Slika 3. Prvi oblik
& 2
Slika 4. Drugi oblik
X

& T2

Slika 5. Treci oblik
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