Prisilne oscilacije sustava s dva stupnja slobode (bez
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Prisilne oscilacije sustava s viSe stupnjeva slobode (bez prigusenja)

Diferencijalna jednadzba gibanja u opéem obliku
s priguSenjem: [m]{u(t)}+[c]{u(t)}Jr[k]{u(t)} ={p(t)} (D
bez prigusenja: [m] . {u(t)} +[k] . {u(t)} = {p(t)} )

Za konstrukciju s n stupnjeva slobode sustav se sastoji od N medusobno zavisnih obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi (3).

mo 0 - 07 (i) [k ko - Ky [uw()] [p()

I

0 0 - m, i[N(t) kNl sz kNN uN(t) PN(t)
mi'iii(t)—i_kilul(t)+ki2u2(t)+"'+kiNuN(t):pi(t)’ i=1..N @)

Za linearne sustave (s klasicnim priguSenjem) rjeSenje se moze naci postupkom modalne analize,
transformacijom (7) sustava jednadzbi iz izvornih koordinata (5a) u modalne koordinate (5b), pomocu
matrice (6) ¢iji stupci odgovaraju prirodnim oblicima titranja (vlastitim vektorima) sustava. Tada sustav
prelazi u niz neovisnih jednadzbi, jednu za svaki stupanj slobode, s ukupno N nepoznanica.

u (t) q(t) A cos(ayt)+ B, Si‘n(a)lt)
{u(t)}_ uz:(l) , {q(t)}: (]2:(Z) _ AQCOS(a)zt)-:i-st1n(a)2z)

(5a,b)

uy (1) gy (1)) |4y cos(a)Nt)—.i-BN sin ()

¢11 ¢12 ¢1N
W=[la}ia) fa]=| % % O % ©
¢N1 ¢N2 ¢NN

4, b, - By 6.9, (t)+ .9, (1) + ..+ B vay (7) U U, +ot iy,
{M(Z)}: ¢21 ¢22 ¢2N {C](t)}: ¢21q1(l)+¢22q2(Z)+--.+¢2NQN(Z) _ u21+u22-:i-...+u2N

S Py Dy ¢N1q1(l)+¢N2q2(l)+'--+¢NNqN(l) Uy Uy, Tty
(7

Prirodne frekvencije i oblici titranja mogu se dobiti iz homogenog sustava jednadzbi (8). Doprinosi n-
tog oblika titranja prikazani su izrazom (9), odnosno odgovarajuca brzina i ubrzanje izrazima (10) i (11).

bez prigusenja: [m] . {u(l‘)} + [k] . {u (t)} = {0} (8)
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o (1) g,

(=1 =100, (0= % 1 4, 05(00) B, 5in(0,)] ©)
(1) b
i (1) 4,

(i, =1 > =100, ()= [0, 4 sin(00)+ 0.5, cos(0)] (10
i, (1) "
0 4,

(0= 1013, % ([0 4 cos(o)-0 B sn(0)]
iy, (1) S

Iz jednadzbe (8) uvrStavanjem izraza (9) 1 (11), uz sredivanje izraza (12) dobije se problem vlastitih
vrijednosti (13) iz kojeg slijede prirodne frekvencije i oblici titranja.

(~[m]{g.} @ +[k]{4,}) [ 4, cos(@,1) + B, sin(e,1) | = {0} (12)

[k]{¢,} = @, [m]{4,} (13)

Za odredivanje odziva sustava na proizvoljnu prisilnu pobudu, diferencijalna jednadzba (8) se moze
napisati u modalnim koordinatama prema izrazu (14). Nakon mnozenja s transponiranim vlastitim
vektorom n-tog oblika osciliranja, te uz primjenu svojstva ortogonalnosti vektora (15), slijedi konac¢an
oblik diferencijalne jednadzbe u modalnim koordinatama (16), odnosno (17), uvodenjem pojma
generalizirane mase, krutosti i sile prema izrazima (18a,b i c).

O+ (- =1} (0} =[e1Ha (0] = Sl
] [0 ]{ ()} [6]-[¢]-{a ()} = {p (1)
>0}, (0+ L[]0} 0.() = o (0] +{0)

—

~

—

. (14)

1= LMZ

{mf~[m]~{¢r}~ar<r>+;{¢n} (414610, ()= 8 -{p(0)
() {610 i () (148} =0 v n=s 0

(ostaju ¢lanovi samo za r = n)

(8.} -Iml-{a.} -4, () +{8,} -[k]-{8,}-a, (1) ={8,} -{p (1)} (16)
M,-G,(1)+K,q,(t)=F,(¢) (17)
M, ={g,} -[m]-{8,}, K,={8} [k]-{8,}, B()={s} {p(1)} (18a,b.c)
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Za titranje sustava s dva stupnja slobode (n = 1 ... N, N = 2), dano jednadzbom (19), prirodne
frekvencije 1 oblici titranja mogu se odrediti iz zakona slobodnih oscilacija (20). Prema izrazu (21),
odnosno (22), nakon sredivanja (23), iz kvadratne jednadzbe (24) mogu se izracunati vlastite vrijednosti

C()n2 = 11,2, odnosno 6012 = ﬂ,l i 6022 = ).2 (25)

o ok m o)

v Mol S
[ fler a2

P

2
k-, m k,

2
k, ky, — o, 'm,

(kn ~@, 'ml)'(kzz ~@, 'mz)_klz ey =0
ky, - ky, _k122 _a)nz (kn -m, +ky, 'ml)"'a)n4m1m2 =0

m -mz-ﬂ,z—(kll -m, +ky, -ml)-ﬂ,+kll -kzz—klz2 =0

3 ki -m, +ky,-my i\/(kn 'm2+k22'm1)2_4'm1 L) '(kn 'kzz_klzz)

2
2-m -m,

2r

o =JA = T=—=
1

27

w, Zw[ﬂz —> T2 Zg
2

Vratimo se na pocetnu jednadzbu problema vlastitih vrijednosti da bismo odredili vlastite oblike

I (e R O T B

([k]-@.*[m])-{2.}

raspisano: kb, + ko, —@, -md, =0 n=1,2

2
k@, +knd, -0, -mg,, =0 n=1,2

Vlastiti oblici su bezdimenzionalne veli¢ine 1 odredene su do na konstantu. Poznati su nam samo

omjeri amplituda pa je potrebno pretpostaviti pojedine velicine.
k,—a'm
npr. za ¢, =10 ¢, =——+———"-1

kl 2

n=1,2

(19)

(20)

ey

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

@27
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Konaéno, vlastiti oblici sustava s dva stupnja slobode su:

car arl

21

za ,, T, o, ={£12}

22

ili matricno [#]=| {4 }{4,} |= {Z: Zj

Za odredivanje odziva na prisilnu pobudu, diferencijalna jednadzba (19) moze se napisati u modalnim
koordinatama prema izrazu (28), odnosno (29), primjenom svojstva ortogonalnosti vlastitih vektora
(15). Uvodenjem generalizirane mase, krutosti i sile prema izrazima (18a,b i ¢), odnosno (31a,b i c),
moze se dobiti sustav od dvije nezavisne jednadzbe s ukupno dvije nepoznanice.

Al TR A B B
IR S S S RO W A B

M, '%(Z)"'Kl '%(t):Pl(t)
M, 'éz(t)'i'Kz '%(t):Pz(t)

wofif i) wefif ) no-RFR0) o

POCETNI UVJETI

(30a, b)

Za odredivanje slobodnog odziva sustava uz pocetne uvjete, opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (8)
se moze raspisati kao superpozicija odziva za pojedini oblik:

S by o Sy |4 614, (D) +@,q, (D) +...+ ¢ yq, ()
|t b o B || RO 8t (D+Dugy (D +. 4 g, (D)
{”(t)} - : : . : : - :

S P 0 O [lan(©® P19y (D) + Pyaqy (D) + .4 By (1)
{¢1}Q1(t)+-~-+{¢N}QN(t) (32)

=§;{¢n}qn(t)=i{¢n}[14n cos(a,1)+ B, sin(a,1)]

n=1

a brzina slobodnog titranja kao:

(000} =216 0) = 2 [~ sin () B, o1 &
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Raspisimo pocetne uvjete:

za t=0; {u(z:0)}:{u(0)}:2{¢n}An /-8, [m] (34)
{ae =0} ={a(0)f =2 {¢,} 2,8, /-4, [m] (35)

n=1

Kad izrazi (34) i (35) pomnoze s lijeva s umnoSkom ¢nT [m] 1 koriste¢i uvjete ortogonalnosti vlastitih

vektora (izraz (15)) dobiju se konstante A4, i B:

() [m]{u©)} ={g,}" [m]ig,} 4,
_ (8.} [m]{u(0)} (36)
" {s) [m){s)

(8.} [m){i)} ={g,} [m]{g,} ,B,
o) |

(37

3
.
—_——

<.

~

=

p—a
—_—

Za slobodno titranje uz pocetne uvjete sustava s dva stupnja slobode (n =1 ... N, N=2), prema izrazima
(36) 1 (37) konstante A4, i B, su:

4 I ] e
) [m]id) .} [m]ids)
_ 1 {4} [m]{u0)} ;B _L{@}TT[’"]{”(O)} (39 a,b)

o {g) [m]ig) oo (g [m]{e)

a ukupni odziv:

{”1 (t)} _ Vll ¢12]{% (;)} _ {@1 [Al cos(mt)+B, sin(a)lt)] +d, [Az cos(w,t)+B, sin(a)zt)]}
Uy (t) b ] |9 (f) &, [Al cos(a)lt)+ B, sin(a)lt)] + ¢y, [Az cos(a)zt) + B, sin(a)zt)]
(38)
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Zadatak 1. Okvir

Odrediti:

- dinamicke stupnjeve slobode,
- vlastite frekvencije i forme (forme prikazati graficki)
- te oscilacije prikazane konstrukcije nastale uslijed djelovanja pobude.

Konstrukeija je prije djelovanja pobude mirovala.

I.  Odredivanje dinamic¢kih stupnjeva slobode sustava

P m, i U, Z:—?no inz t
—> I ., ———————> 11—
El = E =3,0x10" kN/m’
. b/h=40/40 cm
P =50 kN
2 g 5 m, u,  EI=64000 kNm’
——> . P ——————>
El =oo0 1 p(t) pi(0)=4-p(r)
p,(0)=2-p(?)
H
1(s)

A AN A s

Homogena diferencijalna jednadzba gibanja bez prigusenja u opéem obliku
[m]{u(t)} + [k]{u(t)} ={0}

Za konstrukciju s 2 stupnja slobode sustav se sastoji od 2 medusobno zavisne diferencijalne jednadzbe:

|:m1 0} iil(t) +[k11 k12:| ul(t) :{0}
0 m, i, (t) ky Kk, U, (t) 0
II.  a) Odredivanje matrice masa sustava
[m]:[ml 0 }:[2 0}
0 m, 0 2

b) Odredivanje koeficijenata krutosti sustava
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ky, = 212—Ef —56888,9 kKN/m ky, =k, = —212—Ef = -56888,9 kN/m
H H

ky, = 212—Ef+23—Ef =71111,1kN/m ky, = k,, = —56888,9 kKN/m
H T H

Globalna matrica krutosti sustava:

(=l ke EIT24 247 [ 568889 —56888,9
Tk, ky| 7|24 30 |T|-56888,9 711111

¢) Odredivanje vlastitih frekvencija i oblika osciliranje

Pretpostavljeno rjeSenje za funkcije pomaka

j-talat)=[ 5 oo} -{aior sl et
=) ta= =] et e s

{u, (1) = ()4, (1) = {Z }[An cos(a,1) + B, sin(a,1)]

2n

(i, (1) = ()4, (0 :{2:}[_@/1” sin(ayt) + 0,8, cos(ay1)]

{ii, (1)} ={4,}4,(t)= {2 }[_a)nz 4,cos(w,t)-w,’B, sin(a)nt)]

uvritavanjem slijede vlastite frekvencije i oblici titranja.
(=[ml{e,} @ +[k]{4,})-[ 4, cos(@y1) + B,sin(w,1) ] = {0}

Slijedi da je:

[k]{¢,} = ®,[m]{4,} - problem vlastitih vrijednosti

(k)= [m]) {6} = {0}

det|[k]-a,’ [m] =0
Raspisivanjem determinante imamo:

(k- @ m) (k=@ my) =iy -hepy =0

2 2 4 _ 2
k- k,—k, —o, (k11~m2+k22-m1)+0)n mm, =0 uz A=w

n
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m, -m, -/12—(/(11 -m, +k,, -ml)-/1+k11 -k22—k122 =0

2
A, = kyy-my +ky 'm1i\/(k11 -m2+k22-m1) —4-my-m, '(kn'kzz_klzz)
2

2-m,-m,
Za zadane vrijednosti imamo vrijednosti:

~256000+229326,5
8

Zp

A=) =33342 - ©,=57,7s" — T,=0,109s

A, = b =60665,8 — ®,=2463s" — T,=0,026s

Vratimo se na pocetnu jednadzbu problema vlastitih vrijednosti da bismo odredili vlastite oblike

(1K= [])-{4.} = o) Uﬁ: vl ;jjj-{j;}:{g}

kll¢1n + k12¢2n - a)nz : Wll¢ln = 0

kyd, +knd, _a)nz -myd,, =0

Vlastiti oblici su bezdimenzionalne veli€ine 1 odredene su do na konstantu. Poznati su nam samo
omjeri amplituda pa je potrebno pretpostaviti pojedine veliCine.

2
¢1n :130 ¢2” :_w
ki
4, :_56888,9—3334,2-2 0,883 4, :_56888,9—60665,8'2 —_1,133
-56888,9 -56888,9
=l -[1o0 o[ 00] 1 (o)
"y, 10,883 2 \¢n) |-L133) 1133 (-1,000
¢11 =1,00 ¢12 =0,38
HI H
HJ H
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III.  Odredivanje odziva konstrukcije na zadanu pobudu

() =4-p(t)
PE) po(D)=2-p(0)

(oo} =25} =351

Modalna analiza

Diferencijalna jednadzba uz pretpostavljeno rjesSenje

[m]-[#]-{d ()} +[k)-[#]-{a ()} ={p ()} 1{g,}
FE A i ] e I i B
Uvjet ortogonalnosti: {¢,}" -[m]-{¢,} =0, {4} [k]-{g;}=0 ¥ i=;

Dobivamo sustav neovisnih diferencijalnih jednadzbi

) Imla a0, ()+{a) (K400, () ={g.}) - {p(1))

0 bR f oG G

M, -q, (l)+ K, -q, (t) =P (t) gdje su modalni koeficijenti:

n

M, ={g,} [m]-{s,}, K,={s,} [k]-{a.}. B()={} {p(t)}

Kod dva stupnja slobode nam ostaju dvije neovisne diferencijalne jednadzbe

M, 'él(t)—i_Kl '%(1)23(1)
Mz'ijz(t)+K2'Q2 (t)ZPZ(t)

wcfe afe] g e} ol {20

Za zadane vrijednosti imamo:

M, ={g} [m]{4)=1{1 0,883}[3 g}{o,é&} ~ 3,559
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M, ={4,} [m]{¢,} = {0,883 —1,000}[(2) g}{ff’808§0}=3,559
R={g} {p)}={1 0,833}{§8j§}=57,66-t K, =M, =11865,1

P ={g,) {p()}={0,883 —1,000}{‘2‘8j§}=15,31-t K, =@M, =215885,9

Potrebno je rijesiti dvije neovisne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima (pogledati
prethodno izvedena rjeSenja za traZzeni oblik pobude kod jednog stupnja slobode).

1. Diferencijalna jednadzba
3,559-¢,(1)+11865,1-q, (t) =57,66-

...izvesti odziv!!! (pogledati u separatu Prisilne oscilacije sustava s jednim stupnjem
slobode (bez prigusenja))

. 57,66 1
Rjesenje: q,(t)= t

118651 | 57.7

-sin(57,7-t)}
2. Diferencijalna jednadzba
3,559, (1)+215885,9-¢, (1) =15,31-1

...izvesti odziv!!! (pogledati u separatu Prisilne oscilacije sustava s jednim stupnjem
slobode (bez prigusenja))

. 15,31 1
Rjesenje: q,(t)= t

- -sin(246,3-¢)
215885,9 246,3

Ukupni odziv se dobije linearnom kombinacijom dva dobivena rjeSenja.

3706 1, 1 -8in(57,7-1)
u, (1) rﬁ“ qﬁleql(t)} { 1 0,883] 118651 | 57,7
- nl 10,883 —1,000
u, ()] (8 P2l 1531 [ 1 sin(246,3-1)
215885,9 246,3
57,66 1 15,31 1 |
ul(t)=¢.-g@)+¢,-q,(t)=1-—2 A= -sin(57,7-¢) |+0,883- 2 dt— -sin(246,3-¢
()= a0+ 4,0 11865,1{ 57.7 ( )} 215885,9{ 246.3 ( )_
57.66 1.
ty=¢, -q(t)+¢,-q,(t1)=0,883 - ——-| t — -sin(57,7-t) |-
”2() by q, (1) + 5, q, (1) 11865.1 { 57.7 ( )

3

131 1 -sin (246,3-1)
215885,9 246,3
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Zadatak 2. Stup

Zadan je konzolni stup visine 8 m s dvije koncentrirane mase.
Odrediti:

- dinamicke stupnjeve slobode,

- vlastite frekvencije 1 forme (forme prikazati graficki)

- te oscilacije prikazane konstrukcije nastale uslijed pocetnog pomaka stupa u obliku prvog
vlastitog vektora pri ¢emu je pomak vrha stupa 10 cm.

Konstrukcija je prije djelovanja pobude mirovala.

L. Odredivanje dinami¢kih stupnjeva slobode sustava

® . H=4,0 ® “,
m1=2’tm

El H m,=4t
E =3,0x10" kN/m?

. m2 b/h=40/40 cm U

4
I:Oi; =2,133-10"m*
El H EI = 64000 kNm?
T777777777

Homogena diferencijalna jednadzba gibanja bez prigusenja u opem obliku
(] (1)} + [k {u (1)} = {0}

Za konstrukciju s 2 stupnja slobode sustav se sastoji od 2 medusobno zavisne diferencijalne jednadzbe:

|:m1 0 i| ul(t) _,_[kn klz:l z/ll(t) Z{O}
0 m ||, (t) ky Ky | |uy (t) 0
II. a) Odredivanje koeficijenata matrice masa sustava

=[5 )= 4]

b) Odredivanje koeficijenata krutosti sustava
e bududi da se radi o staticki odredenom sustavu, lakSe je odrediti matricu fleksibilnosti pa
njenim invertiranjem dobiti matricu krutosti; uzimaju se u obzir samo deformacije od
savijanja
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—
"P-2H =8 kNm P-H =4kNm
SR
EI\2 3 375
1 1
op,=—|=44—-4+—-84-—4 |=—-—
EI\2 1200
L)
EI\2 3 3000
521:512
Globalna matrica krutosti sustava:
1 1
- 1 S5, -0, 1 B
K=[FT" = [ 2 12}: 3000 1200 |—
[ ] [ ] det[F] =0, 6, 1 1 1 1

1YL
375 3000 (1200) 1200 375
12000 30000

= 7 7
30000 96000
7 7

¢) Odredivanje vlastitih frekvencija i oblika osciliranje

Pretpostavljeno rjeSenje za funkcije pomaka

LR M i i bt

{u, ()} ={8,}4q,(1)= {Zl” }[An cos(a,)+B, sin(a,f)]

2n

(i, (1) = {4, (0 ={2’;}[—a)ﬂAﬂ sin(ayt) + 0,8, cos(ay1)]

Dinamika konstrukcija i potresno inzenjerstvo — 2016./2017.



¢2n

uvrStavanjem slijede vlastite frekvencije 1 oblici titranja.
(—[m] 9.0, +[k]{¢, }) ' [A,, cos(@,1)+B, sin(a)nt)] ={0}

Slijedi da je:

fi, (1) = {414, (1 :{ﬂ"}[-wnun cos(a,) - ,2B, sin(a,) ]

[k] {¢n} =0’ [m] {¢n} - problem vlastitih vrijednosti

([k]-@ [m]){g,} =10}
det|[k]-a,’ [m] =0
Raspisivanjem determinante imamo:
(k=@ m)(kyp =@, my )=k -hyy =0
by by — ket — @, (kyy -y + ey -y )+, mymy = 0 v A=o]

m, -m, ~/12—(k11 -m, +ky, -ml)~/1+kll ~kzz—klz2 =0

2
B ky -m, +k,, 'mli\/(kll 'm2+k22'm1) —4-m-m, ~(k“~k22—k122)

2

2-m,-m,

Za zadane vrijednosti imamo vrijednosti:

A =a) =155,653 — ®,=12,476s" — T,=0,504s
A, =w; =4130,06 - ®,=64,266s" — T,=0,098s

Vratimo se na pocetnu jednadzbu problema vlastitih vrijednosti da bismo odredili vlastite oblike

(K]~ [m])-{,} =10} Hﬁj Zj—”f'[ng nSD{ZHg}

k@, +k,9, _a)nz -my, =0
ky @, +knd, _wn2 -myd,, =0

Vlastiti oblici su bezdimenzionalne veli¢ine 1 odredene su do na konstantu. Poznati su nam samo
omjeri amplituda pa je potrebno pretpostaviti pojedine velicine.

_ 2
R
klZ
12000/7—155,653-2
- =10 ¢, =— 2 =0,327
zan il P 230000/ 7
12000/7 —4130,06-2
- =1,04¢,=— : =-1,527
“an b b 230000/ 7
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4=lo)=16%%) =)= [5%)

., =1,00 =1,00

é =0,327 {1527

1I1. Odredivanje odziva konstrukcije na zadani pocetni pomak u obliku prvog vlastitog
vektora s pomakom vrha od 10 cm

{u(t)}={¢1}ql(t)+...+{¢N}qN(t)=i{¢n ﬁ 1[4, cos(ay1) + B, sin(ay) |
{u(t)} i i n[—An sin(@,t)+ B, cos(a)nt)]

n=1 n=l

B ¢, * ~ 1-0,1 B 0,1 |
Za {u(O)} = {¢21 *} - {0,327.0,1} B {0,0327}'

Y {¢1}TT[m]{u(O)} - 100,327} { Ho 0327} 0,2428 _

ERUIRITY 100327[ }0327} 2,428
PR AN O {1’0_1’527}{5 ZHO 0327] _ 0,000268
s i) {1,0_1,527{2 o} { 1527} 11,327

0 4
y Ll o1 g L) i)
o () [nlia) o {4} [ml{a)

=2,37-107

Ukupni odziv:

u, (t) ¢, &, ql(t) ¢11[A1 cos(a)lt)th1 sin(a)lt)]+¢12 [Az cos(a)zt)+B2 sin(a)zt)]

{uz (l)} - [@1 ¢2j | {‘b (l)} - &, [A1 cos(a)lt) + B, sin(a)lt)} + ¢y, [Az cos(a)zt) + B, sin(a)zt):I
{1, 000-0,1cos(12,4761)+1,000-2,37-10~° cos(64, 2661‘)}

=10,327-0,1cos(12,476t)—1,527-2,37-10"° cos(64, 266¢)

~0!!! nema utjecaja 2. oblika titranja
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Zadatak 3. Temelj

l P(t)

m =2 t/m>

k, = 20000 kKN/m

k, =10000 kN/m

P(t) = 50sin(10¢) [kN]

1,00 1,00

Ky
Kan

2,00 F,_O(H

Za zadani temelj u ravnini, oslonjen na elasti¢nu podlogu, odrediti:

- dinamicke stupnjeve slobode,
- vlastite frekvencije 1 forme (forme prikazati graficki)
- te oscilacije prikazane konstrukcije nastale uslijed djelovanja pobude.

Konstrukcija je prije djelovanja pobude mirovala.

I.  Odredivanje centra masa (teZista)

Az Az N _ZAix[_4.]+1.2’5_13m
A DY
N 4 i

T | NyT LA
° S XLy, Y4z, 41+1.0,5
W S p NN o Z; = = =0,9m
Zy | 1K . ) >4 5
— > > S

o

II.  Odredivanje dinamickih stupnjeva slobode sustava (u teZistu!)

d =13 d,=17

()

—

- T

N /) U,
S U,

Homogena diferencijalna jednadzba gibanja bez prigusenja u opéem obliku
[m]{ii (£)} +[k]{u(2)} = {0}

Za konstrukciju s 2 stupnja slobode sustav se sastoji od 2 medusobno zavisne diferencijalne jednadzbe:
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[ml 0} i (1) {kn klz} (1) :{0}
0 It az(t) k21 kzz uz(t) 0
III.  a) Odredivanje matrice masa sustava

m=m, +m, =2-(2-2)+2-(1-1)=10t

2 2 2 2
a,”+b a, +b
]t:mAl. %_’.d/’lz]_i_m/‘z. %4.611422}:

2 2 2 2
_g | 22 o3 hor |v2 | 02047 |-
12 12

[m]= [n(;l ﬂ [1(? 9,367}

b) Odredivanje matrice krutosti sustava

Slucaj 1: u1=1,0; u,=0 Slucaj 1: u=1,0; u1=0

yu, =10
A:’i€:> k,,

AN
Wy
=

AAA

Wy

te 10 tk,-10 Lka V-,
Fl:1,3 d, =17 F1:1,3 d,=1,7

> F.=0 F =0

k,, —k, —k,=0 ky, +k -d —k,-d,=0

k,,=k, + k,=30000 kN/m ky, =k, -d, —k, -d,=—9000 kKN

> M, =0 > M, =0

ky +k -1,0-d, —k, -1,0-d,=0 ky,—k -d -d ~k,-d,-d,=0

ky =k,-1,0-d, —k,-1,0-d, ky =k -d*+k,-d} =
=10000-1,7-20000-1,3 =20000-1,7* +10000-1,3’
=-9000 kN = 62700 kNm

Globalna matrica krutosti sustava:

(€] =% %] [30000 ~9000
“\k, ky|T|-9000 62700
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¢) Odredivanje vlastitih frekvencija i oblika osciliranje

Pretpostavljeno rjesenje za funkcije pomaka
o3 o) ol

o =2 01 ot ={ = et Do) gt s

A, cos(m,t)+ B, sin(at)

~ o~

——

<
N

—
~

~—

——

I

(19,0~ L cos(o) 1,

2n

{i, ()} = (6,14, (1) = {Zj }[—wﬂAﬂ sin(ayt) + 0,8, cos(@,1)]

{i (1) = {4, )d, (1) = {Z }[_wmn cos(0,6) - 0,2B, sin(a,)

uvrStavanjem slijede vlastite frekvencije i oblici titranja.

( [m]{¢,} o, +[K]{4, )[A cos(@,1)+B, sm(a)t)] {0}

Slijedi da je:

det[K] -, [m]| =0

Raspisivanjem determinante imamo:
(ky—@ m) (k=@ 1)~k ey =0
by ko, =kt =@, (kyy -1, + ey -y )+ 0, ' my I, = 0 wz  A=e]

my 1 -2 =k + kg omy)- A4k ke, — K, =0

il 4y oy (k4 bk —demy 0, (ky -y — )
2-m -1

t

,2

Za zadane vrijednosti imamo vrijednosti:

917010+380635,44
193,34

21,2 =

Dinamika konstrukcija i potresno inzenjerstvo — 2016./2017.



A=af =2774,26 — @ =52,6711s" — T,=0,1195

AL=a;=6711,73 - ®,=81,925s" — T,=0,077s

Vratimo se na pocetnu jednadzbu problema vlastitih vrijednosti da bismo odredili vlastite oblike

(1Ko [n)-{8.}= 0 ([Zi vl fD{j}{ﬁ}

k.4, +k,9, _6’)n2 -m, =0

k21¢1n +k22¢2n _a)n2 .It¢2n = 0

Vlastiti oblici su bezdimenzionalne veli¢ine 1 odredene su do na konstantu. Poznati su nam samo
omjeri amplituda pa je potrebno pretpostaviti pojedine veli¢ine.

P __k11_6’)3m1
¢1n:1’0 o k12
¢21:_30000—2774,26-1020’251 ¢22:_3()()00—6711,73-102_4,124
-9000 9000
4 :{qﬁll}:{l,OOO} 4 :{;/512}:{ 1,000}
17\, [ 10,251 >\ | | 4,124

4, =1,00

A ———————

H H

AAAA
vy

IV.  Odredivanje odziva konstrukcije na zadanu pobudu

P(1)

HIE N S

{p(®O) _[P(t) \_] 50sin(10) | | 50sin(10¢)
w0} = {52 (t)} = {MP (r)} - {—SOsin(IOI) : 1,3} - {—65 sin (10¢)
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Modalna analiza

Diferencijalna jednadzba uz pretpostavljeno rjesenje

[m]-[#]-{d ()} +[K]-[#)-{a ()} ={p ()}  /{8.}

FE A e N M S
Uvjeti ortogonalnostiz {¢,}" -[m]-{g,} =0, {g}"[k]-{g;}=0 V¥ i=,

Dobivamo sustav neovisnih diferencijalnih jednadzbi

{8} [m]-{a) -, ()+{8,} [k} 0. ()={8,} {p()}

g [m 0] [d] . n Al [he ko] o) o [8 [P(0)
{@j {0 IJ {¢} "”(t)+{¢zn} {kﬂ kzj {¢} ""(t)‘{@,,} {pz(r)}
M, -q, (t) +K,-q, (t) =P (t) gdje su modalni koeficijenti:

M, ={p} [m]-{s,}. K,={8,) -[k]18.}. B.(0)=1{s,} {p(1)}

Kod dva stupnja slobode nam ostaju dvije neovisne diferencijalne jednadzbe

M, '51(1)+K1 '%(t):Pl(t)
M, 'éz(t)"'Kz '%(Z):Pz(t)

w-fof el e wl) mo-3) G0

Za zadane vrijednosti imamo:

M, ={g) [m]ig)={1 0,251}[1(? 9’267}{0’%51}=10,609

M, =1} [m]{g} =11 —4,124} [lg 0. 267}{_4’1124} —174,41
K, =w’M,=29432,124
K, =w;M, =1170592,829

P={) {p®Ot={1 o, 251}{_222?883} =33,685sin(10r)
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B ={g) {p()={1 —4,124}{_2(;?;%8; ;} =318,065in (10¢)

Potrebno je rijesiti dvije neovisne diferencijalne jednadzbe sa konstantnim koeficijentima (pogledati
prethodno izvedena rjeSenja za trazeni oblik pobude kod jednog stupnja slobode).

1. Diferencijalna jednadzba
10,609, (1)+29432,124- ¢, (1) =33,685sin (10¢)

...izvesti odziv!!! *(pogledati u nastavku)

33,685

q,(t) =
Rjesenje: 29432,124-(1—

. 10
10° '{Sm(lo't)_sz 671
52,6712
=1,187-10" [ sin(10-)—0,19-sin(52,671-7) |

~sin(52,671-1)}

2. Diferencijalna jednadzba
174,41-G,(¢)+1170592,83-g, (¢) =318,06-sin(10-¢)

...izvesti odziv!!! *(pogledati u nastavku)
Rjesenje:

g, (1) = 318,06 e .{sm(lo-t)—gllgzs-sin(81,925-t)}
1170592,83-(1— 0 J ’

81,925’
=2,758-10 [ sin(10-)—0,12-sin (81,925 1)

Ukupni odziv se dobije linearnom kombinacijom dva dobivena rjeSenja.

u, () VM ﬂzl{ql(l)} { | | }1,187-103-[sin(lO-t)—O,19-sin(52,671-z)}

uw,(t)] L& #0]1e:(0) [0,251 —4,124]]2,758-10*-[sin(10-¢)-0,12-sin(81,925-7) |
u ()= q,()+d,-q,(t)=1,187-10" - sin(10-£)—0,19-sin (52,671-7) | -
+1-2,758-10™" [ sin(10-£)-0,12-sin(81,925¢) |

u, (1) =y, - q,(t)+ ¢, - q,(1) = 0,251-1,187-107° -[sin(lO-t)—0,19-sin(52,671-t)]—
~4,124-2,758-10"* [ sin (10-¢) - 0,12-sin (81,925 -7) |
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1.5e-3 |

le-3

[N N
=
N
w
=
S

Se-4

-le-3 +

I

Ako se trazi pomak u nekom trenutku ¢, paziti da se vrijednosti uvrStavaju u radijanima, a ne
stupnjevima!!!

-1.5e-3

T

Npr. vertikalni pomak teziSta temelja: u, (t =3 S) =-0,00165 m
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* izvod odziva na sinusnu pobudu

M-G(t)+K-q(t)=P,-sin(w-1)

q(t) = Gnom ( )+qpan(t)

Grom (1) = A-cos(@, 1)+ B-sin(w, -t)
qpm( ) - iz m- qpm( )+k qpm( ):P()-Sin(a)-t)
pretpostavka: ¢, (1) = C-sin(@-?)

o (1) =C - - cos(a) )

o (1) =—C- @ -sin(@-1)
uvistavanje u: m-g,. (¢)+k-q,,. (¢)= P, -sin(o-t)
-m-C-o’ M+kCW=%-M
“m-C-&?ik-C=P

P P P .
C:k_mo.wz - ko , - sz _)qpart(t): sz 'Sm(a)'t)
k=50 k-(l—zJ k-(l— QJ
a) a)f’l a)f’l
9(2) = dyom (1) + G (1)
:A-cos(a)n-t)+B-sin(a)n-t)+¢w2-sin(a)-t)
N

§(t)=—4-o,sin(w, 1)+ B-a,-cos(a, 1) fy cos(w-t)

k-{l—wzj
a)n

podetni uvjeti: ¢(1=0)=0ig(t=0)=0
q(t=0)=4-cos(w,-0)+B-sin(w, -0)+L2-sin(a)-0):0

=A4-,0=0—>A4=0
§(t=0)=-A4-0,sin(®,-0)+B-w, -cos(w,-0)+

:B-a)n-l,O+L=O—>B—— o
w,

@’ @’
k1= k1=

q(t)=A4-cos(w,t)+B-sin(w, ~t)+k(L°wz)sin(a)~t)

J1-2
o,
:_Lz-ﬁsin(a)n ~t)+¢2~sin(a)~t)
SO0 I ()

w, @,

:Lz-{sin(w-t)—ﬁ-sin(a)n t)}
k(l—wJ r
(()2
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