Prisilne oscilacije sustava s jednim stupnjem slobode
(bez prigusenja)



SADRZAJ

Prisilne oscilacije sustava s jednim stupnjem slobode (bez prigusen;ja) ......cccceeevcieeeeccieeeeccieee e, 3
) I Vo =1 14 To] o W g [T 1 (=SOSRt 3
1. Konstantna pobuUda........ueiiiiiiie e s e e aaeeeeas 4

2. Linearno rastuca PODUTA.......oocuiiiiiiiiie et ree e e e nareeas 7

3. Harmonijska POBUTE ....coo i et e e et e e e e rra e e e eanes 10

b)  DUNAMEIOV INTEEIAl ..o e et e e et e e e e bae e e s entae e e enteeaeennes 12

O e o1 =T o o F= T o Jo] o1 U o F- SRS 13

2. Linearno rastuca PODUAA.......cccuiiiiiiiii e 14

3. Linearno rastuda + konstantna pobuda.........cccccueeiiiiiiiiciiii e 15

(o) IR =0 41021 S USUSPRN 16

Dinamika konstrukcija i potresno inzenjerstvo — 2016./2017.



Prisilne oscilacije sustava s jednim stupnjem slobode (bez prigusenja)

Diferencijalna jednadzba gibanja u opéem obliku
- sprigusenjem: m-U(t)+c-u(t)+k-u(t): p(t) (1)
- bez prigusenja: m- U(t)+ K- u(t) = p(t) (2)

a) Analiticko rjeSenje

Za pobude koje mogu biti opisane glatkom (neprekidno derivabilnom) funkcijom P(t) moguée je
jednostavno naci analiticko rjesenje diferencijalne jednadzbe gibanja izrazene jednadzbom (2).

Ukupno trazeno rjeSenje moze se prikazati kao zbroj komplementarnog rjesenja uc(t) i partikularnog
rieSenja Up(t):

u(t)=u,(t)+u,(t) (3)

Komplementarno rjesenje Uc(t) je rjeSenje homogene jednadzbe (4) kojom su opisane slobodne
oscilacije sustava s jednim stupnjem slobode bez prigusenja i moze se pretpostaviti u obliku danom
jednadzbom (5).

m-U, (t)+k-u, (t)=0 (4)
U, (t)=A-cos(w,-t)+B-sin(a,t) (5)

Kruzna frekvencija gibanja wn dana je izrazom (6), te povezuje krutost k i masu m sustava. Odnos kruzne
frekvencije wn i perioda osciliranja Ty izraZen je jednadzbom (7).

o, _K (6)
m
21
_r 7
=7 (7)

Partikularno rjesenje Up(t) uvijek ima oblik funkcije pobude P(t) i mora zadovoljiti opci oblik
diferencijalne jednadzZbe gibanja (2), stoga vrijedi izraz (8).

m-G (t)+k-u (t)=p(t) (8)

Konstante A i B mogu se odrediti iz pocetnih uvjeta, danih izrazima (9) i (10), koji odreduju pomak i
brzinu na pocetku gibanja, odnosno u trenutku t = to. U dinamici konstrukcija pocetni uvjeti su ¢esto
homogeni, odnosno pocetni pomak i brzina su tada jednaki nula.

u(t=t,)=u, 9)

U(t=t,) =", (10)
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1. Konstantna pobuda

p(t) 4 | I
R, : P(t)— Po,te<0,tl>
| t(s) ] 0te(t, )
t t, t*
. INTERVAL: te(0,t))
Diferencijalna jednadzba
- bez prigudenja: m-t‘j(t)+k-u(t)= R, (11)
Pretpostavljeno ukupno rjesenje:
u(t)=A-cos(e,-t)+B-sin(e,-t)+u,(t) (12)

Pretpostavljeno partikularno rjesenje mora imati oblik funkcije pobude p(t) (konstantne funkcije):

u,(t)=C (13)
i, (t)=0 (14)

Partikularno rjesenje moZze se odrediti iz uvjeta da zadovoljava opci oblik diferencijalne jednadzbe (15):

m-U, +k-u, =F (15)
P0
m-0+k-C=P, = C= (16)

Zatim trazeno rjesenje (pomak) i odgovarajuca derivacija (brzina) primaju oblik prikazan izrazima (17)
i (18):

u(t)=A~cos(a)n~t)+B-sin(a)n-t)+% (17)
u(t)=—A-w,sin(w,-t)+B- @, -cos(w,t) (18)

Za pocetne uvjete u trenutku to = 0 konstante A i B mogu se odrediti iz jednadzbe (17) odnosno (18):

u(t=0)=u, = u0=A-1+B-O+% = A=uo—% (19)
0(t=0)=t, = U,=—A-m,-0+B-@,1 = B=-2 (20)
a)n
Isto tako, za homogene pocetne uvjete vrijedi:
P, P,
u(t=0)=0 = 0=A-1+B-O+? = A:_? (21)
u(t=0)=0 = 0=-A-@,-0+B-@w,-1 = B=0 (22)
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Konacno rjesenje u obliku funkcije pomaka u vremenu za I. interval dano je izrazom (23), odnosno
izrazom (24) za homogene pocetne uvjete.

u, . P
u(t)=u,-cos(a, -t)+;‘:-sm(a)n -t)+?°-[l—cos(a)n 1) ] (23)
U(t) =2 [1-cos(a, 1)] (29)
k n

Odgovarajuce derivacije, odnosno funkcije brzine u vremenu, dane su izrazima (25) i (26).

u(t)=-u,-o,-sin(e, t)+u,-cos(a, -t)+%~sin(a)n 1) (25)
u(t):T"-sm(a)n-t) (26)

Il. INTERVAL: te(t, ), t" (0,00

Na pocetku Il. intervala, prestankom djelovanja pobude, sustav pocinje slobodno oscilirati, uz
nehomogene pocetne uvjete koji odgovaraju pomaku i brzini na kraju I. intervala. Zbog jednostavnosti,
gibanje se moZe promatrati u pomaknutom koordinatnom sustavu t* = t — t;. Slobodne oscilacije
sustava s jednim stupnjem slobode bez prigusenja opisane su jednadzbom (27).

m-G(t)+k-u(t)=0 (27)

Stoga je pretpostavljeno rjesenje (pomak) odredeno izrazom (28), odnosno (29), a njegova derivacija
(brzina) izrazom (30).

u(t")=Ay-cos(@,t")+B,-sin(a, t") (28)
u(t)=A-cos[ @, (t-t,)]+B,sin[ @, (t-t,)] (29)
U(t)=—A-@,-sin| o, -(t-t)]+B, - e, -cos| &, -(t-t,)] (30)

Za pocetne uvjete u trenutku t = to = t3, odnosno t” = 0, uz homogene pocetne uvjete u trenutku to =
0, prema izrazima (24) i (26) vrijedi:

u(tztl)zu(t*=O)=%-[l—cos(a)n-tl):| (31)
u(t=t)=uft =0)=%-sin(a)n-tl) (32)

Izizraza (29) i (30) zat =ty = t;, odnosno t” = 0, uz pocetne uvjete (31) i (32) mogu se odrediti konstante
Ao i Bo:

%.[1—cos(a)n 4)|=A1+B,-0 = A =%-[1—cos(wn ) ] (33)

%-sin(a)n ‘4)=-A-0,-0+B;-0,-1 = B, =%-sin(a)n ') (34)
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Konacno rjesenje u obliku funkcije pomaka u vremenu za Il. interval dano je izrazom (35), odnosno
izrazom (38), primjenom osnovnih trigonometrijskih jednakosti (36a,b) nakon pojednostavljenja (37).

u(t)= %-[1—cos(a)n ;) |-cos| , -(t—tl)]+%-sin(a)n t,)-sinf @, -(t-1)] (35)

sinxsiny :%[cos(x— y)—cos(x+y)]

1 (36a,b)
cosxcosy =~ c0s(x—y) +cos(x+ )]
u(t) =2 -cos[ o, (t-1)]
— 2 c0s(, 4 )cos[ @, (t-t) [+ 2sin o, -t )sin[ @, (-,
- -cos[ o, (t-1,)]
5 Losten o th ) os{ et o, - 1) .
+%-%~[cos(a)n -0, t+ o, t)-cos( ot o, -t gt )|
- -cos[a (1)
- [ cos[a2rt=T)] + cos(@, 1)~ cos[a425=T) ] +cos(, 1)
=%.cos[wn -(t—tl)]—%-cos(a)n 1)
u(t) =2 {cos[ @, (t-t,)]-cos(e, )} 39
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2. Linearno rastué¢a pobuda

p(t) 4 | I
1 Sotte(ot
t PSR
' (33 0,te <t1,oo>
" —
t t t
I. INTERVAL: te(0,t))
Diferencijalna jednadzba
- bez prigusenja: m-l'j(t)+k-u(t):%-t (39)
Pretpostavljeno ukupno rjesenje:
u(t)=A-cos(w,-t)+B-sin(aw, t)+u,(t) (40)

Pretpostavljeno partikularno rjesenje mora imati oblik funkcije pobude p(t) (linearne funkcije):

u,(t)=C-t (41)
i (t)=0 (42)

Partikularno rjesenje moZze se odrediti iz uvjeta da zadovoljava opci oblik diferencijalne jednadzbe (43):

m‘l'jp(t)+k-up(t)=&-t (43)
m-0+k-C-t:%-t = c- 2 (a6)
!

Zatim traZeno rjesSenje (pomak) i odgovarajuca derivacija (brzina) primaju oblik prikazan izrazima (47)
i (48):

u(t)=A~cos(con~t)+B-sin(a)n-t)+ﬁ-t (47)
u(t)=—A-w,-sin(e, t)+B-w,-cos(a, -t)+ kpotl (48)

Za pocetne uvjete u trenutku to = 0 konstante A i B mogu se odrediti iz jednadzbe (47) odnosno (48):

u(t=0)=u, = uO:A-1+B-O+i~O = A=, (49)
K-t

a(t=0)=u, = uo=—A-a)n-O+B.a)n-1+kp—°t1 — =t __H (50

o, k-t-o,

Isto tako, za homogene pocetne uvjete vrijedi:

u(t=0)=0 = 0=A1+B-0+0.0 = A=0 (51)
k-t
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u(t=0)=0 = 0=—A-a)n-0+B-a>n-1+kpf’tl kt1° (52)
. . .a)

Konacno rjesenje u obliku funkcije pomaka u vremenu za I. interval dano je izrazom (53), odnosno
izrazom (54) za homogene pocetne uvjete.

u(t)=u,-cos(a, -t)+u—°-sin(a)n -t)+:—°t1{t —i-sin(a)n t)} (53)

@, @,

u(t):%[t—wi.sin(wn -t)} (54)

n

Odgovarajuce derivacije, odnosno funkcije brzine u vremenu, dane su izrazima (55) i (56).

U(t)=-u,- @, -sin(m,-t)+u, -cos(a, -t)+ kpotl [1-cos(w, 1) ] (55)

0(t)= kf’otl [1-cos(e,1)] (56)

IIl. INTERVAL: te(t,0), t"e(0,00)

Na pocetku Il. intervala, prestankom djelovanja pobude, sustav pocinje slobodno oscilirati, uz
nehomogene pocetne uvjete koji odgovaraju pomaku i brzini na kraju I. intervala. Zbog jednostavnosti,
gibanje se moZe promatrati u pomaknutom koordinatnom sustavu t = t — t;. Slobodne oscilacije
sustava s jednim stupnjem slobode bez prigusenja opisane su jednadzbom (57).

m-G(t)+k-u(t)=0 (57)

Stoga je pretpostavljeno rjeSenje (pomak) odredeno izrazom (58), odnosno (59), a njegova derivacija
(brzina) izrazom (60).

u(t")=Ay-cos(a, t")+ B, -sin(a, ") (58)
u(t)=A-cos[ @, (t-t,)|+B,-sin[ @, -(t-t,)] (59)
U(t)=—A-@,sin[ @, -(t-t,) |+ B,-, -cos| o, - (t-t,) ] (60)

Za pocetne uvjete u trenutku t = to = t3, odnosno t” = 0, uz homogene pocetne uvjete u trenutku to =
0, prema izrazima (54) i (56) vrijedi:

. P, 1 in(a. -
u(t=t)=u(t o):a-{tl—;n-s (@, tl)} (61)
u(t:tl):u(t*:o):%.[l_cos(wn.g)] (62)

Izizraza (59) i (60) zat =to = t;, odnosno t” = 0, uz pocetne uvjete (61) i (62) mogu se odrediti konstante
Ao i Bo:
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1 .
. 63
{tl o Sln(a)n ti)} (63)

{tl——sm } A-1+B,-0 = A=

ki[l cos(w, t)|=—A-®,-0+By-0,-1 = B= [1-cos(a,-t,)] (64)

0
K-t,-,

Konacno rjesenje u obliku funkcije pomaka u vremenu za Il. interval dano je izrazom (65), odnosno
izrazom (68), primjenom osnovnih trigonometrijskih jednakosti (66) nakon pojednostavljenja (67).

u(t)=—10 {t -L sin(a, tl]cos[wn-(t—tl)]

k-1, @,
(65)
e t1 o [1-cos(m, t,)]-sin] e, - (t-1,) ]
sin xcosy+cosxsiny:sin(x+ y) (66)
u(t):%-cos[ (t-t,) ]— -sin (@, -t,)-cos o, -(t—t,) |
+ —— -sin[a)n .(t—tl)}— toa -cos(a, .tl)-sin[a)n .(t—tl)}
~ B cos o, (t-t) ]+ sinf @, - (t-1,) ] (67)

k K-t -,

T sin(o, 4+ @, t—o, -t,)

n

=%-cos[wn.(t—t1)]+

sinf @, -(t-t,) |- Lo -sin (o, -t)

u(t):%-cos[a)n-(t—ti)}k:‘a) {sm[ (t=t,) ]-sin(a, t)} (68)

n
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3. Harmonijska pobuda

p(t)
(s) p(t)="PF, -sin(w-t)
f1
. INTERVAL: te(0,t,)
Diferencijalna jednadzba

- bezprigusenja: m-G(t)+k-u(t)="F, -sin(w-t) (69)

Pretpostavljeno ukupno rjesenje:
u(t)=A-cos(am,-t)+B-sin(am,-t)+u_(t) (70)

Pretpostavljeno partikularno rjesenje mora imati oblik funkcije pobude p(t) (sinusne funkcije):
u,(t)=C-sin(e-t)
U, (t)=C-w-cos(w-t)
.o _ 2 -
U, (t)=-C-’-sin(w-t) (71)
Partikularno rjeSenje moZe se odrediti iz uvjeta da zadovoljava op¢i oblik diferencijalne jednadzbe (69):

m-U, (t)+k-u, (t)=PF, sin(e-t)

-m-C- o’ - sinfert) +k-C- sinfert) =B, - sinfert)

“m-C-w*+k-C=P,

(72)
C= |:)0 — PO — Po
2
@, a,
5 ” (73)
U, (t)=——2sin(w-t)

a)Z
k-l1-%
( a)nzj

Zatim trazeno rjesenje (pomak) i odgovarajuca derivacija (brzina) primaju oblik prikazan izrazima (74)
i (75):

u(t)=A-cos(am, -t)+B-sin(w, -t)+¢2-sin(a)-t)
k.(l_wzj
“n (74)
foo@ -cos(w-t)

2
1]
“n (75)
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u(t)=-A-w,-sin(e, -t)+B- o, -cos(w, -t)+




Za homogene pocetne uvjete u trenutku to = 0 konstante A i B mogu se odrediti iz jednadzbe (74)
odnosno (75):

u(t=0)=A-cos(w,-0)+B-sin(a, -0)+L2-sin(a)-0):0

=A10=0—> A=0

(76)
. . P, -o
U(t=0)=-A-w,sin(@, -0)+B- @, cos(a, -0)+———~-cos(w-0)=0
k -(1—‘02]
a)n
P .
=B-@, 1,0+ — > =0
w
k-l1-%
[ wﬂzj

B ___ R o

2\ o

1]

“n (77)
Konacno rjesenje u obliku funkcije pomaka u vremenu za I. interval dano je izrazom (78):
. P .
u(t)=A-cos(aw, -t)+B-sin(am, -t)+—°w2-sm(w-t)
)
wn
P, P

(4] . ) L
2 n 2
k.(l—a’z) “ k-[l—wzj
@, @, (78)
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b) Duhamelov integral

ako je p(t) integrabilna funkcija trazimo analiti¢ko rjeSenje, ako nije potrebno ju je numericki rijesiti
funkcija opterecenja prikazana je nizom kratkih impulsa

doprinos impulsa

Py

t =t—r
d(m-u
(m u) = p(f) - promjena koli¢ine gibanja
dr
d(m-u)=p(z)dr  di= Ple)g, S (79)
m m
N . * «~  du, . N
du(t) = A-cos(w, t")+B-sin(a, ") = du, -cos(a, -t") + a): :sin (e, ") (80)
za djelovanje impulsa je du, =0 paimamo du (t) = dd, ~Sin(a)n -t*) (81)
a)n
p(z)-dr .
du(t)= . -1
u(t) — sin(, t") (82)
uzt =t—7 imamo:
l 7=t
t)= sinf @, -(t—7)]d7 i
u(t) — Jop(r) sin[ @, -(t—7)]dz il
7=t
u(t):%io p(z)-sin[@,-(t-7)]dz (83)
ako uvedemo prigudenje uz pretpostavku U, = Oi l]o =0 imamo
u(t)= L p(r)~e‘§"”"'(t‘f) -sin[a) ~(t—r)]dr (84)
m-awy 2, i
Rjesenje za slu¢aj bez prigudenja te uz pretpostavku U, # 0 i U, # 0
U, . i .
tY=u. - 1)+ 2. -t . (t= d
u(t)=u,-cos(a, )+60n sin(a, )+m-a)n Jop(r) sin[ @, -(t—7) |dz (85)
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1. Konstantna pobuda
p(t) A I II
P

0

|
| t(s)
to

I. INTERVAL: t e<O0,t, >

u(t):%];po.sin[wn-(t-r)]df

7=t

u(t):“’nk‘Po [ sin[@,-(t-7)]dr

=0

R

-win-cos[a)n (t=7) |15

P
gdje je ?0 progib od staticke sile

IIl. INTERVAL: t e<t;,00> p(z)=0

p(7)= P, = konstanta

()]

u(t) =%T; R, ~Sin[a)n (t —T):|d2'+% TJ:t O~Sin[a)n -(t—Z’):|dT

=t

u(t)= %-cos[a)n (t-7) |/

7\-|'U

u(t)=-2 ~[cos[a)n (t—t,)]—cos(a, t)]

Po,te<0,t1>
0,te<t1,oo>

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)
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2. Linearno rastuc¢a pobuda

p(t) a |

I. INTERVAL: t e<0,t, >

u(t):%l%-r-sin[a)n-(t—r)]dr
u(t)= @Ry Tr-sin[a) (t-7)]dz
k'tl =0 '

parcijalna integracija: .[uv’ =uv —IVU', u=rz, VvV

u(t):a’n—'Po.(

K-t

&
u(t)=a:<”T~

u(t):k_t -[t+i-(0—sin[a)n-t])

u(t)=%-(t—i~sin[wn-t]

r-i-cos[a)n (t=7) ]/

@,

w

n

@,

w

n

Il. INTERVAL: t e<t,00>

T=t,

[
—~
~—+
~
I

%-cos[a)n (t-t) ]+

—O-z'-sin[a)n -(t—r)]dr+%rjjt0-sin[a)n -(t—z')]dr

0517

=0 1

: r-i-cos[a)n-(t—r)]/:

@,

w

n

+%-sin [a)n (t —r)]/;;g

(sin[a)n (t=t,)]-sin[em, t])

%-t,te<o,t1>

O,te<tl,oo>

i-cos[a)n (t-1)]
, —Ti-cos[wn -(t—r)]-l-dr}

t-i~cos[a)n -(t—t)]—0+i-i-sin[a)n -(t—r)]/;gJ

|

: tl-i-cos[a)n -(t—tl)]—0+i2-sin[a)n ~(t—t1)]—i2-sin[a)n t]j

n

(94)

(95)

(96)

(97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)
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3. Linearno rastuca + konstantna pobuda

p(t) 'y
; ! I I Bt te(o)
of T b
1 PU=1p teft
| t(s) et t)
t‘ﬁ t1 t2 g O,t€<t2,00>
I. INTERVAL: t e<0,t, > p(r)zi-r
1
u(t)= thl (t—win sinfo, t]J (105)
Il. INTERVAL: t e<t,t, > p(z)=PR,
o P )
u(t):?” I —°~f-sm[ (t- r)]dr+— J. P, sm[ (t-7 :'dz' (106)
=0 1 =l
P i
u(t)=-2-cos| e, -(t-t,) |+ -sinf e, -(t-t, ]— -sin[w, -t]+
k ' b, (107)

=t

+% cos| @, -(t-7) |/

P .
u(t)=-2-cos| w,-(t-t,) [+ sinf o, - (t-t,) |- sinfa, -t]+
" K Lo () b, Lo ] K (108)

ol - 1)

u(t)zi-cos[a)n.(t—tl)} sinf @, -(t-t,) ]— sm[a) ]+
k 0 b K-t o, (109)
+?°—?°-cos[a>n-(t—t1)]
u(t)=&+ -sin| e, -(t-t, ]— sinfa, -t] (110)
k l'a)n a)n
Il INTERVAL: t e<t,,00> p(z)=0

_tl

:QJ‘ T Sln[a) (t— r)}dr+— I P,- sm[a) (t- r)}dr+— I 0- sm[a) t— r]dr

k =0 l 7=t r=t,
u(t):&-cos[a}n-(t—tl)} -sinf e, -(t-t, ]— sin[w, -t]+
k b Lo, @, (111)
+?°~cos[a)n-(t—tz)]—?cos[a)n- —tl)]
P, P,
u(t):k-tl-a) -sin| a, -(t-t, ]— t1 . -sin[ o, t]+? cos| @, -(t-t,) (112)
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c) Primjer

».
>

h oo kruta ploca

4 V4
m
PO T
/57
m=0
/57
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