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Uvod

UvVOD

Dinamika konstrukcija je dio tehnicke mehanike u kojem se analizira GIBANIJE konstrukcija
pod utjecajem PROMJENIJIVIH djelovanja.
pt) — a(t) — ma(r) (1)
gibanje konstrukcije
U dinamici konstrukcija su hvatiste, pravac i orijentacija djelovanja fiksni (slika 1.) pa
jedini¢ni vektor poloZaja ¢ (lél=1) ne ovisi o vremenu ¢. Smjer i iznos djelovanja su

odredeni skalarnom funkcijom p(¢) (slika 2.).

1 — hvatiSte

2 — pravac djelovanja

3 — orijentacija pravca (pozitivna)
4 —smjer p(t) [uodnosuna é(z) ]
5 —iznos djelovanja | p(1) |

Slika 1.: Pojam sile

Prema tome, dinamicko djelovanje mozemo zapisati kao:

p(t) = p(t)e (2)
p(t)

pt) -~ u smjeru €

® fz/t_

I8 @
) protivno smjeru €

Slika 2.: Funkcija promjenjivog djelovanja

plt,

Teorijski sva su optereCenja promjenjiva. Primjerice, vlastita teZina, stalno opterecenje,
temperatura 1 snijeg mogu imati velik maksimalni iznos p__ (¢), ali optereCenje se sporo
mijenja odnosno p =dp/dt je malo (slika 3.). Tada su ubrzanja a(z) 1 sile inercije ma(t)

male pa je dovoljan staticki pristup.

 p() 20 o
vlastita teZina, t,,t, —sat1, dani, mjesect
PO — y_ stalno temperatura,
1 | P(tl) L _ \<sn1]eg
At o : 1 Al ap t
1 {, A

Slika 3.: Primjer sporoga prirasta optereéenja (primjeren stati¢ki pristup)



Uvod

O

tl[
u(t)

Slika 4.: Primjer odredivanja
maksimalnog pomaka vrha stupa zbog jest:

dinamicke pobude

Ako promatramo konzolu visine ¢, pomak vrha moZemo
odrediti kao u(t)= p(t)/k, uz k=3EIl/l’. Funkcije
opterecenja i progiba su oblikovno iste, a razlikuju se do
na konstantu 1/k . Prema tome, u trenutku maksimalnog
(slika

4.). To zna¢i da je dovoljno poznavati maksimalno

opterecenja p . sigurno je i pomak najveci, u,
opterecenje, a onda statickim pristupom moZemo odrediti

maksimalni pomak kao u_, =p, . /k. Ovisnost o

maks

vremenu nije potrebna. Poopcéenje prema metodi pomaka

Ku(t) = p(t) — Kumaks = pmaks - umaks = K_lpmaks (3)

U statici presutno podrazumijevamo maksimalne vrijednosti pa piSemo u=K™'p.

Kod pokretnoga djelovanja: vjetra, potresa, rada
strojeva, udara, eksplozija 1 sli¢no, brzi prirast
opterecenja ( p veliko) ne zna¢i nuzno veliko
ubrzanje d(r) i silu inercije mad(t). Primjerice, udar
puS¢anoga zrna u zid konstrukcije (mali p _, ) ne

moze pobuditi gradevinu na gibanje jer je potrebna

p maks

jaka pobuda. Velike mase nije lako pokrenuti i Slika 5.: Primjer djelovanja s brzim

ubrzati.

prirastom optereéenja

Kod zgrada, znacajni dinamicki uc€inci nastaju ako rezultanta dinamickog opterecenja iznosi

vise od 10% teZine zgrade. Za uobicajenu peterokatnicu povrsine A =620 m?*, vlastita teZina i

stalni teret iznose 42000 kN pa je rezultanta prilicnih 4200 kN. Primjeri malih masa i velikih

ubrzanja nisu neuobicajeni:
bolid formule 1: 0,7t; Airbus: 60t ; Space Shuttle: 110t
uzlijetanje i povratak Space Shuttlea: 3g

naglo koc¢enje bolida formule 1: 5g

povratak Apolla 16: 7,2¢g

poniranje borbenog zrakoplova: 12g

sudari (teSke ozljede ili smrt): 50g

Iako pri jakim potresima vr$no ubrzanje tla iznosi skromnih 0,4g, zbog velikih masa koje se

mogu pobuditi, nastaju znacajne sile inercije. Zapamtite:

VELIKA masa X MALO ubrzanje = znacaJNa sila inercije!!!
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Razlike prema statickom proracunu su sljedece:

<o— u, (x) i
i — x
— T— u(x) =u,(x)

javljaju se brzina i ubrzanje konstrukcije te dodatne
sile: sile inercije i sile priguSenja (slika 6.);

slabo su poznata opterecenja (vjetar, potres,...);

nejasne su pojave koje uzrokuju prigusenje;

potreban je manji broj nepoznanica;

sloZeniji su postupci proracuna, iako je za prakticne
potrebe nekad dovoljan kvazistaticki pristup (vrSne
dinamicke vrijednosti se procjenjuju na temelju
statickih sila); lokalno se dobiju i do 15 puta vece

vrijednosti od statickih (globalno najceSc¢e do 3 puta);

-

p()
k k
m A m 750

3 J.\‘/v\/\/—»'-
i, ()

Slika 6.: Razlike prema statickom
proracunu — dodatne sile inercije

dinamika Cesto nije intuitivna, interpretacija je ponekad teSka;

pomaci, unutarnje sile 1 naprezanja su funkcije vremena (slika 7. vs. slika 8.)

LT « o o)

[~ A presjek x:
) 0 () o

- M(x)=M_(x) o

/
u, (x,0)

din

w(x,t) =u, (x)+uy,, (x.f)
[T, M(x,t)=M_(x)+ M (x.1)

Slika 7.: Staticki prora¢un — pomaci, unutarnje

/ M(x) presjek x:

|\ ) M(x,1) presjek x:
) M(x.1) o
Y - ) L C
X(r} : Mixt) %J) zk M(x.t,) Sl
x T I f
— — - II .

Slika 8.: Dinamicki prora¢un — pomaci,

sile i naprezanja se ne mijenjaju u vremenu unutarnje sile i naprezanja funkcije vremena

Motivacija: Republika Hrvatska je podrucje jakih potresa i vjetrova!

vy gt

T

&

Slika 9.: Potresna karta Europe — vrSna ubrzanja tla
izvor: http://www.ija.csic.es/gt/earthquakes/

8
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5
Try
Lt

myfs

January QOOL(? mean wind speed at 80m
Slika 10.: Karta brzina vjetrova u Europi
izvor: http://windtrends.meteosimtruewind.com/

Osnovna literatura upotrijebljena pri izradi ove skripte je: Anil K. Chopra: Dynamics of
Structures, Theory and Applications to Earthquake Engineering, Fourth Edition, Prentice
Hall, New Jersey, 2011. Ostala literatura nalazi se na kraju biljeski.

DYNAMICS OF
STRUCTURES

THEORY AND APPLICATIONS
10O EARTHQUAKE ENGINEERING

FourtH EDITION

ANIL K. CHOPRA
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I. Sustav s jednim stupnjem slobode
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

1. Formulacija problema i postupci rjeSavanja sustava s jednim

stupnjem slobode

1.1. Uvodni primjeri

Uvod u dinamiku konstrukcija zapocet ¢emo analizom jednostavnih primjera koji se mogu
idealizirati sustavom s jednim stupnjem slobode gibanja (slika 11. i slika 12.).

Na slici 11. prikazani su primjeri nadstreSnice i vodospremnika. Intuitivno nam je zanimljiva
bocna pobuda i gibanje tih konstrukcija. Modele moZemo definirati koncentriranom masom m

na vrhu konstrukcije i bo¢nom krutosti k£ nosivih elemenata bez mase.

o kruto: A AB spremnik

dilatirano EA— oo isti u
_ El - o upeto
TS AB ploca
gF0P ’/-AB cijev
L, AB temelj

Slika 11.: Uvodni primjeri: nadstresnica i vodospremnik

Posljedice gibanja:
» ubrzanje —— sila inercije ——— potreban poloZaj i iznos mase m

» pomaci —~— unutarnje sile _ku potrebna boc¢na krutost k

Za spomenute primjere masu m mozemo definirati kao masu sudjelujucega dijela ploce ili
spremnika, a bo¢nu krutost k kao krutost stupova prema savijanju.

Nepoznanice su bo¢ni pomak u i ubrzanje ii. Mogu¢i pomak mase modela nazivamo
DINAMICKI STUPANJ SLOBODE.

U poglavlju I bavit ¢emo se samo sa sustavima s jednim (dinamickim) stupnjem slobode.

« kruta plo¢a u@® _ o,

model —7
iskustveno

Slika 12.:Model nadstresnice; slobodno titranje zbog pocetnoga pomaka

11



Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

Ako zamislimo pobudu sustava s jednim stupnjem slobode u obliku bo¢noga pomaka u(0),

bez opterecenja , uvjet ravnoteZe sila glasi:

mii+ku =0, (m 1k poznati), 4)
a nepoznanice su pomak u iubrzanje i (dovoljno odrediti u, derivacija — ii ).
Idealizirani sustav titra lijevo — desno oko uspravnog poloZaja, a to titranje! traje vje¢no
amplitudama jednakim pocetnom pomaku (slika 12. desno). Iskustveno znamo da se titranje
ipak postupno smiruje i prestaje jer postoji proces koji umiruje titranje, a naziva se prigusenje.
Na slici 14. prikazane su vrijednosti odziva modela okvira od plastike i aluminija (slika 13.)
izmjerene laboratorijskim pokusima na potresnom stolu. Ocekivano, amplitude titranja
modela se smanjuju s vremenom, Sto se odvija brze kod plasticnog nego kod aluminijskog
okvira.
Kod priguSenog sustava kineticka i potencijalna energija titranja opadaju zbog razliitih
pojava Sto ¢emo objasniti kasnije. Zasad je dovoljno istaknuti da priguSenje treba ukljuciti u

matematicki model.

/‘,@l -
) ~] aluminij
akcelerometri ili

plastika

pobuda ~0 /
ABUBG%%%—FI O O 1

Slika 13.: Model okvira od aluminija ili plastike na potresnom stolu

1.0
0.8 aluminij
0.6 |
0.4
0.2
0.0
02
0.4
0.6

'?'2 lw—=] blisko ubrzanje grede i stola
"o 2 3 4 5 6 7 8

'orecla (I) - 1.’!.sml (t) [g]

i

1.0
0.8 ii, =0.915g plastika

1
0.6 1, =1110s 7 = 0.076g
0.4
0.2
0.0 "'VV"V‘
-0.2
-0.4
-0.6 3
08 stol naglo zaustavljen

Wy t/ 2 3 4 5 6 7 8 t[s]
| |

[ | l
pobuda slobodni odziv

iigrcda (f) = iisttﬂ (f) [g]

Slika 14.: Slobodni odzivi modela od aluminija i plastike

! osciliranje, vibriranje, njihanje, periodi¢no gibanje
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

1.2. Formulacija problema

Dinamicki problem ¢emo formulirati na priguSenom sustavu s jednim stupnjem slobode.
Promatramo okvir bez mase, s koncentriranom masom na sredini grede, a kao model
prigusenja uzet ¢emo viskozni prigusivac (slika 15.). Pretpostavit ¢emo da stupovi i greda
nisu rastezljivi (EA — o) i da nema vertikalne pobude. Znaci, dinamicki stupanj slobode je
bocni pomak u. Na okvir djeluju dvije pobude, a to su vanjska sila 1 pomak tla (tipini

primjeri u praksi bi bili vibrirajuci stroj i potres). Opisani sustav je prikazan na slici 16.

rupice
;— cilindar

o

=] =]
=1

klip

Slika 15.: Viskozni prigusiva¢

LT ==

m
p()
T Stroj ——
m=0
e b A
viskozni potres |{ u,
priguivac

Slika 16.: Pobuda sustava s jednim stupnjem slobode: vanjska sila i pomak tla od potresa

Sada ¢emo objasniti zaSto postoji samo bo¢ni pomak u. Naime, ako pretpostavimo da nema
uzduznih deformacija ( EA — o), pomak u je u ¢vorovima grede jednak, a vertikalni pomak
¢vora grede v =0. Posljedi¢no, svejedno je da li na okvir djeluje sila p(¢) u lijevom ¢voru
grede ili sile p(¢)/2 u oba ¢vora grede (slika 17.). Znaci, vrijedi uvjet antimetrije pa je okvir

istoznacan poluokviru (kao nepoznanice ostaju u i ) (slika 18.).

p(0) p(1)/2 P2 p(1)/2
—_— = —_— —_—
T
k k — k k — k

Slika 17.: Uvjet antimetrije na okviru - pobuda

Pretpostavljamo da je masa tockasta pa je r=0 i rotacijska inercija mase I =mr’>/2=0.
Stoga, kut zaokreta € nije dinamicki stupanj slobode, ve¢ samo staticki. Uz beskonacnu
aksijalnu krutost ( EA — o), dobivamo da su svuda deformacije €, =0, naprezanja ¢,, =0 i

uzduzne sile N =0. Ipak, iz uvjeta ravnoteze slijedi da su samo u gredi uzduzne sile N =0.
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

Slika 18.: Uvjet antimetrije na okviru — progibna linija

1.3. Odnos sile i pomaka
Promatrajmo okvir prikazan na slici 19. optere¢en vanjskom statickom silom f; u smjeru
pomaka u. Staticki uvjet ravnoteZe vanjskih 1 unutarnjih sila glasi:

ku = f; 5)
JednadZba (5) je linearna za male, a nelinearna za velike pomake (slika 19. dolje).

u

= vanjska sila
fs 1 | - fs
S5
unutarnja sila =37
7
N 1 k sy
a k
1
k=,
1 - U - U
u()
odrediti &
potom: u = f /k
C

Slika 19.: Odnos sile i pomaka na okviru: nelinearna i linearna veza

1.3.1. Linearna veza sile i pomaka

Za linearne sustave odnos bocne sile i rezultirajueg pomaka je linearan. Krutost bo¢noga
smjera je sila za jedini¢ni bo¢ni pomak.
Odredivanje fleksijske krutosti na okviru (slika 20.): ponavljanje?

12EI. 24l
P

(6)

neizmjerno kruta greda : k= z

stupovi

3EI. 6EI
k= z h3 = h3

(7)

neizmjerno gipka greda :

stupovi

2 Gradevna statika 1: Metode pomaka (http://www.grad.hr/nastava/gs/bilj2/mp1.pdf)
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

u u
El = ElL =0
_fs /7_.f5
L |/ L b,
4
’~__obostrano ~>—konzola /
upeti stup a
7 8 T, 7. 77

l 1
t 1
Slika 20.: Grani¢ni slucajevi krutosti grede okvira

Primijetimo da je raspon grede okvira uvijek L=const., a grani¢ni slucajevi krutosti ne ovise o
L. Vrijedi:

k lEIb—>oo ey

[, 500= =4, krutost raste najviSe 4 puta. (8)

EIb:O
Za opéi slu¢aj (EI, >0 i EI, >0) upotrebljavamo inZenjersku metodu pomaka®. Koeficijenti

matrice krutosti su prikazani na slici 21.
kyy=4EI | h+ 4El,/ L

o kot =CELIK  ky=6EL N kyz = 2Ely/ L

oy

L EIb AN VY
“D > P ™ 2(12EI) _ _6EI,
U 1 =_..f3 Uy = 1 klZ_ 5
h El EI, gyoel T h
A ~ A 7 7 74
L L =2h i
T T

Slika 21.: Odredivanje krutosti okvira

Sile na krajevima Stapova k,,, i=1,...,3 odredujemo za jediniCni pomak u, =1, uz ostale
sprijeCene pomake (u, =u, =0). Slicno moZemo dobiti sile k,, 1 k,;. Uz navedene
pretpostavke vrijedi:
24 6h 6h || u, fs
El, 2 2
| 6h 6h”  h” |u, |=| 0| 9)
6h h’> 6h% | u, 0

zal, =1, Ku=f jest:

Sustav ima tri staticka i jedan dinamicki stupanj slobode. Upotrijebit ¢emo postupak staticke
kondenzacije za eliminaciju onih stupnjeva slobode kojima ne pripadaju dinamicka
opterec¢enja. U ovomu slucaju iskoristit ¢emo uvjet da nema opterecenja u smjeru rotacijskih
stupnjeva slobode u> 1 u3. Prvo ¢emo izraz (9) napisati tako da ¢emo grupirati ¢lanove koji se

odnose na dinamicki stupanj slobode i one koji se odnose na staticke stupnjeve slobode:

k, Kk, {ul}{ fs} k., =24EI/k* k,, =EI/R’[6h 6h] 10
ky, Ky jlw,| [0 w, =[u, w] k, =EL/IK[6h 6h]"
pri cemu je:
K _EI 6h* h’ ko, 4k 0, = f (1
2w hr 6k’ k,u, +K,u,=0=>u,=-K'k, u’

3 Gradevna statika 2: http://www.grad.hr/nastava/gs/bilj2/mp2.pdf
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

Kutovi zaokreta postaju ovisni 0 boénomu pomaku u;:

EI

B

Rabedi izraze (10) — (12) dobivamo:

k1,2K;,12k2,1 =1

%

6h® h’
h*  6h’

" EL[6h
7 en|"

61
=—— |u,.
Th|1

fs = kl,lul _k1,2 K;,12k2,1u1 = (kl,l _kl,zK;,lzkz,l)ul
u2 bocna krutost k
k, [-2] K3, |2]k,|=1 skalar!
2 1
2 1
24E1  EI 1 El
BB Eligy o)) =2 ELy,
h h Th|l 7 h
k

Znaci, ukupna bo¢na krutost okvira je k =

1.3.2. Nelinearna veza sile i pomaka

96 EI

7 h®

(12)

(13)

(14)

(15)

Za vecte pomake gradevine, odnos sile i pomaka nije pravac (slika 19. lijevo dolje). Ta

funkcija nije jednoznacna jer jednom pomaku u moZze pripadati viSe sila f; 1 obratno. Za

proracun je potrebno poznavati POVIJEST pomaka u, odnosno f, = f [u(?)].

Funkcija f; —u (urazini grede) za dinamicki proracun moze se odrediti (slika 22.):

(a) nelinearnom statickom analizom uz zadani zakon ponaSanja 0 — ¢ ili primjenom

(b) krivulje PLANIRANOG spoja (npr. M — @) prema SPOROM ciklickom pokusu.

==

idealizacija
statickog

pokusa

u

—

.ﬂ-‘\ M u
/We

LI B

/L\'/idealizacija
[ pokusa

naprezanje [MPa|

vlaéna proba: d=20 mm

11
stati¢ki pokus -
(spori prirast £ )-

————

granica ratunskog

dijagrama:

£, = 10% ili 20%
| | 6 i

ST a8 ea 8 1 13 13 w4 18 18 17
relativna deformacija [%]

1818 20 21 22

Slika 22.: Odredivanje funkcije fs-u
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

Na slici 23. prikazan je odnos sila-pomak za jedan konstruktivni Celi¢ni element dobiven

ispitivanjem u laboratoriju (slika 24.), kojeg upotrebljavamo u pristupu (b).

3500 T
i o 'y
? 1. 2 EZ - :* l i i/ /'l
2 200 > ==Y Iy, L . ;
- E P A ; ':,I T T / ‘

3 i
wARNAIEERNE
3 1000 - .-, 7 f’ r" '

2 ol /2 AT/
3 500 Im ) / / ! ‘
: [T N

| [ b .

05 j i 0005 |/ 000/ QoI5 / | 0020 0025 | 0031C
U PANEL DISTORTION Yav (RAD) { i

| /: J I ,/ /

i o S :

i 4.7 -1 |

{-Is;céj & ,1_.,/" =z 22 i | |

B byl ! b

'I% 2000 staticki pokus -
= ! (spori prirast y)-
L l I SR N R O
Slika 23.: Primjer ispitivanja, Slika 24.: Odnos sila-deformacija za Celi¢ni
izvor: prof. Toshihiro, Daido Institute, Nagoya konstruktivni element

Vaznost nelinearnih modela:

a) ocekujemo raspucavanje i tecenje pri jakim potresima i

b) troSenje seizmicke energije pri plasticnim deformacijama.
Zbog toga mozZemo pretpostaviti manje seizmicke sile na konstrukciju, no vaZzno je
napomenuti da je teSko osigurati kontrolirana oStecenja bez ugrozavanja Zivota! Primjer teSko

oStecene zgrade pri potresu u Kini, 2008. godine dan je na slici 25.

1)

Slika 25.: Primjer zgrade oStecene u potresu (pokrajina Wenchuan, Kina)
http://nees-anchor.ceas.uwm.edu/wenchuan_earthquake/eeri_Ife_wenchuan.html
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

1.4. PriguSenje

1.4.1. Model prigusenja u elasticnom podrucju

Pojave koje uzrokuju prigusenje u elasticnom podruc¢ju su sljedece:
® uuvjetima pokusa:
— otpor zraka pri gibanju modela
— radijacijsko priguSenje zbog Sirenja valova kroz tlo, itd.
¢ dodatno, na realnoj konstrukciji:
— trenje u CeliCnim spojevima
— otvaranje i zatvaranje mikropukotina u betonu
— trenje izmedu nekonstrukcijskih i konstrukcijskih elemenata
Tesko je definirati matematicki model svake ove pojave. Zbog toga upotrebljavamo

zamjenjujuci grubi model svih pojava: linearni viskozni prigusivac (slika 15.)

Toy
vanjska sila

gipkp . ¢
j/—[ ! unutarnja sila
foe -

Slika 26.: Ponasanje linearnog viskoznog prigusivaca

Sila prigusenja je proporcionalna brzini:

fp, =cu, gdje je c[Ns/m] — koeficijent viskoznog priguSenja. (16)
Koeficijent viskoznog prigusenja c bira se tako da se obuhvate svi mehanizmi prigusenja koji
uzrokuju troSenje energije u elasticnome podrucju. Zato se model priguSenja i naziva
EKVIVALENTNO viskozno prigusenje. Ono se ne moZe odrediti iz dimenzija konstrukcije (kao
krutost i masa), ve¢ se odreduje pokusima iz slobodnog ili prisilnog titranja. Ekvivalentnim
viskoznim priguSenjem modelira se troSenje energije u elasticnom podru¢ju. Opcenito,
koeficijent ¢ nije konstantan, nego ovisi o iznosu elasticnog pomaka, ali se to najcesce ne
uzima u obzir pri dinamickim analizama, nego se vrijednost ¢ smatra konstantnom, uz iznos

pri deformaciji, u,, =u, (na granici teCenja), jer ionako idemo i dalje, u plasti¢no podrucje.

A u(l) A () ‘ c(u) # const.

DA Al
VeV

Slika 27.: Odziv u vremenu sustava s prigusenjem uz ¢ # const.
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

1.4.2. Model priguSenja u plasticnom podrucju

Zbog redovito neelasticnog ponaSanja #
5
.. . ye , .. v dd —
konstrukcija pri veéim opterec¢enjima trosi s Pl
L [ s
se dodatna energija koja je jednaka o /
staticki ~ »_ ovesammo ¢
povrsini ispod krivulje f; —u . Prigusenje u pokus 7 L i ¢
U
.y . . 7 it
plasticnom podru¢ju se ne modelira / o
. . . v . , . Ve
viskoznim  priguSenjem  ve¢ izravno L “~__ dinamicki
. . . sy 4 okus
nelinearnim  dinami¢kim modelom sa “ .

fs—u krivuljom (slika 19.). Treba biti
oprezan jer je funkcija fs —u odredena na Slika 28.: Model prigusenja u plasticnom podrudju
temelju statiCkih pokusa. Razlika prema dinamic¢kom pokusu se obi¢no kompenzira

povecanjem viskoznog prigusenja (slika 28.).
1.5. Opterecenje (pobuda)

Vanjsko optereCenje p(f) je promjenjivo (i Cesto slabo poznato!) pa su i sve veli€ine
promjenjive u vremenu. Kao sile otpora gradevine na vanjsku pobudu javljaju se elasti¢na (ili
neelasticna) sila f () 1 sila priguSenja. RjeSenjem dinamicke jednadZbe dobit ¢emo
nepoznate veliine: pomak u(t), brzinu u(¢) i ubrzanje i(¢), iz kojih se zatim mogu odrediti

unutarnje sile M (¢), T(t), N(t) te naprezanja o(t), 7(t) i deformacije &(t), ¥(t).

1.6. Formulacija jednadzbe gibanja

1.6.1. Primjena 2. Newtonova zakona

Na slici 29. prikazane su sile koje djeluju na masu okvira u nekom trenutku ¢. Sile otpora su

suprotne od pobude i u bilo kojem ¢ vrijedi:

rezultanta f(t) = p(t)— f,(t)— f,(¢) djeluje na masu m (17)
prema 2. Newtonom zakonu je: f(¢t) =mii(t) 1 p(t)— f5(t)— f, () = mii(t) (18)
o0 i 20 fr =- p)
fs fs -—
Jfo =~ fp =~

Slika 29.: Ravnoteza sila na okviru

JednadZba gibanja sustava s jednim stupnjem slobode glasi:
mii(t) + [ () + f (1) = p(1) (19)
Uz: f, =cu(t) [izraz (16)]1 f(¢) = ku(t) [izraz (5)] dobivamo:
mii(t) +cu(t)+ku(t) = p(t)

.y . (20)
mii(r) +cu(t) + f[u(®)] = p(r)
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

1.6.2. Primjena D’Alembertova principa dinamicke ravnoteze

Prema D’ Alembertovu principu dinamicke ravnoteze fiktivna sila inercije jednaka je umnosku
mase i ubrzanja f, () = mii(t) te djeluje suprotno od ubrzanja ii(t) . U bilo kojemu trenutku ¢

sustav je u ravnoteZi i vrijedi:

L@+ [0+ f () = p(o). 1)

1.6.3. Rastav na neovisne podmodele

Vanjsko opterecenje p(t) uzrokuje gibanje konstrukcije koje se moze opisati pomakom u(?),
brzinom u(¢) i ubrzanjem ii(¢) . Sustav se moZe prikazati kao kombinacija triju komponenata
(slika 30.):

® u(t) aktivira samo krutost k : okvir bez prigusenja i mase,

® u(t) aktivira samo priguSenje c: okvir bez krutosti i mase,

® ji(r) aktivira samo masu m : okvir bez krutosti i prigusenja.

pl1) Is glpko o ko Ji

gip
AT AT @- -~
;,;{/::,’/ﬁf;:: :
EAd—w | I
7 74 7 7 E20 m T

pomak u  brzinaz  pomak u brzina u ubrzanje i
ubrzanje i

EA— =
El>0

7

Slika 30.: Neovisni podmodeli: krutost, prigusenje i masa
1.7. Ekvivalentni model

Klasi¢ni model koji opisuje sustav s jednim stupnjem slobode je ekvivalentni model
sastavljen od mase, opruge i prigusivaca (slika 31.). Ako pretpostavimo da je apsolutno kruta
masa jednaka masi na gredi okvira, krutost opruge jednaka bo¢noj krutosti okvira (izraz (15)),
a koeficijent priguSenja jednak koeficijentu priguSenja okvira, da je podloga apsolutno kruta i
bez trenja te da je dinamicki stupanj slobode horizontalni pomak, tada je ekvivalentni model
istozna¢an dinami¢kom modelu okvira. TeZina mase (okvira) nema utjecaja na dinamicku

jednadzbu ¢ak i ako djeluje u smjeru gibanja modela, $to ¢emo pokazati u sljede¢em primjeru.

mg

!

_‘rgit'_ - p(i.')

!

podloga bez trenja  mg mg

SNNNNY

N
=

e
i
-

i

o
i A

Slika 31.: Ekvivalentni model: ravnoteza sila
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

1.7.1. Stati¢ko opterecenje

Kod ekvivalentnog modela kod kojega pobuda p(¢) djeluje u istomu smjeru kao i teZina w

(slika 32.), pomak u(#) mase m se mjeri od pocetnoga poloZaja u kojemu je opruga

nedeformirana.
NN
K e pocetno za dinamiku
-y Js(0) fp(0)
m|w=mg
T~ =l Too | i

Slika 32.: Ekvivalentni model: ravnoteza sila (vertikalni smjer)

Uvjet ravnoteZe tada glasi:

miu(t)+ f, () + f5 (1) = p(O)+w (22)
uz: fo@) =cu@) i fo(t)=ki(t) (23)
dobivamo: mit (t) + i (1) + ki (r) = p(t) +w (24)
ukupni pomak je: u(t) =0, +u(t) i J, =const. (provjes od w), (25)
odnosno: u(t) =ii(t), u(t) =ii(t) jer 0, neovisio ¢ (26)
Uvjet ravnoteZe postaje:
mii(t)+cu(t)+ku(t)=pt)+w (27)
Kad uvrstimo izraz (25) za ukupni pomak #(¢) u (27), dobit ¢emo:
mii(t) +cu(t) + k[0, +u()]= p(t)+w (28)
Uvjet staticke ravnoteze (ne ovisi o ¢) glasi:
ko, =w (29)
Znaci, konacna jednadzba glasi:
mii(t)+cu(t) +ku(t) = p(t) (30)

MoZemo zakljuciti da je poloZzaj staticke ravnoteZe pocetni poloZaj za dinamicki proracun
tako da je pomak u(t) zapravo udaljenost od poloZaja stati¢ke ravnoteZe. Za ukupni pomak ili

silu u opruzi ipak trebamo zbroj.

1.7.2. Poopéenje

Mnoge modele iz prakse mozemo svesti na ekvivalentni model - sustav mase, opruge i
prigusivaca, a na slici 33. je pokazan primjer stroja na gredi. Za model vrijedi ista dinamicka

jednadzba: mii(t)+ cu(t) + ku(t) = p(t).
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

o=

Y

Slika 33.: Primjer teSkog stroja na gredi
1.8. Pobuda potresom

U seizmicki aktivnim podrucjima, najvazniji problem dinamike konstrukcija je odrediti
ponasSanje gradevina pri pobudi potresom koju uzrokuje gibanje tla ispod oslonaca.
Pretpostavljamo istodobni dolazak potresa na sve leZajeve pa je pomak u,(7) svih lezajeva
isti. Ta pretpostavka je ispravna za vecinu konstrukcija jer je uobicajeno razmak lezaja mali
prema poluvalu Sirenja potresa, no za jako duge gradevine kao Sto su ve¢i mostovi, cjevovodi
i slicno, pretpostavka nece vrijediti.

Na slici 34. prikazan je jednostavni okvir pobuden potresnom pobudom.

pomak apsolutno
krutog okvira

e, ()

Slika 34.: Djelovanje potresne pobude (pomaka tla) na okvir

Pomake mase okvira m mjerimo od pocetnoga poloZaja okvira. Ako pomak mase prema
leZajevima oznac¢imo s u(t), ukupni pomak je:
u'({t)=u (@) +u(t) [ kruti + deformabilni dio] 3D

JednadZba gibanja po D’ Alembertovom principu glasi:

O+ 0+ f0)=0, p@)=0. (32)
Vrijedi (bez t):
f1l:f1g+f1’ sz:ng_i_fD’ fst:fsg"'fs’ (33)
azau (1)1 u,(1):
[5=1=0= O+ fr,0+ f(1)=0. (34)

Znaci:
mii' (1) +cu(t) +ku(t) =0,

(35)
uz: i’ () =i, (1) +ii(t).
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

Vrijedi:
mlii, (1) +1i(t)]+cu(t)+ ku(t) = 0 (sli¢no i kut zaokreta — izraz (42)) (36)
Konacno:
linearno : mii(1) + cu(t) + ku(t) = —mii  (t) 37
nelinearno:  mii(t) + cu(t) + f, [u(t)] = —mii (1) (38)

MoZemo primijetiti da su lijeve strane jednadzbi iste kao u slucaju opterecenja p(t) (izraz
(20)), a i desne su strane iste ako se pobuda oznaci kao:

P(t) = poy (1) = —mii (1) (39)
Istozna¢ni su modeli ako je sustav optere¢en ubrzanjem tla i (¢) ili efektivnom®* silom
potresa —mii, (¢) uz nepomicne leZajeve.

© @ Perilt) =—miiy(1)

22
. ug(t) e
nepomiéni lezaj

Slika 35.: Efektivna sila potresa za horizontalnu potresnu pobudu

Vazno je primijetiti da je efektivna sila potresa proporcionalna masi gradevine (ne tla!). Kad

projektiramo, trebamo voditi raCuna da povecanjem mase gradevine, povec¢avamo i silu

uf (uf)
w0,

potresa!

Pesi(t) = —mhb, (1)

7 nepomicni lezaj
Slika 36.: Efektivna sila potresa za rotacijsku potresnu pobudu

Iako se rotacijske komponente ubrzanja tla ne biljeZe pri potresima, one se mogu procijeniti iz
mjerenih translacijskih pobuda na poznatim dubinama. Ako promatramo djelovanje rotacijske
komponente potresa (kut zaokreta temelja €, ) na model konzole (slika 36.), pomak mase m
jest:
u'(t) =h6, (1) +u(t), (mali ,: tanf, =~ 6,). (40)
Uz:
ii' () = hé, (1) +ii(t), (h = const.), (41)

4 posljedi¢nom (jer je posljedica djelovanja potresa)
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vrijedi:
mlh, (t)+ii()]+ cii(t) + ku(t) = O (poput pomaka — izraz (36)). (42)

Konacno:

mii(t) + ci(t) + ku(t) = —mh 6, (1), (43)

pri ¢emu je efektivna sila potresa:
Per = —mh6, (). (44)

Istoznacno je zadati rotacijsko ubrzanje tla ég ili nepomicni lezaji p, .
Treba uociti da promatramo translacijski pomak mase, iako je pobuda rotacijska. Znaci,
translacijski je 1 stupanj slobode 1 efektivna sila. Kut zaokreta temelja mozZe biti znacajan kod

temeljenja visokih gradevina, primjerice, kod vodotornja ili silosa temeljenih na loSem tlu.

1.9. Slijed prorac¢una

1.9.1. Proracun pomaka, brzine i ubrzanja

Ako je za neki sustav zadana masa m, priguSenje ¢, krutost k za linearni ili odnos f[u(?)] za
neelasti¢ni sustav, te vanjska pobuda p(7) ili ubrzanje tla i (7), temeljni zadatak dinamike
konstrukcija je odrediti odziv modela kao ovisnost neke veli¢ine u vremenu. Pritom treba
rijeSiti prikazane dinamicke jednadzbe i odrediti pomak modela u(z), zatim derivacijama
dobiti brzinu u(t) i ubrzanje (), a za potresno opterecenje eventualno i ukupne vrijednosti
u()', u'(r) i i'(t). Primjerice, poznavanje u(z)’ je potrebno za odredivanje iznosa
seizmicCke dilatacije tako da pri potresu ne bi doSlo do udaranja zgrade o zgradu (slika 37.).
Ipak, najvazniji je podatak dinamicki pomak u(¢) jer unutarnje sile izravno ovise o

relativnom pomaku!

Slika 37.: Ostecenje zgrada na seizmickoj dilataciji
1.9.2. Proracun unutarnjih sila

Nakon §to je napravljen dinamicki proracun i odreden pomak u(¢), unutarnje sile i naprezanja

mogu se u svakomu trenutku 7 odrediti statickom analizom.
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Tu postoje dva pristupa:

1. Za poznati bo¢ni pomak u mogu se odrediti svi kutovi zaokreta (koji su eliminirani
statickom kondenzacijom); za sve poznate pomake krajeva Stapa mogu se odrediti
unutarnje sile (slika 38.) preko matrice krutosti (izraz (45)) i na kraju naprezanja iz
unutarnjih sila
(bo¢ni pomak — kutovi zaokreta — unutarnje sile > — naprezanja)

M, = 4?] 6+ 251 6, + 6;;1 u - 6;1 "
2E] 4EI 6EI 6E1

f a f 6b+ EZ ua fz ub

(45)
12E1 12E1 6EI 6EI
‘/a = 63 ud_ €3 ub+ €2 ¢l+ EZ 617
Slika 38.: Pomaci i sile na krajevima Stapa Vv - _ 12E1 u + 12E1 u, — 6ET _ OET o,
b 63 a 63 b g 2 a g 2 b

2. U bilo kojem trenutku ¢ ekvivalentna staticka sila (koja sporo djeluje) uzrokuje pomak
okvira u(t) pa se moZe izraziti kao f;(t) =ku(t). Unutarnje sile ili naprezanja zbog
djelovanja spomenute sile f; se u bilo kojemu trenutku ¢ mogu odrediti statiCkom
analizom. Primijetimo da su dinamicki u€inci sadrZani u rjeSenju u(z) .

(statiCko opterecenje f,(f) = ku(t) — unutarnje sile — naprezanja)

Primijetimo da u drugom pristupu vanjska boc¢na sila nije definirana kao f,(¢), ve¢ kao

fs(®), jer nije ispravno ukljuciti silu priguSenja u izraCun vanjske bocne sile

( fs" =—[f;()+ f, ()] = f,). Naime, u proraCunu konstrukcija se raCunski odredene sile u

elementima usporeduju s otpornostima presjeka koja su odredena statickim ispitivanjima

materijala (1 =0, f, =0).Znaci, otpornost presjeka je temeljena na statickim pokusima!

= o ' 4
POl p(n A s
N | petlja histereze
/s

[ ] é/ d

Slika 39.: Nepouzdanost modela

Dinamicki pokusi, ¢ak i pri pravilnoj sinusnoj pobudi, nisu pouzdani. Dolazi do velikoga
rasipanja petlji histereze (primjerice za AB, zide, kamen). Dodatno, djelovanje potresa je
nepoznato, nepravilno i sluc¢ajno, puno sloZenije od jednostavne sinusne ovisnosti! Znaci,
oblik petlje histereze (pa i ekstremi) su jo§ nepouzdaniji i nije ith moguce standardizirati

(propisati).

> Gradevna statika 1: http://www.grad.hr/nastava/gs/bilj2/mp1.pdf
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1.10. Kombinacije djelovanja

Pri dimenzioniranju konstrukcija potrebna je kombinacija statickih 1 dinamickih djelovanja.
Kao $to je poznato, kod linearnih modela vrijedi princip superpozicije, primjerice:® ukupni
moment savijanja je jednak zbroju momenata statickih i dinamic¢kih djelovanja,
M, )=M_ +M, (t),pajei M, funkcija vremena. U praksi rabimo dinamicki ekstrem:
M =M Sl+mtaxIM an @)1, znaci ekstremnu dinamiCku vrijednost koja povecava staticki

iznos. Premaslici 40.: M, =M ,+ M (¢,) (djeluju na istu stranu).

LR

(i) +

M M(z,) M)
X x

=~ =7 =~

K () / \
;oL :

Slika 40.: Kombinacija stati¢kih i dinamic¢kih djelovanja

Kod nelinearnih modela ne vrijedi princip superpozicije, ve¢ treba naslijediti sile 1 pomake iz
statiCke kombinacije, jer je potreban prorac¢un novih krutosti za pocetak dinamickog
proracuna. Primjerice, uzduZne sile utjecu na bocnu krutost konstrukcije - tlacna sila
smanjuje, a vlatna povecava krutost prema savijanju Sto moZe biti znacajno primjerice kod
visokih zgrada ili zavjeSenoga mosta (slika 41.).

ﬁ@g@:‘mmmw SWAWN A A i

........ ¥

Slika 41.: Primjeri nelinearnih modela realnih konstrukcija

© jzostavimo ovisnost o poloZaju presjeka x: pisemo (£), a ne (x, 1)
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Formulacija problema i postupci proracuna sustava s jednim stupnjem slobode

1.11. Postupci proracuna

Kao $to smo spomenuli u proslim poglavljima, glavni je zadatak dinamickoga proracuna
odrediti u(t) (potom unutarnje sile i naprezanja). RjeSavamo obi¢nu linearnu diferencijalnu
jednadzbu drugoga reda s konstantnim koeficijentima:

mii(t) +cu(t)+ ku(t) = p(1). (46)
Nazivamo je obi¢nom jer sadrZi obi¢ne, a ne parcijalne derivacije; linearnom jer nema
potencija vecih od jedan; drugog reda jer postoji najviSe druga derivacija, te s konstantnim
koeficijentima jer su m, ¢ i k konstante.
Za jedinstveno rjeSenje moramo zadati pocetne uvjete (za t=0). Buduéi da se radi o
jednadzbi drugoga reda, trebaju nam dva pocetna uvjeta: pocetni pomak #(0) i pocetna brzina
u(0) . Konstrukcije ¢esto miruju prije dinamicke pobude, a takvi se uvjeti (x(0) =0, u(0)=0)

nazivaju homogenim pocetnim uvjetima.
1.11.1. Klasi¢no rjesenje

Klasi¢no analiticko rjesenje’ diferencijalne jednadZbe gibanja se dobije kao zbroj homogenog
(komplementarnog) i partikularnog rjeSenja:

u)=u,(t)+u,() A7)
Naravno, zbroj vrijedi ako je jednadZba linearna (vrijedi princip superpozicije).
Komplementarno rjeSenje uc(¢) za p(t)=0 zadovoljava pocetne uvjete, a partikularno rjesenje
uy(t) za p(t) ima oblik pobude i ne mora zadovoljiti pocetne uvjete.
Ovaj postupak je pogodan za:

e proracun slobodnog titranja (za p(f)=0) i

e analiticki definirane funkcije pobude p(7).

1.11.2. Duhamelov integral

Jo§ jedan poznati pristup rjeSavanju jednadzbe gibanja je uporaba specijalnoga oblika
konvolucijskog integrala koji se naziva Duhamelov integral, pri ¢emu je funkcija opterecenja

prikazana nizom kratkih impulsa (slika 42.).

N

I
T

Slika 42.: Objasnjenje konvolucijskog integrala

Odziv modela jednak je sumi odziva za svaki impuls p(7):

u(t) =—— [ p(r)sinl @, (1~ )ld7 (48)
ma, *°

7 Mat. 2: http://www.grad.hr/nastava/matematika/mat2/node29.html
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RjeSenje (48) vrijedi za homogene pocetne uvjete 1 @), = N
Ovisno o definiranju funkcije pobude trazi se rjeSenje integrala:
¢ analitiCka funkcija: moguce analiticko rjeSenje integrala ili
e numericki definirana pobuda: numericka integracija (trapezna, Simpsonova, Gauflova
formula).
ZnacCi, Duhamelov integral se moze proracunati numerickim metodama (proracun u
vremenskom podrucju), no treba ipak napomenuti da postoje uc¢inkovitije numeri¢ke metode

za odredivanje dinamickog odziva.

1.11.3. RjeSenje u frekvencijskom podrucju

Transformacijske metode (Laplaceova i Fourierova transformacija) se upotrebljavaju za
rjeSavanje linearnih diferencijalnih jednadzbi. Budu¢i da je koncept obiju transformacijskih
metoda vrlo slican, u daljnjem tekstu ukratko ¢e se pokazati upotreba Fourierovih
transformacija u dinamickoj analizi u frekvencijskom podrucju.
Fourierovom transformacijom se pobuda u vremenu p(t) definira u frekvencijskom podrucju
kao funkcija P(w) koju €ini niz harmonijskih funkcija, a odziv modela jednak je sumi odziva
za svaku funkciju niza.
Skrac¢eno: p(t)—P(w)—U (@w)—u(t)

Motivacija za koriStenje spomenutih transformacija moZe biti ucinkovitije rjeSavanje
Duhamelovog integrala.
Ovisno o definiranju funkcije pobude, koriste se postupci:

e analiticka funkcija: analiticko rjeSenje integrala,

¢ numericki definirana funkcija: diskretna Fourierova transformacija (DFT),

o algoritam: brza Fourierova transformacija (FFT) — vrlo ucinkovita.

Metode u frekvencijskom podru¢ju se ucinkovito mogu primijeniti pri medudjelovanju

konstrukcije i neomedenog medija, na primjer kod mostova (slika 43.) i brana (slika 44.).

Slika 43.: Inacica mosta kopno - Peljesac
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Slika 44.: Medudjelovanje brane i vode u velikoj akumulaciji (neomedeno)
izvor: http://www.epoch-suite.com/casestudies.html

1.11.4. Numericko rjesenje

Sve dosad spomenute metode su temeljene na principu superpozicije $to znaci da je njihova
primjena ograni¢ena samo na linearne modele. Znaci, ne mogu se upotrijebiti za analizu
neelasti¢nog odziva gradevina pri jakim potresima.

Numericke metode se temelje na zamisli vremenske diskretizacije pri ¢emu je funkcija
pobude analiti¢ki ili numeric¢ki definirana. Numericke metode se mogu upotrijebiti i za

linearne i1 za nelinearne modele.

1.12. VrSne vrijednosti

Odziv modela prema bilo kojoj metodi je u funkciji vremena, no od posebnog interesa je
odrediti vr$nu vrijednost odziva odnosno amplitudu.
Po definiciji je vrSna vrijednost odziva MAKSIMUM APSOLUTNE VRIJEDNOSTI funkcije odziva,

rozm;lxlr(l‘)l, r(t)=u(t),...,Mt),...,0(t),... (49)

1 uvijek je pozitivna veli¢ina.
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2. Sustav s jednim stupnjem slobode: slobodno titranje

2.1. Slobodno titranje bez priguSenja

Slobodno titranje ( p = 0)® sustava s jednim stupnjem slobode bez prigusenja (¢ = 0) moZe se
izraziti diferencijalnom jednadZbom:
mii +ku = 0. (50)
Jedine pobude sustava su pocetni uvjeti, pocetni pomak u(0) i/ili po€etna brzina 1 (0). Na
primjeru okvira sa slike 45. govorimo o uspravnom ili otklonjenom okviru na pocetku
mjerenja vremena (¢ = 0). Moguc¢i pocetni uvjeti su:
® uspravni okvir, @: @ ©)

—  u(0) =1(0) = 0: nema gibanja _u(()) LIJ z(r](O #0

(p=0), rjeSenje: u=0 mmumio
- u(0)=01 u0)=0
e otklonjeni okvir, @:
- u(0)#0 1 u0)=0
- u0)#0 i u0)=0

. . o Slika 45.: Objasnjenje pocetnih uvjeta na okviru
JednadZbu (50) moZemo pisati:

ku =—mii , u=—(mlk)ii (&1))
Ocito su funkcija i druga derivacija iste do na konstantu:

u=aii, a=-m/k —konstanta (52)

Idealan izbor rjesenja jednadzbe (50) jest:

u=e", ii=s%",(s>=a) (53)
Ako uvrstimo u (50), dobit ¢emo:
(ms*+k)e" =0, (e" >0) (54)
Izraz je jednak nuli ako je:
ms* +k =0, (karakteristi¢na jednadzba) (55)
RjeSenje jednadzbe (55) je:
s =—kim, s, =tk m=tS-1k/m = tio, (56)

v . ey . .. . . t . t
pri éemu su s, , = +i@, karakteristi¢ni korijeni, a pomaci su: e i e .
Budu¢i da se radi o linearnoj jednadzbi, vrijedi princip superpozicije Sto znaci da je linearna

kombinacija e i " takoder rjeSenje. Dakle:

u(t) = Ae’ + Ae™ (uvrstite u mii+ku =0)° (57)

8 vise ne¢emo dosljedno pisati funkcijsku ovisnost o ¢

° Mat. 2: http://www.grad.hr/nastava/matematika/mat2/node29.html
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Nakon uvrStavanja izraza (56) u (57) konacno dobivamo:

i@ t

u(t)=Ae " + Aze_iw”t (58)

RjeSenje (58) je u imaginarnom podrucju (sadrZi imaginarnu jedinicu), a znamo da je titranje
okvira realan problem s realnim rjeSenjem — pomak u(¢). Logic¢an korak je prelazak u realno

podrudje za $to rabimo Eulerov obrazac!'?:

e =cosxtisinx. (59)
Uz
x=at, (60)
dobit ¢emo:
+i . . v . .
e " =coswttisin@t $touvrstimo u izraz za u(r). (61)

Budu¢i da je pomak realna veliCina, konstante A1 1 A2 moraju biti konjugirano kompleksni

brojevi:
A,=axbi=> A+A =2a=A, (A—-A)i=2bi-i=-2b=B. (62)
RjeSenje u realnom podrucju glasi:
u(t)=Acos@t+Bsinat, (63)
a brzina je
u(t) =—-,Asin@,t+ @, Bcos . (64)

Iznosi konstanata A i B se odreduju iz pocetnih uvjeta:

u(0)=A1 u0) =w,B. (65)
Konacno rjesenje jest:
u(0)

Rjesenje (66) daje funkciju gibanja: titranje oko ravnoteZnog poloZaja u =0 (slika 46.).

u(t) =u(0)cos,t+ sin ) t. (66)

T, =2nlw,
“ (0) b
amplituda,
u(©0) amp ]|Udd' u,
a u=0 c e ] / ¢
uspravni
poloZaj
e R — -

b g Ug o

Slika 46.: Slobodno titranje sustava bez prigusenja

10" http://en.wikipedia.org/wiki/Buler’s_formula#Using_calculus
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Primijetimo da se bilo koji poloZaj ponavlja svakih
27/ @, sekundi (primjer: a 1 e): identian je pomak i
brzina (nagib tangente). Dio krivulje a —e opisuje jedan
slobodni titraj okvira. Ovakvo gibanje naziva se >

jednostavnim  harmonijskim  gibanjem (opisano @, =const.

harmonijskom funkcijom) pri ¢emu je prirodna kruZna

frekvencija titraja konstanta @, =+/k/m [rad/s] (indeks \
n: od engl. NATURAL). <\

3

pojasnjenje kruzne frekvencije. Slika 47.: Prirodna kruZna

Trag pera na papiru koji namatamo frekvencijom

o, =const. (slika 47.) moze posluziti za fizikalno

Prirodni period titraja (titrajno vrijeme) jest: frekvencija titraja

T = 2—7[ [s] trajanje titraja [s] (67)
w

n

a prirodna (ciklicka) frekvencija titraja:

f, = TL = ;o;[ [Hz] broj titraja u sekundi [s™] (68)

n

Rije¢ PRIRODNA istie slobodno titranje, bez prisile. Svojstva titranja @, , T, 1 f, ovise
SAMO O MASI I KRUTOSTI, a ne o pocetnim uvjetima u(0) i #(0)!

Ako imamo dva okvira jednake mase m, kru¢i okvir (veca k) ¢e imati vecu frekvenciju f,,a
manji period 7, . Sli¢no, ako imamo dva okvira jednake krutosti k, teZi okvir (ve¢a m) imat
¢e manju frekvenciju f,,aveci T, .

Ako je pomak od teZine u promatranom smjeru (str. 21):

5, = mglk (69)

uz k=mg /o0, mozemo odrediti kruznu frekvenciju, frekvenciju i period bez dinami¢koga

a)nz\/Ez i, ]’;1=2_ﬂ.=27z' i, fn:izL i (70)
m \ 9, @, g T, 27\o,

Uobicajeni periodi u zgradarstvu se kre¢u od 0,1 do 2,0 sekunde.

proracuna:

Primijetite na slici 46. da sustav titra izmedu dvije amplitude *u,. Za pojaSnjenje, skicirajmo
meduovisnost brzine i pomaka. Ako deriviramo pomak (izraz (66)), dobit ¢emo brzinu

u(t) =—ou0)sinat+u(0)cosmt/ :, (71)
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Zatim kvadriramo u(t) i u(t))@, i zbrojimo, grupiramo po [u(0)]* i [u(0)/®,]’, uz

sin® @t +cos’ @t =1 te kona¢no dobivamo jednadzbu kruZnice u sustavu (i(t)/@,,u(t)) :

7 I 0
o K e 10 /[’mwz o[ EOY
"0 —= | +u@®) =u0)"+| —=| (72)
NP SRV e o
- u(0) +{ p }_____ x2 72

Slika 48.: Slobodan odziv: analogija kruznog i harmonijskog
gibanja

Prema slici 48. polumjer r jednak je amplitudi titraja:

u, = \/u(O)z +(%} . (73)

Amplituda ovisi o pocetnim uvjetima (i frekvenciji — k 1 m).

U grani¢nim slucajevima (neizmjerno kruta greda okvira nasuprot grede bez krutosti) omjer

frekvencija iznosi najvise dva:

k f24EI, fﬁE]C
@, lEIb—wa: \/% = W;’ @, |E1b:0= W (74)

Za neizmjerno krutu gredu okvira sa zglobnim leZajevima kruZzna frekvencija jest

0=\ (75)
m

i dva puta je manja od kruZne frekvencije upetoga okvira s istom gredom. Znaci, osim o

svojstvima Stapova, prirodna frekvencija @, ovisi i o rubnim uvjetima.

2.2. Slobodno priguseno titranje

JednadZba slobodnoga titranja ( p = 0) s priguSenjem glasi:
mii+cu+ku=0 (76)

Definiramo dva vazna koeficijenta: ¢, i ¢,

2
ey =2ma, =2km =2 =S o€ (77)
, c, 2mo,
priemuje: ¢ — mjera utroSene energije za jednog (slobodnog ili prisilnog)

harmonijskog titraja
c,, — kriti¢ni koeficijent priguSenja (nema titranja)
¢ —koeficijent relativnog prigusenja (dio kriti¢ne vrijednosti )

Koeficijent relativnog prigusenja ¢ osim o ¢ ovisi i o svojstvima modela: masi i krutosti.
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Ako podijelimo izvornu jednadzbu (76) s m iuz @, =~k /m , dobit ¢emo zapis ovisan o ¢ i
®, (T,) koje ¢esto rabimo u praksi:'!

i +20@ i+ = 0. (78)

2.2.1. Vrste prigusenog gibanja

Na slici 49. prikazana su tri slucaja priguSenog gibanja u(r) za pocetni pomak u(0):
e (=1, (c=c,): vratanje u poloZaj ravnoteZe bez titranja,
e (>1,(c>c,,):isto, ali sporije (manjim prirastima) i
e (<1, (c<c,,): titranje sve manjim amplitudama.

[ |
1 T . . . .
kriticno prigusenje, £ =1

nadkriti¢no prigusenje, £ =2

e
=
=0 - /T,
" | \/ N N .
1 2 3
\podkritiéno prigusenje, ¢ = 0,1
14 (jednostavno harmonijsko gibanje s prigusenjem)

Slika 49.: Slobodno titranje sustava s podkriti¢nim, kriti¢nim i nadkriti¢nim prigusSenjem

Kriticni koeficijent priguSenja c,, je najmanji iznos viskoznog priguSenja koji sprjeCava
titranje. Znaci, razdvaja gibanje bez i s titranjem. U gradevinarstvu je prirodno prigusenje vrlo
malo pa je zanimljivo slabo (podkriti¢no) prigusenje, ¢ <c, (¢ <0,1). Cak i amortizeri
automobila imaju ¢ <0,5.

Necemo se baviti granicnim (kriticnim) priguSenjem c=c,, 1 jakim (nadkriti¢nim)
priguSenjem ¢ > ¢, , iako u praksi postoje. Primjerice, ko¢ni mehanizam za zatvaranje vrata je

nadkriti¢no prigusen. PuStanjem vrata dolaze u pocetni poloZaj bez titranja.
2.2.2. Slabo priguSeni sustav

Ako promatramo odziv slabo priguSenog sustava prikazanog jednom od krivulja na slici 49.,
mozemo primijetiti da sustav opet titra lijevo — desno, sli¢no rjeSenju za ¢ =0. Znadi,
mozemo pretpostaviti isto rjeSenje jednadzbe gibanja:

u(t) =e*. (79)
Kad uvrstimo (79) u jednadzbu (78), dobit ¢emo:

(s> +2lw s+@)e" =0, (e >0). (80)

" ¢4 1 { definirani su tako da diskriminanta karakteristi¢ne jednadZbe novog zapisa i$¢ezne za (=1 (c=cy). Radi se o posebnom obliku odziva

— bez titranja. Zapis (kanonski) je jednostavniji; sadrZi samo dvije konstante.
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Karakteristi¢na jednadZba jest:

s’+2lo s+ @’ =0, (81)
a karakteristi¢ni korijeni:
S0 = @, (= +i1=-%), 1-07>0. (82)
Vrijedi princip superpozicije pa kombinacija e i e™' takoder daje rjeSenje.
Opet vrijedi:
u(t) = Ae" + A, 1-¢* > 0. (83)
Uvrstimo s, 1 5,:
_ —{a}nr ia)Dt —ia)Dt
ut)=e (Ale +Ae ) (84)

Primijetimo da je izraz u zagradi slian rjeSenju bez prigusenja (izraz (58)), samo je umjesto

w, kruzna frekvencija priguSenog titraja @), :

o, =0 J1-°. (85)
Kad u zagradu uvrstimo Eulerov obrazac:
¢"“P" = cos myt +isin w1, (86)
zagrada postaje:
Acos @,t+ Bsin w,t. (87)
Ukupno rjeSenje je dakle:
u(t) = e *' (Acos @t + Bsin @,1), (88)

a konstante A i B odredimo iz pocetnih uvjeta u(0) i u(0):

A=u(0), B=O*c@u0) (89)
a)D
Kona¢no dobivamo odziv slobodnog prigusenog sustava kao:
o (0 0) .
u(t) =< M@wwm+ﬂli@ﬂL%m%J. (90)
a)D

Za prigusenje ¢ =0, rjeSenje je jednako gibanju bez prigusenja. Na slici 50. prikazani su
slobodni odzivi nepriguSenog i prigusenog sustava uz iste pocetne uvjete za oba modela. Iz

rjeSenja (90) 1 slike 50. ocito je da je prirodna frekvencija priguSenog titraja @, .
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uy (0) neprigusena
pT pe-Cnt diraligte konstrukcija
— .
Iy T prigusena
u(0) —_—— konstrukcija
u, —_—
-
P | — == .
— 7
- e lont T, =2na,
Tp = 2mop £=0,05
Slika 50.: Utjecaj prigusenja na slobodno titranje
Prirodni period priguSenog titraja jest:
T, =27lw,, 1)
a veza prirodnog perioda priguSenog 7,, i nepriguSenog titraja T :
T 2 2 T, 9
p=—""= = . ( )
@, @ 1-¢ J1-¢°

Amplituda titranja opada eksponencijalno, a ovojnica se moze odrediti kao:
+pe (93)

pri éemu je p iznos najvece amplitude (za ¢ = 0)'2. Na slici 50. moZemo uo¢iti da su diralista
ovojnice malo udesno od vrsnih vrijednosti u, .

Koristeci se (67), (91) i1 (92), moZemo dobiti izraz:

=i (94)
kojeg kvadriramo i dobijemo jednadZbu jedini¢ne kruZnice:

(@y/@,) +{ =1 (95)

Na slici 51. prikazan je odziv priguSenog sustava primjenom kruznice, sli¢no kao na slici 48.

za nepriguseni sustav.

&#0

Slika 51.: Odziv sustava prikazan preko kruznice

12 bez izvoda: p= J_r\/[u(O)]2 + [M}
,

D

36



Slobodno titranje

Prigusenje ¢ smanjuje vrijednosti prirodnih frekvencija titraja s @, na @, , dakle povecava
period (T, >T,). Za uobiajena prigusenja u gradevinarstvu (¢ <0,20) te razlike su
zanemarive (slika 52.; promatramo 1. kvadrant gdje su @,, @, i { pozitivni), dakle moZe se
uzeti da su frekvencije i periodi priguSenih sustava jednaki onima od nepriguSenih sustava
(w,=w,, T, =T, ). Primjerice, za AB konstrukcije koeficijent relativnog priguSenja iznosi
¢ =0,05 pa je prirodna kruZzna frekvencija prigu$enog u odnosu na nepriguSeni sustav
®, =+1-0,05"m =0,9987®,. Ako je koeficijent relativnog prigusenja ¢ =1, prirodna
kruZna frekvencija priguSenog sustava je nula (@, =0, 7, —c0) i nema titranja. Nasuprot
tome, ako je koeficijent relativnog priguSenja ¢ =0, prirodna kruZna frekvencija prigus$enog i
nepriguSenog sustava je jednaka (w, =@,, T,6=T,), pa sustav slobodno titra istom
amplitudom.

podrudje prigusenja
vec¢ine konstrukcija

1 06 (0p/,)” + =1

if 0.4

0.2

0 02 04 06 08 1
relativno prigusenje &

Slika 52.: Utjecaj prigusenja na prirodnu frekvenciju titraja
PriguSenje znaCajno utjeCe na brzinu smirivanja titranja (naravno vrijedi da za vece

priguSenje, imamo manje ciklusa do smirivanja titranja) Sto moZemo primijetiti na slici 53.

Pobuda svih primjera prikazanih na slici je po€etni pomak u(0), [#(0) = 0].

1

* C=2% ¢ =5%
r WA AN AAAAAAAA Ana AAAAA—
g JUUUVWVVV"“ [V
g | | | ¢ =10% l | | ¢ =20%
0 dnvl\vnvnv._ 1PN
N 0 5 110 1I5 20 5 1I0 1I5 20

t/T, t/T,

Slika 53.: Slobodno titranje sustava za razli¢ita prigusenja
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2.2.3. Zakon opadanja vrsSnih vrijednosti

Ako analiziramo omjer pomaka udaljenih za T, , u(t)/u(t+7,), koje uvrstimo u rjeSenje
u(t) (izraz (90)), dobit ¢emo:

278
-{o, £
u(t) _ _gwer _gaE/T] _ 5T o2 , (96)
ut+T,) e "me > "P[/]
pri cemu je kracenje uglatih zagrada oznaceno s [/] jer je,
2
cos, (t+T,) =cos@, (t +—) = cos(@W,t +27) = cos w,t . 97)
a,

D
Na isti na¢in moZemo dokazati da vrijedi sin@, (t+7,)=sin@,t. Izraz (96) moZemo
upotrijebiti za bilo koje uzastopne vrijednosti, takoder udaljene za 7,, (ne moraju biti vr§ne

kao na slici 54.), pa vrijedi:

A AN
\/ \/ NV U0y (98)

i+l

Slika 54.: Amplitude prigusenog titranja

Prirodni logaritam omjera u, / u,,, naziva se logaritamski dekrement '*:

i+1

§=Ini = _2m (odnosno - e’). (99)

b
/ 2
Ui 1-¢ U,

Za slabo prigusenje /1—¢? =1, pa priblizno vrijedi:

0 =21l (100)
10
2=l 5= 2nL
£ "V
8
g
z
3 6 W
= PR
= -1
vl 4 ,’ T~
= Ltz
E 2
=2 i’
=T1]
=
0

0 02 04 06 08 1
relativno prigudenje &

Slika 55.: To¢an i pribliZan odnos logaritamskog dekrementa i koeficijenta relativnog prigusenja

13 logaritamsko opadanje
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Primijetimo na slici 55. dobro podudaranje to¢ne i priblizne vrijednosti logaritamskog
dekrementa za ¢ <0,2 (podru¢je veéine konstrukcija). Ako je razlika uzastopnih vr$nih
vrijednosti mala, Sto je slucaj kod slabo prigusenih sustava, te§ko je precizno izmjeriti bliske

vrijednosti amplituda pa je pozeljno uspostaviti omjer udaljenih amplituda, nakon j titraja:

. A B ™ (101)
I/lj+1 U, U u, I/th Jj puta
Prema tome:
. 1
A =e”=j5, J=—In-2 =21l (102)
U, J Uiy
Primjerice, broj titraja potreban za smanjenje amplitude na pola jest:
1 u 1 0,11
jEs—=Ih——=—M2= (103)
278w, 278 ¢

1 prikazan je na slici 56. u ovisnosti o priguSenju.

12
10

8

jSO% 6

0 0.05 0.1 0.15 0.2

koeficijent prigusenja {
Slika 56.: Broj titraja potreban za smanjenje amplitude na 50 % izvorne vrijednosti

2.2.4. Odredivanje priguSenja i perioda pokusom

PriguSenje ¢ nije moguée odrediti analitiCcki, ve¢ se mora odrediti pokusom: titranjem
gradevina. Jedan nacin odredivanja prigusenja pokusom jest slobodnim titranjem koje
mozemo realizirati potezanjem konstrukcije uZzetom koje potom naglo otpustimo (slobodno
titranje uz u(0) 1 u(0) =0). Za slabo prigusSene sustave vrijedi:

u, 1 i,

1
= In = In L.
¢ 2rj wu.,. 27wj U, (104)

Prvi izraz je dobiven iz logaritamskoga dekrementa za i =1, a drugi izraz deriviranjem omjera
u(t)/u(t+T,) (izraz (96)):
21¢
i (=G wn_)ze_aj"[[/ | _ oy _ i (105)
i(+7,)  (~fw,) e e )]
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Opet imamo poniStenje zagrada [/] jer se drugom derivacijom trigonometrijske funkcije ne
mijenjaju. Drugi dio izraza (104) nam je vaZan jer je lakSe je mjeriti ubrzanje nego pomak
konstrukcije.

Naime, morali bismo myjeriti pomake i preko Im (x 50 cm), Sto je nezgrapno, te ne smije
nastati dodatni pomak zbog ubrzanja uredaja. Drugim rijeCima, uredaj mora reagirati staticki
na dinamicku pobudu, titranje gradevine. To ostvarujemo velikom masom i malom krutosti
uredaja $to konstrukciju uredaja ¢ini nezgrapnom. Tada je period uredaja puno veci od

prirodnog perioda zgrade (T,”"* > T,*“ ) pa uredaj prakti¢ki stoji dok zgrada titra.

w —mii(t)
.-.“ u(t)

—_—r=

mii_+ct .+ ku = —mii(l)
—_—

mj mj mj

=0, uredaj miruje

Slika 57.: Odredivanje prigusenja i perioda mjerenjem pomaka

Prema slici 57. vidimo da se ovaj problem svodi na titranje sustava s jednim stupnjem slobode
opterecenim pomakom leZaja u(f). Samo sada je leZaj greda okvira kojeg mjerimo, a uredaj je
jednostupanjski sustav prikazan ekvivalentnim modelom. Dakle, pobuda je u(¢), a opterecenje
uredaja p_. =—mii(t). Kao da je greda okvira zapravo tlo. Budu¢i da uredaj prakticki miruje
iz dinamicke jednadzbe ostaje samo: ku, =-mi = u =—(m/k)i=—(1/ a)nz)ii. Pobudena
gradevina  titra  po zakonu U = U, Sin @t = i = —u, @, sin Wyt . Tada  je
U, =1/ @] u, @, sin Wyt = u, sin@,t, (@, = @,). Prema tomu U, =u pa mjerimo pomak
grede. Prirodni period sustava 7, se takoder moZe odrediti mjerenjem vremena potrebnog za
titraj (slika 58). Usporedbom s iznosom iz proracuna 7, =7, = 27Jm [k , mozemo dokazati

valjanost usvojenog modela, racunske mase 1 krutosti.

Tp Tp

SRR e
VAAVARVARV.

Slika 58.: Zapis ubrzanja sustava koji slobodno titra

Rekli smo da je mjerenje ubrzanja jednostavnije. Radi pojaSnjenja treba rijeSiti dinamicku

jednadzbu za p(t) #0, a do sada smo analizirali samo slobodno titranje ( p(¢) =0).
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2.3. Energija slobodnoga titranja

Energija slobodnog titranja sustava s jednim stupnjem slobode uz pocetne uvjete u(0) 1 1(0)

je zbroj potencijalne i kineti¢ke energije koju unosimo u sustav:
1 2 1 . 2
E, =Ek[u(0)] +Em[u(0)] . (106)

Potencijalna energija E(f) ovisi o deformaciji okvira (opruge), a kinetiCka energija E, () o

brzini mase:

1 |
Es(t)zak[u(t)]z, EK(t):Em[u(t)]z. (107)
Ako nema priguSenja u sustavu, ukupna je energija samo iz dva dijela,
1 2 1 .72
E () +E () :Ek[u(t)] +Em[u(t)] : (108)
Kad uvrstimo u i u slobodnog titranja bez prigusenja (izrazi (66) i (71)), dobit ¢emo:
1 (0 ’
E 1) = —k[u(O) cosat+1Qgin a)nt} : (109)
2 ,
I 10 ’
E (1) :Ema)f {—M(O) sin a)nt+Mcos a)nt} : (110)
a)n

DokaZimo da vrijedi zakon oCuvanja energije. Prvo raspiSemo i zbrojimo potencijalnu i
kinetiCku energiju, E (t) 1 E (f), zatim uvrstimo a)n2 =k/m 1 grupiramo po [u(O)]2 i

[LZ(O)/ a)n]2 te upotrijebimo identitet: sin® @,¢+ cos’ @t =1. Na kraju ostaje:

1 2 1 . 2
Es(t)+EK(t)=Ek[u(O)] +Em[u(0)] =K, (111)
Ocito ukupna energija ne ovisi o vremenu i jednaka je pocetno uloZenoj energiji (slika 59.).
\E(r) E, =E () +E,(1) VE(r) E, =E(0)+E (1)+E, (1)
N "trosenje energije"
E (1
RONVANRD < E @) |Eo®)
Ey (1)
¢ ! !
u(0),4(0) =0 u(0),1(0)=0 4
Slika 59.: Energija slobodnog titranja bez Slika 60.: Energija slobodnog titranja uz
priguSenja priguSenje

Ako promatramo sustav s priguSenjem, potencijalnu i kineti¢ku energiju, E¢ i E,, moZemo
odrediti uvrStavanjem rjeSenja u(f) priguSenog sustava (izraz (90)) i brzine u(¢) u izraz (107).
Ukupna energija ¢e se sad smanjivati s vremenom zbog rasipanja energije priguSenjem (slika
60.). Znaci, uz potencijalnu 1 kineticku energiju, pojavljuje se 1 energija priguSenja E,(f) (rad

sile priguSenja f, na u)ivrijedi: E, =E,+E, +E, 1 (Eg+E,)—0, E, > E,.
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UtroSak energije (ordinata) E,, iznosi (¢ = const. ):
E, = [ fydu = (ciiyidt = c[ 'idr. (112)

2.4. Slobodno titranje uz Coulombovo trenje

Ako zelimo analizirati model konstrukcije s tarnim prigusiva¢ima, primijenit ¢emo
Coulombovo trenje. Ono jest trenje suhih povrSina, a sila trenja se moZe izraziti kao F = uN ,
pri cemu je 4 koeficijent trenja, a N sila okomita na tarne plohe. Sila F je suprotna od
smjera gibanja (smjera brzine, ne pomaka!), a elasti¢na i sila inercije su uvijek istoga smjera
(pomak i ubrzanje su suprotnih predznaka, a sila inercije je suprotna ubrzanju, Sto znaci da je

u smjeru pomaka).

_— . . <}——'
smjer gibanja
w W
= U .
koeficijent # l
- trenja
i ki -— -‘f:L ki - fl

Slika 61.: Ravnoteza sila uz Coulombovo trenje
ult)

u()=0
0 I [

u(1)<0

|

LI(!)I ‘

o

|

W o

1. jednadzba | 2. jed ‘adiba
I

ii(1) I |
0 1/ ii(0)>0

M ii(£)<0

Slika 62.: Pomak, brzina i ubrzanje sustava uz Coulombovo trenje

JednadZba gibanja s desna na lijevo i rjeSenje te jednadzbe su:
mii+ku—F =0, mii+ku=F, (113)
u(t)=Acosot+B sin@t+u,,

u, = F/k, (partikularno rjeSenje),

dok su za gibanje s lijeva na desno:
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mii+ku=-F, (114)
u(t)=A,cosot+B,sin@t—u,..

Svaka jednadzba vrijedi za pola titraja.

Ako gibanje pocinje s desne strane, pocetni su uvjeti: #(0) nadesnoi u(0)=0.
Iz rjeSenja prve jednadZbe moZemo odrediti konstante: A, = u(0)—u, , a iz derivacije: B, =0.
Konacno rjesenje jednadZzbe gibanja s desna na lijevo za prvih pola titraja jest:

u(t) =[u0)—u,]cosat+u,, 0<t<rlw,. (115)

A linearno
ok /"

:k.- — —
= static¢ki T dup
uz pomak u(0) - 4u, 7§L — y
A T, TR/ o, \_"‘7*4’;1",1?

T ST 2
() +2u, NoL—

Slika 63.: Slobodno titranje sustava uz Coulombovo trenje

Prema slici 63, amplituda iznosi u(0)—u, (funkcija je translatirana za u, ). Jednadzba (115)
vrijedi do ©#=0, za 7#/w, =T, /2 1 tada je pomak: u(T 6 /2)=-u(0)+2u,. Zatim iz
mirovanja (# =0) kre¢emo u desno i vrijedi rjeSenje druge jednadzbe (114), a uz pocetne
uvjete u(T,/2)=-u(0)+2u, 1 u(7T,/2)=0 dobivamo konstante: A, =u(0)—3u, 1 B, =0
liz u(1)].

Konacno rjesenje jednadzbe gibanja s lijeva na desno za drugih pola titraja jest:

u(®) =[u0)=3u,lcoswt—u, 7wlw<t<27/®, (116)

Amplituda iznosi u(0)—3u,, a pomak funkcije —u, . Jednadzba (116) vrijedi do u=0 za
2r/@, =T, (slika 63.) 1 tada je pomak: u(7 )=u(0)—4u,. Razlika amplituda iznosi:
u, —u, =4u, , (openito, u, —u,,, =4u, ). Zatim iz mirovanja krecemo opet u lijevo pa vrijedi
jednadzba (113), a uz pocetne uvjete: u(T,)=u(0)—4u, 1 u(T,)=0 odredimo A, 1 B,, pa
dobivamo:

u(t) =[u(0)—=5u,Jcosot +u,, 2rlw, <t <37l w,. (117)
Amplituda iznosi u(0)—5u, , a pomak funkcije u, . Primijetimo da je za pola titraja potrebno
vremena 7/@,, a titraj za T, =27/ @,. Znaci, trenje ne utjeCe na period slobodnog

neprigusenog titraja.
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Kod Coulombovog trenja vrijedi linearni (ne eksponencijalni) zakon opadanja amplituda, a do
zaustavljanja gibanja dolazi kad je amplituda #, manja od grani¢ne u, (elastiCna sila ku, je
manja od sile trenja F = uN ). Konacni polozaj sustava je pomaknut u odnosu na izvorni
ravnotezni poloZaj, a laganom ga treSnjom obi¢no mozemo vratiti u pocetni polozaj u =0.

Primijetimo da viskozno prigusSenje ne zaustavlja gibanje (amplitude su sve manje, ali nikada
jednake nuli). Buduc¢i da se konstrukcije ipak zaustavljaju, trenje sigurno postoji, no najéesce
se ne modelira izravno, ve¢ se koristi zamjenjujuc¢e viskozno prigusenje. Iznimka su tarni

prigusivaci kod kojih se modelira i trenje.
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3. Sustav s jednim stupnjem slobode: harmonijska pobuda

Analiza odziva sustava s jednim stupnjem slobode na harmonijsku pobudu je nezaobilazna
tema u dinamici konstrukcija, ne samo zbog primjene u inZenjerskoj praksi (primjerice, odziv
na pobudu ekscentricnom rotiraju¢éom masom), ve¢ i zbog uvida u ponaSanje prema drugim

tipovima pobude. Takoder, rezultati su primjenjivi na pobudu potresom.
Harmonijska pobuda jest p(t)= p,sinax ili p(t)= p,cos@t, pri ¢emu su p,, @ 1 T
amplituda, frekvencija i period pobude (prisile), prikazani na slici 65.

P
amplituda, p,

/.

N4

Slika 64.: Harmonijska pobuda

period, 7' =27/ ®

Na slikama 65.-67. prikazani su neki primjeri harmonijske pobude iz inZenjerske prakse.

Slika 65.: Primjer harmonijske pobude: turbogenerator Koncar
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3.1. Harmonijska pobuda kod sustava bez prigusenja
Diferencijalna jednadzba gibanja za sustav bez prigusenja i pobudu u obliku funkcije sinus
jest:

mii +ku = p,sin @t (118)
Pocetni su uvjeti (za =0, poCetak opterecenja): u(0) i u(0). Budu¢i da je jednadzba
linearna, vrijedi princip superpozicije. Ukupno rjeSenje jest:

u(t) = u, (1) +u, (0), (119)
pri ¢emu je homogeno rjeSenje (za p =0, izraz (63)):

u,(t)=Acoswt+Bsinat. (120)

Partikularno rjeSenje (za p #0) moZemo izabrati tako da je oblik funkcije pobude i odziva
isti, ili traziti da zbroj funkcije i druge derivacije bude jednak funkciji sinus. Dakle, funkcija
sinusa je dobar kandidat:

u,(t) = Csinar, odnosno ii, (1) =—Ca’sin or. (121)
Kad (121) uvrstimo u jednadzbu (118), dobit ¢emo: C(k—m@*)=p, i C = p,/ (k—ma’).

Uz m=k /@, dobivamo:

Py 1
= 122
k1-(w/®,)’ (122)
i partikularno rjesSenje jest:
. Py :
u, (t)=Csin@t =———————sinax, O#* Q,. 123
a2 k1-(wlw)’ (123)
Ukupno (homogeno i partikularno) rjeSenje jednadzbe (118) jest:
u(t) = Acos@,t+ Bsin a)nt+&;sin wr .
—— k1-(olw,)’ (124)
partikularno
Za odredivanje konstanata A i B odredimo brzinu:
. . Py
u(t) =—-Aw, sin @t + Ba, cos @t + ————————cos ax. 125
® o k 1-(0lw,) (123)
Iz pocetnoga pomaka slijedi: u(0) = A, a iz pocetne brzine:
. Do @
u)=Bw +—. 126
© "k 1-(wa,) (120
Prema tomu, konstante A i B su:
(0 ol @,
A=uw©), B="0_ P z (127)

k1-(olw,)

Nakon $to konstante A i B uvrstimo u rjesenje (124), kona¢no dobivamo:

n
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u(t)=u(0)cosw,t + uO _p_ o, = |sin@,r + Po— inar.
)k 1-(wlw) k1-(wl o)’ (128)
prolazni dio prisilni, ustaljeni dio

Titranje ovisi 0 sin(-) i cos(-) jer su funkcije od 7, a ostalo su konstante. Prolazno titranje
sadrzi Clanove sin@,t 1 cosa,t 1 predstavlja titranje frekvencijom slobodnog odziva @,, a
ovisi o pocetnom uvjetu u(0) i zagradi [ : ] . Prisilno, ustaljeno titranje sadrZi ¢lan sin @, koji

predstavlja titranje frekvencijom pobude @ (vodeno i traje koliko i pobuda).

24 ukupni odziv o/w,=0,2
ustaljeni (prisilni) u(O) 0,5p,/k
1 odziv w(0) = a.p, /k
-1 41
3
0 0.5 1 15 2
/T

Slika 68.: Titranje neprigusenog sustava pri harmonijskoj pobudi

Budu¢i da postoji pobuda, moguce je gibanje i uz homogene pocetne uvjete. Kad uvrstimo
u(0) =1(0) = 0 u jednadZbu (128), dobit ¢emo:

Do 1 . o .
U(t) =——— | smaX——Ssmma.t |. 12
® k 1—(a)/a)n)2( W " j (129)

Prolazno titranje jest razlika ukupnog i prisilnog odziva, a u slucaju bez prigusenja traje
vjecno, konstantnom amplitudom. Realno je ipak da nakon nekog vremena iS¢ezava pa otuda
naziv PROLAZNO. Nakon S§to prolazni dio iSCezne, ostaje samo prisilni dio (konstantne

amplitude, uz sin @t ) [pogledati drugi dio izraza (128)]:

1
u(t)=(u ——  |sinax, 130
(1 =( S[){l—(w/wn)z} (130)
pri emu je (u,), = p,/ k >0 amplituda statickog pomaka: '*

P _ P sinat,  (mii+ku= p,sinar). (131)

=0

ug (1) =

Ako zamislimo lagani okvir (m = 0) kod kojega je zanemariva sila inercije, pomak okvira jest
staticki, ali ovisi o vremenu jer je p(¢) funkcija vremena [izraz (131)].

Ako istaknemo odziv i pobudu, dobivamo:

14 ili kra¢e samo stati¢ki pomak
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1 1 :
M(t)—;{w} P, SIn @it (132)

Predznak zagrade u izrazima (130) ili (132) odreduje smjer odziva prema smjeru pobude.

5 T

Na slici 69. punim linijama su ozna¢ena dva
4}

slu¢aja mogucih predznaka zagrade: X Hl —(w/o, )ZHJ
* za w/w <1 (w<w®,), zagrada je ‘_ J\7

pozitivna pa su u(t) i p(t) istoga

/

o

smjera (pomak je u fazi s

[1 A(rz)/(o‘!)j_l
/

opterecenjem)
e za w/w >1 (0>wm,), zagrada je

negativna pa su u(t) 1 p(t)

b kb b o S
—

suprotnoga  smjera, (pomak i L . 1 . ; ; !
opterecenje su izvan faze) omjer frekvencija, @/ @,

Slika 69.: Faktor [1-(ow/ wx)*]"! u ovisnosti o omjeru
frekvencija

Ako navedeno zapiSemo matematicki, dobit ¢emo op¢i zapis prisilnoga odziva u obliku:

u(t):(uS‘)OL—(a)/a) )z}sina)tzu0 sin(@rt — @), (133)
pri ¢emu amplituda u, 1znosi:
1
=W)y| — |, 134
o (“){Il—(a)/a)n)zl} (139

a prema definiciji je pozitivna pa se zbog toga pojavljuje apsolutna vrijednost nazivnika.
Znaci, gubimo predznak zagrade (prebacimo ga uz funkciju sin @ ), a nadoknadimo ga rabeci

fazni kut ¢. Time dobivamo:

(135)

0 W< o in ¢,
sin(at —¢@), ¢= { “ o S

180° zaw>w, -—sinar.
Ako je ¢ =0, pomak se mijenja u smjeru opterecenja, a ako je ¢ =180", pomak se mijenja
suprotno opterecenju (slika 70.). Za ¢ =180, dolazi do KASNJENJA odziva u(t) za
opterecenjem p(t)

sin(@r—¢) =0 a-g=0=1=2=_% T
[0 2
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P o Au)
¢=0 u, sin et
P t u, i
p(; Sin (()l\/ \/
p(0) u(r) ¢$—0
¢ =180° - G P oblikovno zaostajanje
Py ! m ¢ ©odziva za pobudom
Py sinot Yl / —u, sin ot
= t=T/2

Slika 70.: Optereéenje i pomak u ovisnosti o faznom kutu

Jo§ jedan vaZan zapis prisilnog odziva jest (uvodimo oznaku R, ):

u(t) =Mu0 sin(@t — @)= (u,), R, sin(awt —¢@), (136)

usl 0
pri ¢emu je R, dinamicki koeficijent ili koeficijent pove¢anja pomaka, a dobiva se kao omjer
amplitude dinamickoga i staticCkoga pomaka (bez dimenzija):

R, = fo ! —>
), N-(ww) I

(137)

Na slici 71. prikazan je dinamicki
koeficijent u ovisnosti o omjeru

frekvencija. Mozemo primijetiti sljedece:

frekvencijska
L+ funkcija odziva

e ako je omjer w/w, <1, spora je
promjena opterecenja, a dinamicki
utjecaj je mali (R, =1);

e ako je omjer o/, >\/§,

dinamicki utjecaj je manji od

statickog (R, <1);

dinamicki koeficijent, R, =u, /(u ),

e kako se omjer frekvencija 1802
poveCava @/@, >1, dolazi do = i )
. . E o odzivu odziv protivan
brze promjene opterecenja, a = 90 -*Smljjel’él —-—— pobudi
. Sq L . pobude
dinamicki utjecaj je zanemariv &

(R; =0); 0 1 2 3
. . . . omjer frekvencija, @/ ®,
e ako je omjer w/ @, =1, izraziti je
Slika 71.: Dinamicki koeficijent i fazni kut za

dinamicki utjecaj (R 1).
jecaj (R, >1) nepriguseni sustav pri harmonijskoj pobudi
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3.1.1. Pojam rezonancije

Rezonancija je titranje modela pri kojemu je dinamicki koeficijent maksimalan, a
rezonancijska frekvencija je definirana kao frekvencija pobude koja uzrokuje rezonanciju.
Kod modela bez priguSenja, rezonancijska frekvencija jest vlastita frekvencija @), pri kojoj
dinamicki koeficijent nije ogranicen (tezi prema neizmjerno). Vazno je da velika amplituda ne
nastupa trenutno (raste u vremenu) $to je prikazano na slici 72. Primijetimo ako je @ =@, , ne
vrijedi odabrano partikularno rjeSenje prema izrazu (121). Analizirajmo, radi jednostavnosti,
titranje uz homogene pocetne uvjete. Uo¢imo da vrijedi:

lim u(t) = %, L'Hopitalovo pravilo :

-,

" 138
. . D, dldafsin o — (w/w,)sin @) t] (138)
lim u(¢) = lim > .
o>, -0, k d/d(lil - ((l)/a)n) ]

Deriviranjem po @ (ne po t), dobivamo:

potcosat—(l/m,)sinwt o,

Iim u(?) = lim , 139
-0, o-o, k 2w/ a)nz , ( )
1 . .
u(t) = —E%((ontcos o —sin@r), uz uvjet: ®= @, . (140)
30 1
20 A
0 T /2 3T, /2 /ﬂ
AT
N
’Tn
220
-30 y
0 2 4 6 8 10
tT,
Slika 72.: Odziv neprigusenog sustava u rezonanciji
Uz staticki pomak (v, ), = p,/ k 1 vlastitu frekvenciju @, =27 /T, dobivamo:
u(t 1( 27t 2nt . 2;t
@) = ——( cos —sin j (141)
(usl )0 2 T;l n n

Period iznosi 7, , a ekstremi (maksimum pa minimum) nastupaju svakih 7, /2. Ako je j broj
titraja ( j=1,2,...), vrijeme nastupa ekstrema je u sluaju maksimuma t=(j—-1/2)T, a
minimuma t= j7,. Iznosi ekstrema (uvrstimo t=(j—-1/2)T, pa t=jT,) su

u; =x(j—1/2)(u,), za maksimum, a u, = -7 j(u,),za minimum.
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Prirast vr§noga iznosa nakon svakoga titraja (uzmimo minimume) je konstantan i iznosi
lu, N =lu; 1= () 7 (j+1) -7 jl=7(u,), = rp,/k . Budu¢i da je prirast konstantan,
ovojnica rasta je pravac. Amplituda (opCenitije, pomak) raste prema neizmjerno. Pri tome
pretpostavljamo neograni¢eno vazenje Hookeova zakona, no realno postoji iznos kriti¢noga
pomaka u, pri kojemu pocinje pucati krhki, a te¢i duktilni materijal. U oba slucaja nastaje
promjena krutosti k, pa i frekvencije @, = Jkim pa viSe nema rezonancije jer frekvencija
prisile viSe nije jednaka vlastitoj frekvenciji (@ # @, ). Primijetimo da kriticni pomak ne

nastaje trenutno, ve¢ se postiZze nakon odredenog vremena ¢, (slika 73.).

u(r) - e:X: \‘mr

— - ukw' t
~ | =
=<7
tkr !\ T~ ~
Slika 73.: Vrijeme nastupanja Kkriticnog pomaka Slika 74.: Pobuda turbinskog stola
u rezonanciji ekscentri¢cnom masom turbine

PozZeljno je da konstrukcija Sto brze prode kroz rezonanciju (¢t < t, ). Primjerice, kod pobude
turbinskoga stola ekscentricnom masom turbine (slika 74.), oblika p(¢) = p,sinax, gdje je
0<w<w,6aw jeradna frekvencija turbine i @), je frekvencija slobodnog titranja stola (u
praksi je najceS¢e @, > @, ), pri pokretanju ili zaustavljanju uvijek postoji slucaj pri kojemu je
o= w,, $to predstavlja prolaz kroz frekvenciju slobodnoga titranja stola koji treba trajati Sto
krace. Frekvencija pobude @ mora odmah dalje rasti (padati), a ne ¢ekati pri @ = @), jer tada

(prema slici 73.) vrijeme ¢ teCe prema ¢, , a pomak u raste prema u,, .

3.2. Harmonijska pobuda s prigusenjem

3.2.1. Prolazni i prisilni dio odziva sustava
Ako postoji priguSenje, jednadZba gibanja sustava s jednim stupnjem slobode pri
harmonijskoj pobudi jest:

mii+cu+ku = p,sin @, uz: u(0)1i u(0). (142)

Homogeno rjesenje jednadzbe je odziv pri slobodnom titranju s prigusenjem iz izraza (88):

u (t)= ¢ ' (Acos @,t+ Bsin w,t). (143)
Partikularno rjeSenje (prisilno titranje zbog pobude) trebamo izabrati tako da je isti oblik
pobude i odziva. Logi¢na pretpostavka bi bila funkcija sinus. No to nije rjeSenje, jer je prva
derivacija (treba nam za proracun sile prigusenja — drugoga ¢lana lijeve strane u izrazu (142))

funkcija kosinus pa nema jednakosti kad se tako odabrano partikularno rjeSenje uvrsti u izraz
(142).
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Zato ¢emo rjeSenje pretpostaviti kao zbroj funkcija sinus i kosinus §to je takoder zapis

)15

funkcije sinus (poput pobude) '’ i opisuje titranje lijevo — desno. Dakle:

up(t)=Csina)t+Dcosa)t. (144)
Ako prikazemo osnovnu jednadzbu (142) s pomo¢u ¢ (podijelimo je s m), dobivamo uz
c/lm=2{w, ikim=aw:

ii+20w i+ au=2siner. (145)
m

Deriviranjem u,,(¢) 1 uvrStavanjem u jednadZbu (145), dobivamo:

—Cw’ sin wt — D@” cos wrt + 2{w, (Cawcos ax — Dwsin ax) + a)f (Csinax+ Dcos wt) =

TG) i U
’ r ’ (146)
=20 Gin .
m
Potom, izmnoZimo zagrade i grupiramo po sin @f i cos @ :

2 2 . 2 2 _Po 1
[(a)n -@ )C—2§’a)na)D}sma)t+[2§a)na)C+(a)n - )D]cosa)t =—sinat /-—  (147)

m )

n

Jednakost vaZzi za svaki trenutak ¢ samo ako su ¢lanovi uz sin@r i cos@* jednaki. Nakon

dijeljenja izraza (147) s @, uz m@. = k , dobivamo dvije jednadZbe:

2
1—{2j ]C—(Z{ﬁ D =&, ¢lanovi uz sin @t,
n a)n k
, (148)
2§£jC+[1—(£j D =0, ¢lanoviuzcos@t.
a)n wn
Ako rijeSimo sustav jednadzbi (148), dobivamo:
2
_pO 1_(a)/a)n) _(u )b_c
- 2 - st/0 H
“li-(o0,) [ +12¢ (010, ne
(149)
P 2wl o, — ) b,
- 2 — WMo
“li-(wa) | +12¢ (@@, T n
Ukupno rjeSenje (zbroj homogenog i partikularnog) jest:
u(t) = e ' (Acos @yt + Bsin @,t) + Csin @t + D cos @ . (150)

prolazni dio prisilni, ustaljeni dio

Konstante moZemo odrediti poput A 1 B iz izraza (124) do (127) iz u(t) 1 u(t), uz u(0) i

u(0), no treba jo§ jednom napomenuti da prolazni dio titranja brzo i$¢ezava.

5 posin(@x—@)=Csinat+Dcosat, p, =\C*+D’ , tang=D/C
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2 1 ukupni odziv
e et asld ; w/w, =0,2
ustaljeni (prisilni) odziv u(O’j =0,5p,/k
> 0

11 w0)=o,p,/k
S = O 05
3 b =0 ﬁ
= W "o
g | k&g N\ /
ustaljena
-1 1 T (prisilna)
- I amplituda

(konstantna)

Y

T T T T 1

0 0.5 1 1.5 2

Slika 75.: Titranje prigusenog sustava pri harmonijskoj pobudi

Primijetimo da je rjeSenje sloZzeno €ak i za jedan stupanj slobode. Prolazno titranje jest razlika
ukupnog i prisilnog odziva i jednako je slobodnom titranju s priguS$enjem, a s vremenom
iSCezava. Zato analiziramo samo dio koji ostaje, a to je PRISILNI dio koji je poput pobude,
KONSTANTNIH perioda (pobude) i amplitude (slika 75.). Na kraju ¢emo istaknuti da ekstrem

moZe nastupiti i prije prisilnoga odziva.
3.2.2. Rezonancija s prigusenjem
Kad uvrstimo @=®, u izraze (149) za C i D, dobivamo: C=0 i D=—(u,),/(2{).

Uvrstavanjem u ukupno rjesenje (150), slijedi da je pomak:

(ust )0

u(t) = e ' (Acos wyt + Bsin w,t) —2—cos w,t, abrzina:

() =—Ce *' (Acos @yt + Bsin w,t) + e < (—Aw, sin w,t + Bw, cos )+  (151)
+ (ust )0 a)n

20

Treba odrediti i konstante A i B (nije potrebno L’Hdpitalovo pravilo). Zbog jednostavnosti

sin@t,

¢emo pretpostaviti homogene pocetne uvjete u(0) =u(0)=0. Kad deriviramo u(t), iz u(t) i

u(t) za t =0 dobivamo,

A=(uy),/20),  B=(uy),/J1-¢). (152)
Nakon $to (152) uvrstimo u ukupno rjeSenje (C i D odredeni ranije) i sredimo, dobit ¢emo

ukupni odziv sustava s priguSenjem u rezonanciji, prikazan na slici 76.:

(ust )0

u(t) = 2

4 sinwyt |—cosat |. (153)

/ 2 —_—
1 - ; ustaljeno

prolazno

e (cos Wt +
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20 ~
ovojnica ustaljena (prisilna) amplituda u rezonanciji
10 112§ i ' —
N wAWAWAWAWAWAWA
= 0 Q\[Y\l
T ThENL .
10 1124 B —— T ” ) 7 A
¢ =0,05
_20 T T T T T T T T T 1
0 2 4 T 6 8 10
Slika 76.: Odziv prigusenog sustava u rezonanciji
Maksimalna je amplituda za t — oo KONACNA (asimptota):
. u
lim 1u(r) =, = Yo
1300 2
jer e 50 max(cos @ 1) = *1.
Za slabo priguSenje, Clan uz sin je vrlo malii @, = @, pa dobivamo:
Uu. —
u(t) <)y (e o —1) cosat,
24/ zakon
amplituda titranja
jer je op¢i zapis funkcije kosinus: acos@,t i a je amplituda.
30 1
ustaljeno stanje =001
20 - to&ni u(t) / \
. 10 A /\ /\ ¢ =0.05
5 £=0.1
3 a
g 0 VAV V v V V v v V
=1
-10 -
220 -
il ustaljena amplituda (konstantna)
0 2 4 6 8 10

11T,

Slika 77.: Odzivi sustava razli¢itih priguSenja u sluc¢aju rezonancije

(154)

(155)

Znaci, amplituda raste prema zakonu eksponenta (ne linearno). Prigusenje smanjuje prirast

amplitude koji nije viSe konstantan. Vazno je istaknuti da iznos amplitude znacajno ovisi o

prigusenju (Clan e ), Sto je pokazano na slici 77. Takoder i maksimalna amplituda ovisi

obrnuto proporcionalno o prigusenju: u, = (u,),/2{, s porastom ¢ brie se dostizu

konstantne amplitude odziva. Zamijetimo da se radi se o stanju ustaljenog titranja jer je za

dovoljno veliki ¢ prolazni dio prigusen ( P —0) pa su jednake frekvencije odziva

(cos@,t — cosax ) i pobude (sin ar ).

55



Harmonijska pobuda

Odredimo broj titraja potreban za dostizanje ustaljenog stanja. Ekstrem nastupa nakon j

titraja (uzmimo minimum u ¢ = j7, =27j/ ®,):

2rj
27 0, '
] = (1), e " —1 |cos @, —27”,
1) 24 o,
U,

j
<1(j>0) (156)
u. =u,| e =1 |(£D).
%/_/
<0

Ako trebamo samo pozitivnu vrijednost (amplitudu), dobit ¢emo:

A S S

—=(e 1) (1) =1-e>"/, (157)

Uy

Omjer nije funkcija, ve¢ postiZe diskretne vrijednosti za j=1,...

lu; 1/ u,

T T T
10 20 24 30 40 48 50
j =broj titraja

Slika 78.: Ovisnost amplitude odziva o broju titraja u rezonanciji

Ako su vrijednosti spojene pravcima, lakSe ¢emo uociti zakonitosti. Uz slabije priguSenje,
potrebno je viSe titraja za dostizanje ustaljene amplitude. Primjerice, za dostizanje 95%
ustaljene amplitude, potrebno je 48, 24, 10 i 5 titraja za prigusenja ¢ od 0,01; 0,02; 0,051 0,1
(slika 78.). Znadi, prigusenje ¢ kontrolira iznos ustaljene amplitude u, i broj titraja j do

ustaljenog stanja.
3.2.3. Harmonijska pobuda s prigusenjem: prisilno stanje
Vrs$ni pomak i kasnjenje u fazi

Analizirajmo prisilno (ustaljeno) titranje pri harmonijskoj pobudi, odredeno izrazima (144) i

(149). Partikularno rjeSenje u(¢t) =Csinat+Dcosat uz proizvoljne konstante C 1 D
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(C=uycosg 1

uz'® kao:

Uotimo da

D

je

Uy )y
(ust )0

C’+D’=u,cos’p+u,sinp=u;, i D/C=-tang te

u(t) = u, sin(@r — ¢) =(u,),R, sin(ax—9) .

=—u,sing ) mozemo napisati kao u(t)=u,(sin@rcos@—cosaxsing), a

(158)

konac¢no:

u, =NC*+D* i ¢=arctan(-D/C). Uz izraz (149) prema kojemu je C =(u,),b./n,,

D=(uy),b,/n,1n.=n,=n dobivamo:

¢

u(e) 1 (ug),

14
| e 021 =0.041
|

)
/

Uy = (i1, )y (b2 +b2)n? = (u,),/\/n, jer je b2 +b> =n

w, _ 1
(), ~n’

u, 1

S (@) ] +12¢ (e,

arctan [—wj = arctan (—Z—] @ = arctan é’((o/a)n)z .

(uy)obeny, c 1-(vlw,)

9

dinamicki: #(1)/(u,),

ﬁ\‘qd =129 —_ 5
N staticki: u (1) /(u, ),
N f ,

N 2

\//r
o | s ‘r 0/0,=05

—= spora pobuda prlsil_no stanje:
amplituda = const.

o]
#=15 period = period pobude

o

: 51n27rt/ T
sm(a)t .;b)
| 021 =0.25 0/w,=1
$=90° s 272. n rezonancija

R sm(Zﬂ't/T ¢5)
R,;=0.32

7N
5./”_“\/ y—’"T“"-\/ y—"—‘\;_

e o &2m=046 $~166

\\ /\_/ \\ /\_/ \ #
~ ~ w/w,=2 s
brza pobuda

-

0

1 tid 2 5

(159)

(160)

Slika 79.: Prisilni dio odziva priguSenog sustava za razli¢ite omjere frekvencije sinusne pobude i prirodne

frekvencije

Crtamo u(t)/(uy), =R, sin2xt/T—¢) za Sto trecbamo R, i ¢. Ako odaberemo tri

vrijednosti omjera @/ @, 0,5; 1 i 2, uz prigusenje za sva tri slu¢aja { =0,2, moZemo odrediti

R, (1,29;2,5;0,32)1 ¢ (15°; 90°;

166°) 1 crtati u(¢)/ (u),, Sto je pokazano na slici 79. Na

slici je takoder ucrtan staticki pomak: u (¢)/(u,), =sin2zt/T koji se mijenja s vremenom

16 rabimo poznati identitet: sin(a— ) = sin & cos B —cos asin B
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zbog p(t), ali bez dinamickih ucinaka (mii =0, cu=0). Mijenja se poput p(¢): do na

konstantu 1/ k 1i1isti je za sva tri omjera @/ @), (ne ovisi 0 @), ).

5

£=0.01
0.1

0.2

frekvencijske
funkceije
odziva

dinamicki koeficijent, R, =u, /(u,),

180

fazni kut, ¢

gc

Slika 80.: Dinamicki koeficijent i fazni kut za priguseni sustav pri harmonijskoj pobudi

omjer frekvencija, w/m,

Na slici 80. prikazan je dinamicki koeficijent i fazni kut za priguSeni sustav pri harmonijskoj

pobudi. Dinamicki koeficijent je ovisan o omjeru frekvencija i prigusenju [R, = f(@/ ®,,{),

izraz (160)]. MozZemo primijetiti tri podrucja:

l. o/, <L1,(R,=1):

2. wlow,>1,(R,=0):

3. wlw,=1,(R,>1):

14
iy = (tty )y = 70
2
w, p
Lo _po 1

a)_

Po
-
ma

Po
u, =
27 k2 cow

n

(161)

(162)

(163)

Sve krivulje su ispod krivulje sustava bez priguSenja (¢ =0), prikazanog na slici 71.

Prigusenje ¢ >0 smanjuje dinamicki koeficijent R, pa tako i amplitudu pomaka za sve

frekvencije pobude. Smanjenje, koje je ovisno o frekvenciji pobude, moZemo promotriti s

obzirom na tri spomenuta podrucja:
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1.

Ako je promjena opterecenja spora (@/@, < 1), dinamicCki koeficijent je blizak
jedinici (R, =1) 1 slab je utjecaj priguSenja (krivulje za razliCita priguSenja su bliske).
U tome podrucju je amplituda pomaka gotovo jednaka kao i staticki odziv sustava

P,/ k 1uz zadani p,, pomak je kontroliran krutoS¢u (kao u statici).

Ako je promjena opterecenja brza (@/@, >1), s poveCanjem omjera @/ @, > 1
dinamicki koeficijent teZi prema nuli, a utjecaj prigusenja je slab (krivulje za razli¢ita
priguSenja su bliske). Odziv je manji od stati¢koga 1 dinamicki ucinci su zanemarivi.

Uz zadane vrijednosti p, 1 @, pomak je kontroliran masom.

Ako se frekvencije pobude i odziva podudaraju (@/@, =1), nastupa stanje
rezonancije, uz veliki dinamicki koeficijent (R, >1). Odziv je puno veci od
statickoga, a uz zadane vrijednosti p, 1 @, = @, pomak je kontroliran priguSenjem. Za

razlicita priguSenja, krivulje su znacajno razmaknute.

Fazni kut odreduje ka$njenje'” odziva za pobudom (za t = ¢/2xT ). Prikazat éemo ovisnost

faznoga kuta o omjeru frekvencija i prigusenju [¢ = f(@/ @,,{) ] za tri podrucja (¢ zadan):

1.

Za o/ w, <1, fazni kut je gotovo nula (¢ =0°) pa su pomak i pobuda u fazi i jednako
su usmjereni (R, =1,29).
Za o/ @, > 1, fazni kut je gotovo 180° (¢ =180"), pa su pomak i pobuda izvan faze i

suprotno su usmjereni (R, =0,32).

. Za o/ @, =1, fazni kut je 90° za sva priguSenja (¢ = 90") i nastupa stanje rezonancije

pri kojemu je pomak ekstreman, a pobuda bliska nuli (R, =2,5).

Za sva tri podrucja je vazan iznos amplitude dinamiCkog opterecenja p,. Ako je mala

amplituda pobude p,, mala je i amplituda pomaka u, (¢ak i u rezonanciji). Dakle, uz veliki

dinamicki koeficijent R, i malu amplitudu pobude p, (zbog Cega je i mali staticki

pomak (u, ), = p,/ k), dobivamo i malu amplitudu pomaka u, =R, (u ),. Ova se Cinjenica

rabi kod ispitivanja konstrukcija. Primjerice, opterecenje vjetrom moZe prouzrociti malu

amplitudu pobude po za AB konstrukciju. Tada zgrada ¢ak i u rezonanciji zbog toga vjetra

neprimjetno titra. Unato¢ tome, uredaji ipak biljeZe vrlo slabi odziv (10 mm ): rezonanciju

pri malim amplitudama pomaka .

17 zaostajanje
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Dinamicki koeficijenti odziva

Kao $to smo pokazali u prethodnom poglavlju, analizom pomaka u vremenu u(¢) dobivamo
dinamicki koeficijent pomaka R,. Na slican naCin moZemo dobiti dinamicki koeficijent
brzine (analizom u(#) — R,) 1 dinamicki koeficijent ubrzanja ii(r) - R,. Ako pomak u
prisilnom  stanju  izrazimo kao  u(t) =u,sin(ex—¢), brzina 1 ubrzanje su
u(t) = wu, cos(wt—¢@) i ii(t):—a)zuo sin(ar —¢@). Mozemo primijetiti da su harmonijske
funkcije slicne, istth @ 1 ¢, konstantnih amplituda (prisilno stanje!). Zna¢i moZemo
pretpostaviti da su sli¢ni i dinamicki koeficijenti odziva R,, R, i R, .

Od ranije znamo da se omjer dinamickog 1 statickog pomaka moZe izraziti kao
u(t)/(p,/k) = R, sin(ax —¢), pri ¢emu je dinamicki koeficijent pomaka R, =u /(u ),. Ako

deriviramo pomak (d / dt ), dobit ¢emo:

(1) @ u(r) @
=R wcos(ax —¢p)—, ———=R,——cos(wt—9), 164
k¢ (@r=9) o’ oplk ‘o (@ =9) (164)
(1) % t,
————=Rcos(ax—¢), R =—R,, R =—-—, 165
Do/ N km o [ Po/Nkm (169
pri ¢emu je R, dinamicki koeficijent brzine (bez dimenzije). Deriviranjem brzine, dobivamo:
i(t) . ), (1) @ .
——F— =-R wsin(ax—@p)—, ——F——=—-R —sin(ax—¢), 166
Po/‘/ km @, @, p,/Nkm , (166)
.o 2 3
u(r) =R, o sin(ar —g), u(r) = —R sin(ot—g), (167)
p()/m a)n po/m
R=|2|R, R="2 (168)
@, Py/m

pri ¢emu je R, dinamicki koeficijent ubrzanja (bez dimenzije). Iz izraza (167) moZemo
primijetiti da je dinamicki koeficijent ubrzanja omjer amplitude ubrzanja i ubrzanja zbog
(amplitude) pobude p, koja djeluje na masu m.

Na slici 82. prikazani su dinamicki koeficijenti odziva R,, R i R, u funkciji @/ @), (uo¢imo:
nemaju dimenziju). Dinamicki koeficijent pomaka R, je isti kao na slici 80., a da bismo
odredili dinamicke koeficijente R, 1 R, , rabimo R, i mnoZimo ga skalarima @/®, ili
(w/ a)n)2 , kao §to je istaknuto izrazima (165) i (168).

Budu¢i da je dinamicki koeficijent pomaka R, pozitivan i dinamicki koeficijenti brzine i
ubrzanja, R i R , su takoder pozitivni. Dinamicke koeficijente nazivamo frekvencijskim
funkcijama odziva jer one daju ovisnost amplituda odziva (u,, u,, ii,) o frekvenciji pobude
(w).

Na slici 81. moZemo uociti neka svojstva dinamickih koeficijenata o omjerima frekvencija i o

prigusenju:
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¢ dinamicki koeficijent pomaka R, : £=001
zaw/w, =0, R, =1,

za w/®, <1, R, maksimalan, R

za w/ @, —o, R, —0.

¢ dinamicki koeficijent brzine R, :

zaw/®w,=0, R =0, —— e
. ik - edini

za a)/a)ﬂ =1 , Rv makSlmalan, I u sredini 0.1

za @/ @, —>, R —0. & | 0

¢ dinamicki koeficijent ubrzanja R, :

zaw/aw, =0, R, =0, i , =1

za w/w,>1, R, maksimalan, ekstrem

4_
za @/ @, —> o, R, -1, [ desno

e 723 §‘>1/\/§z0,7, dinamicki g,

koeficijenti R, 1 R, nemaju

a

1
ekstrem. I % T=1 . .
% 1 2 3
omjer frekvencija, @/m,

Slika 81.: Dinamicki koeficijenti pomaka, brzine i ubrzanja
za prigusSeni sustav pri harmonijskoj pobudi

Odmah uodite da su za ¢ <0,2 dinamicki koeficijenti R,,R, iR, bliski u podrucju

rezonancije. Medu koeficijentima postoji jednozna¢na veza. Uoc¢imo:

2
R=2R, R = (ﬁj R, = (EJRV- (169)
a)n wn wn
Ako odredimo R, iz druge jednadZbe i izjednac¢imo s prvom, dobivamo:
R w
L Rv =—R.. 170
wl o, w (170)

Znaci, dovoljno je poznavati jedan dinamicki koeficijent, a za neki @/, odredimo ostala
dva. Prema tome, o€ito postoji mogucnost da se ovisnosti prikazu jednom funkcijom (nisu
potrebne tri). Osnovna zamisao je funkciju R = f(@/ ®,) prikazati u logaritamskom mjerilu

(uocite srednju sliku na slici 81.).

Prikaz dinamickih koeficijenata u logaritamskom mjerilu

Druga jednakost u izrazu (170) (R, = @/ @, R, ) u logaritamskom mjerilu postaje:

logR = logﬁ +logR,, log R, — ordinata, logﬁ — apscisa. (171)
0]

n n
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Za log R, = const. jednakost je oblika y = x+ ¢, Sto predstavlja jednadZbu pravca nagiba 45°
i odsjecka logR, na lijevoj ordinati. Sustav takvih pravaca odreduje vrijednosti R,, a
vrijednosti se oCitavaju na osi R, okomitoj (nagiba —45") na pravce. Prva jednakost u izrazu
(170) (R, =1/(@/ w,)R, ) u logaritamskom mjerilu postaje:

logR = —log£+log R,, logR, = const. (172)

wn

Za log R, = const. izraz (172) predstavlja jednadzbu pravca nagiba —45° 1 odsjeCka log R, na
desnoj ordinati. Sustav takvih pravaca odreduje vrijednosti R , a vrijednosti se o€itavaju na

osi R, okomitoj (nagiba 45°) na pravce.

10 &5
E pravci pravei
I konstantnih R, konstantnih R,
Lo/ Lo
3 lo:?,() @
: G (\ﬁ
3K A 6’% A \3’6&
1 . .-\\@Q
5] Ve QO
g D2 % D )
] C Ve SN s
o log3 Q%{ £
& log 2 3 oY
2 + &
S \ @
s T T
g ' izmijenjeno log
= r mjerilo
e L
2 05
= i
- z
i 2,
< log0,5 | log3
- 0,301 +0,4
tipi¢no log }
/ mjerilo D2 A2
0.1 A P, ; g 0
0.1 0.5 1 3 5 10

omjer frekvencija, @/,

Slika 82.: Prikaz dinamickih koeficijenata u logaritamskom mjerilu

-
=11}
[=)
Locari ka funkciia i d K n y=logx
ogaritamska funkcija je pogodna za prikaz =
. .o . Ve = Ll
nekih  funkcija jer ,razvlaci“ male ;: _|os Y
vrijednosti, a ,,stiS¢e* velike vrijednosti (slika 2 | /02,0 30 40
TT <
83.).

Slika 83.: Logaritamska funkcija

Na slici 82. su skicirana svojstva logaritamskih mjerila pri ¢emu je ishodiSte R =1 1
o/, =1, jer je logl=0. Kroz ishodiSte provu¢emo spomenute pravce (crveno). Osi R 1
®/ @, su istih log skalaiosi R, i R, suistih log skala. Akoje R, =A,tadaje R, =A" i

o/, = A" jer vrijedi:

62



Harmonijska pobuda

R, :QRV —AZAR Z 4 (173)
a)n

Vrijednosti R, i @/@, su jednake jer je R, pod nagibom 45°. Primjerice, za R, =9,
R =w/w, =3.Akoje R, =D, tadaje R, =D"" i o/ @, = D" jer vrijedi:

R, = R __prpeop, (174)
ol o,

Vrijednost R, je reciproCna vrijednosti @/ @, jer je R, nagiba —45°. Na primjer, za R, =4,
R=21wlo,=1/2.

Promotrimo graf @/, — R, na slici 81. Prvo odaberemo prigusenje ¢ ito¢ku (w/@,,R)), a
zatim nacrtamo toCku (log @/ @,,log R ). Postupak ponovimo za puno toc¢aka koje spojimo
pravcima. Time dobivamo jednu krivulju. Sve ponovimo za novo prigusenje. Na slici 84.

prikazani su dinamicki koeficijenti odziva u logaritamskom mjerilu za razli¢ita prigusenja.

10
[ £=0.01 %
% <
[ : g
sk % =il >
L ‘4 N
) TS =02 o /(s
- 2 9
A %, &
o KNG TN
= 0, o
g | 2 s
N % >
S % &
= fp &
=] o
=
=)
s LA / ,
(@] =3
<t log R t 407
205} T
é‘ [ T -
g % 1{ Q o ] 3
s | " .R, &
e @y IL@P N
B 14 |
log — pet——=
@, I
0 1 1 1 1 ’ I | 1 1 1 [
0.1 0.5 1 5 10

omjer frekvencija, @/ a,
Slika 84.: Prikaz dinamickih koeficijenata u logaritamskom mjerilu za razli¢ita prigusenja

Frekvencije i dinamicki koeficijenti u rezonanciji

Rezonancijska frekvencija jest frekvencija POBUDE za vrSnoga odziva. Na slici 81. pokazano
je da se vrSne vrijednosti dinamickih koeficijenata R,, R 1 R, javljaju pri frekvencijama
koje se malo razlikuju. Te rezonancijske frekvencije se mogu odrediti iz prvih derivacija koje
moraju biti jednake nuli (odredivanje ekstrema: d/d(w/@,)R, =0). Isto vrijedi za R

odnosno R,. Uz r=w/w, 20 (koeficijent poremecaja), R, postaje:
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u, 1
(it )o \/[1—((0/60”)2}2 +20 (vl ®,)1
272 2712 -1 R, )
“[a-rreeen ] = o 2 =2ff(j()), (175)
r

dR, 2r(1—r2—2§2)
dr  [(1=r)2+@2Cr)'P?

Rjesenjaiz (175) su: 1, =0, r,; =+\J1-2¢ ? (horizontalne tangente).

=0 :>(1—r2—2§2):0.

5
I £=0,01
4r 0.1
I iR i) ,
Rd 3: dr 'l R:#("_")
0.2
o ’
(dr ¢ 0.7 d
—‘1" ——T] —R,=0
Bl F oo dr 0
- L L L -
Or, 71 2 F
r=w/o,

Slika 85.: Frekvencije i dinamicki koeficijenti u rezonanciji

Na slici 85. mozemo primijetiti sljedece:
® 1, <0 nema fizikalni smisao jerje r >0,aza r > =R, = 0. Budu¢idaje R, >0,
to predstavlja minimum,
¢ 1 =0= w=0,nema titranja, R,(r,) =1, pa preostaje samo
o 1,=41-20"=R,(r,)= 1/(2(@) , §to predstavlja maksimum,
® vrdna vrijednost — rezonancija: R,(r,) = R, .

Prema tome, rezonancijska frekvencija pomaka jest:

n=y1-2*=0w/0, > o, =01-2{°. (176)

Slian postupak vrijediiza R, = (@/®,)R, i R, =(@/®,)’ R, . Dobivamo:

¢ rezonancijska frekvencija brzine: @,

V,VI§

= (()’Z ,
* rezonancijska frekvencija ubrzanja: @, . = @,/ (1 -2¢7 ),

e pripadni R, urezonanciji: R, =1/(2{),
e pripadni R, urezonanciji: R, =1/ (24,“ J1-¢2 )
Uoc¢imo: premda postoji prigusenje (£ >0), sve frekvencije pri kojima se javlja vr$ni odziv,

(0]
R

ovise o vlastitoj frekvenciji @,,
=R . =R,

a,vr§

ane o w,. Ako je (=0, svi o, =w, i

vIs ?

— 0. Za ¢ <0,2 razlike medu svim vrijednostima su zanemarive:

:var§ :Ravr§ zi
L VIS , VIS 24/

d,vrs v,vr§

()

d,vrs

=

V,Vrs

=,

a,vrs

~m, R

d,vrs
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Analiza podrucja rezonancije

Vazno je definirati podrucje rezonancije jer nije opasna samo pobuda pri rezonancijskoj
frekvenciji, ve¢ 1 frekvencijama iz njezina okoliSa (slika 86.). Kao S§to moZemo primijetiti na
slici 86., velika vrijednost dinamickog koeficijenta je i u blizini ekstrema, a oblik podrucja

ovisio ¢ (veéi ¢ Sire i nize podrucje — prethodne slike).

¢ =0,1
5=“]"“ :
o — = ——=35,05 P
o 2 26y1-24" g
~ 4} | E
< =
o o
: Sls
o =
8 3 g5
5 | o | E
= ~ =
Q L2
Q =
Y 21 g%
= gl2
T S g
= " ek | B8
s 1 —| L-A\_2¢ podrucje rezonancije| | ~| §
& : & - Lo
= o |@, =
o | o = |
O 1 "l oy L 1 1 L
0 1 2 3 4

omjer frekvencija, @/ m,

Slika 86.: Podrudje rezonancije

Vazno svojstvo frekvencijske funkcije odziva za R, =1/\/§Rd’Vrg skicirano je na slici 86.
Njime definiramo podrucje rezonancije. Iz grafa funkcije R, vidimo da jednakost vrijedi za
dvije frekvencije (@, i @, ) koje ¢emo dobiti iz odnosa R, (w/®,) =1/ V2 R, - Raspisano:

1

IS S S
1-(lw,) + 2 (wlw,)] V2o (177)
I ]

Kvadriramo (177):

[1—(w/a)n)2}2+[2§(a)/a)n)]2 =8¢%(1-¢7). (178)

Opet kvadriramo prethodni izraz i grupiramo po @/ @, :

[ﬁj —2(1—242)(ﬁj +1-82(1-¢%) = 0. (179)
0] aw

n n

Izraz (179) jest kvadratna jednadZzba po (@/ a)n)2 s koeficijentima a=1, b=-2(1-2?%) i
c=1-8{7(1-{?). Rjesenja [-b £ b*> —4ac / (2a)] (samo + jer je @/ @, >0 ) imaju oblik:

(ﬁj = (1-2¢)+20\1- 27 (180)

(0}

n
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Za mala priguienja moZemo uzeti {* =0 pa dobivamo [(@/®,)’ =1+2{], odnosno:

@ J1£2¢ =1+, gdje je korijen aproksimiran s prva dva ¢lana Taylorovog reda '® (181)
(0]

n

Budu¢i da je @, < @, (slika 86.) imamo:

o =1-ao, o, =1+ w,. (182)
Oduzimanjem @), — ®, dobivamo:
w, -0, l2r _ f—f,

-
———<¢ =20 (Slika 86), = ,
[0) 6 ( 34 20, 27w 2f, (183)

Sto je prikazano na slici 86. Izraz (183) moZemo primijeniti za odredivanje prigusenja ¢ na

temelju prisilnog titranja zgrade (poglavlje 10).
3.2.4. Harmonijska pobuda s prigusenjem: primjena

Pobuda vibracijskim uredajem

Vibracijski uredaji su uredaji za harmonijsku pobudu gradevina ¢ime se mogu odrediti

prirodne frekvencije i prigusenja gradevine (@, i ).

Slika 87.: Skica vibracijskoga uredaja za pobudu gradevina

Na slici 87. prikazan je vibracijski uredaj s osnovnom konstrukcijom koju ¢ine dvije koSare
na uspravnoj osovini koje rotiraju u suprotnim smjerovima, kutnom brzinom @ = const. Masa
m, je odredena brojem olovnih ploca u koSari. Osovina je pri¢vr§¢ena za metalnu plocu
kojom je uredaj kruto povezan s konstrukcijom.

Model uredaja s dvije ekscentricne mase m, /2 na kraku e od osovine je prikazan na slici 88.

18 ()= fO+f O +...
1228 =122:022/(2V1£2:0) ¢ +...=1%¢
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tlocrt:
0] @ = const.
m, /2 m, /2

o— = o
AN o
P

p()= (f'a"r!_,ew2 ) sin @i

mew’ /2
t

Slika 88.: Vibracijski uredaj: pocetni polozaj i poloZaj u trenutku ¢

Za jednoliko kruzno gibanje (@ = const.) tangencijalno je ubrzanje a, =0 pa je tangencijalna
sila jednaka nuli. Centrifugalna sila jest F, =mr@’ =m/2e@’. Nasuprotne se komponente
F,cosax poniStavaju, a pobuda konstrukcije jest zbroj komponenata F sinat. Time

dobivamo:

p(t) =2F, sinat = 2m, /2eq’ sin @t = (meea)2 ) sin @t. (184)
Amplituda pobude p, = m,e®’ je proporcionalna s @’. Ako pretpostavimo da je ekscentri¢na
masa mala u usporedbi s masom gradevine (m, < m ), mala je i sila inercije m,ii zbog

ubrzanja gradevinom i pa uredaj uzrokuje samo pobudu gradevine (ne i dodatnu silu

inercije). Prema tome, odziv modela (gradevine) s jednim stupnjem slobode jest:
mii +cii+ ku = (m,ew” )sin ar. (185)

Amplituda prisilnog pomaka [uz: R, = u,/(u),] jest:

k k m\w

> 2
u, =22 R, _mew R, :mee(ﬁj R, (k=ma). (186)
Amplituda prisilnog ubrzanja [ uz: R, =ii,/(p,/m), izraz (168)] jest:

2
2 2 2
. mea ) meaw [
iy =Log =M gy S ST D R (187)
m m a, m @,
10
- . \
g slicno za
prigusenja do 5%
i, of
702 | ) . brzi rad pobudivaca:
me, [ m spori rad pobudivaca: velika amplituda p,
4 r ma{a m;lphtqda Do veliko ubrzanje
malo ubrzanje R,. (p, = const.)
1 1

omjer frekvencija, @/ @,

Slika 89.: Amplituda ubrzanja u ovisnosti o omjeru frekvencija
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Uo¢imo da su amplitude pobude i odziva proporcionalni s @’. Do sada smo promatrali
konstantne amplitude pobude p,sinar (p,=const.) pa pripadno vrSno ubrzanje

ii, = p,/mR, nije ovisilo dodatno o @’.
Odredivanje prirodne frekvencije i prigusenja pokusom

Da bismo provijerili valjanosti modela odabranih masa i krutosti (@, =<k /m ), potrebno je
usporediti ra¢unske vrijednosti frekvencije i one izmjerene pokusom. Stovise, pokus je jedini
nacin odredivanja prigusenja, jer ga nije moguce odrediti iz svojstava materijala i dimenzija

konstrukcije.

Rezonancijski pokus

Koncept rezonancijskog pokusa je temeljen na rezultatuu, =(u,),/2¢ [izraz (163)],
odnosno:

g=L W

= , [(u ), 1u, odredujemo pokusom]. (188)
2 (MO )a)za)n

PriguSenje se dakle racuna iz eksperimentalno odredenih vrijednosti amplituda stati¢kog
pomaka 1 amplituda pomaka u rezonanciji. Redovito mjerimo amplitudu ubrzanja i,

(poglavlje 2.2.4), a iz op¢ega zapisa u(t) = u, sin(@ —¢) mozemo dobiti amplitudu pomaka:

i(f) @ sin(@xr — ) U)o, 189
U(t) =—-u," sin(at—¢@), Uy=—F—+-
U, (@) 4, e

Uocimo da prirodna frekvencija @, nije poznata. MoZemo ju odrediti uporabom faznoga kuta
(znamo da je za @w= @, fazni kut ¢ =90", Slika 80.). Titramo konstrukciju frekvencijom
pobude @ i mjerimo ¢ te postupno poveCavamo @ dok ne utvrdimo ¢=90", a tada je
w=®,. Zatim malo pricekamo dok se amplitude ne ustale (slika 76.) 1 o¢itamo amplitudu
ubrzanja ii,. Da bismo odredili priguSenje, treba izmjeriti 1 amplitudu statickog pomaka
(Ug)y = Pows /K, pri Cemu je p,.. amplituda pobude u rezonanciji. Problem predstavlja
prouzrociti veliki STATICKI iznos p, .. = mea; .
e 1. pristup: sporim (@ < @, ) rotiranjem ve¢ih masa mo. Buduéi da je @’ vrlo malo,
Py = Mme <K Pows Cak i uz velike mase mo u koSari, pa dobivamo preslabu pobudu
(oznaceno na slici 89.).
e 2. pristup: povlacenje konstrukcije uZzetom uz zahtjev da je sila povlacenja jednaka
amplitudi p, .. Ako je mala sila (tada rezonancija nije opasna), teSko je MJERITI

(uy ), > anije ispravno IZRACUNATI (u ), kao p,../k jer k nije mjereno!
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Odredivanje frekvencijske funkcije odziva

Budu¢i da je teSko odrediti staticki odziv uporabom vibracijskog uredaja, prirodna frekvencija
i prigusenje se obi¢no odreduju iz eksperimentalno dobivene frekvencijske funkcije odziva
prema sljede¢em postupku. Prvo podesimo vibracijski uredaj na neku frekvenciju f i
mjerimo odziv konstrukcije ii dok prolazni dio ne i§¢ezne (¢ekamo i, = const., Slika 75.), pa
oCitamo amplitudu prisilnog ubrzanja ii, Time je odredena jedna tocka funkcije odziva
(f,t,). Zatim ponovimo postupak za novu frekvenciju i ponavljamo ga dok ne prodemo
rezonanciju (guS¢e oko tjemena). OcCitamo rezonancijsku frekvenciju f, (@, =27f)) i
podijelimo vrijednosti amplituda ubrzanja ii, s meecz)n2 / m . Frekvencijsku krivu_lju odziva u
obliku amplituda ubrzanja u ovisnosti o frekvenciji_moiemo nacrtati izravno iz izmjerenih
vrijednosti. Spojimo dobivene toc¢ke i1 dobivamo graf za amplitudu pobude proporcionalnu s
@ koja sli¢i krivulji danoj na slici 89. Ako izmjerene vrijednosti amplituda ubrzanja
podijelimo s @, dobivamo graf R, za konstantnu amplitudu pobude ( p, = const.) koja sli¢i
krivulji na slici 81.c. Ako vrijednosti amplituda ubrzanja podijelimo s @' [R, = (@w/®,)’R,],
dobivamo graf R, za konstantnu amplitudu pobude ( p, = const.), koja je eksperimentalna
inacica krivulje na slici 81.a. Prirodnu frekvenciju i1 priguSenje moZemo odrediti iz bilo koje
od tri krivulje frekvencijskoga odziva (slika 89., slika 81.a, slika 81.c), a na slici 90. je

shematski pokazan postupak za eksperimentalno odredenu krivulju.

A

mjerenja

v
i
Vo

fa

frekvencija pobude, f

r,es/\li

amplituda odziva, »

Slika 90.: Odredivanje frekvencijske funkcije odziva mjerenjem

Dakle, prvo odredimo ordinatu r,_ / V2, zatim frekvencije f, 1 f, iz krivulje. Za mali iznos
prigusenja ¢ vlastita frekvencija je priblizno jednaka rezonancijskoj frekvenciji pomaka
(f, = fyuws) ili iz izraza (176) toéna vrijednost iznosi f, = f, /\/1-2¢ *. Konac¢no,
prigusenje odredimo iz izraza ¢ =(f,—f,)/(2f,). Premda je ovaj izraz izveden iz
frekvencijske krivulje odziva pomaka pri konstantnoj amplitudi pobude, priblizno vrijedi i za
ostale frekvencijske krivulje ako je sustav slabo priguSen (sjetimo se, R,, R 1 R, su bliske
oko f)).
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4. Sustav s jednim stupnjem slobode: Duhamelov integral

Ako pobuda nije periodi¢na, da bismo dobili rjeSenje diferencijalne jednadZbe gibanja,

mozemo upotrijebiti Duhamelov integral. Pretpostavimo da model miruje prije pobude pa je:
mii+cu+ku=p(), uz u(0)=0, u(0)=0. (190)

Temeljna zamisao je prikazati p(#) nizom neizmjerno kratkih impulsa. TraZimo odziv

modela na pobudu svakim impulsom, a kona¢no rjeSenje dobivamo kao zbroj svih odziva.
4.1. Odziv na jedini¢ni impuls

Kratkotrajno djelovanje vrlo velike sile u kratkom p
vremenu nazivamo impulsom sile. Na slici 91. prikazana
je silaiznosa 1/ €, trajanja &€, s pocetkom u 7. Budu¢i da

trajanje pobude € —0, sila p — oo, jer iznos impulsa

mora uvijek biti 1 1 zato ga nazivamo jedini¢nim .
" e

Slika 91.: Jedini¢ni impuls

impulsom. Diracova funkcija Jd(—-7) u t=7
matematicki definira jedini¢ni impuls. Opisno, to je vrlo
(neizmjerno) tanka linija koja se pruza u beskraj. Promotrimo djelovanje kratkotrajne sile

p(t) namasu m:

p(t) = mii(r) (191)
Ako integriramo od pocetka do kraja toga impulsa:
) _ .. _ . . _ .
jrl p()dt =m jrl u(;)@t = mlu(t,) —i(t,)] = mAi, (192)
u

mozemo zakljuciti da je iznos impulsa ( I ) jednak promjeni (A) koli¢ine gibanja. Promotrimo
sad pobudu okvira jedini¢cnim impulsom (Ipdt =1) u t=7. PriguSiva¢ 1 opruga ne ,,stignu
reagirati jer je trajanje vrlo kratko (&€ =0), ai(7)=01ku(r)=0, 1 opet slijedi da je
mii(7) = p(7) . Prema tome, vrijedi prethodni integral (192).

Mozemo uzeti t, =7 i t, =0 [u(t,) = 0] pa dobivamo pocetne uvjete:

zbog:1=mu(t) = u(r)= 1. const.  u(7r)=0. (193)
m
Pobuda impulsom se moze izraziti kao slobodno titranje uz poc¢etnu brzinu:
u(®) = u(@)cos @+ Dsin gt = sinfw (1=, 127, (194)

n n translatiranoza 7

Ako impuls djeluje na sustav s priguSenjem, dobivamo (izraz (90)):

ut) = e < [u(r) cos Wyt + () +¢o,u() sin @t
,
. P (195)
=t sinfw, (t—1)], t > 7.
ma,
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Funkcija u(¢) = h(t —7) je funkcija odziva na jedini¢ni impuls (slika 92.).

nepriguseni sustav
/prlgusem sustav
‘ \
-7

Slika 92.: Funkcija odziva na jedini¢ni impuls

h(t-1) A

4.2. Odziv na opéu pobudu

Opcu pobudu p(t) mozZemo prikazati nizom neizmjerno uskih impulsa koji nisu jedinicni,
ve¢ imaju iznos Ipdr: p(T)dt (povrSina). Prema tome, poCetna brzina nije 1/m, veé
p(T)dt/m= p(t)dr-1/m. Ako to uvrstimo u u(t), dobit ¢emo rjeSenje za impuls kao iznos
impulsa p(7) - pomnoZeno rjeSenjem za jedini¢ni impuls. Znaci, odziv na impuls iznosa p(7)
koji nastupa u 7 jest,

du(t)=[p(r)dr]h(t—71), t>7.

iznos jediniéni (196)
impuls
p Wmﬂﬂmm%j\
1 \ /\
| p dt
iy odziv na |, impuls e
-1
odziv na 2. impuls
— -
odziv na impuls u 7 :
du(t)
/—'\ T — t
T S
# »  ukupni odziv ’
/\/\O /\
-1
u(0y=0, #1(0)=0 ~——
Slika 93.: Objasnjenje konvolucijskog integrala
Odziv do trenutka ¢ jest zbroj svih odziva na impulse do tada:
t t
u(t) = jodu(z)dr = jo p(2)h(t - 7)d, konvolucijski integral. (197)

Ako uvrstimo h(t—7) za nepriguseni ili priguseni sustav, konvolucijski integral (slika 93.)

postaje Duhamelov integral:

zal =0: u() =Lrp(z')sin[a)n(t—f)]d2', (198)
ma, *°
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al>00 ut) =— jtp(r)e_;w”('_”sin[a)D(t—T)]dT. (199)
ma,, *°

D
Rjesenja vrijede za pocetne uvjete #(0)=0 i u(0)=0. U slucaju da su #(0)=0 i u(0)+#0,
treba dodati rjeSenja za slobodno titranje (za ¢ >0). Treba istaknuti da superpozicija impulsa
1 pocetnih uvjeta vrijedi samo za linearne modele. Ako je pobuda p(7) jednostavna, moZemo
odrediti analiticko rjeSenje integrala Sto predstavlja dobru alternativu rjeSavanju diferencijalne
jednadzbe, jer je lakSe integrirati nego rijeSiti jednadzbu. U slu€aju da je p(7) sloZena ili
numericki definirana funkcija, integral treba rijeSiti numerickom integracijom §to ovdje ne
bismo objasSnjavali jer za dobivanje numerickog rjeSenja postoje ucinkovitije numericke

metode.

4.3. Konstantna pobuda

Konstantna pobuda jest ona kod koje sila trenutno postiZe vrijednost p, i ostaje konstantnom:

p(t) = p, (200)
£=0
, 2- A ¢ =0.05
) Kl i\ N\ §=02/
~— !
SR ~ =7\
> i \
- \/ —
> 0 T Y T T T 1
0 0 1 2 3
1T,

Slika 94.: Sustav s jednim stupnjem slobode i konstantnom pobudom, odziv za razli¢ita priguSenja

Iz Duhamelova integrala, uz transformacije'® dobivamo:

u(t) =L [ sinlw, (¢ - 1)ldr = L2 [sin @,1(sin ,7) 1, +cos @, (cos ,7) |
mao

j (201)

ma

n n

Do 27t
=—(l—-coswt)=(u 1-—cos—
k ( n) ( st)O[ T

n

Model titra prirodnim periodom 7, oko (u,), (slika 94.).
Ekstremne pomake trazimo iz uvjeta da je prva derivacija pomaka (brzina) jednaka nuli:

u(t) = (u,),m, sin @t = 0. Maksimumi nastupaju za:

wt, = jz, (j=1,3,..) = t,=j/2T,, (202)

aminimumiza j=0,2,....

" sin[@, (t — 7)] = sin @,t cos @, 7—0s @,t sin @,7, sin ,t,cos @,t ne ovise o T

[cosw,zdr = (1w)sinw,z, [sinwzdr=~(1/@,)cos 0,7
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Pri tome su amplitude:
u(ty) = (uy),[1-cos(jm)] = 2(u),. (203)
Znaci, sporo (staticko) djelovanje sile p, uzrokuje (u,),, a trenutno djelovanje sile p,
uzrokuje dvostruko ve¢i pomak. Uz priguSenje dobivamo (opet rastavljanjem sin[@),, (t —7)]):
__DPy [ Ae,c0) . _
u(y =" [e sin[@, (t —7)|dt

(204)
4

-

Za prigusene sustave integracija je sloZena, ali moZemo upotrijebiti racunalne programe,

= (uy),|1- e <! (cos ,t+ sin @)t

poput Mathematice. Zbog toga je mozda jednostavnije rabiti klasi¢no rjeSenje diferencijalne
jednadzbe:

mii+cu+ku = p,. (205)
Partikularno rjeSenje (bilo koje za p#0) u, = p,/k zbrojimo s homogenim rjeSenjem
(slobodno titranje, za p =0 ), ¢ime dobivamo ukupno rjesenje:

u(t) = e_;w"l (Acos wyt +Bsin w,t) + % (206)

Konstante A i B odredimo iz pocetnih uvjeta («(0) =u(0) =0):

izu(0)=0: A:—%, iz 1(0)=0: B:—%ﬁ. (207)
Kad uvrstimo A i B u u(f), dobivamo kona¢no rjeSenje (204). Za ¢ =0 dobivamo rjeSenje
bez prigusenja. Na slici 94. mozemo uociti da premasenje statiCkoga iznosa ovisi 0 iznosu
prigusenja. Sto je veée prigusenje, manje je premasenje (isprekidano na slici) i brze opadanje

prema (u,), — ustaljenom stanju.

4.4. Linearna pobuda

Ako sila raste linearno i postize maksimalnu vrijednost p, u trenutku 7, pobudu moZemo

izraziti kao:

P = poit. (208)
1 ] -
~= ug(t) { (ug),
3 \
-~ i -,
= < L_ss
St 7
O = T T T T T
0 1 2
t/T

Slika 95.: Sustav s jednim stupnjem slobode, linearna pobuda, dinamicki i staticki odziv
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lako teorijski sila moZe beskonacno rasti ( p(t) — o) pa tako i1 pomaci (u(t) — o), nas
zanima samo ono vremensko podrucje u kojemu je model jo§ elasti¢an. Iz Duhamelovog

integrala, rastavljanjem sin[@), ( —7)], uz?* dobivamo:

t t t
u(t) =20 IOT sin[@, (t —7)]dt = Po_[sin a)ntjoz' cos @, 7dT —cos wntjor sin @,7d7]
m 1

a)ntr nr
t sinwt 27
:(ust)O _ — |, uz:@ =—:
L ar T, (209)

t T sin2xt/T
u(t) = (uy), [— . ——”j.

T, 1, 2m/T,

Pomak titra oko stati¢ke vrijednosti periodom T, ({=0):

y= PO _po L _
k k t

r

u(t wwf (210

Stati¢ki pomak prikazan isprekidano na slici 95. desno raste poput opterecenja, a funkcije se

razlikuju samo za koeficijent 1/ k .

4.5. Po dijelovima linearna pobuda

U stvarnosti sila uvijek raste postupno do punoga iznosa pa ovaj zadatak moZemo primijeniti

za modeliranje dinamickoga pristupa statickom opterecenju.

p(0) P

Slika 96.: Sustav s jednim stupnjem slobode, po dijelovima linearna pobuda

Razlikujemo dva podrucja pobude (slika 96.):

tt), t<t,
0° re

RjeSenje moZemo dobiti superpozicijom prethodnih rjeSenja. Linearni dio (pocetak iz

mirovanja) jest:

(212)

t T sin2xt/T
u(t)=(ust)o(— = ——"j

T, i, 2m,lT,

a konstantni dio (postoji slobodni i prisilni ¢lan):

2 parcijalnom integracijom: j‘r sin ®,7dt = sin 0,7/ @, —tcos @7/ W, ; j‘r cos @,7dT = cos @,7/ @, + Tsin @, 7/ @,
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u(t) =ult,)cos a)n(t—t,)+%sin o (t—t)+u,)[l-cosm, (t—t, )] (213)

Tre¢i ¢lan predstavlja titranje iz mirovanja zbog konstantne pobude, a prva dva clana
predstavljaju slobodno titranje. Pocetne uvjete u(f,) 1 u(f,) odredimo na kraju linearnog

dijela (=t ), primjenom jednadZbe (212) 1 uvrstimo 1h u rjeSenje za konstantni dio:

u(t) :(usl)o{1+L[(1—cosa)nt,)sin(on(t—t,)—sina)ntrcosa)n(t—t,)]}, t2t,.  (214)

r

nr

Zatim izmnoZimo zagradu i sredimo:?!

u(t) = (u,), {1—%[sin @t —sin @, (t—t,)]}, t>t. (215)
@

Uocimo da je wt=2x(t/T,)), pa je u(t)/(u,),=f(/T,). Znaci, normirani pomak je
funkcija normiranog vremena i ovisi samo o t /T jer je @t =27 /T,). Crtamo
u()/ (u,), = f(@/T,)), zarazlicite ¢, /T, (slika 97.). Isprekidanim linijama je oznacen static¢ki

odziv u (1) = p(t)/ k.

u(®) / (us)o

u(®) / (use)o

I
|
I
I
I
-
I
I
|

u(®) / (us)o

Slika 97.: Dinamicki odzivi nepriguSenog sustava pri po dijelovima linearnoj pobudi za razli¢ite omjere
tr/Tn

2luz: sinacos f+sin Beosa=sin(@+f), a=a,t-t), f=ayL,
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Iz slike 97. moZemo zakljuciti sljedece:
(a) sustav titra oko statickoga odziva periodom 7,
(b) akoje u(t,)=0, sustav ne titraza t 21, :
iz linearnoga dijela (izraz (212)): u(t,) =), za:t=t 1tl/T = j,
iz konstantnoga dijela (izraz (213)):  u(t) =cos@,(t —¢, )u(t,)— (u ), 1+ (), = (uy),,
(c) za mali omjer ¢, /T,: odziv sli€an onomu za p(t) = p,,
(d) za veliki omjer ¢, /T, : titranje blisko statiCkom odzivu.

Ako je spori rast sile, sustav je slabo pobuden i mali je dinamicki koeficijent za ¢, > T, .

4.6. Po dijelovima linearna pobuda: pojam spektra odziva

Najveca vrijednost pomaka pri po dijelovima linearnoj pobudi obino nastupa za trajanja

konstantnoga dijela. TraZimo ekstrem pomaka deriviranjem rjeSenja za p(t) = p,:

du(t)
dt

Zatim kvadriramo pod korijenom pa dobivamo:??

1
uy = (1), {1+E\/(l—cosa)ntr)z+sin2a)ntr } (216)

n

=t :[1+L 2(1—cosa)ntr)}
(217)

1y Logn|@t|_ IsinGL /T (@ =27,
or | 2| 7t /T, T,

Dinamicki koeficijent R, ovisi samo o omjeru ¢ /7,. Spektar odziva je funkcija
R,=f(t /T,) za pripadaju¢u pobudu. Istaknimo da ta funkcija potpuno odreduje odziv
sustava na zadanu pobudu. Na slici 98. prikazan je spektar odziva za po dijelovima linearnu

pobudu.

- , ’/7:7 >R, =u,= fxo = kuu

l{{.l '/(ulbt )(I

R(ﬂ' =

0 .
0 1 2 3 4

t, /T =vrijeme uzdizanja/prirodni period
Slika 98.: Spektar odziva za po dijelovima linearnu pobudu

Ekstremi u, / (u ), ne ovise o p, i t,, odnosno m i k, ve¢ funkcija vrijedi za SVE sustave s

jednim stupnjem slobode bez prigusenja. Svojstva dobivenoga spektra odziva su sljedeca:

2 treba upotrijebiti: sin’ @ +cos’ @, =1 i sin(w,,/2)= \/1/2(1 —cosayt) = \/1 —cosa@,t, = B sin(@,t,/2) |
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a) ako je t, <T /4 (brzi rast opterecenja), tada je u,=2(u,),: poput trenutnoga
djelovanja p(¢);

b) ako je ¢, >3T (spori rast optereCenja), tada je u,=(u,),: poput statiCkoga
djelovanja p(t);

c) ako je t /T =1,2,..., tada je u,=(u,),, jer je u(t,)=0: nema titranja za

vrijeme p(t) = p,.
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5. QOdziv linearnog sustava na pobudu potresom

5.1. BiljeZenje potresnoga zapisa

Za inZenjersku potrebu, zapis ubrzanja tla i, (r) predstavlja najkorisniji podatak za
definiranje gibanja tla zbog djelovanja potresa. Uz poznat zapis ubrzanja tla i, (7) , seizmicko
optereCenje se moZze odrediti kao efektivna sila p (£) =—mii (f). Zapisi se biljeZe
akcelerografom (slika 99.) za jake treSnje (ne seizmografom kojim se mjeri pomak na
osnovnoj stijeni!). Za pokretanje i zaustavljanje biljeZenja sluzi okidac¢ ubrzanja (okida pri

odabranom malom ubrzanju ).

Slika 99.: Akcelerograf

izvor: http://en.wikipedia.org/wiki/Accelerograph

Napomenimo da je teSko zabiljeziti dugotrajne (=15s), jake treSnje (=0,20g) iz viSe
razloga. Primjerice, nepoznat je smjer potresa, uredaji se kvare i trpe oSte¢enja (udarci).

Zapisi se biljeze u tri smjera: dva okomita horizontalna i jedan uspravni.

Nasa zemlja je potresno aktivnho podrucje. Na slici 100. prikazani su epicentri potresa u
razdoblju od 373. g. prije Krista do 2005. godine. Najmanji kruzi¢ pripada magnitudi
potresa®> M <3, a najveéi kruZzi¢ za magnitude M =6. Prikazani podaci o potresima iz
proslosti su temelj seizmickih karata kojima se propisuju podrucja i iznosi vr$nih ubrzanja tla
a,.
Potresni zapisi su vrlo nepravilni po amplitudi i trajanju. Za potrebe proracuna i propisa
biljeze se na tlu (ne u/blizu zgradi). Na slici 101. prikazani su zapisi ubrzanja tla snimljeni pri

potresima u Stonu, 1996. godine te u Crnogorskom Primorju, 1979. godine (Ulcinj i Bar).

23 M — magnituda potresa prema Richterovoj ljestvici (2 do 10).
Poblize: http://hr.wikipedia.org/wiki/Richterova_ljestvica#Ljestvica
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Slika 100.: Epicentri potresa u Hrvatskoj i susjednim podrucjima, 373. g. pr. Kr. — 2005.
izvor: http://www.gfz.hr/GO Monografija.htm

=]
wn

049g Ston, 1996

ubrzanje [g]

Cesto postoji izrazeni dio (do 10-tak )

0,5 +— T

0 S5 10 15 20 25 30
vrijeme [s]
0,5 i
= Ulcinj, 1979
[E—1 0,28 g
L
= o
fan]
N
s -0,28¢g
=
0,5 . i . .
0 2 4 6 8 10 12 14
vrijeme[s]
i3 Bar, 1979
gy 038g ar,
o
= 0
]
N
5 S036g
-0,5 T T T T T T \
0 5 10 15 20 25 30 35
vrijeme [s]

Slika 101.: Potresni zapisi: Ston, Ulcinj i Bar

Zabiljezeni MAKSIMUMI seizmickog djelovanja su:
e 2011. godine u Tohoku, Japan za horizontalni smjer: i, =2,7g

® 2011. godine u Christchurch, Novi Zeland za vertikalni smjer: i, = 2,2g
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Tablica 1.: PribliZzna povezanost Richterove magnitude, vr$nog ubrzanja tla i trajanja jake tresSnje za
podrucje Kalifornije
izvor: Lindeburg, M. R.; McMullin, K. M.: Seismic Design of Building Structures

Richterova Vrs$no Trajanje
magnituda | ubrzanje [g] [jake treSnje [s]

5,0 0,09 2

5,5 0,15 6

6,0 0,22 12

6,5 0,29 18

7,0 0,37 24

7,5 0,45 30

8,0 0,50 34

8,5 0,50 37

Potresni zapis obi¢no ¢ini niz od 1500 do 3000 to¢aka na razmaku od 1/50 ili 1/100s.
Pretpostavlja se da isti zapis djeluje na temelje konstrukcije. Znaci, zapisi su neovisni o

utjecaju konstrukcije na tlo Sto je istoznacno tvrdnji o apsolutno krutome tlu (koje u stvarnosti

u, (1), i, (f) ‘ |
upeto .
N 1 i, (1)

u, (1), i,(1)

ne postoji).

apsolutno kruto

Slika 102.: Pretpostavka: apsolutno kruto tlo

Uobicajeno, tlo se deformira od gibanja zgrade, Sto je prihvatljivo malo ako je konstrukcija
podatljiva, a tlo kruto, no moze biti i znacajno u slucaju krute konstrukcije 1 podatljivoga tla
Sto dovodi do izobli¢enja zapisa. Tada se za proracune upotrebljavaju sloZeniji postupci
proracuna kojima se uzima u obzir medudjelovanje tla i konstrukcije.

Na slici 103. je prikazan potresni zapis koji je Cesto u uporabi: EL CENTRO, smjer sjever—jug,
zabiljeZen 18.5.1940.%4,

2 http://nisee.berkeley.edu/data/strong_motion/a.k.chopra/
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i, [en/s]
<

40 u,, =33,1 cm/s

u,[em]

15 20 25 30
([s]

Slika 103.: Potresni zapis El Centro, smjer sjever-jug, Imperial Valley, California, SAD, 1940.

Opcenito, zapis brzine i pomaka se moZe dobiti integriranjem ubrzanja odnosno brzine, no
istaknimo da uredaj okida tek kad je ubrzanje tla ve¢e od nekoga zadanoga ubrzanja (ako je
. 0 . ) . . v v g . . .
U, 2i,,aza i, <i, uredaj miruje). To znali da pocetni dio zapisa ostaje nepoznat (slika
104.). Time nastaje problem preciznijega integriranja i zato zapise treba sravniti Sto se naziva
popravkom osnovne linije. To posebno vrijedi za veliki broj zapisa (koje joS uvijek
upotrebljavamo) snimljenih analognim uredajima koji su se rabili ranije. Danas, kod
digitalnih uredaja najcesée postoji predmemorija (stalno rade i brisu).

) i, (1) nije precizno t, —pocetak mjerenja

() O ¢, —kraj mjerenja
ii, — ubrzanje pri okidanju

nepoznati nije precizno” nepoznati
dio zapisa poznato dio zapisa

Slika 104.: Mjerenje ubrzanja tla pri potresu: problem okidanja uredaja
5.2. Jednadzba gibanja

JednadZba gibanja pri seizmitkom opterecenju (iz mii +cit +ku = —mii, (). m i ¢/ m=2¢®,)
jest:

ii+2{@,i+@tu=—ii (1),  rtjeSenje:u= f(1,T,,). (218)
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u
m 7

f

c “4

k 4
4

7

Y o 7

= ug

Slika 105.: Sustav s jednim stupnjem slobode

Uocimo iz prethodne jednadZbe da za zadano ubrzanje tla i () odziv ovisi SAMO o vlastitoj
frekvenciji @, (ili periodu 7,) i priguSenju ¢ . Znaéi, sustavi jednakih 7, i { imaju iste
odzive (T, =27/ ®, = 27\/m 1k ). Jedan sustav moZe imati vecu masu ili krutost, no vazan je
omjer.

Budu¢i da su zapisi ubrzanja vrlo nepravilni, analiticko rjeSenje nije moguce. Postoji to¢no
numeri¢ko rjeSenje jednadbe gibanja metodom vremenskoga prirasta’® uz linearnu
interpolaciju pobude. Dakle, pretpostavljamo linearnu promjenu i, (f) kroz vremenski
odsjecak Ar (uzeto 1/50s) i odredujemo tocno rjesenje jednadzbe gibanja u svakom prirastu

vremena.

5.3. Svojstva rjeSenja

Na slici 106. prikazan je odziv dviju skupina okvira na pobudu zapisom El Centro.

T =05s £=002 7 =25 =0
25,2 ¢cm

| | SRt
—264 19,0 cm 1 blisko ekstremu =7,

20 30 0 20 30

10 10
5] (o]

Slika 106.: Odzivi razli¢itih sustava s jednim stupnjem slobode na pobudu potresnim zapisom El Centro

% yremenske diskretizacije
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Prva skupina se sastoji od tri modela razli¢itih vlastitih perioda T, uz isto prigusenje ¢
(2% ). 1z teorije slucajnih titranja moZe se dokazati da je period odziva u(t) =T, . Sto je veéi
T , obicno je veCa amplituda pomaka u,, ali nije pravilo (graf 7, —u,, Slika 106). Drugu
skupinu ¢ine tri modela istoga vlastitog perioda 7, (2s), uz razli¢ito prigusenje ¢ . Sto je
vece priguSenje ¢ , manja je amplituda pomaka u, ({ djeluje povoljno, ali je izvorno malo).
Uocimo joS da je za isti 7, slian period odziva u(t) i vrijeme nastupa u,. Ako je poznato
rjeSenje jednadZbe gibanja wu(t), unutarnje sile odredimo staticki (postoje dva nacina,
pogledati poglavlje 1.9.2). Za seizmic¢ku analizu prikladna je upotreba ekvivalentne?® bo¢ne
sile (slika 107.), Sto je temelj kvazistatiCkog pristupa proraCunu prema mnogim propisima.
Buduc¢i da je bo¢na sila f,(¢) = ku(t), a krutost k = m(of dobivamo:

o) =maru(t) =mA@t),  A(t)= @u(t). (219)
Boc¢na sila jest m- A(t) , ane m-i'(t), pri ¢emu se A(t) naziva pseudoubrzanje.

> fo(t)

h %/k ™~ M(t) (sliéno T(7)...)

7 A
- V(0
S M, (1)

Slika 107.: Ekvivalentna bo¢na sila na okviru

Na slici 108. je na primjeru 1. skupine sa slike 106. prikazano odredivanje pseudoubrzanja

A(t) kao umnosSka odziva u vremenu u(¢) 1 kvadrata vlastite frekvencije a)j =2x/T, ).

I,Z' T;I:O,S S,C_‘::0,0z '??'i:f_;(f)

\

—1,24 L09g = 0,068(2-3,14}
0,5

2]

pseudoubrzanje 4
=]
; I

12, T, =25, £=0,02

0,191g

o 10 2 30
([s]
Slika 108.: Pseudoubrzanje razlicitih sustava s jednim stupnjem slobode za pobudu potresnim zapisom El
Centro

26 jstoznacna
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ProraCun unutarnjih sila se svodi na statiCki proraCun za opterecenje f;(f) u nekom trenutku

t . Reakcije odredimo kao:
V, (1) = fi(t) =mA(2), (220)
M,(t) =hf,(t)=hV, (1), (221)
pri ¢emu je V, poprecna reakcija, a M, moment prevrtanja. Ako se prikazani sustav promatra

kao ekvivalentni sustav sastavljen od mase, opruge i prigusivaca (poglavlje 1.7), nije potrebno

racunati bo¢nu silu i pripadne unutarnje sile, ve¢ silu u opruzi izravno odredimo kao ku(z) .
5.4. Pojam i tvorba spektra odziva

Spektrom odziva se prikazuju SVI ekstremi (amplituda) odziva okvira na potresnu pobudu.
Znaci, potrebna je JEDNA funkcija za SVE okvire — sustave s jednim stupnjem slobode. Na taj
nacin je jednostavnija primjena spoznaja dinamike konstrukcija (iS¢ezava ovisnost o vremenu

t). Poznavanje spektra odziva je kljucno za razvoj kvazistatickoga postupka proracuna.

sli¢ne krivulje za i, 1 i ‘

spektar odziva
pomaka

Uy =f(7:1;;)

ii+ii, +20w i+ @u=0
i + 2w+ @u=0

spektri: uO,(L't iiy, nisu nuzni )

0

Slika 109.: Pojam i tvorba spektra odziva pomaka

Za odabrano prigusenje ¢ spektar odziva ovisi samo o 7, (@,, f,); n=1,...,112. Treba
odrediti nekoliko krivulja s uobiajenim iznosima ¢ . Primjerice, vr$na vrijednost pomaka,

brzine i ubrzanja (za jedan 7)) jest:

uy(T,,¢) =maxlut;T,;{)], spektar odziva pomaka:u, = f(T,;{)
t

u,(T,,8) = max lie(#;T ;&) 1, relativne brzine: i, = f(T,;¢) ,

i,(T,.,8) = mtax ii' (t;T,;¢) 1, ukupnog ubrzanja: iy = f(T,;¢)

pri ¢emu f(T,;{) predstavlja simbolicki zapisi ovisnosti amplitude o periodu ({ = const. ).
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Uocimo da nema ovisnosti o vremenu ¢ 1 zbog apsolutnih vrijednosti su spektri prema
definiciji pozitivnih vrijednosti. Buduc¢i da je za proracun unutarnjih sila dovoljno poznavati
odziv u(t), iz spektra odziva pomaka odmah znamo ekstrem D =u,, pa i ekstremnu bo¢nu
silu: fq, = ku, = kD (i ekstremne M,T,N,...).

5.4.1. Spektar odziva pomaka

Postupak odredivanja spektra odziva pomaka moZemo sazeti u pet to¢aka:
1. rijeSimo jednadzbu gibanja (uz T, i { ) za potresni zapis
2. 1z u(t) odredimo ekstrem D =u, (pozitivan ili negativan)
3. time je odredena tocka spektra (7, D) za priguSenje ¢
4. ponovimo postupak za niz vrijednosti 7, , uz { = const.
5. nova krivulja: izmijenimo ¢ i sve ponovimo
U nastavku ¢emo zbog tvorbe projektnoga (glatkog) spektra definirati joS dva spektra, a to su

spektar odziva pseudobrzine i spektar odziva pseudoubrzanja.

5.4.2. Spektar odziva pseudobrzine — aproksimacija spektra brzine

Promatramo slobodno titranje bez prigusenja pomaka D i brzine V . Maksimum potencijalne
energije je Eg, =ku, /2=kD?/2, a maksimum kineticke energije E,,=mV’/2 (poglavlje
2.3).

0,4 .
o ) =o,D
< 0
= D
=
-0,4 il
Pt gy )
0 10 20 30 dmdD
([s]
251

~
&
_25 15,16 cm Q o =
wy
251 L
1 13 ;
T =2s %
= 790,
S e : _25 18,97 cm 5
0 10 20 30 0 0,5 1 2 3

1[s] T[]

Slika 110.: Zapis ubrzanja tla; pomaci u vremenu tri sustava s jednim stupnjem slobode; spektar odziva
pomaka
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Ako nema priguSenja, maksimumi su jednaki ( Eg, = E,, ) pa slijedi:

2 2 2
klz) - m;/ = ’;VZ =V =,D=Qx/T,)D, (222)
a

n

pri ¢emu vrSna relativna pseudobrzina V odreduje i Ey, (jednako E,,). Opcenito,
pseudobrzina nije jednaka vrSnoj vrijednosti brzine (V #u,), zato se i naziva pseudobrzina.
Naime, izraz (222) vrijedi za slobodno titranje neprigusenog sustava, a ne za pobudu
potresom p,, =—mii, i sustav s priguSenjem ¢ >0. Spektar pseudobrzine mozemo dobiti

mnoZenjem spektra pomaka s 27 /7T, (slika 110.).
5.4.3. Spektar odziva pseudoubrzanja — aproksimacija spektra ubrzanja
Vrs$no pseudoubrzanje jest:
A=w'D=Qx/T,))’D,, (223)
pri ¢emu je D je maksimalna vrijednost pomaka u(t). Vazno je pokazati da je

pseudoubrzanje proporcionalno s popre¢nom reakcijom Vyo:
8 A ..
fso =V =mA=>, V, ,=—w, w=mg — tezina zgrade. (224)
8 8

Veli¢ina A/ g se naziva koeficijent poprecne reakcije ili bo¢ne sile 1 predstavlja koeficijent

kojim mnoZimo tezinu zgrade da bismo dobili popre¢nu reakciju.

[\

=)
15,16

18,97

6,78

-
[
59,7

E sob w,D
B .
18,072 314

(S
wn

T [s]

Slika 111.: Spektri odziva za potresni zapis El Centro: pomaka, pseudobrzine i pseudoubrzanja, za {=0,02
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Istaknimo da je popre¢na reakcija sila inercije mA, a ne mii,. Opcenito, pseudoubrzanje nije
jednako vr$noj vrijednosti ukupnog ubrzanja ( A #ii; ), zbog toga se i naziva pseudoubrzanje.
Spektar pseudoubrzanja moZemo dobiti mnoZenjem spektra pomaka s @ =Qx/T,)’.

Ordinate spektra su jednake ekstremu funkcije A(z).

5.4.4. Zajednicki D -V — A spektar

U proslim poglavljima smo pokazali da spektri odziva (D, A 1 V) sadrZe iste podatke, a
razlikuju se samo do na @, ili @’ . Zna&i, dovoljno je odrediti jedan spektar, a ostale lako
izraCunamo iz izraza (222) i (223). Skrac¢eno:

D=V=wD=A=®D. (225)

Objasnimo zasSto su nam ipak potrebna sva tri spektra. Prvo, spomenimo da svaki spektar
odreduje vaznu fizikalnu vrijednost:

a) spektar pomaka: vrS$nu vrijednosti pomaka D

b) spektar pseudobrzine: maksimalnu potencijalnu energiju Eg,

c) spektar pseudoubrzanja: vr§nu poprecnu reakciju V,
Drugi razlog jest da su svi spektri odziva potrebni u postupku tvorbe i pojasSnjenja projektnoga

(glatkog) spektra. Ako definiramo jednozna¢nu vezu izmedu D,V i A:

V=wD T
oA vagp i Lra=v=Zp, (226)
A=wD| o, 2z T,

moZemo primijetiti da su slicno povezani dinamicki koeficijenti odziva za harmonijsku
pobudu [izraz (169)]. Logaritamski prikaz pseudobrzine V = f(T,) daje zajednicki
(tripartitni) spektar:

logV =1log(T,) +log(A/(2x)) i logV =—log(T,)+log(27 D). (227)

255 f—r—rrr————————————————  Istaknimo da spektar mora vrijediti za

R zamjenjuje tri funkcije u linearnom mjerilu . .. . . . .
130 F &
: ; 5 \ gropn a7 ] ve¢inu konstrukcija (krutih i gipkih), pa
59,7 P—-

sof [~ AT Sk mora ukljucivati Siroko podrucje perioda,
4 1 N
Pes [N e e .
s S Ng primjerice od 0,02 do 50s (zato je
o % A
£ log 59,7 & ! . .. e
5 13 i >
s 25 2 \&\ pogodno logaritamsko mjerilo). Primjerice,
st / o 1 vlastiti period mosta Golden Gate u
I
) S y . . .
25F izmijenjeno log 3, o) vidjeti vrijednostiu | poprecnom smjeru iznosi 7 =18,2s.
r mijerilo \ | lme;amozn; mjerilu n
b zal,= . . v .
LBy g, log2| = 1 Spektar se odreduje za prigusenja do 20%
la— hp.1c¥110 log 2p q—l-il Q-.Q
mjenlo ey . .
0.5 ¥ e i e S (uobiajeno: 0, 2, 5, 10 1 20%).
002 0.05 01 02 05 1 2 5 10 20 50
T,[s] Pseudoubrzanje je  Cesto  prikazano

Slika 112.: Zajednicki D — V — A spektar potresnog  normirano i izdvojeno. Prema izrazu (224),

zapisa El Centro, za {=0,02 . .
vrijedi da je V,,=Algw= Alg = f,/w
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(ordinata!). Znaci iz spektra mozemo za poznatu teZinu i vlastiti period 7, izravno odrediti
poprecnu reakciju V,, = f;, .

Cesto izdvajamo i spektar pomaka (slika 115.) jer je ponekad vaZan vr$ni pomak, primjerice
kod odredivanja dilatacije.

Budu¢i da se primjena spektara odziva u potresnom inzenjerstvu pokazala vrlo korisnom,
izraduju se i zatim objavljuju spektri odziva za skoro sve potresne zapise zabiljeZene pri ja¢im
tre§njama. Danas postoji veliki broj zapisa®’. Iako je potres stohasticka pojava, moguce je
uociti neke pravilnosti S§to je od velike vaznosti za procjene ponaSanja buducih potresa.
Opcenito, uocavaju se ovisnosti o udaljenosti od rasjeda, geoloSkim svojstvima podrucja i

lokalnim uvjetima temeljenja.
255

130

N w
W ==

pseudobrzina V [cm/s]
5

W

potpuni spektri odziva za
pobudu El Centrom

0,5 N | M B 1 L Ly L
0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50

prirodni period titraja T, [s]
Slika 113.: Zajedni¢ki D — V — A spektar potresnog zapisa El Centro, za razlifita prigusenja

4 — 130 — T - — —

T T T T T T
spektri pseudoubrzanja F
(linearno mjerilo) 50+

TTTIT

1
T

maksimumi za kratke periode
-——/

by
;c“ 2.5k maksimumi za duge periode |
I = .F 3
B 2 5, 13F 3
-~ Q k ]
~Z 0.5F i
0.25F ]
1 013F 3
0.05 - -
spekiri pomaka
0,025 & (log mjerilo)
0 I n 0,013C AR [ R ! Lol 1 \j
0 0.5 1 L5 2 2.5 3 0.02 005 01 02 0.5 1 2 5 0 20 50
7.[s] 7[s]
Slika 114.: Normirano pseudoubrzanje potresnog Slika 115.: Spektar pomaka potresnog zapisa El
zapisa El Centro, za razlifita prigusenja Centro, za razlifita prigusenja

27 prvi zapis: Long Beach, California, 1933.; 3000 zapisa ,Tohoku, Japan, 2011.
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5.4.5. Postupak tvorbe spektra odziva

Spektar odziva odredenog potresnog zapisa i, (f) moZe se odrediti na sljede¢i nacin:
1. numeriéki definiramo i . (1), uobicajeno svakih 0,02 s
2. odaberemo prirodni period T, i prigusenje ¢
3. numericki proraCunamo odziv u(f) na pobudu i, (7)
4. pronademo amplitudu u, (vr$nu vrijednost) odziva u(t)
5. odredimo ordinate spektara:
D=u,, V=Qx/T)D, A=Qx/T)'D
6. ponoviti korake 2—5 za dovoljno vrijednosti 7, (uz ¢ =const.)
7. prikaZemo rezultate u obliku jedne (log. mjerilo) ili tri funkcije (linearno mjerilo)
8. zanovu funkciju: ponovimo korake 2—7 uz drugo priguSenje

Uobicajeno, broj perioda 7, od 0,02 do 50 s iznosi 112 (guSc¢e za male 7).

5.5. Vrsne vrijednosti unutarnjih sila

Znamo, iz spektra izravno mozemo odrediti vrS$ni pomak i sile. Znaci nisu potrebni dinamicki
proracuni i traZenje ekstrema, jer je to ve¢ obavljeno pri tvorbi spektra. Za vlastiti period 7, 1

priguSenje ¢ statickog sustava o¢itamo D, V ili A, a dovoljna je jedna od tri krivulje:

u, =D =T 27V =(T,/27)* A. (228)
Slika 115 Slika 113 Slika 114

Vr$no bocno opterecenje okvira sa slike 116. jest:
fso = kD = mA. (229)
Statickim prora¢unom mozemo odrediti unutarnje sile M, 7;, N,, no imajmo na umu da

¢emo dobiti samo vrSne sile (ne odziv u vremenu!). PopreCna reakcija Vim0 1 moment

prevrtanja M vo iznose:

> fso
\ /
h mno T,..)

T
-—
Vo M, =hVy.

\__,__/M bo

Slika 116.: Vrs$ne vrijednosti sila

Vio = kD =mA,

(230)

5.6. Svojstva spektra odziva

Da bismo pojasnili svojstva spektra odziva, promotrimo tri oblika spektralnih krivulja
potresnog zapisa El Centro:

— s ucrtanim ekstremima zapisa u,, , U, U, (slika 117.)
Viu,, Al (slika 118.)

— za priguSenje { =5% s linearnom aproksimacijom (isprekidano, slika 119.)

— normirani oblik D/ u

20 g0 20
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Zbog dinamickih ucinaka vr$na vrijednost pseudoubrzanja je vec¢a od vrSnog ubrzanja tla
A >y, (do 10i,, ), a bez spomenutih u€inaka njihove bi vrijednosti bile jednake ( A =iiy, ):

. . > . s T
i +20w,u+ @u =—ii (1), A(t)=—ii (1), A=iiy.

- — —
=0 =() A(f) iste funkcije do na predznak

231)

Analizirajmo podrucja spektra medu periodima 7, — T, (slika 119.)

Tablica 2.: Ordinate podrucja: periodi [s]

n, | 1 |7
3,0 10 15
10¢ T Whiga =7 j ) " j

TN |
4 u razini temelja L
amplitude 9N = 05F

0.2
0.1
0.05
0,5 VNP AP | { o L PR 1 poced 0.02 A B PR R P L -
0,02 005 01 02 0.5 1 2 S 10 20 50 0.02 005 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50
T,[s] 5l
Slika 117.: D — V — A spektar i vrSne vrijednosti Slika 118.: Normirani D — V — A spektar za
ubrzanja, brzine i pomaka tla za potresni zapis potresni zapis El Centro, uz prigusenja 0, 2, 5 i
El Centro, uz prigusenja 0,2,5i 10% 10%
Podrugje osjetljivo Podrugje osjetljivo Podrugje osjetljivo
na ubrzanje ‘ na brzinu ! na pomak
10 — e T — ey —y
: £=5%]
N @ u
5 i N temelj tvorbe elasti¢nog i
. projektnog spektra
- [X"‘U‘m/ /0 4
2t c A |
9 AR
1t Vi E
S wii, b R :
T 05F g 1
o0 A 4
wy
o
<
= = .
0.2 N 4
I
0.1 - -
b o h
Loa P 4
0.05 I ; 1
4 % '
L =
002l 1 i -
0.02 0.05 0.1 50

Slika 119.: Normirani D — V — A spektar (puna linija) i idealizirani spektar (isprekidana linija) za
potresni zapis El Centro i {=0,05
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Kod sustava VRLO KRATKOG perioda (7, <7,, Slika 118) pseudoubrzanje teZi vrSnom
ubrzanju tla (A—ii, ), a pomak tezi prema nuli (D—0). Primjerice, kod konstrukcije s vrlo
krutim stupovima, nema relativnoga pomaka mase (odziv u, pai D—0). Znaci, jednako je
gibanje mase i tla, a relativni odziv je u =0 (vidjeti za EL CENTRO, Slika 120.). Dakle, znamo
da je ukupni pomak jednak zbroju pomaka tla i konstrukcije (u' = u,+u) pa ako je odziv
konstrukcije priblizno jednak nuli (u =0 ), ukupni pomak je pribliZzno jednak pomaku tla
(u' =u, ). Tada je ukupno ubrzanje priblizno jednako ubrzanju tla (i =ii,=>ii =iy ). Iz
jednadzbe gibanja [izraz (218) wuz ii+ii, =i'] slijedi da je ukupno ubrzanje
ii' =2{@wii—@u. Uz malo prigusenje ¢ vrijedi 2{@,ii=0, pa je ukupno ubrzanje
ii' =—a@’u=—A(t). Vr¥na vrijednost ukupnog ubrzanja je priblizno jednaka pseudoubrzanju
liy = A. Iz istaknutih izraza slijedi da je kod sustava vrlo kratkih perioda pseudoubrzanje
priblizno jednako vrSnom ubrzanju tla A =i, (0,321g=0,319g na slikama 117. i 120.).
Zakljucno, ako vlastiti periodi teze prema nuli (7, — 0 ), spektri teZe prema vrSnomu ubrzanju
tla.

Kod sustava VRLO DUGOG perioda (7, > 7, , Slika 118.) za sve vrijednosti priguSenja pomaci
teze pomaku tla (D—u,), a pseudoubrzanje teZzi prema nuli (A—0). Pri malom
pseudoubrzanju A, mala je i bocna sila f; =mA (slabo optereen okvir), pa su male i
unutarnje sile. Primjerice, kod konstrukcije s vrlo gipkim stupovima, tlo se giba (zatitra), a
masa stoji. Znaci, nema apsolutnog pomaka i ubrzanja mase: u' =0, i'=0 i i, =0. Prije
smo pokazali da za malo priguSenje ¢, pseudoubrzanje teZi vrSnom ukupnom ubrzanju
(A =iy ). Buduéi da je ono priblizno jednako nuli, i pseudoubrzanje je blisko nuli (A=0).
Ako je ukupni pomak priblizno jednak nuli (u' =0), slijedi da je odziv konstrukcije gotovo
jednak pomaku tla (u=-u ). Znaci vr8na vrijednost pomaka je priblizno jednaka vr§nom
pomaku tla (D = u,, ), §to moZemo uociti na slici 121. Razlika izmedu prikazanih pomaka tla i
odziva konstrukcije u vremenu nastaje djelomi¢no zbog gubitka pocetnoga dijela zapisa prije
okidanja akcelerografa [problem integracije i, (¢) ]. Zaklju¢no, ako vlastiti period tezi prema
beskonacnosti, spektri teZe prema vr$nom pomaku tla.

Kod sustava kratkih perioda 7, <7 <T. pseudoubrzanje je vefe od vrSnog ubrzanja tla
(A>iiy ) (slika 118.), a premaSenje ovisi o 7, i ¢ (jer odziv ovisi samo o 7, i ¢ ). U tom
podrucju spektralnu krivulju moZemo aproksimirati pravcem A = @,ii,, (slika 119.), pa se uz
konstantnu vrijednost A gubi ovisnost o vlastitom periodu 7, a ostaje samo o prigusenju ¢ .
Kod sustava dugih perioda T, <7 <T,, (slika 118.), pomak D je ve¢i od vrSnog ubrzanja tla
Uy, (D >uy ). Utom podrucju spektralnu krivulju moZemo aproksimirati pravcem konstantne

vrijednosti D = &,,u,, = const. koja je ovisna o priguSenju ¢ (slika 119.).
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Kod sustava srednjih perioda 7, <7, <T,, (slika 118.), pseudobrzina V je veca od vrSne
brzine tla u,, (V >uy ). U tom podrucju spektralnu krivulju moZemo aproksimirati pravcem

konstantne vrijednosti V = &, u,, = const. koja je ovisna o priguSenju ¢ (slika 119.).

04

ligo =0.319g

T =0.02s, £=0,02

—_ 0 10 20 30
=20 t[s]
<<
0.4 A=0321g
o 1 2 3 4 5 6 7
t[s]
Slika 120.: Ubrzanje tla, ukupno ubrzanje Slika 121.: Pomak tla i odziv jako fleksibilnog
jednostupnjevnog sustava kratkog perioda i jednostupnjevnog sustava pri potresu El Centro

pseudoubrzanje pri potresu El Centro

PriguSenje odreduje koeficijente uvecanja «,, «, i ¢, (ve¢isuod 1). U podru¢jima 7, — T,
i T, - T, (slika 119.) spektralnu krivulju takoder moZemo zamijeniti pravcima.
Logicno je podijeliti spektar na tri dijela (slika 119.):
a) podrucje dugoga perioda (na desno od tocke d)za T, >T,,
— odziv najviSe ovisi o pomaku tla (spektar u pravcu pomaka)
— zato se i naziva: PODRUCJE OSJETLJIVO NA POMAK
b) podrucje kratkoga perioda (na lijevo od toc¢ke c¢):za T, <T,,
— odziv najviSe ovisi o ubrzanju tla (spektar u pravcu ubrzanja)
— zato se i naziva: PODRUCIJE OSJETLJIVO NA UBRZANJE
c) podrucje srednjega perioda (izmedu tocaka c i d):za T <T, <T,,
— odziv najviSe ovisi o brzini tla (spektar u pravcu brzine)
— zato se i naziva: PODRUCJE OSJETLJIVO NA BRZINU
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Za pojedini potresni zapis, periodi T4, Tp, Te 1 Ty na idealiziranom spektru slabo ovise o
prigusenju, a 7. i T, su izrazito ovisni o priguSenju ¢ (pogledati razmake spektralnih
krivulja na slici 118.). Ove zakljucke je teSko donijeti analizom zasebnih spektara, ve¢ je
moguce samo primjenom zajednickoga D-V-A spektra.

Idealiziranje spektra odziva nizom pravaca a—b—-c—d—e— f (slika 119.) nije precizan
postupak i velika su odstupanja pravaca od ordinata spektra, §to mozda nije odmah uocljivo
na slici 119., jer logaritamsko mjerilo smanjuje razlike. Ipak, zamisao je vrlo vazna jer je
idealizacija spektralnih krivulja pravcima temelj tvorbe elasticnog projektnog (glatkog)
spektra.

Oblik spektra i periodi od 7, do T, najviSe ovise o0 omjerima uy/ii,, 1 uy/u, . Ti omjeri
ovise o magnitudi potresa, udaljenosti uredaja od rasjeda, geoloskim uvjetima podrucja i
uvjetima temeljenja. Prirodna mjesta rasjeda su primjerice ispod kanjona i korita rijeka,
prepreka koje se Cesto svladavaju mostovima pa postoji izravni utjecaj bliskih zapisa
(primjerice, most PeljeSac).

Za bliski zapis (primjerice, NORTHRIDGE, 1994., Slika 122. lijevo) velik je omjer u,/ii,, 1
mali u,/u, . Zbog toga je podrucje osjetljivo na brzinu vrlo visoko i usko, a podrucja
osjetljiva na ubrzanje i pomak vrlo Siroka (slika 123.). Za udaljeni zapis (primjerice, TAFT,
1952., slika 122. desno), obratne su vrijednosti omjera pa je podrucje osjetljivo na brzinu
nisko i vrlo Siroko (slika 123.). Sto je veéa nazubljenost spektra pojedinog zapisa, veéa je
ovisnost o periodu 7. PriguSenje izgladuje spektar pa i smanjuje ovisnost o 7, (slika 118.).
Prigusenje ¢ smanjuje i veli¢inu odziva §to je razli¢ito za svako podrucje. Ako je vlastiti
period priblizno jednak nuli (7, =0 ), nema relativnog odziva (u =0, 1 =0) i priguSiva¢ ne
radi. Ako vlastiti period teZi u beskonacnost (7, — o), ukupno ubrzanje je priblizno jednako
nuli (#' =0) i brzina tezi prema nuli (14 =-7u/({T,)— 0), pa prigusiva¢ takoder ne radi.
Znadi, za oba podrudja je utjecaj prigusenja ¢ zanemariv i sve su krivulje bliske (slika 118.).

PriguSenje najviSe utjeCe na vrijednost spektara u srednjem dijelu D-V-A spektra, pa su i

krivulje dobivene za razlicita priguSenja znatno razmaknute.
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Slika 122.: Potresni zapisi: Northridge, 1994. i Taft, 1952.
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idealizirani spektri
" (aproksimacija pravcima,
£=5%)
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| svi zapisi okomiti na rasjed "¢
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—_
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pseudobrzina V [cm/s]
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1 10

prirodni period titraja 7, [s]

Slika 123.: Idealizirani D-V-A spektri odziva pri potresima Taft, Northridge, Loma Prieta i Kobe

Promotrimo pseudoubrzanje u funkciji prigusenja A(¢), prikazano na slici 124. Za dobivanje

prikazane funkcije upotrijebljeni su podaci iz

spektra sa slike 113. ili 114. Za odredeni vlastiti

period 7, , prikazane su normirane vrijednosti pseudoubrzanja [vrijednosti pseudoubrzanja

podijeljene s pseudoubrzanjem za sustav

bez prigusenja A({ =0)] spojene pravcima.

MoZemo uociti da je opce svojstvo krivulja pad amplituda s porastom prigusenja. Amplitude

viSe padaju za manja priguSenja ¢ (primjerice, ve¢i je pad za priguSenje od 0 do 2%, nego od
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10 do 12%). Nasuprot tome, ovisnost o vlastitomu periodu 7, nema pravila Sto je potvrda

sloZenosti dinamike konstrukcija.

1.0

0.6

A /AL=0)

0.4 1

¥

I
|
l
| |
| |
| |
! T T 1" T T T T

5 10 20
koeficijent prigudenja, '[%]

[ T

Slika 124.: Promjene vrsnog pseudoubrzanja u odnosu na prigusenje za razli¢ite sustave s jednim
stupnjem slobode; potresni zapis El Centro

Ipak, vecina konstrukcija ima malo priguSenje (do 10%). Da bismo smanjili amplitude
pomaka i sile od seizmi¢kog djelovanja [D=A/(2z/T,)* i f, =mA], moZemo povecati
priguSenje sustava ugradnjom viskoznih prigusSivaca. Promjena priguSenja ne utjeCe znacajno
na vlastite periode (7, =T, ), a znacajno se smanjuje pseudoubrzanje A. Viskozni priguSivaci

se uobiCajeno rabe u mostogradnji, a sve ceSfe i u visokogradnji, s ciljem povecanja

sigurnosti novih, a posebice postojecih konstrukcija.

Slika 125.: PriguSivaci na zgradama

95



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

5.7. Elasti¢ni projektni spektar

Projektni spektar sadrzi procjenu djelovanja buducih potresa. Potreban je za inZenjersku
praksi jer nije dovoljan spektar jednog, proslog potresa. Naime, ¢ak i na istoj lokaciji, zapisi
zabiljezeni tijekom dva razliCita potresa nece biti slicni, ve¢ ¢e postojati izrazite razlike u
obliku zapisa i spektra, a budu¢i ekstremi se mogu pojaviti izmedu postojecih. Primjerice, na
slici 126. prikazani su spektri odziva pseudoubrzanja od viSe potresnih zapisa snimljenih na

stanici El Centro.

El Centro
£=2%

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Slika 126.: Spektri odziva potresnih zapisa El Centro, komponenta sjever- jug, snimljenih pri potresima
1940., 1956. i 1968. godine, {=0,02

Zbog toga je nuzno stvoriti spektar koji zamjenjuje viSe potresa, a nazubljenost pojedinih
spektara aproksimirati DOVOLJNO VISOKIM pravcima. Medutim, ¢esto smo suoceni s
problemom nedovoljnoga broja zapisa s odredenog podrucja, pa se (uz uvazavanje
podudarnih svojstava) mogu koristiti zapisi sa slicnog podrucja. U slucaju da ni takvi ne
postoje, prilagodavaju se zapisi s podrucja drugacijih svojstava.

Projektni spektar se dobiva statisticlkom obradom viSe spektralnih krivulja. Odabere se grupa
zapisa u; (#), i=1,...,1 pri Cemu se svi zapisi normiraju na isto vr$no ubrzanje ii,, (Cesto
lg). Zatim se odrede spektri: svakom vlastitom periodu 7, pripadaju nizovi D', V' i A’
svakog pojedinog zapisa. Nizovi D' i V' su normirani na srednje vrijednosti uéo,uéo svih
zapisa, dok je niz A’ normiran na vr$no ubrzanje liy, podrucja (ili 1g).

Na slici 127. je prikazan srednji spektar dobiven na opisani nacin uporabom 10 potresnih
zapisa. Veli€ine u

@00 Uyg 1 U, unormiranom mjerilu su srednje vrijednosti vr$nih pomaka,

brzine i ubrzanja tla svih zapisa. Statisti¢kom obradom / podataka niza vrijednosti V' / Uy, za
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svaki vlastiti period T,, dobivamo normalnu razdiobu®® ordinate spektra Vil ,

za koju

mozemo odrediti srednju vrijednost i standardnu devijaciju. Ako spojimo srednje vrijednosti,

dobivamo spektar odziva srednje vrijednosti. Na isti na¢in moZemo dobiti spektar srednje

vrijednosti plus jedne standardne devijacije.
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C 23 isti ¢ ¢=5% 1
. ‘7 d
5+ \QQ gladi od spektra -
i srednja vrijednost + lo Jednog zapisa ]
I razdioba ' |
2r ° A
% ‘. ]
e @,  srednja :
s [ vrijednost| 2"\ sl
$ | b ] ‘ o]
= 0.5} A ; |
4 b
| [ w e ]
o w
o
B ﬁ s ]
» Q- ) 5
B i Hs‘g =
0.1F = 4 & ; S ]
C LS 7 e ¥
L a L
0.05F .
L # _
b
i 2 [
0.02 YRR L (8 | 1 1 A O A | 1 1 | 1 1 1
0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50

Slika 127.: Spektar odziva srednje vrijednosti i spektar odziva srednje vrijednosti plus jedne standardne

devijacije

Koeficijent varijacije (standardna devijacija/srednja vrijednost) mijenja se ovisno o vlastitom

periodu 7, Sto je shematski prikazano razdiobama vjerojatnosti za tri razli¢ita 7, na slici

127. Primijetimo da su spektri dobiveni statistic(kom obradom gladi od standardnih spektara

pojedinih zapisa (primjerice, sa slike 113.), Sto opet upucuje na dobru aproksimaciju spektara

pravcima jer su odmah odredeni ¢, , o, 1 ¢, .

Obradom velikoga broja zapisa snimljenih na stjenovitim i
sedimentnim tlima, seizmolozi su odredili vrijednosti 7T,
1,, T, i T, za ¢vrsta tla, prikazane u tablici 3., i koeficijente
uvecanja «,, &, 1 &, za tri srednja podrucja, prikazane u
tablici 4. Koeficijenti uvec¢anja «, i ¢, su odredeni za

potkoracenje (fraktilu) ¢, od 50% (medijan) 1 84,1%

8 http://en.wikipedia.org/wiki/Normal distribution
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(medijan+1 ¢ ), pod pretpostavkom lognormalne razdiobe? (slika 128.) ordinata spektara.

Tablica 3.: Odabrani periodi za ¢vrsta tla [s]

T, 7, T, T,
1/33 1/8 10 33

Tablica 4.: Koeficijenti uvecanja za elasti¢ni projektni spektar

Pricuteni Medijan Medijan + 1o
r}gu[S‘;I;]e (potkoracenje: 50%) (potkoracenje: 84,1%)
’ aA aV aD aA aV aD
1 3,21 2,31 1,82 4,38 3,38 2,73
2 2,74 2,03 1,63 3,66 2,92 2,42
5 2,12 1,65 1,39 2,71 2,30 2,01
10 1,64 1,37 1,20 1,99 1,84 1,69
20 1,17 1,08 1,01 1,26 1,37 1,38
Koeficijenti «,, o, 1 o, uveCavaju i, u,, u, (slika 127.). Uveanje ovisi o

vjerojatnosti potkoracenja (fraktili) i priguSenju (nizu I pripada jedan ¢ ). Vrijednosti

V=co,u

perioda 7, i T, odreduju se iz sjeciSta A = &, i, YU 1 D=0au

20 *
Postupak tvorbe projektnog spektra prema slici 129.:
1. povu¢i vertikalne pravce s periodima Ty,

Ty, Tei Ty

elasti¢éni projektni

. . B . spektar za odabrani ¢ Cagovise _d
2. ucrtati pravce vrSnih vrijednosti potresa: %
il e
. . o 4= — 1Y,
Ugy> Uy, Uy // ? é\\
. . . . . nal
3. odrediti «,, &, 1 ¢, za planiranu fraktilu s N

i { (tablica4.)

4. pomnoZiti @,ii,: ucrtati polupravac iz b

vrino ubrzanje,
brzina i pomak tla

pseudobrzina (log mjerilo)

paralelan s i,

5. pomnoZiti &, u,: ucrtati pravac paralelan s /335 1/8s T Fl 105 335
g 33Hz 8Hz . 4y 1/10Hz 1/33 Hz
blg() prirodni period titraja (log mjerilo)

6. pomnoZiti Aplty - ucTtatl polupravac iz e Slika 129.: Postupak tvorbe elasticnog

paralelan s u 20 projektnog spektra

7. oznaliti ¢ i d: sjeciSta pravaca odredenih
koracima 3 do 5
ucrtati A=iiy, za T, <T, i D=uy, za T >T,

9. povucdi duZine prijelaznog podrucja ab i E

2 http://en.wikipedia.org/wiki/Log-normal_distribution
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Sad ¢emo opisani postupak upotrijebiti za tvorbu projektnog spektra za fraktilu 84,1%,
{=5% i iiy, =1g (slika 130.). Vr$no ubrzanje od 1g je prikladno, jer mnoZenjem spektra s
n dobivamo spektar za 7ii,, . Vrijednosti u, i u, odreduju seizmolozi za Cvrsta tla.
Uobicajeno je da su omjeri u,/ii,, =1,22 [m/s/g] i L'igougo/dgzo =6, pa za vr$no ubrzanje

liy, =1g dobivamo vrSnu brzinu u,, =1,22m/s i vrSni pomak u,, =0,91m.

5,00 —r—r——rrrrr ey S — ey
V, A poznato_ 1,22-2,3=2.81 .~ D, V poznato
2,50 9

fraktila : 84,1% |

0,050 i, =lg
i, =1,22 m/s
0,025 i, =0.91m 1
: £=5%
0,01250_ o+ 14000 P T bt
0.02 005 01 02 0.5 2 5 10 20 50

Slika 130.: Postupak tvorbe elasti¢nog projektnog spektra (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa s i, =1g,
u, =1,22m/s, u, =0,91m , uz (=0,05

Spektar na slici 130. dobiven je uz sljedece korake:
1. ucrtavaju se pravci vr$nih vrijednosti: i, =1g, u, =1,22m/s, u, =0,91m
2. za fraktilu 84,1% 1 {=5% koeficijenti uvecanja su «,=2,71, &, =2,30,
o, =2,01 prema tablici 4.
ucrtava se polupravaciz b: A=const.: 1g-2,71=2,71g
ucrtava se pravac V =const.: 1,22-2,30 =2,81m/s
ucrtava se polupravac iz e: D =const.: 0,91-2,01=1,83m
iz sjeciSta ¢ 1 d odreduju se periodi 7, i T,
oznaCavase A=1g zaT <1/33s1 D=0,91m za Tf > 33s
spajaju se tocke (1/33s,1g), (1/8s,2,71g) 1 (10s,1,83m), (33s,0,91m)
Zatim iz tripartitnog spektra moZemo odrediti spektar pseudoubrzanja i pomaka na nacin da

oc¢itamo koordinate (7,,A) i (T,,D) svih sjeciSta (a do f) i tocke od a do f spojimo

® N R W

pravcima. Taj postupak je neprecizan pa je bolje rabiti formule za to¢ne vrijednosti,
primjerice, za T, 1 A [izraz (226)].
Na slici 130. za vlastiti period od T, =1/8 =0,125s poznato je pseudoubrzanje A=2,71g, a

prema formulama D=A/Q2x/ Tn)2 1 V=A/Q2x/T,) mozemo odrediti vrSni pomak 1i
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pseudobrzinu. Slicno moZzemo odrediti periode T, i T, iz T,=27V/A=0,66s 1
T,=27nD/V =4,12s. O¢itavanje 7, izmedu ¢vornih vrijednosti takoder nije precizno, pa je
bolje odrediti funkcije iz kojih ¢e se te vrijednosti racunati.
Pravci u logaritamskom mjerilu su funkcije eksponenta u linearnom myjerilu. Primjerice,
A=DbT’, alogaritmiranjem dobijemo log A=alogT, +logh.

y X
Budu¢i da znamo dvije tocke, imamo sustav 2X2 i moZemo odrediti a i b, pai A=0bT'

(slika 131). Na sli¢an na¢in moZemo odrediti i D =bT", prikazane na slici 132.

5 — 5,00 T —— T T T

= fraktila : 84,1%

~ 271 i, =lg 250 | fraktila: 84.1% E
"?&. i, =122 m/s L2sE i_i:o =lg E
\'_\Q u,=091m r i, =122 m/s -
S (6)0 $=5% 0.5 u,=091m D—uy, N
1 S ) §=5%

E oA, 0.25¢ 3
= 0.125 F ]
P r r ]
2 | = 0,050 .
§ 2 £
% L xé Q 0,025 E_ " 3
2 C o 0.0125F @ E
3 L Fl = ]
g 0lp 3 0.0050

L & 0,0025 J

Ct : . E

r %l 0,00125 - © & @ » |

| [ ) » «» r = g G = @

Ll Ej l;g QJ B 0,00050 - -

= - < - 0.00025E / D=0 3
0.01 el TR R 40 0,000135'/ Ll [ Al (| Ll T
0.02 0.1 1 10 002 005 01 02 05 1 2 5 10 20 50
Z[s] 7,[s]
Slika 131.: Elasti¢ni projektni spektar Slika 132.: Elasti¢ni projektni spektar pomaka
pseudoubrzanja (fraktila: 84,1%) potresnih (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa za i, =1g,
zapisaza i, =1g, u, =1,22m/s, u, =0,91m, i, =1,22m/s, u, =0,91m , uz {=0,05
uz {=0,05
5,00 — — T —
2,50 F
1,25
0.5
g 0.25
=
0.125
0,050 .
fraktila : 84,1%
ii,=1g
0,025 | i,=122m/s o
F u,=091m
0,01250 1 1 14y AN R Lo
0.02 005 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50

7,[5]
Slika 133.: Elasti¢ni projektni spektri pseudobrzine (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa za i, =1g,

u, =1,22m/s, u, =0,91m, za razli¢ita prigusenja
Ako Zelimo odrediti krivulju za novo prigus$enje ¢, ponovimo isti postupak, ali uz druge

vrijednosti koeficijenata uveanja &, , «, 1 ¢, prema tablici 4. (slika 133.).
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Za razliCita priguSenja spektar odziva pseudoubrzanja prikazan je na slici 134. u

logaritamskom, a na slici 135. u linearnom myjerilu.

5 T T TTTTTT T T T TTTIT T T T TTTTTT

1 . 5 T T T T T
: ] Yonstanta fraktila :84,1% |
' TR i, =1
mali pozitivni eksponent !?,o -1 %2 ilis
4r (blago konveksno zakrivljeno) g0~ 2
= u, =0.91m
veci negativni eksponent ) o
(jac¢e konkavno zakrivljeno) linearno mjerilo

tri podrucja

Alg]

3 .
o eksponenti na str. 204.
0.1F | 2 cksp
2
r fraktila:84,1%
i, =lg 1
L i, =122 mfs konstanta
u, =0.91m
0.01 1oyl Lol Ll 0 1/33 Il 1 1 1 L
0.02 0.1 1 10 20 0 1 T [s] 2 3
7,[s]
Slika 134.: Elasticni projektni  spektri Slika 135.: Elasticni  projektni  spektri
pseudoubrzanja (fraktila: 84,1%) potresnih pseudoubrzanja (fraktila: 84,1%) potresnih
zapisa s u, =1g, u,=1,22m/s, u,=0,91m, zapisa s i, =1g, u,=1,22m/s, u,=0,91m,
za razlicita priguSenja za razlidita priguSenja

Na slici 136. prikazan je spektar odziva pomaka u logaritamskom mjerilu.

5.00 T T T T T T T T T T T P
2,50
1,25

fraktila : 84,1%
1

0.5
0,25F
0125 F
0,050 -

0,025
0,0125

D[m]

T T T

0,0050
0,0025
0,00125

+ uotite: postupak tvorbe spektara vrlo priblizan
« posljedica: racunske sile nisu precizne
« vazno oblikovanje (ne samo dimenzioniranje) konstrukeije

0,00050

0,00025
0,000125 840 1 1011 Y PO P feree) il Lo
002 005 0.1 02 0.5 1 2 5 10 20 50

7s]

Slika 136.: Elasti¢ni projektni spektri pomaka (fraktila: 84,1%) potresnih zapisas i, =1g,

u, =1,22m/s, u, =0,91m, za razli¢ita prigusenja

Prikazani projektni spektri odredeni su za vr$no ubrzanje tla ii,, = 1g, fraktilu 84,1% i ¢vrsto
tlo (klasa A). ElastiCni spektri se upotrebljavaju za proracun projektnih sila i pomaka
ELASTICNOG SUSTAVA.

PriloZeni oblici spektara uvrijeZeni su u svim propisima, a za razliite lokacije mnoze se
koeficijentom 77 koji predstavlja vr$no ubrzanje tla (odredeno prema potresnoj karti danoj u

Nacionalnom dodatku propisa, dostupnoj na poveznici http://seizkarta.gfz.hr/karta.php).
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5.8. Usporedba propisanog i stvarnog spektra

Sad ¢emo usporediti propisani i stvarni spektar odziva za Cvrsto tlo i vrSno ubrzanje tla
liy, =0,319g (77=0,319). Iz preporucenih omjera (str. 99.), za propisano vrSno ubrzanje tla
od b'igo =0,319g, slijedi da je vrSna brzina b'tgo =0,39m/s i vr$ni pomak tla Uy =0,29m.
Podsjetimo se da su stvarne vrSne vrijednosti zapisa El Centro (slika 103.) i, =0,319g,
uy, =0,33m/s 1 u,,=0,21m. Na slici 137. moZzemo primijetiti da se spektri odziva dobro
podudaraju u podruc¢ju osjetljivom na ubrzanje, jer se propisano vr$no ubrzanje i stvarno
vr$no ubrzanje podudaraju. No, postoje znacajne razlike u spektrima odziva u podrucju
osjetljivom na brzinu i pomak jer su razli¢iti i, 1 u,, .

Odstupanja medu spektrima nastaju ¢ak i uz iste vr$ne vrijednosti. Na slici 138. su prikazani
propisani spektri odziva uz vrijednosti b'igo =0,319¢g, L'tgo =0,33m/s, Uy = 0,21m (iste vrSne
vrijednosti kao i zapisa El Centro), za fraktilu 50% 1 84,1%. Primijetimo da fraktila 50% daje
preniske vrijednosti, a fraktila 84,1% dobru procjenu u odnosu na spektar odziva stvarnog
zapisa. Odstupanja postoje jer projektni spektar (glatki) nije spektar jednoga zapisa

(nazubljen), ve¢ je dobiven statistickom obradom vise spektara, uz nuzno rasipanje.

2, 50— T T T \ ™ 2,50¢

Lo . . : ' C 0113 ' propisani projektni spektar (prema E/ Centrir)
propisani projektni spektar, i ,=0,319g (7=0,319) fraktila: 84.1%
fraktila: 50%

1257

D)
QT)J“'\

’

spektar odziva
El Centro
i, =0,319¢g

spektar odziva
El Centro

0,050 0,050

0,025 | Y 0,025} :
b ] ‘ i, =0319¢g ]
0.0125 | N 10,0125 [ oo = 331 cmis]
& fraktila: 84,1% ] P u, =213 cm ]

L D 50 Q0 H 5% 1

< ="

0,005 L . ' el R 0,005 L 1o T e e g PRI . R

002 005 0.1 02 05 1 2 5 10 20 5 002 005 01 02 05 1 2 5 10 20 50
7,[s] 7[s]
Slika 137.: Usporedba propisanog projektnog Slika 138.: Usporedba propisanih projektnih
spektra s i, =0,319¢ i spektra odziva spektara s fraktilom 84,1% i 50% i spektra

potresnog zapisa El Centro, ¢=0,05 odziva potresnog zapisa El Centro, {=0,05

5.9. Razlike izmedu projektnog i stvarnog spektra

Podsjetimo se da spektar odziva sadrZi VRSNE iznose za ODABRANI potresni zapis, dok
projektni spektar daje PROPISANE iznose vrS$nih vrijednosti i ovisno o tvorbi, moZe biti vrlo
razlicit od spektra odziva, a sli¢an je samo ako je dobiven statisticki iz spektara odziva.

Za neke lokacije projektni spektar moZe biti ovojnica dvaju spektara, primjerice ako dva
rasjeda utjeCu na Sirenje potresa (slika 139.). Recimo, lokaciju mogu pogoditi jedan srednje

jaki bliski i jaki udaljeni potres. Svakoj grupi pripada razliCiti projektni spektar, pa njihovo
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zbirno djelovanje moZzemo odrediti kao ovojnicu spektara. Iz slike vidimo da bliski potresi

utjeCu na kratke, a udaljeni na duge periode.

srednje jaki potres na maloj e~~~
"~ udaljenosti od lokacije bliski rasjed

lokacija

udaljeni rasjed

3

___———projektni spektar lokacije

pseudoubrzanje, A [g]

jaki potres na velikoj
udaljenosti od lokacije

prirodni period titraja 7, [b]

Slika 139.: Projektni spektar definiran kao ovojnica spektara za potrese koji se Sire iz dva rasjeda

5.10.Spektri brzine i ubrzanja

Pseudovrijednosti V i A su vrijednosti tangencijalne brzine i radijalnog ubrzanja. Ako
promotrimo amplitude jednostavnog harmonijskog titranja najveim pomakom, za
odredivanje vrSnog odziva dovoljan je spektar odziva pomaka u,(T,)=D(T,)
[ili V(T,),ili A(T,)], a spektri vrijednosti vr$ne brzine u,(7,) i ukupnoga ubrzanja i, (7))
nisu potrebni, no odredit ¢emo ih radi razlikovanja prema pseudovrijednostima V i A.

Duhamleov integral za p(7) = p,, (7) = —mii (7), (m se Krati) jest:
_ 1 .. @, (-7) .
u(t) = o [lii, (@)e sin[@, (1 —7))d, (232)

a brzina (d / dr umnoska pod integralom, ii (7) ne ovisi o ?):

i(t) = —Co, - [ ii (2)e 7 sinf@, (t - 7)d7 -
wy, 0

u(t)

1 L. ~{, (t-1) (233)
" [ii,(@e cos[w, (t —7)ldt

i(t) ==¢@u() - [ i, (D)e " cosla, (- T)ldz.

Ukupno ubrzanje ii'(t) dobivamo deriviranjem () i pribrajanjem i (¢) ili lakSe pomocu

jednadZbe gibanja [uz i’ (t) =ii(t) +ii, (1)]:
ii(1) + 24, u(t) + @'u(t) = =i, (1), i'(t) = —a)jM— 24’(@1@. (234)
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Podcrtane vrijednosti su odredene iz dviju prethodnih jednadzbi (232) i (233). Spektri odziva
daju vrSne vrijednosti relativne brzine i, i ukupnog ubrzanja i, pri pobudi i, (¢) u funkciji
vlastitog perioda T,. Ako ih crtamo u linearnom, a ne logaritamskome mjerilu, lakSe ¢emo
uoditi razlike (slika 140. i slika 141.).

5.10.1. Usporedba spektara pseudobrzine i relativne brzine

Odstupanja spektra pseudobrzine i relativne brzine ovise o periodu 7, (slika 140. gore). Za
duge periode pseudobrzina je puno manja od vrSne relativne brzine (V <u,) jer vrSna
relativna brzina tezi vr$noj brzini tla (u, —1u,,), a pseudobrzina tezi prema nuli (V — 0).
Dokazimo navedenu tvrdnju. Ako je vlastiti period 7, vrlo dug, masa stoji i tlo se giba pa
ukupni pomak teZi prema nuli (#' — 0 ) i ukupna relativna brzina teZi prema nuli (' — 0).
Zbog u' =i, +u slijedi da je u—>-u, =i, -, . Zbog u' = u,+u slijedi da je
u——u, >uy, >u, i D—uy,. Ako T, —eo, V=27/T D —27/T,u,—0. Za kratke
vlastite periode, V je iznad u,, a za srednje 1 duge periode je ispod u,,.
Promotrimo sad omjer spektara V/u, za razli¢ita prigusenja ¢ (slika 140. dolje). Ako omjer
odstupa od jedinice, postoje razlike medu spektrima. MoZzemo primijetiti da je razlika
najmanja za sustav bez priguSenja, a raste s porastom prigusenja {.Za (=0 (@, =, i
¢ " = 1) izrazi (232) i (233) postaju:
ou(0) =~ i, (@)sin[@, (t - 7)ldT,
t (235)
(1) = = i, (7) cos[@, (t = 7)ldz.
Vrijednosti @u(¢) i u(t) se razlikuju samo ¢lan sin i cos, a amplitude su iste. Dakle,
wu, =i,, vz D=u, 1V =wD=V =u,. Za male vrijednosti V i #,, primjerice V=0,04
cm/s i u, =0,01cm/s iuobicajenih u,, =40 cm/s, omjeri su bliski nuli:
Vii,, = 107, Ui,y = 2,5-107,

ali omjer malih vrijednosti daje:

V0,04

4 0,01

=4.

Za { >0, vrijednost —{@ u(t) #0 pa ée razlika @u(t)=V(¢t) i u(t)biti veca, a takoder i
veca odstupanja medu amplitudama V' 1 #, (slika 140.).

Za uobicajene vrijednosti priguSenja, mala su odstupanja za kratke i srednje periode.
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3 3
= =0.1
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S:D a | :E; il
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Slika 140.: Usporedba spektara odziva Slika 141.: Usporedba spektara odziva
pseudobrzine i relativne brzine, (=0,1; pseudoubrzanja i ukupnog ubrzanja, {=0,1;
omjer spektara V/i, za razliita priguSenja omjer spektara A/ii, za razli¢ita priguSenja

5.10.2. Usporedba spektara pseudoubrzanja i ukupnog ubrzanja

Spektri pseudoubrzanja i ukupnog ubrzanja su isti za sustave bez priguSenja, odnosno
ii' (1) =—@’u(t) jer je —2{@,u(t)=0. Iste su funkcije i amplitude: i\ = @’u, =@’ D=A
(slika 141.). Za ¢ >0, vrijednosti su iste [ii'(t)=—@ u(t)] samo u trenutku 7, kada je
1(t,)=0. Tada je u(t,)=u, lokalni ekstrem pa je —@u, =ii'(¢,). Amplituda i, funkcije
ii'(t) se ne javlja u trenutku 7, (osim u sluc¢aju bez prigusenja). Iz izraza (234) oéito je da
razlika izmedu pseudoubrzanja A i ukupnog ubrzanja i, raste s priguSenjem jer raste i ¢lan
—2{w, u(r) . Za kratke periode A —ii;y, a kod dugih A <ii;, (slika 141.) jer u slu¢aju da masa
stoji, tlo se giba pa je u' —0 i i' —0. Tada i, —0, a od ranije je poznato da D — u,
Ako T, — oo, imamo A= (27 /T,)’D —>(27z/Tn)2ug0 —0. Akoii, >0 i1 A—0, ali A pada
brze (sa T).

Razlike izmedu spektra pseudoubrzanja i ukupnoga ubrzanja mogu se analizirati i na drugi
naCin ako promotrimo vrijednost umnoSka mase i pseudoubrzanja odnosno ukupnoga
ubrzanja. U prvomu slucaju, dobit ¢emo vrSnu vrijednost elasti¢ne sile ( fg, =mA), dok je u
drugomu slucaju umnozak jednak vrSnoj vrijednosti zbroja elasti¢nih sila 1 sila priguSenja
[ miiy = (f5 + f,), 1. Primijetimo na slici 141. da mora biti A <ij, jer je A samo dio #, koji
daje elasti¢nu silu f, .

Prefiks pseudo (lazno) je neprikladan jer se rabi za vrijednosti koje ni na koji nacin nisu krive.

Pseudovrijednosti znace aproksimaciju to¢nih spektara i nikako nisu nekakve laZne
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vrijednosti. Medutim, uporaba takvog naziva se uvrijeZila u dinamici konstrukcija. Nama
nitko ne zabranjuje konstruirati tocne spektre, ali pseudovrijednosti (koje je jednostavnije
odrediti) su nam dovoljne jer daju potrebno: boc¢ne sile fso i energiju Eso. Prema tome, tocni
spektri nam nisu potrebni osim za naglaSavanje razlike prema pseudospektrima (kao u ovome

poglavlju).
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6. QOdziv elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresom

U proslome smo poglavlju pokazali kako se odreduju elasti¢ni spektri odziva i pripadna vr$na
vrijednost poprecne reakcije, no po propisima se gradevine zbog ekonomicnosti uglavnom
racunaju na poprecnu reakciju manju od elastiCne jer se pretpostavlja da ¢e zbog potresa

naprezanje u pojedinim presjecima premasiti granicu elasticnosti.

1,LOSLE
1,0 1

elasti¢ni projektni spektar
- hajjaca trednja prognozirana za lokaciju

i =04
Hoo =58 HRN EN 1998-1

0,67 ) g=15 tip 1
g ' - tlo A
0404 q=8 "1 T
0,261 : ‘ slabije tresnje
0,13 - | l
I
0,4 2,5
Z,[s]

Slika 142.: Projektni spektar uz razli¢ite faktore ponasanja ¢

Za elasti¢ne racunske sile iz izraza (224), f,, = A/gw, odziv gradevine je bez pukotina.
Takvo dimenzioniranje ocito nije ekonomi¢no za jake potrese zbog velikog utroska
materijala. Ipak, kod gradevina kod kojih je otvaranje pukotina opasno, primjerice spremnika,
brana, temelja i stolova turbina, nuZzno je elasticno ponasSanje Sto dovodi do velikih
proracunskih sila. U tom se slu¢aju mogu ugraditi priguSivaci. Za vecinu gradevina je
uobicajeno prihvacanje RAZUMNE razine oSte¢enja pa se pretpostavlja deformiranje iznad
granice elasti¢nosti (plasti¢no podrucje radnog dijagrama).

Elastoplasti¢ni dijagrami dobivaju se pokusima 7,

) . ) ) , pripadni linearni sustav
(ovisno o materijalu, elementu 1 statickom p /
S0

~

sustavu). ! /| elastoplasti¢ni sustav

Na slici 143. prikazan je 1idealizirani radni

dijagram elastoplasticnog sustava i1 pripadajuci

- U

linearni sustav. Normirana granica tecenja y g Uy

elastoplasti¢énog sustava jest: Slika 143.: Elastoplastic¢ni radni dijagram

fy = Flfyklk = u fu, <1, (236)

pri ¢emu su f, (krace f;)1 u, vrSne vrijednosti elastinog odziva (sila i deformacija). Silu
f, moZemo interpretirati kao minimalnu ¢vrstocu sustava potrebnu da bi sustav ostao u
elasticnom podrucju prilikom gibanja tla (skra¢eno, minimalnu ¢vrstocu za elasticno
ponasanje). Sila f, je ¢vrstoca pri teCenju, a u, je pripadna deformacija. Koeficijent smanjenja
granice teCenja je recipro¢na vrijednost f , odnosno:

R =1/f = flf, =uylu, >1. (237)
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Znaci, za u > u, svjesno dimenzioniramo konstrukcije na manje sile (f, ne fo), ali treba
spomenuti da je vrlo teZak projektantski zadatak PROGNOZIRATI prihvatljivo oSteCenje zbog
teCenja. Istaknimo, vaZna svojstva konstrukcije za prihvatljivo ponaSanje prilikom djelovanja
potresa su viSestruka staticka neodredenost i duktilnost*®. Koeficijent duktilnosti jest:
M=u,lu, 21 - zahtjev na konstrukciju. (238)
U praksi ima mnogo primjera loSe prognoze. Primjerice, AB neboder O’Higgin, u gradu
Concepcién (Cile) s 21 katom, izveden 2009. godine. Nesimetri¢an je u tlocrtu i po visini, a
bocnu su krutost €inili zidovi 1 okviri. TeSko je oSte¢en u potresu 2010. godine (slika 144.).

Doslo je do sloma 12. kata pa je zgrada uz velike troSkove morala biti uklonjena.

Slika 144.: Oste¢enje nebodera O'Higgin, Concepcién, Cile, zbog potresa 2010. godine

Ili primjerice, psihijatrijska dnevna bolnica, u San Fernandu, Kalifornija. AB konstrukcija se
sastojala od 2 kata, a bo¢nu krutost su primarno €inili okviri sa zidanom ispunom na drugom
katu. Ispuna je prouzrocila porast krutosti i ¢vrstoce drugog kata i pojavu modela slaboga kata
(engl. weak — story model). Zgrada se sruSila u potresu 1971. godine. Doslo je do sloma
prizemlja (slika 145.) pa je uklonjena, iako je drugi kat ostao gotovo neoStecen.

Slika 145.: Ostecenje psihijatrijske dnevne bolnice, San Fernando, SAD, zbog potresa 1971. godine

3%ilavost, rastezljivost
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TraZimo odziv elastoplasti¢nog sustava u(t) (slika 146. gore):

mii(t) + folu(t)] = —mii, (t)/ :mg = w. (239)
Za linearni sustav vrijedi (slika 146. dolje):
folw=—ii"(t)lg , za f; = ku , linearno elasti¢ni odziv. (240)
; .nm,nnnmHmhnnmnmnnmllmmHHHH
: 'llllr"ll”””HHHU”"‘|ll”HHlHlllHHHHIHHH
= 055 titranje oko poloZaja ravnoteze D(0,50)= u{,—OOSSm
Tl ALt A
E HH!””HHIHl!uummmuHHHHHHIHHHH
“:‘2' . ' min. Cvrs‘tocaza el. poTlasanJe —'-—folw 1?:7

vrijeme[s] A(0,5;0)=ii, =1,37g

Slika 146.: Odziv linearnog sustava s Tn=0,5 s i {=0 na pobudu potresnim zapisom El Centro

Ako pretpostavimo da je normirana granica teenja elastoplasticnog sustava f =1/8
(R,=8), dobivamo f =1/8f, =1/8(1,37w)=0,17lw. U tablici 5. Opisane su
karakteristi¢ne faze odziva elastoplasti¢nog sustava na pobudu potresnim zapisom El Centro,

dan na slici 147.

s ™ izrazito || | —~
L o S y N tetenje s, ¥
=R Ak A ®
S lw=0,171
S, /w=-0,171
+tedenje q bricen nn n I
_teéenjeJ a ‘Zl_l}' ' I —U_ _L-I— I-] @
0 5 10
vrijeme|s]
0.3
o ] 87 fj - ‘
03 . .
-0,05  0,0254 0 0,0254 0,05
pomak u[m]

Slika 147.: Odziv elastoplasti¢nog sustava s Tw=0,5 s, {=0 i 7 , = 0,125 na pobudu potresnim zapisom El
Centro: pomak, elastoplasti¢ni odziv, vremenski intervali tecenja i odnos sila-pomak
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Odziv elastoplasticnog sustava na pobudu potresom

Tablica 5.: Odziv elastoplasti¢nog sustava (slika 147.)

u=0 fs=0 elasti¢no do b
u=u, fs=1, pocetak teCenja
b-c| u>u, fs = f, =const. | teCenje, plastiCna grana f; —u dijagrama
c u=u, fs =1, lokalni maksimum ( # = 0 ), tocka vracanja
c—d | u<u, fs <[, elasti¢no rasterecenje, bez teCenja
d - fs=0 sustav rastere¢en
d-e - fs <0 unutarnja sila u suprotnom smjeru
€ - fs=—1, pocetak teCenja
e—f - fs =—f, =const. | teCenje, plastiCna grana f; —u dijagrama
f u=-u, fs=—1, lokalni min. (i =0 ), tocka vracanja
f-g|lu>-u, fs>—1, elasti¢no rasterecenje, bez teCenja
g - fs=0 sustav rasterecen
g- - fs>0 elasticnodo u =u,

Za razliku od linearnoga, nelinearni sustav nakon pocetka teCenja ne titra oko pocetnoga
(uspravnog) polozaja ravnoteZe, ve¢ oko otklonjenog poloZaja. Zbog toga prolaskom pobude
sustav ostaje otklonjen uz trajne deformacije. Intuitivno je jasno da kod sustava s niZzom
granicom te€enja (s ve¢im Ry) nastupa viSe ciklusa teCenja i ti su ciklusi duZi. Trenutak
nastupanja i iznos ekstrema razli¢iti su u odnosu na linearni sustav (primjerice, ekstrem
nelinearnog sustava je u, =4,3cm, dok je ekstrem pripadajuceg linearnog sustava
u, =8,5cm). Koeficijent duktilnosti prikazanog sustava je uz u, =?yu0 =u,/ R, iz izraza
(237):

Sto predstavlja potrebnu®!' duktilnost sustava pri potresnoj pobudi (duktilni odziv za pomak 4
puta veci od u,!). Ako je duktilnost manja, do¢i ¢e do krhkoga loma za danu pobudu (8to je

opasno, a sanacija, ako je moguca, je vrlo teska).

Pri projektiranju, koeficijent duktilnosti ¢ biramo unaprijed. Veca vrijednost daje manje sile
potresa, Sto moZemo uociti na elastoplasti€énim spektrima odziva prikazanim na slikama 148.-
150. Ali ve¢i je i zahtjev na duktilnosti konstrukcije, pa pazite na izbor statickog sustava,

materijala i detalja konstrukcije!

31 zahtijevana
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Odziv elastoplasticnog sustava na pobudu potresom

elastoplastic¢ni spektar (odziva) pomaka—= D =D/R,

_ elasti¢ni projektni ¢ V=owig d V,=VIR,
2 spektar A, =A/R,
ks
=
oh
2
= spojeno
B~ praveem P elastoplasti¢ni
E N projektni spektar
N L e
2 statisticka obrada elastoplastiénih—
= odziva za veci broj zapisa i = const.:
g
= ' T, <T,
R, =442u-1 T,=<T <T.
2 LT g
1/33s  1i8s 0s 335
33 Hz 8 Hz 1/10 Hz 1/33 Hz

prirodni period titraja 7, (log mjerilo)

Slika 148.: Tvorba elastoplasti¢nog spektra odziva

5,00 T T T |

£=5%

elasti¢ni projektni
spektar

o

0,5 4
% 0.25 Y elastoplasti¢ni projektni

spektri

1
20

% Y Y O S

5 10

Slika 149.: Elastoplasti¢ni spektar odziva (fraktila:

84,1 %) za razlicite koeficijente duktilnosti g i

¢=0,05
3 T T T T T
p=1 linearno mjerilo
L $=5% -
elasti¢ni projektni
2r spektar pseudoubrzanja 1

elastoplasti¢ni projektni
spektar pseudoubrzanja

Slika 150.: Elastoplasti¢ni projektni spektri (fraktila: 84,1 %) potresnih zapisa s i, =1g, u, =1,22m/s,

u, =0,91m , za razlicite koeficijente duktilnosti x i {=0,05
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

7. Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

Poopceni sustav jest sloZeni sustav aproksimiran jednim stupnjem slobode. Postoji viSe

pristupa rjeSavanju takvih sustava, a bit je pretpostaviti mjerodavni oblik titranja

7.1. Rayleighijev postupak (kvocijent)

u
: u(0)

H(O)‘ U(f’) 0/. ; /f.,f’_
t=0 1= -
7 \/
|
‘i‘*M

1(0) \

Slika 151.: Jednostavno harmonijsko gibanje sustava s jednim stupnjem bez priguSenja

Lord Rayleigh je 1873. godine objavio postupak proracuna vlastite frekvencije titranja
temeljen na zakonu o ocuvanju energije. Promotrimo jednostavno harmonijsko gibanje
sustava s jednim stupnjem slobode (slika 151.), uz pocetne uvjete u(0) i u(0). Zbog

jednostavnosti mozemo pretpostaviti da gibanje pocinje u trenutku ¢ =0 (isto V¢ ) pa je:

ut) =u,sinat, (241)
u(t’) =u,@ cosart . (242)
I’.tO
Potencijalna energija iznosi:
E, =1/2ku’, ekstrem: Eg, =1/2ku,. (243)

Vrijeme pojave ekstrema u(t’) = u, jest u trenucima ¢ =T, /4, 3T /4, 5T, /4,... Istodobno
je brzina jednaka nuli, #(t)=0, pa je i kineticka energija jednaka nuli, E, =1/2mui’=0.
Tada je ukupna energija E, = E;+E, = E, (jer je priguSenje ¢ =0). Ekstrem kineticke
energije jest:

Ey, =1/2mu; , (244)
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

a vrijeme pojave ekstrema u(t’) =i, je u trenucima ¢'=0, T,/2, T,,... Istodobno, kad je
pomak u(t)=0, potencijalna energija E,=1/2ku>=0. Tada je ukupna energija:
E, =E,+E, =E, (er je prigusenje ¢ =0). Znadi, za ekstremne vrijednosti pomaka u, i
brzine u, ukupna energija mora biti istoga iznosa i jednaka je maksimumu kineticke energije
i potencijalne energije ( E, = Ey, = E,,), odnosno 1/2ku; =1/2mi; i kona¢no,

kug = mu, @ = @, = \/E (245)
—— m

ug
Iz zakona o ocuvanju energije, doSli smo do poznatoga izraza za prirodnu frekvenciju pa
mozemo zakljuciti da Rayleighijev postupak nema nekih prednosti za sustav s jednim
stupnjem slobode. Kao $to ¢emo vidjeti u nastavku, opisani postupak ima vaznu ulogu kod

sustava s viSe stupnjeva slobode koje ¢emo aproksimirati sustavom s jednim stupnjem
slobode.
Poznato je da sloZeni sustav moZe titrati razli¢itim oblicima. Bit aproksimacije jest:

— pretpostaviti jedan oblik titranja (progiba) pri ¢emu je ¥(x) funkcija oblika,

— odabrati (zna€ajni) pomak promjenjiv u vremenu z(¢f) kojega nazivamo poopceni

pomak.

Zbog toga, sustav prisilno titra oblikom u(x,t) =W (x)z(t) koji je priblizno jednak funkciji
oblika y(x).

"Z 2(0) z(t") =z, sinw ¢’
Z, 2(1)=0

u(x,1) ’ '
=y (®)z() (o) B(If=0 Ll

AR

Slika 152.: Pretpostavka oblika titranja preko funkcije oblika i poopéenog pomaka

Oblik titranja Ww(x) odreduje ponaSanje u prostoru, dok zakon titranja z(#) odreduje

ponaSanje u vremenu (slika 152.).

7.1.1. Primjena na sustav s kontinuiranom masom
Promotrimo jednostavan primjer titranja konzole. Pretpostavit ¢emo da je pomak:

u(x,t’) = (O (x) = z,sin @, Y (x), (246)
pri éemu je oblik titranja y(x), a zakon titranja z(f') = z,sin®¢ s amplitudom z, .

Brzina titranja jest:
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Poopceni sustav s jednim stupnjem slobode

u(x,t') = @,z,cos @1 y(x). (247)

Maksimalna potencijalna energija ** konzole (za maksimalni pomak u, ) iznosi:

L 1 ” . ’
E, = .[0 EEI(X)[M() ()P dx, u,(x)=zWw(x), (sinwt =1), (248)
a maksimalna kineticka energija konzole (za maksimalnu brzinu u, ) jest:
L] . . ’,
E = IO Em(x)[uo (x)]*dx, u,(x) =@,z (x) (cosat =1). (249)

Ako uvrstimo [u, () = Z2[W ()P i [, ()P =@’ 22 [w(x)]* i izjednadimo energije

E, = E,,, dobit éemo (1/2 i z; i¥¢ezavaju) izraz poznat kao Rayleighijev kvocijent:

L Eey @
[ moly oFdx

Rayleighijev kvocijent vrijedi za bilo kakav kontinuirani staticki sustav 1 moZe sluZiti kao

(250)

procjena prvoga® perioda titranja (fizikalno gledano, u smjeru najmanje krutosti!). Znaéi,

pretpostavimo oblik titranja, a uz poznatu fleksijsku krutost E/ i masu m , lako odredimo @,
(T,).

Primjerice, na prostoj gredi prikazanoj na slici 153.,

7'El

mt*

— uz pretpostavljeni oblik (x) = sin% , Rayleighijev kvocijent je: @’ = a

— uz pretpostavljeni oblik: w(x) = %(%—1) , On iznosi @’ = 12_0#

(/2 (/2
_&\@E.Ijz(g _ 7N

w(0)=0 W) y(0)=0
w"(0)=0 w"(0)=0

Slika 153.: Pretpostavka oblika titranja na prostoj gredi

Napomenimo da oblik pretpostavljen pomocu sinusne funkcije zadovoljava i geometrijske (po
pomacima) i prirodne (po silama) rubne uvjete, dok oblik pretpostavljen pomocu parabole ne
zadovoljava prirodne rubne uvjete. Zbog toga funkcijom sinus dobivamo to¢no rjeSenje za

frekvenciju titranja, a parabolom samo pribliZno.

7.1.2. Primjena na sustav s diskretnim masama

Kao primjer sustava s diskretnim masama pokazat ¢emo model zgrade s apsolutno krutim

gredama i koncentriranim masama, prikazan na slici 154.

32 http://www.grad.unizg.hr/predmet/nmk/predavanja

33 temeljnog, osnovnog, fundamentalnog (jer ih sloZeni sustav ima vise)
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m,, ,
N . m, z(t)
ke o
—@
. . m,
J . ‘;—‘—
ki : V/
@
x;
m,
1 —@
k,
“— -

Slika 154.: Posmi¢na zgrada: model i pretpostavka oblika titranja

Titranje zgrade opisuje vektor:
u(t’) =z, sinw 'y, (251)
pri cemu je vektor y pretpostavljena funkcija oblika: :[l//1 e W Yy ]T, Cije

komponente odreduju poloZaje masa.

Brzinu titranja opisuje vektor:

u(’) = @z, cos o, r'y. (252)
Maksimalna potencijalna energija sustava Ey, nastupa pri maksimalnim pomacima:
u, = [“10 e Uy e uNOT, pa dobivamo:
N
1
Eg, = Z:‘Ekf 5 _uj—l,O)z’ (253)
j=

pri ¢emu je u;,—u, , , maksimalni pomak etaZe j.
Maksimalna kineticka energija sustava E,, nastupa pri maksimalnim brzinama:

. . . . T
u, :[um R P uNO} , 0dnosno:
N
.
Ey = Zamz 15, (254)
j=1

pri ¢emu je ufo maksimalna brzina (na mjestu!) mase j.
Ekstremi su u,, = z,¥/, (sin@,t’=1)i i,y = w,z,y, (cosat’ =1).
Ako uvrstimo izraze za energije (253) i (254) te ih izjednacimo (1/2 i zé pritom iS¢ezavaju),

dobivamo:
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N
k(w.—w. )
wz:;.llﬂ/ l//.ll _ Tk‘|’
" 2 v 'my
ij‘//_i
j=1
k +k, —k, 0 m 0 0 - (255)
K- -k, k,+k, —k, _ 0 m O

Ako pretpostavimo da su grede beskonacno krute (aksijalna krutost EA — oo, fleksijska
krutost EI — ), za etazu j, poprec¢na sila iznosi V.= ijj = kj(uj —”_,-_1)- Takav model kod
kojeg se zgrada odupire horizontalnim djelovanjima popre¢nim silama zovemo POSMICNOM
ZGRADOM (ovakav model moZemo nazvati tradicijskim, jer se redovito upotrebljavao prije

pojave racunala). Na slici 155. pokazano je kako se odreduju krutosti posmi¢ne zgrade.

u,=1,u,=0 i
2 \ k, 12EI 24EI :
W TR
EI| \ i El, u, =1
2 1. etaza k, k,
1 k - -
z zI 11 2. etaza
VAL 24EI,
i ki k==
u,=1,u,=0 k
2 k,, -
k, 1. etaza
kZ
1 ~k, P
2. etaza
k,
" "

Slika 155.: Odredivanje krutosti posmi¢ne zgrade
7.1.3. Svojstva Rayleighijeva kvocijenta

Prvo svojstvo Rayleighijeva kvocijenta jest da priblizna frekvencija mora UVIJEK biti veca od
to¢ne. Naime, izborom funkcije oblika ¥(x) uvodimo prisilu medu pomake sustava (slika
156.) Sto znaci da prisiljavamo model na gibanje drugacijim oblikom od to¢noga. Sustav
¢inimo kru¢im (k raste) pa je i veca frekvencija (@, = JkIm ). U tablici 6. je pokazana
procjena prve prirodne frekvencije konzole, za pretpostavljene razliite funkcije oblika.

To¢nu vrijednost dobivamo za ¢, =3,516.
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4 0S~a

Y (x)

prisilno vodenje
u obliku y/(x)

o kruto

Slika 156.: Funkcija oblika konzole

Tablica 6.: Procjena prirodne frekvencije konzole

Oblik rjesenja: @, = &, EI/(mL")
w(x) a, greska [%]
2 3
XX 3,57 1,5
2L 2L
1—cos x 3,66 4
L
2
% 4,47 27

Ocekivano, sve procjene @, su vece od toCne vrijednosti. MoZemo primijetiti da za treci
primjer ((x) = x"/ L’) dobivamo izrazito lo$u procjenu &,. Tomu je razlog prekrieni rubni
uvjet po silama na vrhu (M (¢) = 0). Za pretpostavljenu funkciju oblika moment je konstantan
duz konzole: l/'(x):Z/L2 =const., a znamo da moment na slobodnom rubu ne moze
postojati osim ako se tamo nalazi masa s rotacijskim momentom tromosti. Znaci, pri izboru

funkcije oblika y(x) poZeljno je zadovoljiti geometrijske 1 prirodne rubne uvjete.

Drugo svojstvo Rayleighijeva kvocijenta je da moZemo dobiti dobru aproksimaciju i uz losiji
izbor funkcije oblika. Pod pretpostavkom da poznajemo tocno rjeSenje y , mozemo odrediti
vektor odstupanja (pogreske) Ay kao Ay =y —wy, gdje * oznaCava pribliZno rjesenje. Iznos
odstupanja (duljina vektora pogreske) jest |Awyl=+ Ay Ay . Bez dokaza, pogreska
Rayleighijeva kvocijenta iznosi (@ — @)@, ~1 Ay I’ . Vidimo da pogreska ovisi o kvadratu
duljine vektora odstupanja koja je jo§S manja u odnosu na samu duljinu. Zbog toga i uz vecu
greSku funkcije oblika imamo dobru procjenu frekvencije. Ako upotrijebimo tocni w,
dobivamo tocan iznos @, uz Ay =0, ali problem je Sto tocni W nije poznat unaprijed veé

rabimo priblizni, .
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7.1.4. Izbor funkcije oblika
Tocnost kvocijenta ovisi o izboru funkcije oblika ¥(x). Veliku to¢nost dobivamo ako je

funkcija oblika priblizno prvoga oblika titranja. To je lako dokazati ako promotrimo silu

inercije pri titranju pomakom u(x,t’) ~ y(x) :

£, 06,1 = —m(x)ii(x,t') = @ zym(x)y(x)sin ot (256)

Razdioba sile je priblizno m(x)y(x) pri ¢emu je @'z, konstanta, a sin@t je funkcija
vremena. Kad bi y(x) bio tofan oblik titranja, staticki unos sile inercije (256) u svakom
trenutku bi prouzrocio progib (246). Na Zalost, toCan oblik titranja nije unaprijed poznat, ali
pribliznu funkciju oblika moZemo odrediti kao progib W(x) zbog staticke sile
p(x) =m(x)y(x). Iteracija po W(x), ¥,(x)=m(x){¥,_(x)/k, nije u duhu Rayleighijeva

kvocijenta — postupka koji sam po sebi ne mora biti precizan.

R [«
u(x.t")

~p(x)

== - - -——3

Slika 157.: Sile inercije pri titranju pomakom u(x,t") ~ y(x)

StatiCku silu p(x) biramo kao aproksimaciju sile inercije. Pretpostavimo je izravno i vrlo
pribliZzno u smjeru prvoga oblika titranja i zatim, izraCunamo staticki progib u(x) =¥ (x). Kad
smo odredili pribliznu funkciju oblika, iz Rayleighijeva kvocijenta odredimo prirodnu kruZnu
frekvenciju @, . Cesto se za statitku silu p(x) uzima teZina u popreénom smjeru:
p(x)=gm(x), pa je Y(x)=g, a ponekad i koncentrirane sile p(x)=p=[p, -+ p, ]T

(primjerice teZine etaza, ali ne nuzno).

p(x) = gm(x) B
m(x)

Slika 158.: Funkcija oblika dobivena preko pomaka od statickog djelovanja

Ako se funkcija oblika odredi kao progib od statickih sila, tada ona zadovoljava rubne uvjete
po silama i pomacima jer zadovoljavaju uvjete ravnoteZze Ku=p. Primijetimo, lakSe je odrediti

potencijalnu energiju kao rad sila p(x) na u(x) nego iz deformacija u, "(x) prema (248):
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1 eL
Ey=> [ o), (257)

Uz E,, kao ranije (izraz (249)) 1 u,(x) = @,u,(x) , Rayleighijev kvocijent iznosi:

_[Lp(x)u(x)dx
@ =—° (258)

IOLm(x)[u(x)]zdx '

U nekim propisima (primjerice, americki propis AASHTO), prvi prirodni period 7, se
procjenjuje za silu p(x)= p, (jednoliko opterecenje). Ako je p(x)=gm(x), tada je
Rayleighijev kvocijent:

.[OLm(x)u(x)dx

[ m(oueorar

=g

n

(259)

U slucaju da je p(x)=p, potencijalna energija postaje Eg, = O,Siju(xj), a Rayleighijev
kvocijent poprima oblik:
2 iju(-xj)

W, =—7 . (260)
.[0 m(x)[u(x)]* dx

Prikladno je funkciju oblika 7(x) kod promjenjivih poprecnih presjeka zamijeniti funkcijom
za [ =const. jer nema smisla traziti preciznu funkciju oblika i frekvenciju. Ponovimo da je
zamisao Rayleighijevog kvocijenta jednostavna i brza procjena prirodne frekvencije, pa i
funkcija oblika W(x) treba biti jednostavna funkcija koja zadovoljava sve rubne uvjete.

Princip primjene statiCkog progiba kao funkcije oblika vrijedi i za sustave s diskretnim

masama (I - Z ).
my
N @ —= DN —= DN — MNE Uy
O - —
. m;
J © e Dj - 11,8 i
@ - -
m
1 @ —= D1 = 1118 u
b A b 7 b o

Slika 159.: Sustav s diskretnim masama: model, stati¢cko opterecenje i pomaci

Potencijalne energije u slucaju opterecenja i progiba posmicne zgrade sa slike 159. jesu:
1 & 1 &
Eg, == pyity ESOZ_ijuj ESOZ_mejuj’
2 2 j=1 2 Jj=1

a kineticka energija jest:
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1 1
.2 2 . . .
Ey,= ZEmj“,fo = zzmj(a)nujo) . Jerjeu;, =@,z
= = U,
jo

Izjednacenjem energija kao i ranije (izostavljamo N i 0) dobivamo:

o XM e 2 (261)
2m 2omu; 2om
Izrazi (261) su sli¢ni izrazima za posmic¢nu zgradu (255), ali brojnik je oblika energije E,, a
nazivnik vrijedi jer smo za funkciju oblika odabrali progibnu liniju. Prvi je izraz prevelika (ali
ipak upotrebljiva) aproksimacija, a posljednja dva izraza moZemo na¢i u propisima za
procjenu @, . Izrazi vrijede za bilo kakvu gradevinu (ne samo posmic¢nu zgradu), a uspjeh
aproksimacije ovisi o predoCenju prvoga oblika titranja. To je lako napraviti (pretpostaviti) za
jednostavni sustav (prostu gredu ili posmi¢nu zgradu) jer su sve ordinate prvoga oblika istog
predznaka. Kod sloZenih sustava, teSko je predociti prvi oblik titranja. Primjerice, ve¢ kod
kontinuiranoga nosaca sa slike 160., stati¢ki progib od teZine je neprikladan, jer potice drugi
oblik titranja, ali ako teZinu zadamo antimetri¢no, dobivamo dobru procjenu prvoga oblika

titranja.

m(x)g m(x)g

RN |

m(x)g
—
\_./ \-_..___/
u(x) u(x)

Slika 160.: Funkcije oblika zadane kao pomaci od vlastite tezine
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II. Sustavi s viSe stupnjeva slobode
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8. Formulacija problema i postupci proracuna sustava s viSe

stupnjeva slobode

8.1. Sustav s viSe stupnjeva slobode: jednostavni primjer

Analizirajmo prvo jednostavni sustav s viSe stupnjeva slobode — idealizirani dvokatni
posmicni okvir na kojega djeluju sile p1() i p2(¢). Model je prikazan na slici 161. Horizontalni
nosivi elementi su beskonacno aksijalno 1 fleksijski kruti (EA — oo, EI — o), a vertikalni
nosivi elementi su beskonacne aksijalne (EA — ) i konacne fleksijske krutosti ( EI >0).
Zanemarujemo utjecaj uzduznih sila na krutost stupova. Ovo su pretpostavke ranije

spomenute posmicne zgrade (pogledati poglavlje 7.1.2).

2
ny
D) - P ——@——
h 2k BT .
\ m ! f§ = < .
p](t) " f51 = f*j; :Pl(t) —.—.7 ': =f]_)1
h L [k " D
“7 7. 7)/7

Slika 161.: Dvokatni posmicni okvir: model, vanjske i unutarnje sile

Masa sustava je sudjeluju¢a masa etaze (kata) koncentrirana u sredini grede. Pretpostavimo
viskozno priguSenje koje je proporcionalno relativnoj brzini etaze. Bo¢nu krutost etaze
dobivamo kao zbroj krutosti stupova na savijanje. Dinamicki stupnjevi slobode su

horizontalni pomaci (masa) u, 1 u, .

8.1.1. Jednadzba gibanja: 2. Newtonov zakon

Na slici 161. su prikazane sile koje djeluju na masu m;: vanjska sila pj(z), elastiCna sila f; 1

viskozna sila f, suprotne pobudi. Zakon gibanja mase (promatramo sve sile koje djeluju na

m;) jest:
P _ij _ij = mjl;ij ili mjiij +ij +ij = pj(t), J=12 (262)
ili matri¢no:
0 m, || u, Jo2 fsa P>
Skraceno:
mi+f, +f, =p(?), (264)
uz:

u:{ul}’m:{ml 0},fD:|:fm}’fS:|:f51}p:{p1i|’
U, 0 m, Ioo fso 12
pri ¢emu je m matrica masa (primijetite: dijagonalna!).
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Linearno elasti¢ne sile

Krutost (upeti krajevi), pomak i popre¢na sila etaze iznose:

12E1
k; = Z

3
stupovi h

Veza elasti¢nih sila i pomaka u razini greda jest:

. A =u—u,  Vo=kA, (265)

J JJ

u,

2 = a
‘ X_F:Auz 722 i = fa+ fi = kA +ky(=A,)
T A, =u—u,=u, (u,=0,lezaj)
<
’% o 1/ fsi = kyuy +k, (u, —u,)
: suprotnih predznaka kA =k _
o i (poprecna sila u etazi) Is2 o =k, —1t) (266)
U —A, : HZ—A2=H1 |:f51} _{k1+k2 _k2:||:ul:|
1 -l - A =u — -
0 »~ Az U —u, fS2 —k2 k2 U,
isto i za brzine (z , A,) f, =Ku, k —matrica krutosti
Slika 162.: Poprecne sile i pomaci u drugoj etazi
Linearno viskozne sile
Uz koeficijent prigusenja ¢; ibrzinu u,, poprecne sile su:
Vi=cA,  fo=qitol—u,),  f, =, i), (267)
ili matri¢no (isti oblik kao elasti¢ne sile):
c+c, —c ||l u
{fm } = { b 2}{ ! }, f, =cu, gdjeje ¢ matrica priguienja. (268)
Joa -G G LU
Uz f, =ku sustav postaje:
mii +cu+ku = p(?). (269)

Matri¢na jednadzba se sastoji od dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe od kojih svaka sadrZi
u, 1 u, jer matrice ¢ i k nisu dijagonalne. Znaci, jednadzbe su medusobno ovisne i moraju

se rjeSavati zajedno.

8.1.2. D’Alembertov princip dinamicke ravnoteZze

Prema D'Alembertovom principu, dinamicki sustav je u svakomu trenutku u ravnoteZi. Sile
inercije su jednake umnoSku mase i ubrzanja (f; =m,ii;) i djeluju u smjeru protivnomu
ubrzanju.

In

fo -

fn

- — -

i Jo1 =—1Tp

Slika 163.: Ravnoteza sila posmi¢noga okvira
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Grede su u statickoj ravnoteZi za svaki 7. Iz ravnoteze svih sila u horizontalnom smjeru

(Zx = (), opet dobivamo istu jednadzbu gibanja:
myii; + o+ fy = (0, j=1.2. (270)

8.1.3. Ekvivalentni model

Ekvivalentni model s dva stupnja slobode sastoji se od dvije optere¢ene mase spojene
oprugama i priguSivacima (slika 164.). Svojstva elemenata neka su jednaka istozna¢nim

svojstvima okvira.

Py
podloga
77 ; T /,_bez trenja
; €5 (i - 1)
[N — - -
H 24T o p @) <22l o b0
kl“l -] - -
ky (uy - uy)

Slika 164.: Ekvivalentni model sustava s dva stupnja slobode

Ako primijenimo D’ Alembertov princip za svaku masu m, i grupiramo po u, i u, (i=1,2),
dobivamo:

zam, : myi, +u, (¢, +¢,) —c,u, +u,(k, +k,)—ku, = p, (1), @71
zam,: My, +cyu, —cyu, +ku, —ku, = p,(t).
Vrijedi isti matri¢ni zapis (izraz (269)) i obje jednadZzbe sadrze u, 1 u,. Primijetite: krutost k2 1

prigusenje ¢z se aktivira samo uz pojavu relativnog pomaka i brzine medu masama.
8.1.4. Rastav na neovisne podmodele

Promotrimo sada isti sustav dvoetaZznoga okvira, ali kroz drugaciji pristup. Znamo da
opterecenje p;(0) uzrokuje pomake u (1), brzine u ;0 i ubrzanja i;(r) sustava. Pomak
djeluje samo na krutost £ pri emu nastaje elasti¢na sila f; = k,u (¢) . Brzina djeluje samo na
priguSenje ¢ pri Cemu se javlja sila priguSenja f), = c;u,(r). Ubrzanje djeluje samo na masu
m uz pojavu sile inercije f; =m i (f) . Znaci, sustav moZemo rastaviti na tri podmodela
(EA uvijek o) prikazana na slici 165.:

- okvir bez mase i priguSenja (zadane krutosti na savijanje),

- okvir bez krutosti i mase (gipki okvir, samo pridrzanje prigusivaca) i

- okvir bez krutosti i prigusenja (gipki okvir, samo pridrzanje mase).

124



Formulacija problema i postupci proracuna sustava s vise stupnjeva slobode

Pot)—r—@ =[5 r——--- Ip2 r--@--1=/n
EAd— : M EA— !

1; EI>0 /{ , ,{EIao: |
Py(t)—= = ~fs1 + F----- oo + r--@--++/)
EA_>C() | f I EA—>OO'
/[ ETS0 [ I/’f__“‘*{ |
7 7. 7. 7.

I I v | ET—0
7 Vo 7 77
POTP&Ci u, pomaci u; brzine i, ubrzanja i
brzine 1, '
ubrzanja #,

Slika 165.: Rastav dvokatnog posmi¢nog okvira na neovisne podmodele

Svaki podmodel uzrokuje jednu vanjsku silu: fg, £, i f, = mii. Budu¢i da vrijedi ravnoteZza s
vanjskim optere¢enjem, mozemo pisati:
mii+f, +f, =p(7) (272)

8.2. Sustav s viSe stupnjeva slobode: poopéenje

8.2.1. Opéi linearni sustav
Posmic¢na zgrada nije op¢i model (sadrzi previSe pretpostavaka) i ne moze se primijeniti na
sloZenije sustave. Pretpostavke o neizmjernoj krutosti u nacelu nisu nuzne, ali mogu biti

opravdane. U svakom slu¢aju, kod opfega modela treba utvrditi diskretizaciju i stupnjeve
slobode.

8.2.2. Diskretizacija

Fizikalni problem opisujemo matematickim modelom uz razliite pretpostavke i
pojednostavljenja. Matematicki model diskretiziramo u numericki model radi lakSega
proracuna (s konacnim brojem nepoznanica). Nosive elemente aproksimiramo Stapnim i/ili
ploSnim elementima, a spojeni su u ¢vorovima i duz bridova modela. Stupnjevi slobode su
translacije 1 rotacije ¢vorova.

Cvor okvira u ravnini ima tri stupnja slobode (dvije translacije i rotaciju), dok &vor
prostornoga modela sadrzi Sest stupnjeva slobode (tri translacije i tri rotacije).

Promotrimo dvoetazni, dvobrodni okvir sa 6-3 =18 stupnjeva slobode, prikazan na slici 166.

é%;» Uo o~ By 2, Uug A@_D o

¢évor

!

elementi

7

Slika 166.: Stupnjevi slobode za slu¢ajeve kad su uzduzne deformacije uzete u obzir (18) i kad su
zanemarene (8)
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Cesta je pretpostavka prema kojoj grede i stupovi nisu rastezljivi, jer je njihova uzduZna
krutost velika u odnosu na boc¢nu krutost etaze ( EA> EI'). Kao nepoznanice tada ostaju
pomaci etaza i zaokreti ¢vorova (inZenjerska metoda pomaka). Kod dvoetaznog, dvobrodnog
okvira sa 16 stupnjeva slobode preostaje ih osam (slika 166.). Pretpostavka o nerastezljivosti

elemenata opravdana je za standardne dimenzije zgrade jer:

® su stupovi na velikomu razmaku /¢, pa je mali prirast uzduzne sile (AN ) od momenta
prevrtanja M ,

e kod niskih greda (mali d/¢), poprecna sila T u gredi malo utjeCe na prirast uzduzne
sile u stupovima.

Iznimke su:

e Dbliski stupovi (uske zgrade) i/ili visoke grede jer je tad mali krak ¢ za preuzimanje
momenta prevrtanja i/ili veliki d /¢ (uz veliku poprecnu silu 7' ); zbog toga se javlja
znacajan doprinos prirasta uzduzne sile zbog momenta prevrtanja i/ili poprecne sile,

e visoke gradevine kod kojih je veliki moment prevrtanja pa je i veliki prirast uzduZne
sile,

e velika uzduzna sila od stalnoga optereenja, zbog Cega pada krutost gradevine pa
postaje izrazen P —A ucinak.

Dinamicko optereCenje djeluje u smjeru stupnjeva slobode. Spomenimo da se u

gradevinarstvu momenti najces¢e ne zadaju kao dinamicka opterecenja (slika 167.).

Pe(t) p(t) pa(t)
@ o e pat)

(1) pa(t) ps(t) p; (), j=1...8
&1 »T &1
ED D D=0 p)=0, j=3,...8

Slika 167.: Dinamicko opterecenje
8.2.3. Analiza prvoga podmodela: elasti¢ne sile

Promotrimo prvo podmodel u kojem djeluju samo elasticne sile (slika 168.). Vanjske sile f;

uzrokuju pomake u;

fSﬁ fS’T fSS
U—7st— ‘-—"'E—-' =] S
sile £
pomaci u
0 Evor: 'r‘e' (PR — ',
2
bez mase

Slika 168.: Prvi podmodel: elasti¢ne sile
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Ako zadamo jedini¢ni pomak u smjeru stupnja slobode j, a sprije¢imo ostale pomake, za
odrZzavanje takvoga stanja pomaka, sile moraju djelovati opCenito u smjeru svih stupnjeva
slobode. Znaci, Stapovi se deformiraju i nastaju unutarnje sile M i T koje su u ravnoteZi sa
silama k; koje drZe progib od jedini¢noga pomaka u; =1 (k; postoje u svim ¢vorovima).
Primjerice, na slici 169. je pokazano kako sile k,, (i=1,...,8), drZe progib za horizontalni
pomak prve etaze u, =1 (ostali pomaci su sprije¢eni). Sli¢no, sile k,, (i=1,...,8), drze
progib za jedini¢ni kut zaokreta srednjega Cvora prve etaze u, =1 (ostali pomaci su

sprijeceni).

k,,

Slika 169.: Sile ki1 koje drZe progib za u1=1 i sile kis koje drZe progib za us=1

Clanovi k; su pozitivnog ili negativnog predznaka, ovisno o obliku progiba koji ¢uvaju i
naravno, pretpostavljenom pozitivnom smjeru. Sila od stvarnoga pomaka jednaka je umnosku
sile od jedini¢noga i stvarnoga pomaka. Ukupna sila u smjeru i/ jednaka je zbroju sila u smjeru
i od pomaka u; svakoga ¢vora (j=1,....,N):

fo =k +---+kyu,, (k; usmjeru 7). (273)
Primjerice, u smjeru 1 (i =1) je jednaka fg, =k u, +---+k u, +---+kyu, . Oblik pribrojnika
(umnozak krutosti i pomaka) pojasnjen je na slici 170. Svakomu smjeru i =1,..., N pripada

jedna jednadZzba. Matriéno moZemo pisati:

fs1 ki ook Ky u,
Pl o e B e @)
Son kyi o kya o Ky Uy
ili skra¢eno f = ku. (275)
J A superpozicija
k. u
[ i:i
k;—, | u,
J =k,

Slika 170.: Linearna veza sile i pomaka
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Matricu k (simetricna je, odnosno k; =k,) za jednostavnije sustave tvorimo izravno,
postupkom kojim dobivamo stupce matrice k, opisanim za prvi (k, ) i Cetvrti (k) stupac
matrice, (i =1,...,N). Za sloZene sustave matricu k odredujemo zbrajanjem matrica krutosti
elemenata (sjetite se metode pomaka!). Za op¢i pristup prema metodi pomaka prema kojemu
mozemo razmatrati ne samo Stapne, ve¢ 1 ploSne i volumne elemente, upotrebljavamo metodu

konac¢nih elemenata.

8.2.4. Analiza drugoga podmodela: sile prigusenja

Model troSenja energije moZemo idealizirati viskoznim priguSivacem. Vanjske sile f,
nastaju zbog brzina u; (promjena duljine dijagonala u vremenu). Ako zadamo jedinicnu
brzinu u smjeru stupnja slobode j, u; =1, a ostale sprijeimo, nastaju unutarnje sile (sile u
prigusivacima) koje su u ravnotezi s vanjskim ¢vornim silama c;. Vanjske ¢vorne sile ¢
drZe brzinu okvira od u; =1 i opcenito postoje u svim ¢vorovima.

Ukupna sila u smjeru i (za ¢; u smjeru /) jest:

Joi S CqllyF iy et Cull e C (276)

fi2

sile f, skracenje

brzine u dijagonale
fDl

o &vor; ‘ 1 .o

bez mase / produljenje

dijagonale

Slika 171.: Drugi podmodel: sile prigusenja

Svakomu smjeru pripada jedna jednadZzba. Matri¢no:

fDl i G vt Oy ”11
Tor| e 2 Gl 277)
fDN Cyi Cno 0 Cyy dN

ili skraceno f, =cu. (278)

Clanovi ¢; se ne odreduju iz svojstava i dimenzija zgrade. Obi¢no se pokusom utvrduje

koeficijent prigu$enja ¢ i postoje posebni postupci prora¢una matrice prigusenja ¢ iz ¢ .

8.2.5. Analiza trefega podmodela: sile inercije

Vanjske sile f(7) nastaju zbog ubrzanja ii;(f) masa Stapova.
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Ako zadamo jedini¢no ubrzanje u smjeru stupnja slobode j, i, =1, a ostala ubrzanja

sprije¢imo, pojavljuju se sile DUZ §tapova®*. Prema D’ Alembertu, to su sile inercije protivne

ubrzanju.

sile f, I I
ubrzanja i ! !

Slika 172.: Treéi podmodel: sile inercije

Vanjske sile m; moraju uravnoteZiti sile inercije duZ Stapova i one drZe ubrzanje okvira od

i, =1 te opéenito postoje u svim ¢vorovima.

Slika 173.: Vanjske sile mi1 zbog ii, = 1; vanjske sile mis zbog ii, =1

Vanjska sila m;; je sila u smjeru i zbog jedini¢nog ubrzanja u smjeru j, i, =1, (i=1,...,N).

Primjerice, na slici 173. lijevo prikazana je razdioba sila m

(i=1,...,8) u ravnotezi sa

il

silama inercije duz Stapova zbog jedini¢noga horizontalnog ubrzanja prve etaZze ii, =1 (ostala

0). Sli¢no, sile m,, (i=1,...,8) nastaju zbog jediniCnoga rotacijskog ubrzanja srednjega

Cvora prve etaze i, =1 (ostala 0). Opcenito, sila f, u smjeru i nastaje zbog i =1,

(j=1,...,N)iiznosi:

S =myt A my iy o mgi e my iy (279)

Svakomu smjeru (i =1,..., N') pripada jedna jednadzba:

Ju my  my,  cc My
fr My My et Ny
fuv My My, oo Myy

ili skraceno f, = mu.

3% masa distribuirana duZ Stapova

129

l;il

iiZ
C (280)

I;iN
(281)



Formulacija problema i postupci proracuna sustava s vise stupnjeva slobode

Premda je masa uvijek distribuirana, u gradevinarstvu je dovoljna diskretizacija u ¢vorove -
aproksimacija koncentriranim (diskretnim) masama. One se odreduju staticki: prema dijelu
tezine koji pripada ¢voru. Na slici 174. je prikazana diskretizacija masa elemenata okvira u
¢vorove. Primjerice, iz reakcije grede dobiju se dvije koncentrirane mase u ¢vorovima, a
ukupnu masu odredujemo kao zbroj doprinosa svih elemenata. Znaci, u ¢vorovima dobivamo

mase m,,...,m, , a mase duz Stapova nema.
d e

m

. Fomale
element wilid
a b

Slika 174.: Diskretizacija mase u ¢vorove

Matricu masa tvorimo po stupcima primjenom jedini¢nih ubrzanja. Vanjske sile za
translacijsko ubrzanje i, =1 su m;, =m, +m,+m_ a ostale mase nisu pomiCne, m, =0,
i=2,...,8 (gipki okvir). Slicno dobivamo za rotacijsko ubrzanje i, =1. Rotacijska inercija
mase u srednjemu ¢voru koja ovisi o obliku mase je m,, =m, i primjerice, za kruZni disk
iznosi I, =mR* /2, a ostale mase nisu pomi¢ne, m,, =0, (i #4) (gipki okvir). Buduéi da je
mali doprinos silama inercije, redovito uzimamo m,, = 0. Prvi razlog je da translacija pokrece
vecu masu (cijelu etazu, vidjeti m, ), a drugi jest da su rijetke 1 slabe rotacijske pobude oko
horizontalne osi. Zaklju¢imo da upotrebom koncentriranih masa dobivamo dijagonalnu
matricu masa:

m,; =0, 1# ], m; =m; ili0 (za rotaciju) . (282)
Matricu tvorimo naj¢eSc¢e samo od translacijskih masa koje su pridruzene smjerovima x 1 y
u ravnini, 1 smjerovima x, y 1 z u prostoru. Za AB zgrade cesto upotrebljavamo
pojednostavnjenje prema kojemu je ploca beskona¢no kruta u svojoj ravnini, jer je njezina
krutost velika prema fleksijskoj krutosti zidova i stupova. Ploca ostaje fleksibilna (zadrzava
krutost) prema savijanju u vertikalnom smjeru. Zbog ove pretpostavke, svi ¢vorovi u ravnini
ploCe imaju tri ista stupnja slobode jednaka stupnjevima slobode gibanja ploCe kao krutoga

diska (slika 175.). Za plocu kata j, to su translacije (u, , u, ) irotacija (u ) centra masa.

jx?

] {1

u, IL— AB ploca
“jﬁ 7y 00—

Q ujx

centar masa
y=const., teziste

U L] L
Slika 175.: Stupnjevi slobode krute dijafragme
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Mase u smjerovima stupnjeva slobode su translacijske u smjeru x i y te rotacijska oko
uspravne osi z. Primjerice, za pravokutnu plo€u povrSinske mase m 1 tlocrtnih dimenzija a,
b, mase iznose:

2 2
m=m, =m; = mab, M, =m a 1-;b . (283)

U masu ploce ulazi vlastita teZina, stalno i dio pokretnog opterecenja ploce (u skladu s

propisima i nacionalnim dodacima), a treba dodati i sudjelujuci dio stupova i zidova etaze
(nosivih i pregradnih).

Idealizacija mase zgrade postaje sloZenija ako se plofa etaZze ne moZe pretpostaviti
beskonac¢no krutom u svojoj ravnini, primjerice kod uzduZno podatljivih stropova poput
grednika s oplatom. Tada se mase u ¢vorovima raCunaju prema sudjeluju¢im povrSinama 1 do
6, prema slici 176. Matrica krutosti sadrZi i AKSIJALNU i fleksijsku krutost svih ¢vorova.

S 6
[ : |

drvene grede s <] |_» sudjelujuca

—o— | .
dascéanom oplatom [ e povrsina
O @ 10
N i N
1T u|
1 2 3

Slika 176.: Sudjelujuée povrsine za raspodjelu mase dijafragme ¢vorovima

8.2.6. Medusobna ovisnost jednadzbi

Superpozicijom navedenih podmodela dobivamo:
f,+f, +f, =p(1), (284)
mii + cu +ku = p(7), (285)

Sto predstavlja sustav od N diferencijalnih jednadzbi (pri ¢emu je N broj stupnjeva
slobode). Rjesenje matricne jednadzbe (285) jest vektor u(z) = [ul Uy ]T, a derivacijom
odredujemo w(z)1ii(z) .

Matri¢ni zapis je ekvivalentan jednadzbi za jedan stupanj slobode ako skalarne vrijednosti

zamijenimo matricama i vektorima reda N :
m—m, c¢—¢, k-oKk,

i— i, @—-u u—-u, pi)—-p@).
Opcenito, ako su matrice pune, jednadzbe su medusobno ovisne $to znaci da u jednoj
jednadzbi imamo viSe nepoznanica u;. U posebnim slu¢ajevima, matrice mogu biti
dijagonalne, a jednadZbe neovisne, Sto znaci da jedna jednadzba sadrZi jednu nepoznanicu i

moze se rijesiti neovisno o ostalima.
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8.3. Staticka kondenzacija

Staticka kondenzacija je postupak eliminacije dinamickih stupnjeva slobode za koje je
m. =0, ali svi stupnjevi slobode ostaju u statickoj analizi za tvorbu matrice k. U statickom
modelu zanemarene su samo uzduzne deformacije Stapova (inZenjerska metoda pomaka) pa
preostaje 8 stupnjeva slobode. U dinami¢kom modelu naj¢es¢e zadajemo translacijske mase u
¢vorovima pa je matrica m dijagonalna i ¢lanovi na dijagonali su nula za rotacijske stupnjeve
slobode (m;, =0), koji se mogu eliminirati iz dinamickoga proracuna ako pobuda ne sadrzi

rotacijske komponente p, (potres).

"6 23 i Ug u, U,
Uy u, s i 1
stati¢ki dinamigki
stupnjevi stupnjevi
slobode slobode
‘A ‘A A

Slika 177.: Staticki i dinamicki stupnjevi slobode uz zanemarene uzduzne deformacije

Premda stati¢ki model Cesto sadrZzi i vertikalne stupnjeve slobode (slika 178.), kada su vazne
uzduzne deformacije stupova (u skladu s iznimkama navedenim na stranici 125.), oni se mogu
eliminirati iz dinamickoga proracuna jer su sile inercije u vertikalnom smjeru obi¢no male pri

translacijskoj pobudi.

U, kEAd—ow, El > u, U, EA—wo, El o U,
vl I | U — — —L_— | Juzf
U, = 0 / / / Us =g
us =0 // uzduzno // /" uzduzno // u, #0
/ oo kruti / , popustljivi ) U T 0
stupovi stupovi /
I T T 2. T

Slika 178.: Uzduzno o kruti i uzduzno popustljivi stupovi

U postupku staticke kondenzacije jednadZbe grupiramo po statiCkim u, i dinamic¢kim u,

RSN
0 0 u, kg, koo u, 0

Pretpostavljamo da mase djeluju u ¢vorovima pa je matrica masa m (m,,) dijagonalna jer

stupnjevima slobode:

nema rotacijske mase niti rotacijske pobude. Tada su translacije (¢) dinamicki, a rotacije (0 )
staticki stupnjevi slobode (bez pridruZzene mase). Ako raspiSemo (286), dobivamo:

m u +k u +k u,=p,(), k,u +k,u,=0. (287)
U drugoj jednadZbi nema sila inercije i pobude pa nakon mnoZenja s k,, dobivamo staticku
ovisnost rotacijskih u, o translacijskim pomacima u, :

u, = -k k,u (288)

0r—t*
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Uvrstavanjem u prvu jednadzbu (uz k,, =k, , jer je k simetri¢na), dobivamo:
m i, +k u -k, k k,u =p, ) i (289)
m i, +ku =p () uz k,=k, -k k,k,,
pri Cemu je lA(ﬁ kondenzirana matrica krutosti. Konacni izraz:
m i, +k u, =p (1) (290)
sadrZi manji sustav jednadzbi od polaznoga.
Primjerice, za zadani dvobrodni, dvoetazni okvir sa slike 177., statickom kondenzacijom od

matrice k reda 8, dobivamo matricu ﬁ,, reda 2:

=

kgl‘k(_)ékot =2 k’gt .6 k(_)é 6 kOt =2 1t

6 2
6 2

matrica reda 2!

Za rjeSenje problema bitni su dinamicki stupnjevi slobode u,, a iz ovisnosti (288) mogu se
dobiti kondenzirani stupnjevi slobode u, u bilo kojem #. Osnovni i konacni sustav oblikovno
su sli¢ni (bez prigusenja):

mii +ku=p(), m, i, +k u =p, (1) (291)
Smatrajmo zbog toga u nastavku teksta da je statiCka kondenzacija obavljena i da osnovni
sustav sad sadrzi samo dinamicke stupnjeve slobode (u daljnjem tekstu ne¢emo upotrebljavati

indekse ¢ 1 f, odnosno oznake »).

8.4. Ravninski model

8.4.1. Ravninski sustav: translacijska pobuda potresom

Glavno svojstvo ovakvoga sustava jesu dinamicki stupnjevi slobode u smjeru pobude,

primjerice kod modela zgrade ili dimnjaka prikazanih na slici 179.

gibanje apsolutno —= % S
krutog tijela
{-—D j |—-c> u;

gibanje apsolutno ——~
krutog tijela j@—b:

7.
o,
Slika 179.: Model zgrade i dimnjaka
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Pomaci mase j su u’i(t) =u,;(t)+u,(r) ili vektorski za sve mase:

@ =u@+u, 01,  1=[1 - 1], (292)
Vrijedi dinamicka ravnoteZa, ali bez vanjskoga opterecenja:
f,+f, +f, =0. (293)
Samo relativni pomaci izmedu masa i temelja koji nastaju zbog deformacija sustava
(primjerice, savijanja stupova) uzrokuju elasti¢ne sile i sile priguSenja, a kod gibanja modela
kao krutoga tijela nema savijanja stupova i rada prigusivaca pa ni unutarnjih sila. Znaci, sile
priguSenja f, i elasticne sile f; nastaju samo od relativnog gibanja (u, u) kao za jedan
stupanj slobode, ali sile inercije nastaju zbog ukupnog ubrzanja:
f, =mii'. (294)
Kona¢no dobivamo:

mlii+i 1]+ci+ku=0,  mii+co+ku=-mli, (), (295)

]'jt
sustav od N diferencijalnih jednadzbi (k kondenzirana, reda N, k =l:1n) pri ¢emu smo
eliminirali vertikalne pomake i kutove zaokreta, pa se sustav odnosi samo na dinamicke
(horizontalne, bo¢ne) pomake u. Zbog toga matricu k ¢esto nazivamo MATRICOM BOCNE
KRUTOSTI.
U sluc€aju djelovanja vanjskih sila, jednadZba gibanja jest: mii+cu+ku = p(¢) . Primijetimo

iste lijeve strane diferencijalnih jednadzbi, pa su i desne strane jednake. Dakle, moZemo

pisati:
P (1) = —mlii (1), (296)
gdje je pefi(?) efektivna sila potresa.
o ——@————> myift)
o’ @ mii(1)

ekvivalentni modeli

@ -m, ii(1)

77 T 7 Vo

= if1) nepomiéni lezajevi
Slika 180.: Efektivne sile potresa

Sad ¢emo poop¢iti problem na slucaj kad stupnjevi slobode nisu u smjeru gibanja potresa:

W, =u;(O)+u, (1), uw@)=u@)+u@), (297)
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pri Cemu je u; kvazistati¢ki®> pomak zbog stati¢koga (sporoga) pomaka tla, a pomak u ; Je
dinamiCki pomak, relativan prema u;. Vrijedi u’(z) = £u, (), pri Cemu je £ utjecajni vektor

koji sadrzi pomake masa zbog jedini¢nog statickog (sporog) pomaka tla u, =1:

e=[t, - 0]
Ukupni je pomak:
u'(t) = Lu, (1) +u(r), (298)
pa prema ranijem postupku dobivamo:
m[ii-l‘-‘iigﬁ]+c1'l+ku:0, mii +ca+ku =-mdii, (1) . (299)
ut
Sada je efektivna sila potresa:
P (1) = —mAii (1) (300)

U prethodnomu primjeru kod kojega se stupnjevi slobode podudaraju s jedini¢nim statickim
pomakom tla u, =1, dobivamo utjecajni vektor £=1. Od pomaka u, =1 sustav se giba kao

kruto tijelo, bez ubrzanja masa (slika 181.). Za £ =1 dobivamo izvorni sustav (295).

N O oiy=1 N

=1

vz 7

3 /72 7.
|—«>|ug=1 |—|>lug=1 |-|>|ug=l

Slika 181.: Utjecajni vektor { za stati¢ki pomak od u,=1

Kod L okvira, prikazanog na slici 182., dinamicki stupanj slobode u, nije u smjeru pobude.
Ako pretpostavimo da su Stapovi uzduzno apsolutno kruti, isti je horizontalni pomak (u,)
masa m, 1 m,, a iz istoga razloga su vertikalni pomaci m, i m, jednaki nuli.

Dinamicki stupnjevi slobode su u=[u, u, u,] .

35 zbog stati¢kog djelovanja dinamitkog optere¢enja
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Fe{i=1

- i (t
ol ?—» (m2+m3)ug()
=0

t,=1 —mliig(t)

V772 7 7.
u =1 nepomicni lezaj

Slika 182.: L-okvir: model, utjecajni vektor i efektivne sile potresa

Za staticki pomak tla u, =1 dobivamo utjecajni vektor £ = [1 1 0]T ,paje

m 0 0]
P (1) =—m&ii (1) =—ii, ()] 0 my+m, 0 [[1],
0 0 mlo
* (301)

m

Py (1) = =i, (1) my+m, |.
0
Primijetimo da su mase m, 1 m, istoga ubrzanja, jer je greda uzduZzno kruta pa je za jedinicno
ubrzanje i, =1 pripadna masa m, +m,. Dodatno, uo¢imo da od horizontalne pobude nema

efektivne sile u vertikalnom smjeru.

8.4.2. Tlocrtno simetri¢na zgrada: translacijska pobuda potresom

Promotrimo zgradu s N etaza prikazanu na slici 183. Model zgrade je prostorni okvir kod
kojeg su stupovi, grede i plo¢e beskona¢no aksijalno kruti. Tlocrtna razdioba masa i krutosti

je simetri¢na pa je moZemo neovisno analizirati u bo¢nim smjerovima x i y.

oY -
ploca j: | (for )_; okvir : fou
M N o
| ]
' ¥ - .
N Ij | silef
i fs 4 A m; H H.x_l 4 j‘:\i:t“_ po]naci u
_— ___; I.DMJ.I..-_ __xl -
: -1 -
! / St
| o | 22 o o o e
' M
1 | Ui f=50)
| =

J

Slika 183.: Tlocrtno simetri¢na zgrada: tlocrt kata i okvir i

Jednadzba gibanja u horizontalnom smjeru, primjerice x, je mii+cu+ku=-mli, (7).
Matrica masa m je dijagonalna, s ¢lanovima na dijagonali m, =m;, pri ¢emu je m; masa

etaZze u centru masa ploce j. Matrica krutosti k sadrZi bo¢ne krutosti zgrade u smjeru x.
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Tvorimo je kao zbroj bo¢nih krutosti okvira smjera x. Bo¢na krutost okvira i je odredena
matricom K, koja je kondenzirana: nema rotacija i vertikalnih pomaka ¢vorova. Veza bo¢nih
sila 1 pomaka jednog okvira jest:

f.=k u,. (302)

Budu¢i da su ploc¢e apsolutno krute, jednak je bo¢ni pomak svih okvira, odnosno
uxi = ux’ uX = [ulx “. ujx o MNX }T > (303)

pri ¢emu je pomak u, bocni (horizontalni) pomak plo¢e j u centru masa.

Ukupna boc¢na sila na zgradu (zbroj boc¢nih sila u okvirima) jest:

M M M
fS = ZfSi = kaiuxi = uXkai = (k}c1 +-. '+kxM )ux’
i=1 i=1 i=1 - v
k. (304)
odnosno fy=ku, k =Yk,

pri ¢emu je matrica k_ (reda N) boCna krutost zgrade u smjeru x i tvorimo je kao zbroj
matrica Kk ;, pojedinacnih okvira (reda N). Pokazali smo primjer za smjer x (k =Kk ), a slican

postupak moZemo provesti za okvire u smjeru y, uz k =Kk 1iistu matricu m .

8.4.3. Ravninski sustav: rotacijska pobuda potresom
Iako se rotacijska komponenta gibanja tla ne mjeri se izravno, ona se moZe procijeniti iz
translacijskih pobuda na poznatim dubinama.

Promotrimo opet L okvir prikazan na slici 184., pobuden rotacijskim ubrzanjem tla ég ().

X

"

-(my + my)h,B (1)

BT

-m3x3ég( t)

"

W% . . .
nepomicni lezaj

- 7‘/@ ég(t)
Slika 184.: L-okvir: model, utjecajni vektor i efektivne sile potresa
Ukupni je pomak:
u' (@) =u()+ éé’g (1), (305)

pri emu je pomak wu(r) povezan s deformacijom modela, a pomak w’(r)=£6,(7) je

apsolutno kruti pomak sustava koji nastaje zbog stati¢koga djelovanja 6, . Utjecajni vektor za
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pomak 6, =1 iznosi £=tand, [h, h x ]T. Pod pretpostavkom malih kutova zaokreta,
viijedi tan8, =6, =1,paje £=[h h, x] .

Deriviranjem ukupnoga pomaka dobivamo:

m[u+£0g]+cu+ku=0, mu+cu+ku=—m€0g(t). (306)
ﬁz
Efektivna je sila potresa:
m, 0 0| A
P ()=—-mL6,()==6,()| 0 my+m, O ||h|, (307)
0 0 my || x;
odnosno:
) myh,
P (1) = —0g @®)| (m, +my)h, |. (308)
m;x;

Primijetimo, iako je pobuda rotacijska, dolazi do translacije masa. Mase m, 1 m, su istoga
horizontalnog ubrzanja jer je greda uzduzno kruta. Dodatno, uofimo pojavu komponente

efektivne sile u vertikalnom smjeru od rotacijske pobude.

8.5. Neelasti¢ni sustav

Kod neelasti¢nih sustava funkcija f; —u nije linearna (slika 28.). Za veci iznosi sile dolazi do
krivljenja pocetnoga dijela krivulje. Pri rastereenju (opterecenju) krivulje se viSe ne
podudaraju, a funkcija nije jednoznacna pa je vaZzna povijest pomaka. Simbolicki zapis
ovisnosti (petlje histereze) jest:

f, =£, (u). (309)

Uvijek (za svaki t) vrijedi jednadZba (ravnoteza!) gibanja:

mii+c1'1+fi(£)J =-—mdi, (7). (310)

#ku

Izraz (310) predstavlja jednadzbu gibanja za neelasti¢ni sustav pri istodobnoj potresnoj
pobudi svih leZajeva (oo kruto tlo). Model energijskih gubitaka je odreden matricom
priguSenja c¢. Njome u elasticnom podrucju (slika 26.) modeliramo razliite oblike trenja,
otpora zraka 1 slicno, a u plasticnom podruc¢ju (slika 28.) razliku prema dinamickom pokusu.
Dodatni gubitci u plasticnom podru¢ju mogu se uzeti u obzir izravno, zadavanjem krivulja f,

a problem rjeSavamo numericki, metodama vremenskoga prirasta.
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8.6. Slijed proracuna

8.6.1. Proracun pomaka, brzina i ubrzanja

Uz zadane matrice masa m, priguSenja ¢, krutosti k ili ovisnosti f;(u) za neelasti¢ne sustave,
pobudu p(#) ili i, (), osnovni je problem dinamike konstrukcija odrediti odziv: ponasanje
neke veli¢ine u vremenu. Ponovimo, vrlo su vazne relativne vrijednosti: u, u i i, no za
potres su znacajne i ukupne vrijednosti: u’, ' i @'. Ipak, najvaZniji su pomaci u(f) jer o

njima izravno ovise unutarnje sile.

8.6.2. Proracun unutarnjih sila
Nakon Sto smo dinami¢kom analizom (nekim od tri pristupa opisanim u poglavlju 8.7)
odredili u(z), statiCkom analizom moZemo odrediti unutarnje sile i naprezanja. Kao i za jedan

stupanj slobode, postoje dva pristupa (za svaki ¢) uz poznati u(¢):

a) ako su bili eliminirani neki statiCki stupnjevi slobode, treba ih odrediti iz odnosa
u, = -k, k,u, tezatim preko svojstava krutosti elemenata odrediti unutarnje sile, a iz
unutarnjih sila naprezanja (skraceno: u,(f) —>u, =-k;Kk,u, — unutarnje sile —
naprezanja) ili,
ako nije provedena kondenzacija, izravno se primjenom svojstava krutosti elemenata
mogu odrediti unutarnje sile, a iz unutarnjih sila naprezanja (skraceno, bez
kondenzacije: u(t) — unutarnje sile — naprezanja).

b) uvesti ekvivalentne staticke sile jednake:

f, (1) =ku(?) (311)

gdje f,(¢) predstavlja vanjsko opterecenje. Zatim provodimo staticku analizu za f ()

u bilo kojemu trenutku ¢ kojom mozZemo izracunati unutarnje sile i naprezanja.

8.7. Sustav s viSe stupnjeva slobode: postupci proracuna

8.7.1. Klasi¢na modalna analiza

Klasi¢na modalna analiza ima Siroku primjenu za linearne sustave s klasi¢nim priguSenjem
kod kojih postoje klasi¢ni prirodni periodi i oblici titranja. Jednadzbe gibanja takvih sustava
mogu se transformirati iz izvornih u takozvane modalne koordinate S§to se svodi na niz
neovisnih jednadzbi s jednim stupnjem slobode. Znaci, svaka jednadZzba sadrZi jedan oblik,
period 1 priguSenje titranja. Pobuda mozZe biti jednostavna (formula) ili sloZena (niz podataka)
pa proracun pojedine jednadzbe vr§imo analiticki ili numericki, a ukupni odziv sustava
dobivamo kao zbroj odziva za svaku jednadzbu. Klasi¢na modalna analiza ne vrijedi ako ne

postoji rastav na niz neovisnih jednadzbi, primjerice:

— kod sustava s izrazito razliitim priguSenjima pojedinih dijelova [primjer na slici 185.
lijevo: model konstrukcije (£ =5% ) i okolnog tla (¢ =20% )]
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— kod neelasti¢nih sustava, bez obzira na oblik priguSenja (primjer na slici 185. desno:

elastoplasti¢na ovisnost sile 1 pomaka)

— 50
konstrukcija ¢ =5%

)

Tk
jign)

Slika 185.: Model konstrukcije i okolna tla; neelasti¢ni sustav

8.7.2. Kompleksni problem vlastitih vrijednosti

Za linearne sustave koji nemaju klasi¢no priguSenje mozZe se koristiti proSirenje klasi¢ne
modalne analize u kojem takoder vrSimo transformaciju iz izvornih u modalne koordinate.
Ovim pristupom moZemo rijeSiti problem vlastitih vrijednosti s op¢im, ne samo klasi¢nim,
priguSenjem. To je kompleksni problem vlastitih vrijednosti, jer su vlastite vrijednosti i

vlastiti vektori iz kompleksnoga podrucja proracuna.

8.7.3. Izravno rjeSavanje izvornoga sustava

Izravno rjeSavanje izvornoga sustava jednadzbi provodimo numericki, metodama
vremenskoga prirasta. RjeSenje nije analiticko, ¢ak i za jednostavnu pobudu. Ovakav je

pristup rjesavanju dinamickog problema opcenit: vrijedi za linearne i nelinearne modele.

Tablica 7.: Analiza sustava s viSe stupnjeva slobode

Klasi¢na modalna analiza Izravna analiza
¢ rastav na neovisne jednadzbe ® polaznih, ovisnih jednadZzbi
Vrijedi za: Vrijedi za:
e linearni sustav ¢ linearni ili nelinearni sustav
e klasi¢no priguSenje ¢ klasi¢no ili opCe priguSenje
Rjesenje: Rjesenje:
e analiticko (jednostavna pobuda) ¢ isklju¢ivo numericko

¢ numericko (sloZena pobuda)
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9. Slobodno titranje sustava s vise stupnjeva slobode

9.1. Slobodno titranje bez prigusenja

Slobodno titranje nastaje zbog otklona sustava iz ravnoteznog polozaja primjenom pocetnih
pomaka i/ili brzina, znaci, bez vanjske pobude ili pobude oslonaca. Slobodno titranje
(p(¢) =0), bez prigusenja (¢ = 0) sustava s vise stupnjeva slobode opisujemo jednadZbom:
mii+ku=0, (312)
koja predstavlja zapis sustava od N homogenih, povezanih diferencijalnih jednadzbi.
JednadZbe su povezane jer u opéemu sluaju matrice m 1i/ili k nisu dijagonalne. RjeSenje

u(t) zadovoljava pocetne uvjete u(0) 1 u(0) (jedine pobude).

P P 1 () 21 Q1 2@
“q &%@%@@4& A DA
k " ] NS ~ . / < 7
3 )
@m Uy b a b C
1;(0)  J— 5 (J! !
2% 1 S”’( = / \ /\ /
uy 0+ t
T T -2- | l
u(0)=| % 2] o
H:(O) U 0 /\ 1 '/-\\.//\ /\V /\\[
-a;(m:f}\;/i \/ \/

SRR

Slika 186.: Slobodno titranje neprigusenog sustava pobudenoga pocetnim pomacima: dvoetazni posmi¢ni
okvir; progibna linija u trenucima a, b i ¢; modalne koordinate ¢a(f); pomaci u1(¢) i u2(¢)

7, 2, 37,

Promatramo slobodno titranje dvoetaznog posmicnog okvira prikazanog na slici 186. Krutosti
etaZza su 2k 1 k, a mase u razini greda su 2m 1 m. Titranje nastaje zbog pocetnoga oblika
pomaka a (nije jedini moguci!). Protivno slobodnomu titranju modela s jednim stupnjem
slobode pomaci u, i u, nisu jednostavna harmonijska gibanja masa, a periodi titranja masa
nisu definirani. Omjer u, /u, nije saCuvan (oblici a, b 1 ¢ nisu sli¢ni), odnosno:

u,(a)lu,(a) # u,(b)/u,(b) #u,(c)u,(c), (313)

jer oblici gibanja nisu povezani DO NA KOEFICIJENT. NepriguSena konstrukcija Ce titrati
jednostavnim harmonijskim gibanjem bez promjene oblika (omjer u,/u, ostaje saCuvan
prilikom titranja) ako slobodno titranje pobudimo prikladnom razdiobom pocetnih pomaka
okvira. Kod sustava s dva stupnja slobode postoje dva takva oblika koje nazivamo PRIRODNIM
OBLICIMA TITRANJA (vektori ¢ i ¢,):

uO=¢=[¢ ¢ iliuO)=0¢=[4, ¢,] .00)=0. (314)
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Mase titraju istim periodom i istodobno dostizu ekstremne pomake. Znaci, istodobno prolaze i
kroz uspravni polozaj okvira (#, =0 1 u, =0). Kod prvoga oblika titranja (slika 187.), omjer

u,/u, je konstantan 1 pomaci masa su jednako usmjereni.

i abcde ) T*ﬁnﬂl_.
P
om NN

O uy O %2 0+ Nt {
2%k 12 TN
S

T T ”IO:II . {
1T

0 T, 27, 37,

Slika 187.: Slobodno titranje neprigusSenog sustava prvim vlastitim oblikom titranja: dvoetazni posmi¢ni
okvir; progibna linija u trenucima a, b, ¢, d i ¢; modalne koordinate ¢1(); pomaci u1(¢) i u2(t)
Kod drugoga oblika titranja (slika 188.), omjer u,/u, je takoder konstantan, ali su pomaci
masa nasuprotni. Postoji nultocka (¢vor): nepomicna tocka pri titranju. Napomenimo da broj

nultoCaka raste s porastom rednoga broja oblika titranja.

© “2 (03)) b d Ty =21/,

NA NN
2m u; 04\

& - Uy P12 —I:W \/ \/
2k 11
NN N NN,
LI NIAVAAVAAVARY,
0 T, ' 3T, ST,
0 7, 21, 3T,

Slika 188.: Slobodno titranje neprigusenog sustava drugim vlastitim oblikom titranja: dvoetazni posmic¢ni
okvir; progibna linija u trenucima a, b, c, d i e; modalne koordinate ¢2(f); pomaci u1(f) i u2(¢)

Prirodni period titraja je vrijeme potrebno za jedan titraj (a = e ):

27
-_— .
T, [s] (315)

n

Prirodna (ciklicka) frekvencija titraja jest:
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f, = Ti [Hz], (316)

pri éemu indeks n oznacava redni broj>® oblika titranja (n =1,2). Za oblike titranja vrijedi:

w<w<-<0, T, >T,>--->T). (317)
Sjetimo se da sustav s jednim stupnjem slobode izravno moZemo pobuditi harmonijski jer
nakon otpuStanja titra jedinim, prirodnim oblikom titranja. Sustav s viSe stupnjeva slobode
moZemo pobuditi na razli¢ite nacine, a za harmonijsko gibanje poCetni pomaci moraju biti u

obliku prirodnoga oblika titranja.

9.2. Proracun prirodnih frekvencija i oblika titranja

Zapis slobodnog titranja u obliku JEDNOG ¢, :

u(t)=q,()9,, (u primjeru: n =11li 2). (318)

OBLIK (prostorna razdioba) titranja je odreden vektorom ¢, =[g@, ¢, ]T koji sadrzi

ekstremne ordinate ¢, (u primjeru: j =1,2), koje nisu promjenjive u vremenu (ne ovise o ).
VREMENSKU PROMJENU ORDINATA opisuje harmonijska funkcija:

q,(t)=A,cosot+B sinmt, (kaoza jedan st.sl), (319)

koja predstavlja logi¢no rjeSenje, jer mase titraju lijevo — desno nakon otpustanja.
Odredivanje konstanata A 1 B, iz izraza (319) je jednoznacno, iz dva pocetna uvijeta.
Primijetite, sve mase titraju prema istomu zakonu g, (). Kona¢no dobivamo:

u(t)=¢,(A, cosat+B, sinat), (320)

pri ¢emu su nepoznanice problema @, 1 ¢, . Kad uvrstimo rjeSenje (320) u polaznu jednadzbu
mii+ku =0, uz: ii(t) = -0, (A, cost+ B, sin@t) = - ¢,q,(t), dobivamo:
[-&m, +ké,1q,(1)=0. (321)

Trivijalno rjeSenje je ¢,(r)=0, odnosno u(t)=gq, (1)¢, =0, Sto znai da nema gibanja.
Netrivijalno rjeSenje dobivamo ako je izraz u zagradi jednak nuli, pa nepoznanice @, i1 @,
zadovoljavaju

k¢, = ;m,. (322)
Izraz (322) je poznat kao MATRICNI PROBLEM VLASTITIH VRIJEDNOSTI ili preciznije, realni
problem vlastitih vrijednosti jer su @’ i komponente vektora ¢, realni brojevi. Buduéi da su
matrice m i k poznate, treba odrediti @ i ¢, . Drugi zapis problema vlastitih vrijednosti
jest:

[k —w'mlp =0, (323)

% jpak i dalje nas podsjec¢a na engleski natural
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Sto predstavlja sustav od N homogenih (jer je p(z) =0) algebarskih jednadzbi kojih su
nepoznanice N komponenata vektora @, =[d, - ¢, ]T 1 pripadaju¢a frekvencija
@, . Trivijalno je rjeSenje nulvektor ¢ =0, jer tada nema titranja, a netrivijalno rjesenje
homogenoga sustava dobivamo iz:

detlk —@’'m]=0. (324)

Raspisom determinante dolazimo do polinoma N-toga stupnja po @ koji se naziva

KARAKTERISTICNI ili FREKVENCIJSKI POLINOM (slika 189.).

det [k-a)jm}

karakteristi¢ni

polinom
AR
det=0

Slika 189.: Karakteristi¢ni polinom

Primjerice, za dva stupnja slobode dobivamo: a® +ba@’ +c = 0, kvadratnu jednadZbu po @’
s dvije nulto¢ke @ i @; . Korijeni (nultoke — determinanta jednaka nuli) polinoma su realni
i pozitivni brojevi @’ jer su matrice m i k simetri¢ne i pozitivno definitne. Postoje uvjeti za
pozitivnu definitnost u gradevinarstvu: za matricu k to je ispravna mreZa, broj i raspored
lezajeva (moraju biti sprijeCeni pomaci krutoga tijela), a za matricu m mora biti provedena
staticka kondenzacija ¢ime se eliminiraju stupnjevi slobode bez pridruzene koncentrirane
mase. Imamo N korijena @’ koji odreduju frekvencije @, (n=1,...,N). Ti korijeni se
nazivaju korijeni karakteristicnog polinoma ili VLASTITE VRIJEDNOSTI.

Nakon $to smo odredili frekvenciju @, iz [k—@'mld =0 odredujemo vektor ¢ koji je
odreden do na konstantu a (znaci, i a¢), je rjeSenje problema). Zapamtite, APSOLUTNI iznosi
ordinata ¢, nisu odredeni, ve¢ je definiran samo OBLIK titranja ¢, , preciznije, relativni
odnosi (omjeri) medu ordinatama (komponentama) ¢, . Svakoj frekvenciji @, pripada jedan
prirodni oblik titranja ¢) . Rije¢ PRIRODNI naglaSava titranje bez pobude jer ovisi samo o
svojstvima modela m i k. Drugi naziv za prirodni oblik titranja ¢, jest vlastiti (svojstveni)

vektor. Prvi oblik titranja ¢ ¢esto zovemo i TEMELINIM (OSNOVNIM) OBLIKOM TITRANIJA.

9.3. Matricni zapis problema: modalna i spektralna matrica

Uporabom matri¢noga pristupa mozZemo dobiti skraceni zapis svih @, 1 ¢,. Oblici titranja su
. . T . .
stupci matrice ¢, =[4, -+ @] » n=1,...,N. Govorimo 0 stupcima MODALNE MATRICE

problema vlastitih vrijednosti:
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¢11 ¢12 e ¢1N
o=[o & - o @=|% % T A (325)
¢Nl ¢N2 e ¢NN
SPEKTRALNA MATRICA problema vlastitih vrijednosti jest dijagonalna matrica:
0)12 0O --- 0
0 @ - 0
Q= . . (326)
0 0 0
&iji su ¢lanovi vlastite vrijednosti @/ . Prepisimo sad izraz (322):
k¢, = w'm¢, , odnosno k¢ =m¢ @', n=1,...,N. (327)
Desna strana je umnoZak skalara i vektora, a znamo da vrijedi komutacija.
Zapis svih N jednadZbi jednom formulom (¢, - @, & — Q°):
k® = mdQ°. (328)
Raspisano za dvoetazni okvir (N =2):
{kn k12:||:¢11 ¢12}={m11 m12:||:¢11 Qz}[wlz 0 }
ky ky |l P 0 My my |Gy Py ]| 0 (022
_k11¢11 + k12¢21 k11¢12 + k12¢22 :|
_k21¢11 + k22¢21 k21¢12 + k22¢22
_ my, @y, +my,@,, | my, @, +m, 0y, }{wﬁ 0 } (329)
| My, @y + Mo, |1y, + My, || O @,
_ a)lz (my, @, +m,,p,) (022 (my, @, +my,0,,)
_a)lz (my, @, +myy)) (022 (my, @, +my,,,)
[ko|ke, | = | @'ma)| @me, |.
9.4. Ortogonalnost vlastitih vektora
Oblici titranja zadovoljavaju uvjete ortogonalnosti:
u 2
‘<~k¢r (ili mg,) o'kg =0
4, ¢,mo, =0 (330)

u,

za: @, #0,
Slika 190.: Uvjet ortogonalnosti vlastitih vektora
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pri ¢emu su komponente od ¢ i1 ¢ u smjeru pomaka: u= [u1 Uy ]T. Znaci, skalarni
produkt vektora ¢, 1 k¢, (ili m¢,) je jednak nuli. DokaZzimo tvrdnju. Za @, 1 ¢, problem

vlastitih vrijednosti glasi:
ko, =omo, /9", ¢k, = w¢'mo,. (331)
Sli¢no vrijediiza @, i ¢, (mnoZimo's ¢, ):
¢, ko, = /¢, m¢,. (332)
Ako transponiramo izraz za @, 1 ¢), :
¢k, = w;6'me,/" (333)

iuz pravila (a")" =a i (a'b)" =b'a, slijedi da je lijeva strana:

ko) =4,k (9)" =9k, (334)
jerje k' =k (simetri¢na matrica).
Sli¢no dobivamo i za desnu stranu izraza za @, 1 ¢, (1 m je simetricna):
(@,0'm¢,)" = w0, m" (¢))" = ;¢ mg,. (335)
Konac¢no (podcrtani izrazi):
¢, k¢, = ¢, m,. (336)
Oduzimanjem izraza (332) za @, 1 ¢, od (336) (iste lijeve strane), dobivamo:
(@] - @ )¢/m¢, =0. (337)
Vrijedi ¢'m¢, =0 akoje @ # @ (ili @ # @, jersu >0). Ako je @, # @, iz izrazaza @, i
¢, vrijedi i:
T 24T _
¢n k¢r - a)r ¢n I(;lq)r =0. (338)

Znaci, ortogonalnost je dokazana ako su frekvencije razlicite.
Ipak spomenimo Cesti slucaj iz prakse da jednoj frekvenciji pripada viSe ( j) oblika titranja,
primjerice kod osnosimetri¢nih gradevina (kupola, vodosprema, silos, dimnjak) ili pojavu

grozdova oblika titranja s istom (bliskom) frekvencijom kod zgrada (tablica 8.).

Tablica 8.: Grozdovi oblika titranja s istom (bliskom) frekvencijom

a)l a)Z cee a) a) “ee a)l cee a)N

¢1 ¢z ¢1 ¢i+1 ¢i+j ¢N

Ako oblici titranja nisu medusobno ortogonalni (@, =®, ), moguca je njihova
ortogonalizacija. Primjerice, odaberemo prvi oblik titranja (¢) pa drugi (9,,)

ortogonaliziramo na prvi. Zatim, tre¢i (¢,,) ortogonaliziramo na prethodna dva, i tako dalje.
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Ortogonaliziramo svih j oblika titranja s istom frekvencijom s preostalim oblicima: N
ortogonalnih oblika (stupci matrice @ ). Realizacija se vr$i ina¢icama Gramm-Schmidtovog
postupka ortogonalizacije.

Posljedica je ortogonalnosti da su KVADRATNE matrice K i M dijagonalne:
K=®k®,(K, =0'kd,), M=@'md,(M, =¢'m¢,). (339)
Znaci, Clanovi izvan dijagonale (n#r) su jednake nuli: K, =0 1 M, =0, a ¢lanovi na
dijagonali (n = r ) su skalari
K, =0,ko, i M, =¢,m,. (340)

K, 1 M, su strogo pozitivni dijagonalni ¢lanovi jer su k i m pozitivno definitne matrice.
Veza medu dijagonalnim ¢lanovima matrica K i M glasi:
K =ao'M,. (341)
Dokaz je jednostavan (rabimo k¢, = @'m¢, ):
K, = 4k, = ¢! (@}me,) = & (¢'md,) = M.
ko, M

Poblize o problemu vlastitih vrijednosti mozZete vidjeti u nastavnim materijalima na

(342)

n

poveznicama kolegija Matematika 3 1 Numericka analiza (PMF):

e http://www.grad.hr/nastava/matematika/mat3/node39.html,

e http://web.math.pmf.unizg.hr/~rogina/2001096/num_anal.pdf.

9.5. Fizikalne posljedice uvjeta ortogonalnosti

Kao prvu posljedicu uvjeta ortogonalnosti navest ¢emo da je rad sila inercije n—toga oblika
na pomacima r-toga oblika jednak nuli, Sto ¢emo pokazati na primjeru dvokatnoga

posmic¢nog okvira sa slike 191.

/@
o—(

f A
- O—n
2m
2K/ et oblik r-ti oblik
titranja titranja
77

V7 77 7 T

Slika 191.: Dvokatni posmi¢ni okvir: n-ti i r-ti oblik titranja
Pomaci konstrukcije pri gibanju u obliku ¢, su:

u, (1) =q,0)9, (343)
a pripadajuc¢a ubrzanja i sile inercije:
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i,)=q,00,, ), =-mi,()=-mégq,(@). (344)

Pomaci pri gibanju u nekom drugom obliku, ¢, su:

u, (1) =q,(1)¢,. (345)
Rad sila inercije n—tog oblika na pomacima r —tog oblika jest:
T (AT . _ RTIT T _ 4T, .
f,),u, =—(,mé.)g (t)q,(t)=0, [prlnnjetlte f,), =6, mqg, (t)]. (346)
0

Ekvivalentne staticke sile pri gibanju u obliku ¢, su:

f;), =ku, (t) =k¢,q,(1). (347)
Druga je posljedica uvjeta ortogonalnosti da je rad statiCkih sila n—tog oblika na pomacima

r —tog oblika jednak nuli:

T _ T _ e T _ 4T
)ru, =07k, q, (1), (1) =0, | primijetite (F,); = ¢,kq, (1) ]- (348)
0
Treéa je interpretacija potvrda Bettijeva stavka®’:

t)u, =) u

ron?’

uz: §, =-wq,. (349)

9.6. Normiranje vlastitih vektora

Vlastiti vektori ¢, odredeni su do na konstantu, pa je i proporcionalni (kolinearni) vektor a@,

takoder vlastiti vektor §to moZemo jednostavno dokazati:
k(a,) = a(kd,) = a(@m¢, ) = @’m(a,).

Konstantu a moZemo primijeniti za prikladno normiranje komponenata, primjerice najvecu

(350)

komponentu vlastitoga vektora izjednacimo s jedinicom ili nekoj vaznoj komponenti odziva
(pomaku vrha) pridruzimo vrijednost 1.
Spomenimo, racunalni programi najceS¢e normiraju modalnu masu na jedini¢nu vrijednost,

odnosno M, =1 (jer je numericki u¢inkovito). Prema izrazu (340) slijedi:

M, =06 m¢ =1, paje matricaM =P 'md =1L (351)
Iz izraza (351) moZemo zakljuciti da su oblici titranja ortogonalni i normirani s obzirom na
masu. Matemati¢ki ga nazivamo ortonormirani skup (baza) normiran na masu. Za tako

normirane oblike vrijedi:

K, =0k, =w’M, =@, paje matricaK = ®'kd = Q°. (352)

37 Simi¢: Otpornost materijala 2, Skolska knjiga, Zagreb, str. 197
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9.7. Raspis vektora pomaka po vlastitim vektorima

q.9,
¢2 \\‘\__
<=
y —
' g4

Slika 192.: Raspis vektora pomaka po vlastitim vektorima

Kljucna zamisao je raspisati vektor pomaka pomocu vlastitih vektora:

N
u:quq),, ili raspisano: (353)
r=1
uy A o Bn
u
:2 =q1 ¢21 +q2 ¢22 ++qN ¢2N
un ¢N1 ¢N2 ¢NN
OB+ a0+ 4y Py % P o B || @ (354)

P + 4oy T+ Gy Py S Oy o O

@GPy + DPyr Ay Py P Py ¢NquN

— =
P q
Prema tome, vrijedi
N
u=>4g¢ =dq. (355)
r=1

Skalarni ¢lanovi (komponente) g, se nazivaju MODALNE (NORMALNE) KOORDINATE. Ako su
vlastiti vektori ¢ poznati, za zadani pomak u moZemo odrediti modalne koordinate

g, mnoZei obje strane izraza (353) sa ¢ m:

¢, mu = > (¢;m¢,)qg,. (356)

Zbog ortogonalnosti iS¢ezavaju svi ¢lanovi osim za r =n:

¢'mu ¢ 'mu
¢'mu=(¢'m¢)g, odnosno: ¢q, = ¥m = ’}VI
skalar skalar ¢n ¢n n

Ovakav modalni raspis vektora u ima Siroku uporabu u dinamici konstrukcija, primjerice kod

(357)

odredivanja rjeSenja za slobodno titranje, vanjsku pobudu i potres.
Kao primjer ¢emo pokazati raspis vektora pomaka u =1 l]T dvoetaznoga okvira.

Poznajemo matricu masa i oblike titranja:
o=[2 1, ¢=[-1 1.

Pripadni skalari (ovise o nac¢inu normiranja @!) su:
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) [12 l]ﬁr)n :JH =2 _ap,

N _[1/2 1]{2(;)71 0}{112}_3/2;71_
alk r
g

. . u, 172 -1
Konacni raspis: u=gq,¢ +q,0 = =4/3 | -1/3 Ll
u,

=1/3 %

- ©23 + 1/3

43 o

1 ()

V7 VA
@3)e,  + 13,

=
]

Slika 193.: Raspis pomaka dvoetaznoga okvira po vlastitim vektorima

Znaci, SVE ordinate ¢, jednog ¢, mnoZimo ISTIM brojem g,. U prikazanom primjeru

ordinate prvog oblika mnozimo s 3 a ordinate drugog oblika s 3

9.8. RjeSenje problema slobodnoga titranja bez prigusenja

Da bismo odredili rjeSenje problema slobodnoga titranja bez prigusenja, trebamo rijesiti
jednadzbu gibanja uz zadane pocetne uvjete [izraz (312)]. Za primjer posmi¢nog okvira takvo
rjeSenje, (g,, u;) za u,(0), (i=1,2), je prikazano na slici 186. U postupku trebamo rijeSiti
realni problem vlastitih vrijednosti odreden izrazom (322), ¢ime odredujemo vlastite
frekvencije @, i oblike ¢, (n=1,...,N ). Opce rjeSenje dobivamo superpozicijom (zbrojem)

odziva za pojedini oblik:

ut) = iun )= ﬁ“q)n (A,cosmt+B, sinwpt). (358)
n=1 n=1 qn

Napomenimo da princip superpozicije vrijedi ako je problem linearan. Brzina slobodnog

titranja (), ne ovisi o vremenu) jest:

u(r) = i(])na)n (A, sinwt+ B, cos@,t). (359)

n=1
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Izrazi (358) 1 (359) za ¢t = 0 postaju:
u®=Y"04. w0=>"0a5,, (360)

dakle dva sustava od N jednadzbi po A, i B, [uz poznate u(0) i u(0)]. Sustavi se ne

rjeSavaju se izravno, ve¢ rabimo razvoj u(0) po ¢, (vrijediiu t=0):

N N
u(0) = ¢,4,(0), derivacijom: w(0)=¢,4,(0). (361)
n=1 n=1
Izraz za g, vrijedi u bilo kojem trenutku ¢ [u(#)], paiza t =0 [u(0)]:
T T .
g (0)= w, derivacijom: ¢ (0) = w. (362)

Izrazi (360) 1 (361) su ekvivalentni paje A =¢,(0) 1 B, =¢,(0)/ @, . Ako to uvrstimo u opce
rjesenje, dobivamo:

4,(0)
w

n

u(r) = ﬁ“q)n q,(0)cosam t + sin a)nt}. (363)

Skraceno, ako poznajemo @, 1 ¢ , mozemo odrediti g, (0)1 g,(0) iz izraza (362) i pomak
u(?) iz izraza (363). RjeSenje zbog pocetne pobude u(0) i/ili u(0) prikazano je na slici 186.
Ako je pocetni pomak jednak vlastitom vektoru, ,u(0)=¢, 1 w(0)=0, razlicita od nule je

samo modalna koordinata g, (slika 187. 1 slika 188.). Skraceni zapis rjeSenja (363) jest:

u() = 6,q,), (364)

zapravo poznati raspis vrijedi za svaki ¢.

Vremenska promjena modalne koordinate nekoga oblika titranja jest:

4,0

n

q,)=q,(0)cos @ 1+ sin 1, (365)

Sto je (uz u — g ) poput slobodnoga titranja sustava s jednim stupnjem slobode.

9.9. Slobodno titranje s priguSenjem
Slobodno titranje (p = 0) s priguSenjem (¢ # 0 ) definiramo kao:
mii+cu+ku=0, uzpocetne uvjete u=u(0),u=u(0). (366)
Ako uvrstimo raspis u = Pq (problem vlastitih vrijednosti, @ ne ovisi o ¢ ), dobivamo:
m®q +cPq+kPq=0/P", P’ mPG+P'cPq+PkPq=0,
— [S— —

(367)
M C K

odnosno:
Mg+Cq+Kq=0. (368)

Matrice M i1 K su dijagonalne matrice (zbog uvjeta ortogonalnosti) odredene izrazom (339),

a kvadratna matrica C=®"e¢® moZe i ne mora biti dijagonalna. Oblik matrice C ovisi o
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razdiobi priguSenja unutar sustava. Ako je C dijagonalna, sustav se rastavljana N neovisnih
jednadzbi po modalnim koordinatama i kaZemo da se radi o sustavu s KLASICNIM
priguSenjem, jer vrijedi klasicna modalna analiza. Vazno je napomenuti da su oblici titranja
isti kao za sustav bez priguSenja. Ako matrica C nije dijagonalna, radi se o sustavu s OPCIM
prigusenjem za kojeg ne vrijedi klasicna modalna analiza i oblici titranja su razliiti u odnosu

na sustav bez prigusenja.

9.9.1. Sustav s op¢im oblikom priguSenja

Na slici 194. pokazan je primjer dvoetaznoga posmi¢nog okvira, kao za sustav bez prigusenja
iz poglavlja 9.1, uz ¢, =c i ¢, =4c . Uocite veliku razliku u priguSenjima ci 1 c2. Dakle, radi
se o primjeru kod kojega ne vrijedi klasicna modalna analiza (str. 139.).

Od ranije su nam poznate matrica masa, krutosti i prigusenja:

2 0 3 -1 5 4
m=m , k=k , €=c (369)
0 1 -1 1 -4 4
Oblici titranja (za sustav bez prigusenja, slika 194. 1 slika 195.) su poznati od ranije:
a=[2 1, ¢=[-1 1] (370)
e q1
'53?* 0-\ /\/qz A /I
mm ” ed c b a G:‘ 1' \/- \/ \/
b u,(0)y =
- abcde
o ]
o5 wol N /AN N,
© u w(0) 2 PTTN] _" N
1= & |
2k w i1
A A
A —
77 77 n 0RO~ g e
ul(o):an -1 [ 1] . . ,
HZ(O) - ¢2] 0 T! 2T! 31‘[

Slika 194.: Slobodno titranje sustava s opéim oblikom prigusenja zbog po¢etnog pomaka u obliku prvoga
vlastitog oblika titranja: dvoetazni posmi¢ni okvir; progibna linija u trenucima a, b, ¢, d i e; modalne
koordinate gu(f); pomaci u1(¢) i ua(t)

Nakon $to odredimo M, C i K iz izraza (367), dobivamo,

LS 0 || g 1,25 3,50 || g, 0,75 0 q, 0
m T+ T |+k = . (371)
0 3,0( 4, 3,50 17,00 || g, 0 6,00]|q, 0

Primijetite, C nije dijagonalna matrica pa su diferencijalne jednadZbe po ¢,(¢) 1 q,(t)

medusobno povezane. Mozemo ih rijeSiti izravnom analizom sustava, znaci iskljuc¢ivo nekim
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numerickim postupkom. Ako je zadano: c¢=+km/200 i pocetni pomak u(0) u obliku

vlastitih vektora:
u©0)=[1/2 1]', zatim u©)=[-1 1],

rjeSenja ¢, (1), ¢,(1) i w=[u(r) uz(t)]T:Zizlq),q,(t), dobivena izravnom analizom,

prikazana su na slikama 194. odnosno 195.

1
o
SR E B — t
s 9 —
14
m edcba
bd
© Uz HZ(O) (1|C‘€
k 4c 1"!H
5 U 0-%%% | t
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2k IFC:
/E' \ ur () i }i \/f\ e t
vz T u(r) LU
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Slika 195.: Slobodno titranje sustava s opéim oblikom prigusenja zbog po¢etnogq pomaka u obliku
drugoga vlastitog oblika titranja: dvoetazni posmi¢ni okvir; progibna linija u trenucima a, b, ¢, die;
modalne koordinate gn(f); pomaci u1(¢) i u2(f)

Svojstva rjeSenja su sljedeca:
(@) g, #0 u prvom (slika 194.) i g, # 0 u drugom primjeru (slika 195.),
(b) pocetni oblik pomaka nije sacuvan prilikom titranja,
(c) titranje nije jednostavno harmonijsko gibanje s prigusenjem

(periodi titranja masa 7, nisu definirani).

9.9.2. Sustav s klasi¢nim oblikom prigusSenja

Sad ¢emo pokazati primjer slican prethodnomu, ali uz drugacije koeficijente prigusenja
¢, =4cic,=2c, (c=+vkm/200). Matrice m i Kk su kao u prethodnom primjeru, a matrica

_| 8 2 372
c—c_2 5 | (372)

Sustav jednadZzbi po modalnim koordinatama (uz M, C i K):

LS 0 || g LS 0 ||lg 0,75 0 q, 0
m T l+e |tk = . (373)
0 3,0(¢q, 0 12,0}l 4, 0 6,00]|q, 0

Primijetimo da je sada i matrica C dijagonalna pa su jednadZzbe po ¢,(t) i g,(t) neovisne.

¢ jest:
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Slika 196.: Slobodno titranje sustava s klasi¢nim priguSenjem zbog pocetnoga pomaka u obliku prvoga
vlastitog oblika titranja: dvoetazni posmi¢ni okvir; progibna linija u trenucima a, b, ¢, d i ¢; modalna
koordinata ¢1(f); pomaci u1(f) i u2(¢)

Simbolicki zapis neke jednadZzbe sustava M+ Cq+Kq =0 jest:
M, +Cq +K,q =0:M,, 4 +2{ @q +@q =0, n=1,...,N, (374)
pri ¢emu su skalari K, 1 M, Clanovi na dijagonali dati izrazom (340), a
C, =0 co. (375)
Izraz (374) ima oblik jednadzbe kao za jedan stupanj slobode s priguSenjem (u —gq, ).
MODALNI koeficijent relativnog prigusenja, uz istu analogiju, jest:
Cn
2M, o,

Cn =

2ma,

n

, [za jedan st. sl. (izraz (77)): { = ¢ j (376)

Postupak rjeSavanja je isti kao za jedan stupanj slobode.
Za prvu jednadzbu su M, =1,5m, C,=1,5¢, K, =0,75k paje @ =K,/ M, =k/(@2m),
¢, =C,/2M,®)=0,05. Sli¢no odredimo M,, C,, K, i {, za drugu jednadzbu.

Pobuda u(0) neka je u obliku ¢, , kao u primjeru bez priguSenja pa su rjeSenja ¢,(f) 1 g,(t),

u=[u, u,] =dq, ,prikazana na slikama 196. i 197.
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Slika 197.: Slobodno titranje sustava s klasi¢nim prigusenjem zbog pocetnog pomaka u obliku drugog
vlastitog oblika titranja: dvoetazni posmicni okvir; progibna linija u trenucima a, b, ¢, d i ¢; modalna
koordinata ¢2(¢); pomaci u1(¢) i u2(¢)

Svojstva rjesenja su sljedeca:
1. nema doprinosa drugih oblika titranja: g, =0, r #n,
2. saCuvan je pocCetni oblik pomaka: samo g, #0 (kao bez priguSenja), pa je ¢, prirodni
oblik titranja i za sustav s priguSenjem,
3. gibanje svake mase: kao za jedan stupanj slobode s priguSenjem; slican sustavu bez
prigusenja, ali amplitude opadaju zbog utjecaja prigusenja,
4. gibanje greda je jednostavno harmonijsko gibanje s priguSenjem s istim periodom

gibanja svake mase: T,,, ili 7,, (vidjeti slike).
9.10.RjeSenje problema slobodnog titranja s prigusenjem

Promatramo klasi¢no priguSenje koje ne utjeCe na oblike titranja. Znaci, odredimo vlastite
frekvencije @), i oblike ¢, za sustav bez priguSenja, a utjecaj priguSenja ¢ uzimamo u obzir
kao u slucaju jednoga stupnja slobode.
Podijelimo jednadzbu M g +C g, +K g, =0 s M, :

i, +2£,0,4,+@q,=0, (C/M, =20, o, =KIM,), (377)
¢ime dobivamo jednadZbu kao u slucaju jednoga stupnja slobode s priguSenjem (g, — u ).
Prema analogiji s rjeSenjem za jedan stupanj slobode prema izrazu (90):

4,(0)+¢,9,9,(0)

a)nD

={,0,t .
q,t)=e {qn (O)cosw,,t + sin@,t |. (378)

Prema istoj analogiji vrijedi i @,, = @,/1-¢’ . Ukupno rjeSenje dobivamo superpozicijom

odziva za pojedini oblik titranja,
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4,0 +¢,0,9,0 . } 379)

N
u(r) = zq)ne_g"w”’ {qn (0)cos @t + sin @, ¢
n=1

a)nD

Znaci, skraceno, da bismo izracunali pomak (379), prvo rijeSimo problem vlastitih vrijednosti
i odredimo @, i ¢, sustava bez prigusenja. Koeficijent relativnog prigusenja ¢, dobivamo iz

pokusa [ne iz C,/(2M ,@,)] jer matrica priguienja ¢, pai C, = ¢, cd, nisu poznati. Zatim

odredimo @ ,, te g,(0) i g,(0) zbog pocetnoga pomaka u(0) i/ili brzine u(0), (izraz (362)):
T T .
q.(0) =w, derivacijom: ¢, (0) = w, (380)

1 na kraju odredimo pomak u(z) zbog u(0) i/ili u(0) iz izraza (379). Prema obliku formule,
isti je utjecaj ¢, kao u slu¢aju jednog stupnja slobode. Podsjetimo se da koeficijent relativnog
prigusenja ¢, <20% ima mali utjecaj na prirodne frekvencije i periode (slika 52.). Znamo,
brzina opadanja amplitude u, pri titranju nekim vlastitim oblikom ¢, je veta za veci
koeficijent relativnog prigusenja ¢, (slika 53.), a zakon opadanja je definiran logaritamskim
dekrementom O, odredenim prema (99).

Jedan od nacin odredivanja koeficijenta relativnog prigusenja ¢ jest slobodnim titranjem
gradevine (poglavlje 2.2.4). Gradevinu pobudimo tako da je potegnemo uZetom i pustimo da
slobodno titra oko ravnoteznog polozaja. Problem kod takvog postupka kod viSe stupnjeva
slobode je pobuditi titranje u samo jednom obliku, znaci kako prakti¢no realizirati pomake u

obliku vlastitog vektora.

; x p realizacija uzetom

7 o A o
¢'2(x) <

|
I
L im,EI gbl(x) L]
i |
) |
- P 7 7 7

Slika 198.: Vlastiti oblici titranja konzole

Zbog toga ovaj postupak je slabo primjenjiv, osim za odredivanje prigusenja temeljnog oblika
titranja kojeg je najlakSe pobuditi. Pri¢ekamo dok (zbog ¢ ) ne i$¢eznu (mali) utjecaji visih
oblika i na kraju ostaje titranje samo temeljnim oblikom pa iz logaritamskog dekrementa &,

odredimo vlastiti period 7, i koeficijent relativnog prigusenja ¢, .
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10. PriguSenje u gradevinskim konstrukcijama

Poznate su pojave koje uzrokuju priguSenje u konstrukcijama (poglavlje 1.4). Buduc¢i da se
tesko racuna iz dimenzija konstrukcije i prigusenja u materijalu, utvrduje se pokusom u obliku

koeficijenta relativnog prigusenja.

10.1. Eksperimentalne vrijednosti prigusenja: prakti¢ni primjer

Kako bismo pokazali mehanizam i svojstvo prigusenja, analiziramo deveteroetaznu AB
zgradu knjiznice Millikan — CALTECH (slika 199.).

ﬂ. ..... I_’
uredaj :
T A
S—J
‘podrum
I .
krov

Slika 199.: Deveteroetazna AB zgrada knjiznice Millikan, Pasadena, SAD

Tlocrtnih je dimenzija 21 na 23 m, visine 44 m iznad razine tla i 48 m od razine temeljne
plocCe. Na posljednjoj etazi se nalazi krovna konstrukcija s postrojenjem za klimatizaciju.
Bocnu stabilizaciju u smjeru sjever — jug ¢ine AB zidovi na krajevima zgrade, debljine 30 cm.
U smyjeru istok — zapad postoje AB zidovi stubiSne i liftne jezgre debljine takoder 30 cm.
Krajnje zidove s otvorima ¢ine predgotovljene AB zidne ploce (paneli) koje doprinose
arhitektonskom ucinku i ne smatraju se nosivima, no za male amplitude ipak doprinose
krutosti u smjeru istok — zapad. Zgrada je izvedena tijekom 1966. — 1967. godine.

Budu¢i da su joj dinamicka svojstva utvrdena prisilnim harmonijskim titranjem zgrade (pri
raznim razinama pobude), uzrokovanim vibracijskim pobudivacem, ali i pri nekim potresima,
predstavlja vaZzan primjer za pojasnjenje prigusenja. Tako su odredene frekvencijske funkcije

odziva, periodi i relativna priguSenja. Period (frekvencija) se dobije iz frekvencijske funkcije
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odziva kao iznos apscise za vrSnu vrijednost ubrzanja (slika 200.), a relativno priguSenje iz
analize podrucja rezonancije. Oblici titranja su odredeni mjerenjem horizontalnih pomaka po
katnim ploCama.

Temeljni period u smjeru I—-Ziznosi 7, = 0,66s (sa slike 200., f, =1,49Hz).

Temeljna frekvencija f, se povecala (7,=1/f, pada) oko 3% kroz podrucje amplituda
rezonancije krova koje su iznosile 3-10°g — 17-107g. Sjetimo se da porast amplituda
rezonancije mozemo dobiti poveéanjem m, i/ili e pobudivaca. Pripadajuce priguSenje ¢

iznosi od 0,7 do 1,5% (dolazi do povecanja s porastom amplitude).

10
o |3107g-17-107¢g It
. . me
o 8 ii,=——a"R,
T m
2]
= zZa p, = const.
g 6 Po
E
z za 1. oblik
= 4 | 8. kat
B smjer: [ - Z 3
[=¥ 0
g, porast 3% E
= o)
o,
0
1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

frekvencija; Hz
Slika 200.: Frekvencijska funkcija odziva u podrucju temeljnog perioda
U smjeru S — J, temeljni period iznosi 7, =0,51s, i pada 4% kroz podrucje amplituda
rezonancije krova koje iznosi 5-10°g — 20-10g. Pripadno prigusenje ¢, je od 1,2 do 1,8%

(raste s amplitudom). Teorijske frekvencijske funkcije za tri perioda i oblika titranja, skicirane

su na slici 201.

g, za |. oblik (pobudi vec¢inu m zgrade: najvece ii,)
za 2. oblik

za 3. oblik

amplituda
ubrzanja, g

frekvencija, Hz

Slika 201.: Teorijske frekvencijske funkcije odziva

Ovdje isti¢emo jo§ jednom: teSko je pobuditi zgradu na CISTO titranje viSim oblikom. Na
temeljnoj i krovnoj ploc€i su postavljeni akcelerometri kojima su zabiljeZena ubrzanja zgrade
za nekoliko potresa, primjerice potres SAN FERNANDO, 1971., magnitude M =6,41
udaljenosti oko 31 km od lokacije i potres LYTLE CREEK, 1970., magnitude M=5,4 i
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udaljenosti oko 64 km od lokacije. OStecenja nosivih elemenata nastaju pri magnitudama
M =5 (ili vr$nim ubrzanjima tla i (D)2 0,09¢g)
Pri potresu San Fernando, za zapis S —J, vr§no ubrzanje temeljne ploce iznosilo je 0,202g, a

povecano je na vr$nu vrijednost od 0,312g na krovnoj plo¢i (slika 202.).

0.4
-
e
-
o 0.312
h bo. '
-;—’, .04 g San Fernando, smjer S -]
5 0.4 9.2.1971.,M=6.4
S
= E g
=
= 0 —-—-—WWMM
g
1 0.202¢g
04"
0 10 20 30
vrijeme; s

Slika 202.: Ubrzanje u smjeru sjever-jug zabiljeZeno na knjiznici Millikan pri potresu San Fernando,
1971.

Za zapis |- Z, vrSno ubrzanje temeljne ploce iznosilo je 0,185g, povecano je na vrSnu

vrijednost od 0,348g na krovnoj ploci (slika 203.).

[=1)]

-% 0.4/ ©0.348¢ San Fernando, smjer I - Z
8 0.4 9.2.1971., M=6.4

=

=

g ]
=
= {)-——WMW——
o
[=H

1 0.185g

T =

0 10 20 30 40

vrijeme; s

Slika 203.:Ubrzanje u smjeru istok-zapad zabiljeZeno na knjiznici Millikan pri potresu San Fernando,
1971.

Ubrzanje krovne ploce se sastoji od ubrzanja tla i relativnog ubrzanja plo¢e u odnosu na tlo

[ii' (t) =ii, (¢) +ii(t)] . Ukupni pomak krovne ploc¢e dobivamo dvostrukom integracijom zapisa

ukupnog ubrzanja.
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Ubrzanje temeljne ploce jednako je ubrzanju tla i (¢), jer je relativno ubrzanje u razini
temelja jednako nuli [ii(#) = 0]. Dvostrukom integracijom zapisa na temeljnoj ploci dobiven
je pomak tla u, (7). Relativni pomak krovne ploCe u(#) odreden je kao razlika pomaka krova i
temelja (slika 204.).

131 sjever - jug
2,69 cm
0 ey .._l\'ﬁ'f\_n‘ VW.V"M'A"V‘V.V nv.v Av AVBN\-\_\' - o~ — P
lcoes
.13 San Fernando,
13- 9.2.1971., M=6,4

6.88 cm istok - zapad

o

rel. pomak krovne ploge [em]

—_
w

vrijeme; s
Slika 204.: Relativni pomak krovne ploce: smjer sjever-jug i smjer istok-zapad

Primijetimo da je vece ubrzanje krovne nego temeljne ploce: A>ii, i razliCite su funkcije
ubrzanja ploca u vremenu: A(#) #ii, (7). Ta su svojstva vidljiva na slikama 205. lijevo i 205.
desno gore. To se dogada jer je konstrukcija fleksibilna (nije apsolutno kruta). U smjeru S —J,
relativni pomak krova iznosi 2,69cm, a period titranja je oko 0,6s. U smjeru I — Z, a
relativni pomak je 6,88cm, period titranja je oko 1,0s (znaci, mekSa konstrukcija — dulji
period, slika 205. desno dolje). Uo¢imo da je smjer S — J kru¢i (zidovi) pa je manji pomak 1

period titranja, nego u smjeru [ — Z.

12, 1,=0.5s, ¢=0,02
o0
=0 S
=
] " S
127 “L09g 4>, (1.09g > 0,319g) =
0.41 A(t) # i (1) -
< 0 2
~ <
= =
a1
047 °0319¢
0 10 ([s] 20 30

Slika 205.: Usporedba A i i, (¢) : analogija s potresom El Centro

U tablici 9. su priblizni rezultati mjerenja knjiznice Millikan pri razli¢itim pobudama.
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Tablica 9.: Periodi i koeficijenti relativnog prigusenja knjiznice Millikan

) Temeljni oblik titranja 2. oblik titranja
Izvor pobude Ubrzanje krova [g] T1s] Z\1%] Tls] Z,1%]
Smjer sjever — jug
Pobudivaé 5-10°% do 20-10 | 0,51 -0,53 1,2-1,8 nije mjereno
Potres Lytle Creek 0,05 0,52 2,9 0,12 1,0
Potres San Fernando 0,312 0,62 6,4 0,13 4,7
Smjer istok — zapad
Pobudivad 3-107° do 17-107 | 0,66 — 0,68 0,7-1,5 nije pouzdano
Potres Lytle Creek 0,035 0,71 2.2 0,18 3,6
Potres San Fernando 0,348 0,98 7.0 0,20 59

Zapisi ubrzanja takoder su zabiljeZeni pri potresu LYTLE CREEK. Vr$no ubrzanje tla iznosilo
je svega ii,, =0,02g, a na krovu je ubrzanje bilo i, =0,05g. Potres je bio tek nesto jaci od
najvece pobude uredajem, na krovu od i, =0,02g .

Temeljni periodi od 0,52s i 0,71s su bili malo veéi od onih utvrdenih pokusom, dok su
koeficijenti prigusenja 2,9% i 2,2% bili ve¢i od utvrdenih pokusom.

Primijetimo da je potres SAN FERNANDO bio jak, s vr$nim ubrzanjem tla od i, =0,202g1
ubrzanja krova od i, =0,348g, pa je postojalo znaCajno povecanje perioda i priguSenja u
odnosu na pokus. Primjerice, u smjeru S —J period titranja 7, se povecao sa 0,51s na 0,62s i
priguSenja na 6,4% , a u smjeru I - Z je T, porastao sa 0,66s na 0,98s i priguSenjana 7% .
Uocimo da se porast perioda dogada pri ve¢im amplitudama gibanja jer se smanjuje krutost k
zgrade (T = N ). Primarni uzrok smanjenja krutosti knjiZnice je bilo njeno nelinearno
elasticno ponasanje (ne pukotine!), Sto dokazuje i nosiva konstrukcija bez vidljivih oStecenja.
Jedino Sto je stradalo pri potresu San Fernando su bile police za knjige i otpalo je neSto Zbuke.
Pri ve¢im amplitudama, izraZeniji su uzroci prigusenja i dolazi do njegova povecanja. Buduci
da su izmjereni periodi nakon potresa bili kra¢i nego pri potresu, moZzemo zakljuciti da se
krutost vratila jer su plasti¢ne deformacije male. Potpuni ili djelomic¢ni povratak krutosti ovisi
o iznosu amplituda. Zamijetimo da porast 7 nije mali (nije u skladu s porastom ¢ ) i ne
vrijedi linearni model i odnos: 7T, =T, /+1-{*> zbog NEVISKOZNOG prigusenja i
NELINEARNOG ELASTICNOG ponaSanja materijala (Istaknuli smo da zgrada nije ,,usla® u
plasticno podrucje ponasanja materijala).

7,
Sso

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1 -
4(r uf) ul'

Slika 206.: Nelinearna elasti¢na veza sila - pomak
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Na slici 206. prikazana je nelinearna elastina veza sila-pomak. Uo¢imo da krutost nije
konstanta, ve¢ opada s porastom amplituda, ali jest idealno povratna (povratak po istoj
krivulji). Znaci, nema petlje histereze i radi se o materijalu BEZ MEMORIJE. Ako je koeficijent
relativnog prigusenja ¢ odreden za gibanje blizu granice teCenja (primjerice pri potresu San
Fernando), ne sadrzi ucinke plasti¢nog popustanja konstrukcije i kao takav predstavlja vrlo

vrijedan podatak.

10.2. Preporucene vrijednosti koeficijenta relativhog prigusenja

Za postojeCe zgrade je skupa i spora primjena opisanog postupka, a za buduce zgrade
postupak nije moguce primijeniti. Jedino $to preostaje je procjena ¢ na temelju pokusa na
slicnim zgradama. Iako postoji mnogo prikupljenih podataka, nisu svi prikladni za seizmicki
proracun. Naime, pri slabim pobudama (pobudivac ili slabi potres) dobivaju se premali iznosi
prigusenja, a pri vrlo snaZnim pobudama (ja¢i potres) koeficijent relativnog prigusenja ¢
sadrZi i troSenje energije zbog teCenja. Znaci, najkorisniji podatci se dobivaju iz jakih treSnji
pri granici teCenja, a utjecaj teCenja uzima se posebno, radnim dijagramom f, —u.

Ipak, nemamo dovoljno ¢ za razli¢ite konstrukcije i materijale, jer je malo postavljenih
uredaja i prikladnih potresa, pa rabimo postojece iznose i procjene stru¢njaka (tablica 10). Od
nedavno se koriste koeficijenti prigusenja od 3% za nearmirano zide i 7% za armirano zide.
Mnogi propisi ne razlikuju priguSenja za razliite materijale, a recimo za spektre se

uobicajeno upotrebljava koeficijent relativnog priguSenja od 5% .

Tablica 10.: Preporuceni iznosi koeficijenta relativnog prigusenja

Razina naprezanja Vrsta 1 stanje konstrukcije (%]
) vareni Celik, prednapeti beton, dobro armirani beton ’_3
radpf) nhaprezanje. sa sitnim pukotinama
ne viSe od polovine . . - .
. . armirani beton sa znacajnim pukotinama 3-5
granice teCenja (za — - —
posebne konstrukcije) |VUcani 1/ili zakovani spojevi u celiku, 5_7
vijcani ili Cavlani spojevi u drvetu
vareni Celik, prednapeti beton (bez potpunog gubitka 5_7
rednapona)
malo ispod ili na granici [prednapeti beton s potpunim gubitkom prednapona, 7_10
tecenja (za uobi¢ajene |[armirani beton
konstrukcije) vijcani i/ili zakovani spojevi u Celiku, 10-15
vij¢ani spojevi u drvetu
Cavlani spojevi u drvetu 15-20

162




Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

11. Dinamicka analiza i odziv linearnog sustava: pobuda silama

11.1.Sustav bez prigusSenja

Treba rijesiti sustav bez priguSenja uz zadanu pobudu:

mii +ku = p(?) (381)
11.1.1. Harmonijska pobuda
krute grede
P, Sinet / o - Uy
my
kZ
poSinel —wl @ L oy
P Sin ot m

k,, krutost kata

b 7

Slika 207.: Sustav s dva stupnja slobode: opcenit sustav i dvokatni okvir

Na slici 207. lijevo je prikazan klasi¢ni sustav s dva stupnja slobode bez prigusenja, koji se
sastoji od dvije mase povezane linearnim oprugama, pri harmonijskoj pobudi. Na slici 207.
desno je prikazan dvokatni okvir idealiziran modelom s dva stupnja slobode bez prigusenja
pri harmonijskoj pobudi. Za prikazane sustave s dva stupnja slobode izraz (381) se sastoji od
dvije zavisne jednadzbe s po dvije nepoznanice. Harmonijska pobuda je oblika

p(t) =p,sin ax ili opéenito:

p(1) =P, sin(ax —9), (382)
pri cemu su amplitude pobude p, = [ Po " DPwo T.
Logi¢no je pretpostaviti rjeSenje istoga oblika:
u(t) =u,sin ax, (383)
s amplitudama titranja (pomaka) u, = [”1,0 e Uy T .

Ubrzanje sustava iznosi ii(t) = —@’u, sin @t .

Kad uvrstimo u 1 u u polaznu jednadzbu (svi ¢lanovi sadrZze sin @ ), dobivamo:

(k—-o'myu,=p, ili ku,=p,, (uz: k=k—o’m). (384)

poznato
Dolazimo do statickoga problema prema metodi pomaka gdje trebamo odrediti u, = E_l)po 1
zatim jednim od dva pristupa (poglavlje 1.9.2.) odredimo unutarnje sile, primjerice,
primjenom ekvivalentne bocne sile f; =ku,, (pazite, ne k). RjeSenja su amplitude odziva
M

M(#) = M, sin @x . UoCimo da nije potreban problem vlastitih vrijednosti @, i ¢, , a rjeSenje je

o> TL,, 0,,..., a zakonitost vremenske promjene je isto sin@f, primjerice

prisilni (ustaljeni) dio titranja (analogija s jednim stupnjem slobode, izraz (130)). Prolazni dio

najceS¢e nije vazan jer brzo iSCezava s priguSenjem. Podsjetite se da na pocetku odziva
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ukupno rjeSenje moZe biti mjerodavno (str. 54.). Modalna analiza predstavlja op¢i pristup

odredivanju ukupnoga rjesenja koji ¢emo objasniti u odjeljcima koji slijede.

11.2. Modalna analiza za sustav bez priguSenja

Modalnu analizu upotrebljavamo kao op¢i pristup linearnom modelu za proizvoljnu pobudu

p(¢). Rabimo raspis vektora pomaka po vlastitim vektorima:

N
u) = 9.4,()=2q(0) . (385)
r=1
Ako izraz (385) uvrstimo u jednadZbu gibanja (381) [uz: u(r) = Ziv:l(]), q,(t)], dobivamo:
N N
2 mo,.G,(1)+ ) kg, (1) =p@®) 19, (386)
r=1 r=1
N N
2 0me.G,(0+ 0kd.q,(1) = ¢/p(1). (387)
r=1 r=1
Zbog uvjeta ortogonalnosti ostaju samo ¢lanovi za r=n:
(0/ma, ), () +(0/k, )4, () = 4, p(). (388)
Od ranije znamo da su:
M,=¢ mo , K, =0 ko idodatno P (t)=0 p(?), (389)
paizraz (388) postaje:
M,G,O)+K,q,@®)=P @), n=I,.,N, (390)

sustav jednadZzbi gibanja s jednim stupnjem slobode po ¢, (¢), uz skalare M, , K i P, (t) koji
znaCe masu, krutost i opterecenje sustava i nazivaju se POOPCENA masa, krutost i opterecenje

za n — ti oblik titranja. (slika 208.)

> qn(?)
Py(t)
7 7 A 7
Slika 208.: Poopceni nepriguseni sustav za n-ti Slika 209.: Poop¢eni priguseni sustav za n-ti
oblik titranja oblik titranja

Prostorna promjena pomaka je opisana pomocu vlastitih oblika titranja ¢,, a vremenska
promjena pomoc¢u pomaka g, () jednoga stupnja slobode. Poopc¢ene vrijednosti su konstante
za odabrani oblik titranja ¢, .

Ako poznajemo ¢, , moZemo odrediti M, , K,, P, (t), paijednadZbu gibanja, odnosno g, (¢).
Primijetimo da prilikom razmatranja jedne jednadZzbe nije potrebno poznavati ostale oblike

titranja. Ako jednadZbu (390) podijelimos M, [uz: @’ = K /M, ], dobivamo:
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P
g, +arq, (1) =%, n=1,...,N.

n

(391)

Vazno je uociti da se radi o jednoj jednadzbi s jednom nepoznanicom g, (f), a postoji N

jednadzbi, po jedna za svaki oblik titranja ¢) . Bit raspisa pomaka u(t) [izraz (385)] je

transformacija N medusobno ovisnih jednadZzbi po pomacima u @, (j=1L...N)u N

neovisnih jednadZzbi po modalnim koordinatama ¢ ; (), (j=1,...,N). Matri¢ni zapis svih N

jednadZzbi jest:
Mq+Kq=P(®),
pri ¢emu su dijagonalne matrice M 1 K poznate:
M= 0 M, - 0 K- 0 K, - 0
0 0 - M, 0 0 - K,
i
T T
a=[¢ a - a.]. Pt =[P P, - P].

11.3. Modalna analiza za sustav s prigusenjem
Treba rijesiti sustav s priguSenjem uz zadanu pobudu:

miu +cu+ku =p(?).

Ako uvrstimo raspis u(t) = Zf’:lq;,q, (t) u jednadzbu gibanja (395), dobivamo:

dméG,(1)+ Y .4, ()Y kg, (1) =p(t) /9,

>orme G, (H+>0'ed g, + > o0 kg, (1) = ¢ p@).

Uz ranije uvedene izraze za M, , K, 1 P (t) dobivamo:

N
M,i,1+YC,q,"O+K,q,()=Pt), n=1,..,N.

r=1

Opcenito za priguSenje vrijedi:
C,=¢cod #0, zan#r.
Matricni zapis sustava [M, K, q i P(¢) poznati] jest:

Mqg+Cq+Kq=P(2),

(392)

(393)

(394)

(395)

(396)

(397)

(398)

(399)

(400)

a matrica C nije dijagonalna (C, #0), pa svaka jednadZba sadrZzi viSe brzina ¢, (t) (srednji

¢lan u izrazu (398) jest suma). Znaci, jednadZbe nisu neovisne, ve¢ su medusobno povezane
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brzinama. Za sustav s klasi¢nim priguSenjem, C, =0 za n# r, pa je matrica C dijagonalna
(C, = ¢ cd,). Od sume preostaje samo jedan ¢lan, C, i nastaje niz neovisnih jednadzbi,
M g @)+C q,()+K, g, (t)=P(1), n=1,...,N. (401)
Dijeljenjem izraza (401)s M, uz C, /M, =2 @, i @, =\/K,/ M, , dobivamo:
b,(1)

0.(0+2£,0,4,0+ @, =2 n=1...N, (402)

Sto predstavlja gibanje sustava s jednim stupnjem slobode ¢, () (slika 209.). Koeficijent
prigusenja za titranje u n—tom obliku ¢ se ne odreduje iz {, =C, /(2M ,®,) nego pokusom.
Prigu$enje obuhvaca sloZene pojave i ne mozemo IZRACUNATI matricu ¢ (pani C,). Skalari
M, , C, K, i P(t) ovise o jednom obliku titranja ¢ . Oblik titranja ¢ odreduje OBLIK
gibanja (pomaka) zgrade i svakoj jednadzbi pripada jedan takav oblik, dok je vremenska
promjena gibanja (pomaka) odredena rjeSenjem ¢, (f) i ISTA je za sve komponente @,

jednoga oblika titranja ¢),.
11.4.Prorac¢un pomaka

Za zadanu pobudu p(¢) treba rijeSiti MODALNU JEDNADZBU po ¢, (t) koja ima oblik kao za
jedan stupanj slobode. Postupci rjeSavanja mogu biti analiti¢ki ili numeric¢ki. Pomak (odziv)
zbog gibanja u obliku ¢, jest:

u, () =0,q,(), (403)
a ukupni pomak dobivamo superpozicijom MODALNIH POMAKA u (),

u@®)=>u,(=>04q,0. (404)

Ovaj postupak je poznat kao KLASICNA MODALNA ANALIZA ili METODA KLASICNE
MODALNE SUPERPOZICIE. Naziv proizlazi iz uporabe neovisnih pomaka zdruZenih u ukupni
odziv. Puni naziv bi bio METODA KLASICNE SUPERPOZICIJE MODALNIH POMAKA, no skrac¢eni
(i uvrijezeni) naziv jest MODALNA ANALIZA. Napomenimo opet da vrijedi za klasi¢no

prigusenje i linearne sustave jer rabimo neovisne jednadzbe i princip superpozicije (zbroj).

11.5. Proracun unutarnjih sila

Nakon S§to smo dinamickim proraCunom odredili pomak u,(f), treba odrediti vremensku
promjenu unutarnje sile r(t)=M (¢),T(t),... bilo gdje na konstrukciji (naj¢eS¢e mjesta
ekstrema). Proracun r(f) se vrSi iz pomaka c¢vorova ili ekvivalentnih statiCkih sila.
Uobicajeno je odrediti doprinos svakoga oblika titranja ukupnomu odzivu r(¢). Prvi nacin je
da primjenom krutosti elementa iz u (f) odredimo silu 7,(f), a ukupne sile dobijemo kao

zbroj sila r, (t) od doprinosa modalnih pomaka,
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N
r)=Yr . (405)
n=1
Drugi naéin je primijeniti staticku analizu za ekvivalentno optereéenje,®
f (t)=ku, () =ko,q, ()= wmbq, (1), (uz:ko, =wmy,). (406)
Modalnim pomacima u,(f) pripada optere¢enje f (¢). Sjetite se neovisnih podmodela! (prvi
podmodel iz poglavlja 8.1.4.). Statickim proratunom za f (t) dobivamo unutarnju silu r (),
a ukupne sile iz iste formule (405) kao zbroj r, () od svakoga opterecenja. Opisani postupak
je slican 1 za potresno opterecenje, a jedinu razliku Cini desna strana jer nemamo p(z), nego
p.;; (t) . Prema tome, polazna jednadZba jest:
mu+cu+ku=p (1), 407)

a efektivna sila potresa:

P (1) = —mlii (7). (408)

11.6.Sazetak modalne analize

Postupak proracuna sustava optere¢enog vanjskom pobudom p(z):
1. utvrdimo svojstva dinamickog sustava:
a) odredimo matricu masa m i krutosti k
b) procijenimo koeficijent relativnog prigusenja ¢
2. 1zracunamo prirodne frekvencije @, i oblike titranja ¢, (treba rijesiti problem vlastitih
vrijednosti ko, = @’'m¢, )
3. zasvaki oblik titranja treba:
a) postaviti jednadZbu gibanja i izraCunati ¢, (t)
[rijesiti §,(1)+2{,@,q,()+@,q,(t) = P,(1)/M,]
b) izraCunati modalne pomake u (¢) =¢,q, (1)
¢) jednim od dva nacina odrediti r, (¢) zbog u ()
4. zbrojimo doprinos svih oblika titranja u ukupne pomake i sile [u(z)= ZUn ® 1

()= r,0]

* ne piSemo f,, , izostavljamo indeks S
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12. Odziv linearnog sustava na pobudu potresom: detalji

12.1.Modalna analiza

12.1.1. Jednadzbe gibanja

Promatramo translacijsku pobudu zapisom ubrzanja tla i (7). Pretpostavljamo da je tlo
apsolutno kruto pa je istodobna pobuda svih leZajeva istim zapisom. Treba rijeSiti sustav
jednadzbi:

mii +cu+ku=p_ (2), (409)

pri cemu je efektivna sila potresa:
Py = _mfdg (), (410)

a matrice m, k i utjecajni vektor ¢ odredujemo kao i ranije. Matrica prigusenja ¢ nije

potrebna, ve¢ je dovoljan modalni koeficijent relativnog prigu$enja ¢ (pokusi).

12.1.2. Raspis pomaka i optereéenja po vlastitim vektorima

Vrijedi modalna analiza pa rabimo superpoziciju modalnih doprinosa:

u)=Yu, () =>04q,0® (411)
n=1 n=1
1 uvodimo rastav:
P (1) = —sii (t), (ocito je s=m/) . 412)

pri ¢emu je s vektor prostorne razdiobe opterecenja (ne ovisi o vremenu). Znaci, vektor s
oznacava prostornu razdiobu efektivne sile potresa (radi se o prostornoj razdiobi mase koja je
konstantna u vremenu). Zapis ubrzanja tla i (¢) je skalarna funkcija (ne ovisi o prostornim
koordinatama) i oznacava promjenu efektivne sile potresa u vremenu. Znaci, radi se o

vremenskom tijeku potresa (slika 210.).

@’K——P 'mN Mg(t) /=1
hN
&—| = mif)
P m, vremenski tijek p,; (7)
j  (isti za svaku etaZu h,)
@’—n—————» -m, iig( t)
h ! prostorna razdioba p . (t)
! (ista za svaki trenutak #)
77, VA4

Slika 210.: Efektivna sila potresa

(pogledati sliku na stranici 134.)
Uvodimo raspis prostorne razdiobe optere¢enja po silama inercije (slika 211.):
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s=m/{ = isn = ﬁ:l“nm(])n, (413)
n=1 n=1

pri ¢emu vektor m¢, daje prostornu razdiobu sila inercije, a indeks n oznacava titranje n —

tim oblikom.

I mae,
mg, 2%

m?l\;,/
rlm¢l

Slika 211.: Raspis pomaka i sila po vlastitim vektorima

Skalar I', oznacava dio toga opterecenja u smjeru n — te sile inercije,

N
Ln
m¢=T,mg/-¢, ¢m¢=T,¢m¢, T,=—o. (414)
n=1 L M, "

Primijetite da zbog ortogonalnosti preostaje samo ¢lan za r = n . Znaci ¢lanovi su:

L=0mf, M, =¢ m¢,, s, = mo, (415)

i ovise o obliku vlastitoga vektora. Clan s, pokazuje doprinos n-tog oblika titranja
ukupnom opterecenju m#. Ne ovisi o normiranju oblika titranja (i brojnik i nazivnik sadrze
®' i ¢ ). Primjerice, normiranjem vlastitog vektora ¢ i a¢, dobit ¢emo isto jer éemo skalar
a® pokratiti (raspisite s, =" m¢, ). Za razliku od s, koeficijenti L, i M, ovise o nadinu
normiranja.

Kao primjer upotrijebimo opet dvoetazni okvir (slika 212.) kojeg poznajemo matricu masa i

, 2 0]|1 2 )
raspis m{ =m =m : dvoetaznoga okvira.

oblike titranja:

0 1|1
. 4 1

T, =1 - 3 3
| k|
et .. L
: . ) — Im -y
0= - o 3t 3
| |
| 2k |
| |

u,=1 u,=1 mé=ml s (I oblik titranja) s,(2. oblik titranja)

Slika 212.: Prostorni raspis sila potresa dvoetaznoga okvira po oblicima titranja

Oblici titranja su: ¢ =[1/2 l]T i¢=[-1 I]T, pa dobivamo I', i I',, te raspis potresnih

sila po oblicima titranja:
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ome 70 0]
b =¢1Tm¢1=[1/2 1]{2;% 0}{1/2}

0 mi|l 1
L4 2 o)1) 4 i . 1 [
s, =I'm¢ =— =—m| |, s,='m, =——m .
coEbm =gy [T =g

12.1.3. Modalne jednadzbe

ome 1

T o'm¢ 3

4
=—, T
3 2

2

Vrijedi jednadZba iz izraza (390), ali p(¢) =p_, (¢) jer djeluje potres i:

P.(1)= 0 p(t) = /Py (1) = —0; mLii (1) =—L,ii, (¢).

(416)
Pesr ()
Desna strana modalne jednadZbe (402) jest:
P(t)IM,=-L,IM, i, (2). (417)
Modalna jednadzba (uz L /M, =1",) glasi:
éjn+2§’na)nqn+a),fqn=—Fniig(t), n=1,...,N. (418)

Ako je usporedimo s jednadZbom gibanja za jedan stupanj slobode [izraz (218)], dobivamo:
D,+2{,,D,+w.D, =—ii, (1), (419)

pri ¢emu smo zamijenili # sa D, da bismo naglasili titranje n — tim oblikom. Pazite, nismo
stavili u =u, jer modalni pomak nije pomak u, nekoga ¢vora [izraz (423)]. Ako pomnoZimo
jednadzbu s I', i usporedimo je s (418):

&1&+2;an &%+wj&& =-T,ii, (1),

420)

q]‘l q]‘l q]‘l (

mozemo primijetiti da su iste desne pa i lijeve strane jednadzbi, pa mora vrijediti:
q,(t)=T,D, (). (421)

Budu¢i da je pobuda ii (#) definirana numericki (niz tocaka spojenih pravcima), moramo
numeriCki rijeSiti jednadzbu po D, (). Nakon toga, uz ¢, (rijeSen problem vlastitih
vrijednosti), m 1 £, izraCunamo I', =L /M i g, (¢). Skalar I', moZemo prikazati i kao dio

utjecajnoga vektora u smjeru n—toga oblika titranja (slika 213.):

N N
m/=>Tm¢/ m' = £= T, (422)
n=1 n=1

Slika 213.: Raspis utjecajnoga vektora po oblicima titranja
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Zbog toga se I', Cesto naziva MODALNI KOEFICIJENT DOPRINOSA (uceS¢a, udjela) Sto bi
oznacavalo mjeru doprinosa nekoga oblika titranja statickomu odzivu (za u,=1,0) Sto nije
tocno jer taj koeficijent ovisi o nac¢inu normiranja oblika titranja. Znaci, to nije neovisna mjera
doprinosa nekomu odzivu (pomaku, momentu,...) jer L, sadrzi ¢, ,a M, jo§i ¢, (zbog toga

urazlomku L /M, nije moguce kratiti a ).

12.1.4. Modalni odzivi

Doprinos n — toga oblika titranja vektoru pomaka u(z) jest:

u,()=0,q,0=0,0D,0), [q,0)izraz421)]. (423)

Uz poznato u, (¢), postoje dva pristupa proracunu unutarnjih sila. Prvi pristup je primjenom
ekvivalentne staticke sile:

f () =ku, (1)=T kD, () (424)

koja predstavlja bit proracuna seizmickih sila prema vecini propisa. U ekvivalentnu staticku
silu f (¢) uvrstimo problem vlastitih vrijednosti k¢, = @’'m¢, . Uz ¢lan s, i pseudoubrzanje
A(t) dobivamo:

f,()=0,m, &;D,(1)=s, ®,D, (1) =s,A,(0).

425
S, A (425)

Ekvivalentne staticke sile su produkt dva ¢lana:

— s, : doprinosa n—toga oblika titranja prostornoj razdiobi m¢ pobude p_; (?),

— A, (?): pseudoubrzanja sustava pri pobudi i (¢) 1 titranju n — tim oblikom (problem s

jednim stupnjem slobode).

Proracun doprinosa r,(#) n—toga oblika titranja ukupnomu odzivu r(¢) provodimo statickim
proracunom konstrukcije opterecene silama f (7). Primijetimo da je f (#) umnoZak vektora
s, 1 skalarne funkcije A, (¢). Buduci da za linearni model vrijedi princip superpozicije, prvo
napravimo staticki proradun za optereenje s, pa rezultat r* (M, T, .. u nekomu
presjeku) mnozimo s A (¢):

r(t)y=r"A/(t). (426)

Clan r’' moZe biti pozitivan ili negativan neovisno o na¢inu normiranja vlastitih vektora.

12.1.5. Ukupni odziv

Ukupne pomake dobivamo superpozicijom modalnih doprinosa u, () [izraz (423)]:
N N
u@®)=>u,()=>T,0D,0, (427)
n=1 n=1

a ukupni odziv promatrane unutarnje sile (M(t), 7(¢), ...) kao:
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N N
r) =Y rM=DrA,. (428)
n=1 n=1
12.1.6. Pojasnjenje modalne analize

Prvo trebamo rijesiti problem vlastitih vrijednosti (trebamo ¢, 1 @,). Zatim odredimo stati¢ka
opterecenja i raspiSemo ih u modalne komponente m/{ = 2sn . Ostatak proracuna je shematski
prikazan na slici 214.
Doprinos n—toga oblika titranja dinamickom odzivu moZemo dobiti kao umnozak rezultata
dviju analiza

- r': statiCke analize konstrukcije pri opterecenju s, i

- A, (#): dinamicke analize jednoga stupnja slobode pri pobudi i, (#) .
Znaci, modalna analiza se sastoji od staticke analize ISTE konstrukcije za N optereenja s,
(n=1,...,N) i dinamiCke analize N RAZLICITIH sustava s jednim stupnjem slobode
(svakome pripada drugadiji @, (T,), {, i T', ). Tako mnoZimo dva rezultata [primjerice M
dijagram X A(tz)] za svaki n. Prvim je odredena prostorna, a drugim vremenska razdioba

odziva. Zatim zbrojimo N umnoZaka r' A () u ukupni dinami¢ki odziv zgrade.

oblik staticka analiza dinamic¢ka analiza sustava | modalni doprinos
titranja konstrukcije s jednim stupnjem slobode | ukupnom odzivu
S 4,(1)
1 e w,,é’, r,(f) = r[”AI ()
n 1
s 4,(1)
2 st wzaé’,? rz(t):y:\l,Az(t)
T
i
T - - iég: (l)
Sy
N R (0= 4,(0)
y "
N
ukupni odziv r()=2r()
n=l

Slika 214.: Shematski prikaz postupka modalne analize

12.1.7. Analiza odziva na rotacijsku pobudu

JednadZba gibanja pri pobudi rotacijskim ubrzanjem ég (1) jest:

mii +ca+ku=-ms6,(t), p.(r)=-mib, (). (429)
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U primjeru L okvira iz poglavlja 8.4.3 pokazali smo da je utjecajni vektor statickih pomaka u
smjeru svih stupnjeva slobode zbog 6, =1, £= [h1 h, x3]T (za translaciju £=1). Nakon
Sto smo odredili utjecajni vektor £, proracun vr§imo kao za translaciju, ali uz zamjenu

horizontalnoga rotacijskim ubrzanjem tla ( ii, (7) —>ég 0)).

12.2. Tlocrtno simetri¢ne zgrade: translacijska pobuda

U ovom ¢emo poglavlju pokazati dinamicki proracun viSeetazne, simetri¢ne zgrade s uzduzno
apsolutno krutim plo¢ama. Pobuda djeluje horizontalno duz jedne osi simetrije. Diferencijalna
jednadzba gibanja sustava jest:

mii +cu+Kku = —mliig (M), (430)
pri cemu vektor u sadrZzava bocne pomake katnih ploca (relativno prema tlu), kako je

prikazano na slici 215.

strop }___ a

fe———

n

Ps::

N

=¢
£
[N
Il

D =

--.."‘-__
-—'-"‘-n_._

=

I
I
I
I
I
I
-
-

U -él = ] T

/
IS

NI
LT gAY

P b b e, =1

R e

____{__{____I__
S PRSI | PRI [

Slika 215.: Bo¢ni pomaci viSeetaznog okvira zbog translacijske pobude potresom

Matrica m je dijagonalna, s ¢lanovima m; (masa etaze) koncentriranih u centru masa ploce
j . Matrica k je matrica bo¢ne krutosti i tvorimo je kao zbroj bo¢nih krutosti pojedina¢nih
okvira. Utjecajni je vektor 1=[1 1---1]T. Primijetimo da je sustav jednadZzbi isti kao za

modalnu analizu. Pokazimo postupak prora¢una na jednom okviru.

12.2.1. Raspis efektivnih sila potresa po vlastitim vektorima

Rabimo raspis iz izraza (413) za £ =1, pa vrijedi:

N N
ml=>Y's, => T m,. (431)
n=1 n=1
Koeficijenti za n —ti oblik titranja su:

r =0L'/M, (432)
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im0 )
L=¢mt =[¢g, ¢, ] 0 m - 1:ij¢jn,
. o . =

Lo L (433)

mo 0 e,
Mn=¢nTm¢n =[¢1n 9, ] 0 m, -9, =ij¢j2n’

Dio optere¢enja m1 u smjeru n—toga oblika titranja (vektor) iznosi:

ml O t ¢ln ml¢ln
Sn = anq)n = 1—‘n O m2 o ¢2n = rn m2¢2n 4 (434)

pri ¢emu su komponente s, =I", m;@, bocne sile u razinama katnih ploca.

etaza strop

S‘ Nn S Nn R A N

&) in A} J

s q AL
J n s, Vin !
m mn

5 | I

i | \'Tn/' 1

h |__MiﬂL__J

r | I

i I

I I

il el

st t
M.’m ~— me

h

Slika 216.: Bo¢ne sile u razinama katnih ploc¢a; poprecne sile i momenti prevrtanja
12.2.2. Modalni odzivi zgrade

Numericki trebamo rijesiti jednadzbu za n —ti oblik titranja:
D,+2{,,D,+w.D, =i, (1). (435)

Prvo odredimo ¢, i ®,, pa skalare L', M, , T, i doprinos n—toga oblika titranja bo¢nim
pomacima u(z):
N
u,()=T,0,D,(t), [podsjetimose:u(r)=>u, ()], (436)
n=1
pri ¢emu je komponenta u , (f) bo¢ni pomak stropa j,

uln(t) ¢ln
b |=T,| P D) = u,®=T,0,D,Q. (437)

n jn"n

i, (1) D
Znaci, to je pomak stropa ako pri potresu zgrada titra samo » —tim oblikom. Relativni pomak
etaze j (engl. STORY DRIFT) jest:
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Ajn (t) = I/tjn (t) - I/tj_l’n (t) = Fn (¢jn - ¢j—l,n )Dn (t) > (438)
1 predstavlja razliku bo¢nih pomaka susjednih ploc¢a ( j—1 1 j). Ekvivalentne staticke (bo¢ne)
sile su:
f (t)=s A (1), [podsjetimose: A (1) = a)nan ], (439)
pri ¢emu je komponenta f, () sila u razini stropa j,
f‘ln (t) Sln
o= A0 = f,0=15,A,0). (440)
fnn (t) Snn

To je opterecenje stropa ako pri potresu zgrada titra samo n—tim oblikom. Odzivi (M(¢), T(¢),
...) zbog opterecenja f (¢) su dati izrazom r, (t)=r"A (¢). Najprije statiCkom analizom za
optere¢enje s, odredimo r, pri ¢emu je predznak optereéenja odreden predznakom ¢, .
Primjerice, za temeljni (prvi) oblik titranja sile s, djeluju u istome smjeru, a za ostale oblike
mijenjaju smjer po visini zgrade. Promotrimo Sest odziva vaznih za zgrade opterecene
potresom, priloZenih u tablici 11., pri ¢emu je V' suma katnih opterecenja s i od krova do

i—tog kata, a M moment tih optere¢enja na i —ti kat (krak &, —h,).

Tablica 11.: Vazni staticki odzivi zgrade pri djelovanju potresa

Promatrani odziv r Oznaka Stati¢ki odziv r' za n — ti oblik
poprecne sile u etazama V. V= Z;V:is n
momenti u etaama M, M, = zyzi(h ;—h)s,,
popre¢na reakcija v, Vo = ,7=1S n=L.L =M,
moment prevrtanja M, M, = jlzlh Sn=L,L=hM,
pomaci stropova u; u,, =T,/ @;)g,
relativni pomaci etaza A, A =T, /00, —0,,,)

Prve Cetiri veli¢ine dobivene su iz statiCkog proracuna zgrade za opterecenje s, , a posljednje

dvije veli¢ine su nastale usporedbom r, (1) =r'A (1) sa

A1) A, (1)
0 O=T8, 50 1 8,0=L.0, =007 )
D, D,
Dobivamo:
rp=u, =08, /@) ir,=A5,=T,4,-¢,, ). (442)

Definirajmo veli¢ine M, i h, (', ne ovisi o sumi po etazama):
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N N h
(L) .
Va=>s,=)Im L Ymg, =T, L = =M,,
bn zl jn zl ¢jn z ¢jn _n Mn n (443)
J J Lh
JZ —
. Ltg o N
h, :fz’ uz: L = Z}hjmjgz)jn (skalar). (444)
n J=
Zbog gornjih izraza, vrijedi:
N
=ZI: P Zh r,mg, =T, thqﬁm
J=
K I (445)
=T L' =h T L'=hM..
ke M
Veli¢ine M, i h ne ovise o natinu normiranja vlastitih vektora:
N 5 N
(') (ij¢jn) 0 Zhjmj¢jn
M, =8==—5 I (446)
to2md, " Zm 9
j=1
jer brojnik i nazivnik sadrze ¢fn , odnosno ¢, (svejedno je koristimo li ¢, ili ag, ).
Koeficijenti M, L, L i T', sadrZe samo ¢, pa ovise 0 nadinu normiranja.
12.2.3. Ukupni odziv
Ukupni odziv se dobiva superpozicijom doprinosa svih oblika titranja:
N N
r(t)= 7,0 = 3 1 A, (447)
n=1 n=1

12.2.4. Sazetak modalne analize u primjeni na zgrade

Promatramo odziv zgrade s dvije tlocrtne osi simetrije na pobudu potresnim zapisom koji
djeluje u smjeru jedne osi. Zapis je odreden nizom tocaka (z,,i, ,) spojenih pravcima. Postoji
to¢no numericko rjeSenje ovoga problema za svaki korak Ar. Rezultat je odziv (neke veli¢ine)

u vremenu pa u bilo kojoj toc¢ki imamo: M (¢), T(¢),...

Slika 217.: Definiranje potresnog zapisa

Proracun odziva vr§imo po sljede¢im koracima:
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1. odaberemo potresni zapis i, (¢) definiran nizom tocaka (7,,i, ;)
2. odredimo svojstva konstrukcije:
a) matricu masa m i boc¢ne krutosti k
b) procijenimo koeficijent relativnog priguSenja ¢
3. izracunamo prirodne frekvencije @), i oblike titranja @,
(treba rijesiti problem vlastitih vrijednosti k¢, = @’'m¢, )
4. odredimo modalne komponente s, =1" m¢, efektivnih sila potresa
5. izracunamo doprinos n—toga oblika titranja ukupnom odzivu:
a) provedemo stati¢ki proracun za optere¢enje s, [odredimo stati¢ki doprinos r*
odzivu r, (1) ]
b) izratunamo pseudoubrzanje sustava s jednim stupnjem slobode [odredimo
dinamicki doprinos A (f) odzivu r, ()]
¢) odredimo odziv r,(t)=r"A ()
6. zbrojimo doprinos svih oblika titranja u ukupni odziv [r(t) = Zrn ()]
Uobicajeno (za zgrade), prvih nekoliko oblika najviSe doprinosi odzivu, pa je korake 3 — 6

dovoljno napraviti za manji broj oblika titranja.

12.2.5. Efektivna modalna masa i efektivna modalna visina

Koeficijenti M, i h, imaju fizikalno znacenje. Popre¢na reakcija pri titranju n —tim oblikom

jest:
vV, (1)=V A (D). (448)
Izraz je u skladu s opéim zapisom:
r()=r"A (1) (449)
1 prema prethodnoj tablici:
Vi=M_, (450)
paje
vV, (t)=M_A (). (451)

Za model s jednim stupnjem slobode vrijedi:

V,(t) = mA(t) . (452)
Ako su svojstva modela s jednim stupnjem slobode @, i ¢, (jednaka svojstvima zgrade pri
titranju n — tim oblikom) 1 pripadni spektar pseudoubrzanja oznaCimo s A (¢), poprecna je
reakcija za takva svojstva:

V, () =mA,(1). (453)

Uotite, ako je m= M, ista je poprecna reakcija za oba modela: sustava s jednim stupnjem

slobode (koncentrirana masa) i viSeetazne zgrade s masom distribuiranom po etazama. Zato
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M’ zovemo EFEKTIVNA MODALNA MASA (popreéne reakcije). To je efektivni®* dio ukupne

mase koji uzrokuje poprecnu silu u n — tomu obliku titranja V, ().

o=

Q: © ©

Sul)=5,4,0 )
MAL)

O

o A
Vbn (1) “"ﬁ“—*““\-_/ V[)n ()

My, () Mbn ®

Slika 218.: Ekvivalentne staticke sile viSeetaznog okvira; efektivna modalna masa i visina

Opcenito, efektivna modalna masa nije masa zgrade, ve¢ ukupna masa aktivna samo za jedan
stupanj slobode, jer se radi o masi i ekvivalentnoj bo¢noj sili na jednom mjestu. Iz ravnoteze
slijedi da je bo¢na reakcija V, jednaka bocnoj sili f;. Kod viSeetaZne zgrade su mase m;
distribuirane po visini i ekvivalentne bocne sile su s, promjenjive po visini, s oblikom
promjene m @, (zbog s, =T ,m¢, , T, skalar). Iz ravnoteZe slijedi da je bo¢na reakcija V,,
jednaka sumi bocnih sila s, . Znaéi, i V,, ovisi o razdiobi masa m, i komponenata ¢, .
Budu¢i da vrijedi M, =V, (M, je rezultanta sila s, ), M, mora ovisiti o razdiobi masa i
obliku vlastitoga vektora. To je lako potvrditi jer je

N
2
potvrda: M, =-—"—=- .

- N
M 2
n
ij%
=1

Vazno je uociti da je suma efektivnih modalnih masa jednaka masi konstrukcije:

N N
DM, =>m,, (455)
n=1 j=1

v v . v s . N . .
§to moZemo dokazati mnoZe¢i raspis ml sa IT:>1Tm1=Zn=1Fn (1'm¢,) . Matrica m je

(454)

dijagonalna, pa mnoZenjem dobivamo:

N N N N N

2m =T, >mg, =3 ,L=>M,. 4

n=1 n=l  j=I n=1 74’? n=1 (456)
I "

% djelotvorni, aktivni
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Sad ¢emo usporediti moment prevrtanja za viSeetazne i jednoetaZne sisteme. Moment

prevrtanja viSeetazne zgrade pri titranju n — tim oblikom jest:

M, ()=M A (1) [uoblikur(t)=r'A (1] (457)

bn*"n

i ako uvrstimo prema tablici: M, = h M, dobivamo

M, (t)=h M A (t)=hV, (1) 458)
Vbn(z)

Za model zgrade s jednim stupnjem slobode:
M, (t) = hV,(1). (459)

Iz izraza (458) i (459) slijedi: ako je masa modela s jednim stupnjem slobode M i djeluje na
visini &, , moment prevrtanja M, (¢) je jednak momentu prevrtanja zgrade pri titranju 7 — tim
oblikom s masom distribuiranom po etazama, M, . Zato h, zovemo EFEKTIVNA MODALNA
VISINA (momenta prevrtanja). MoZemo je interpretirati kao visinu hvatista rezultante bo¢nih
sila s, (ili f;,). OpCenito, efektivna modalna visina nije visina gradevine, ve¢ ukupna visina
aktivna samo za model s jednim stupnjem slobode. Kod sustava s jednim stupnjem slobode
ukupna masa i ekvivalentna bo¢na sila djeluju na vrhu, a kod viSeetazne zgrade su mase m; i
bocne sile s, distribuirane po visini, pa je ocito hvatiSte h, bocnih sila niZe od ukupne visine

h.Razdioba s, jest m ¢

ovisi 0 masi i komponentama vlastitoga vektora ¢, . Ta razdioba

jn >
utjeCe na hvatiste sila — efektivnu modalnu visinu. Znaci, i h: ovisi o razdiobi masa 1 obliku

vlastitog vektora. To je lako vidljivo iz formule:

N
¢ Zhjmj@n
potvrda: & = F’; = (460)
! ij@n
=1

v . . * . . PR
Vazno je napomenuti da suma momenata masa M, 1 m; oko temelja mora biti jednaka (uz

krakove h: i h, a sume po vlastitim vektorima, odnosno etazama):

N ; ; N
DM, =>hm,, (461)
n=l1 j=1
Sto ¢emo dokazati tako da uvedemo vektor mh, gdje je h = [hl o hy ]T i raspiSemo ga po
silama inercije (uz £=h):
r, L
N v Y o"mh N (462)
mh=Zan¢n=z ”m¢n=z¢” m¢n=z —mg, .
n=1 n=1 Mn n=1 Mn n=1 Mn

Primijetite, matrica m je dijagonalna, pa je

n

gymh =37 0,mh =L, (463)
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MnoZenjem raspisa s 1" dobivamo 1'mh = z:jzlLi /M 1"m¢, ili raspisano (uz dijagonalnu

matricu m ):
N N LH N N LH Lh
j=1 Y ;M,, j=1 Y ;Mn L;
I
Ly 3 o
L= YV
M: h;

Za vie oblike titranja (drugi, treéi,...) efektivna modalna visina 4, moZe biti negativna jer su
V. i M, suprotnih predznaka,
N o= M, @) M,Al® M,

bn*"n

TV, VAW Vv

bn*n

(465)

Za temeljni oblik titranja su V,; i M,, prema definiciji pozitivni.
Prema tablici 11. slijedi:
N
Vo =D.5,>0, (siles, >0),

J=1

. (466)
My =>hs, >0, (visine h, >0),
Jj=1

Y
i
|
-
|

St ] _ h: In - hj
| Jl ‘_:lE’1

Slika 219.: Poprec¢na reakcija i moment prevrtanja

ili su sve komponente ¢, >0, pa je

s

N
Zhjquﬁﬂ
h == >0,

- i’" o (467)

(h; >0im, >0).
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12.2.6. Primjer proracuna: peteroetazna posmi¢na zgrada

Na primjeru peteroetazne posmicne zgrade, prikazane na slici 220., pokazat ¢emo postupak

opisan u poglavlju 12.2.5.

—r @ = “5
k n
- O0—+—
k m
_ O o Uy
A koM
= I
k m 2
@nz = ul
k

\ .
= s U, (1)

Slika 220.: Model peteroetazne posmicne zgrade

Masa etaZe iznosi m =450kN/g, uz tlocrtnu povrsinu 9x5=45m’ i tezinu od 10 kN/m>.
Visina etaze je h=3,7 m, dok je krutost etaze: k =5500 kN/m. Za 6 stupova kvadratnoga
popre¢nog presjeka krutost je k =6-12EI_/h’, a uz moment tromosti I, =a" /12, stranica
presjeka jest a = (1/6kh’/E)" . Za AB stupove, uz modul elasti¢nosti betona od E = 30GPa
stranica stupa jest a =0,2 m. Opterecenje definiramo zapisom ubrzanja tla pri potresu El
Centro, ii,(t), a koeficijent relativnog prigusenja iznosi ¢ =5% (uobicajeno za AB zgradu).

Matrice masa i krutosti su:

1 2 -1
1 -1 2 -1
m = m 1 , k=k| -1 2 -1
1 -1 2 -1
I 1] I -1 1

Prvo moramo rijeSiti problem vlastitih vrijednosti det[k —@’m]= 0. Raspisom determinante
dolazimo do karakteristi¢nog polinoma 5. stupnja po @.. RjeSenja su nultocke polinoma
a,....0, (I,=2r/w,....,T;, =27/ w,). Nakon Sto smo odredili vlastite vrijednosti @, ,
vlastite oblike moZemo odrediti iz [k —@'m]$, =0 i normirati ih (M, =1). Vlastiti periodi i

oblici titranja su prikazani na slici 221.
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1. oblik
0,088

0,081
0,067
0,048
0,025

e
T,=2,02s

10,025 ]
0,048
0,067
0,081

10,088 |

2. oblik
0,081

0,088
0,067

T,=0,69 s

[~0,067 |
—0,088

=|—-0,048
0,025

| 0,081 |

;05025 0,048

0,048 0,081

0.025
Oﬁi;;>

T,=0,445

[ 0,088 |
0,025
—0,081
—0,048

| 0,067 |

0,025
0.067

0.081

S

T,=0345s

[—0,081 |
0,067
0,025
—0,088

| 0,048 |

¢4 =

0,088

<

5. oblik
0,025

0,067

—

0.081

?0,048
W "’

T,=0,30s

5

0,048 |
—0,081
0,088
—0,067

| 0,025 |

Slika 221 Oblici titranja peteroetazne posmicne zgrade

Prvi period je relativno dugacak jer su stupovi (20/20) vitkiji od uobicajenih. Tada su veci
doprinosi ostalih perioda odzivu zgrade. ProraCunom vlastitih oblika zavr§ili smo prva tri
koraka proraCuna (prema saZetku iz poglavlja 12.2.4.). U cetvrtom koraku proracuna
odredujemo modalne komponente efektivnih sila potresa s, (raspis ml po vlastitim

vektorima). Prvo odredimo skalare:

skalari :

N
L, = ij¢.in’
j=1
N
M, = Zmﬂ’fn i
j=1
N
skalar: L, =Y hmg,.
j=1
Vrijednosti po oblicima titranja su prikazane u tablici 12.

Tablica 12.: Svojstva oblika titranja

Oblik M, L'/m L/ (hm)
1. 1,000 0,309 1,086
2. 1,000 -0,097 0,118
3. 1,000 0,051 0,038
4. 1,000 -0,029 0,016
3. 1,000 0,013 0,007
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Primijetite da su mase m; =m 1 visine h; = jh, pa €lan m; u izrazu za L' i ¢lan h,m; u

izrazu za I moZemo staviti ispred Z . Prema tablici odredimo ', = L' /M, =L, (M, =1)

i bocne sile s, ="' m¢,, (s, =1',m,¢, komponente po katovima), prikazane na slici 222.

Uocimo da je doprinos temeljnoga oblika rastavu s =m1l najveéi i da modalni doprinosi

opadaju s povecanjem oblika titranja.

—m — 1,247 m --0,360 m
e N —= 1,148 m '-O,HIH?
— 0,950 m 0214 m
— +
—em —= 0,680 m 0,392 m
E— 0,354 m =~ 0,298 m
7 T T
ml s, S,

0,157 m -0,064 m
4-0,112m b0, 117 m
<-0,190 m -0,033 m

+
0,059 m 4-0,089 m

-0.206 m + 0,108 m
% oo a
53 S4

0,015 m
-0,040 m
0,052 m
-0,048 m
0,029 m

7
S5

Slika 222.: Boc¢ne sile rastavljene prema oblicima titranja peteroetazne posmic¢ne zgrade

Takoder, promjena smjera bocnih sila s, po visini je odredena promjenom vlastitoga oblika

¢, po visini. Komponente prvoga oblika titranja i katne sile s, su istoga smjera, dok

komponente ostalih oblika 1 katne sile mijenjaju smjer po visini. Skalar I', mijenja predznak

svih sila, a ne uzrokuje promjenu po visini.

U petomu koraku proracuna pod a) odreduju se vazni stati¢ki odzivi.

I dalje vrijedi T', = L', jerje M, =
VSt

bn

st

Ve
st
M,

st
uSn

I.

Il Il
M-

M T

~
L}
—_

j=1

Sjn = SSn’

h.s

s, = (L)

=17’

P T Tt

(T /&))@, =L/ (27T, ) 14y,

Tablica 13.: Promatrani stati¢ki odzivi

Oblik V2 I m VS Im M [ (mh) us
1. 4,379 1,247 15,391 0,129
2. 0,433 -0,360 -0,520 -0,004
3. 0,120 0,157 0,091 0,0008
4. 0,039 -0,064 20,021 20,0002
5. 0,008 0,015 0,004 0,00003
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Primijetimo da su staticki odzivi najvec¢i za prvi oblik titranja, a za ostale oblike dolazi do
postupnog smanjenja odziva.
Efektivne modalne mase i visine, prikazane na slici 223., su M, =V i b =M |V},

Vrijednosti 4, su risane na istu stranu (bez promjene predznaka).

T @m
®m
(g
T — <
"t p—
> n 0,436 m
= -21121 " = 0,0377?1~5.‘: 0.008 m
S ]
aall }—>l}g(f) [ : = = = F—e-Uy(1)
oblik titranja 1 2 3 4 5

Slika 223.: Efektivne modalne mase i visine

Uotite dasu Y M, =5m=Ym; i Y h,M, =15mh =" hm;. Ranije je dokazano da je suma
efektivnih modalnih masa jednaka masi konstrukcije (izraz (455): ZM = ij ) 1da je suma
momenata masa M, i m; oko temelja jednaka (izraz (461): Y h,M, = h,m,). Usput, suma
Clanova 2. stupca daje ukupnu staticku popre¢nu silu:

VESMIIY, OV =YVi= M =5m.

n=1 n=1 n=1

a suma ¢lanova 4. stupca ukupni staticki moment prevrtanja:

M, =hM, /25: M, = iM;; = zsjth,f =15mh.
n=1 n=1 n=1

Potresni zapis je odreden nizom tocaka (7,,u,,) i vrijedi 7,,, =1, +At. Uz prirast Ar=0,01 i
trajanje zapisa od 30 s, potrebno je 3000 toCaka. Vremenski prirast mora biti dovoljno mali
radi preciznog definiranja zapisa 1 odziva.

U 5. koraku proracuna pod b) prvo trebamo odrediti pseudoubrzanje sustava s jednim
stupnjem slobode A (¢). Svakomu sustavu (za pojedini oblik titranja) pripadaju vlastiti period
T, i koeficijent relativnoga prigusenja ¢, . Numeri¢ki proracun odziva se vr§i metodama
vremenskoga prirasta. Na kraju svakoga vremenskog odsjeCka At izraCunamo odziv D,
[diskretna vrijednost od D, ()], a zatim prema formuli odredimo A, = @’D,. Napredujemo
po prirastima do kraja potresnoga zapisa. Potom tocke (njih 3000) spojimo pravcima
(aproksimacija krivulja odziva D, (¢) i A (t) poligonom). Budu¢i da su tocke vrlo bliske,
poligon izgleda poput krivulje. Opisani postupak moramo provesti za svaki od pet sustava s

jednim stupnjem slobode (n=1,...,5).
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Na slici 224. prikazan je samo dio odziva koji sadrzi ekstreme (prvih 15 s) za pet sustava s

jednim stupnjem slobode.
13,66

15.24 1 0.1375 oblik titranja |
0]—%%%&@@\ e i
-15.24 -1’
15,24, 6,561 1
o}——e&mwmmw 0 Al A AAAAAARAARARA
-15,24 1

_ 1524 1 3
o 15241 3.823 < 08149
15,24 ; . .
; 2,228
0 s i O-MW
-15,24 | 1
15,24 1 5
0 e 0]
15241 169
IRt 17 0,7585
0 5 10 15 0 5 10 15
t[s] t[s]

Slika 224.: Pomak i pseudoubrzanje poopéenog sustava

U 5. koraku proracuna pod c¢) trebamo odrediti ukupne modalne odzive kao r, (1) =r"A, (t). U
svakomu trenutku 7, staticke vrijednosti (tablica 13.) mnoZimo s pripadaju¢im
pseudoubrzanjem A, i tako dobivamo ukupne modalne odzive V, i V;, (slika 225.), te us, i

M,, (slika 226.).
288,09

334 178 76,59 oblik titranja |
0 ]—%&vﬂvﬂgﬂvﬁvﬂ« o]-ﬂw&w%cv%%
-334 -178
334 109,17 178 2
0 WWW OW‘U%W
-334 -178 90,70
3

— 334 — 178
Z Z
N agel A3 178 57,51
334 178] 4
0 13.10 J s
2334 4 ’ 178 22,03
334 ] 178 3
0
334 J 400 172 0%
i 326,10 e
— 334 — 178 156,72 ukupno
Z :ﬂ " “ rﬂ l) C! )\ Z ,qA Pﬂ H[m e Hn An
=00 =2, 01
~ 334 =178
0 5 10 15 0 5 10 15
t[s] t[s]
Slika 225.: Poprecna reakcija i poprecna sila pete etaze: modalni doprinosi Vi, i Vs, te ukupni odzivi Vi i
Vs
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20,3, 17,10 4 3457.9 oblik titranja 1
O._%W 01
-20,3 -4
20,3 4 5
2030 238 = 4 80,
= 203, é 4, 3
= 0 SR "
S 7 2 122,63
F 5031 0,60 2 3
20,3, < 4. i
0
0 0,14 28.47
-20,3 ’ 4
20,3 4. p
0 0
20.3 0,025 = A 5,04
by 3 z 3517.3 ukupno
203 17,391 z b
5 0-_%&.%[\7% 2 o-_%aﬁqﬂg%q
2031 _ = 4! ,
0 5 10 15 0 5 10 15

t[s] t[s]

Slika 226.: Pomak krova i moment prevrtanja poopcenog sustava i ukupni odzivi

Uocite relativne doprinose pojedinih oblika titranja. Prema tablici statiCkih odziva, doprinos
1. oblika titranja je najveci, pa je prvi oblik Cesto dobra procjena, ali ne uvijek (pogledajte
primjerice Vi, ). U 6. koraku proracuna zbrojimo doprinose svih oblika titranja u ukupni odziv
r(t)= Zi:fn (t) . Znaci, zbrojimo pet funkcija u ukupnu funkciju odziva (posljednja funkcija
na slikama 225. 1 226. za V,, V,, u;, 1 M,). Uocite, nisu potrebni doprinosi svih oblika

titranja, primjerice kod ove zgrade su doprinosi Cetvrtoga i petoga oblika zanemarivi.

Zavrsne napomene

1. vazno: ekstreme od D, () i A, (t) odredimo izravno iz spektra

— zapripadaju¢e T, i ¢, o€itamo ih sa spektralne krivulje

— znaci: vrs$ne vrijednosti odredimo bez dinamic¢koga prora¢una
2. ekstremiod A () 1 r,(¢) nastupaju istodobno

— dokaz: vrijedi formula r,(r)=r'A (t) (r' ne ovisi o vremenu)
3. ne nastupaju istodobno ekstremi:

— ukupnoga i modalnih odziva neke veli¢ine (npr. V, 1V, )

— ukupnoga odziva nekih veli¢ina (npr. V, i V;); iako suisti A ().
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12.2.7. Primjer proracuna: podatljivi (slabi) peti kat

U ovom ¢emo poglavlju pokazati proracun peteroetazne zgrade kod koje je posljednji kat
manje krutosti i mase od ostalih. Takva konstrukcija najc¢esce sluzi kao strojarnica za smjestaj
pogona (za liftove, klimatizaciju, ...). Kod ovakve zgrade postoje bliski periodi titranja zgrade
(ovdje T, 1 T,).

Zadane su krutosti k; =0,0012k, uz k =4000 kN/m i masu m, =0,0lm. Masa m, visina h,
prigusenje ¢ i pobuda ii (r) su iste kao u prethodnomu primjeru. Na slici 227. je prikazano
prvih pet vlastitih perioda i oblika titranja zgrade, a u tablici 14. su priloZeni promatrani

staticki odzivi zgrade.

1. oblik 2. oblik 3. oblik 4. oblik 5. oblik
1,085 71’000 0,012 g 0,003 0.001
%0,066 0,071 > 0,085 >0,063 0,0344
0,058 0,063 0,0001 0,085 >o,035
0,042 0,047 0,085 0,034 0,097 <
0,023 0,025 0,085 x” > 0,097 ?0,063
T=0 5 T,=1.88s T,=0.67 s T,~0.44s T,=036 s
Slika 227.: Vlastiti periodi i oblici titranja zgrade s podatljivim katom
Tablica 14.: Promatrani staticki odzivi
Oblik titranja
Odzivi 1. 2. 3. 4, 5.
Vo lm 1,951 1,633 0,333 0,078 0,015
Vo m 9,938 -8,979 0,046 -0,007 0,0001

Uoc¢imo da su 1. 1 2. oblik titranja, 7; 1 7, bliski, uz velike deformacije petoga kata. Oba
oblika uzrokuju staticke odzive sli¢nih iznosa, popreénu reakciju V. istoga predznaka i
popre¢nu silu u slabomu katu V. suprotnih predznaka. Sli¢ni su i dinami¢ki odzivi D, (¢) za
oba oblika (prakticki su u fazi) jer im pripada sli¢na dinamicka jednadzba zbog sli¢noga
perioda T, (pa i @,), istih pocetnih uvjeta (mirovanje), koeficijenata prigusenja ¢ i
potresnog zapisa i, (t) .

Zbog sli¢nih perioda T, , pseudoubrzanja A (t)= @ D, ()= (27 /T,)’D,(t) su takoder u fazi.
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15,24 , 1500 T 0.1375 oblik titranja 1
O‘A‘G%&UQUAU%Q‘ 0 e
o 13,55 i
S ’ 4] 0,1556°
o-—A@&Wﬂvﬁvﬂvﬁvﬂc e
-15,24 1 4
— 15,24 6,68 1, 05950 3
5 OHW%‘\W'M&W o0, o-—avgﬁvt\mﬂv%ﬁ%%mﬂvﬂ\%ﬂ&
Q1524 < ]
15.24 :
15,24 ] 3.92
15,24
11 e AR AR s AN A e
15241 236
0 5 " 10 15 0 s " 10 15

Slika 228.: Pomak i pseudoubrzanje poopéenog sustava

Doprinosi prvih dvaju oblika titranja su sli¢ni po iznosu (slika 228.), a takoder su sli¢nih

iznosa stati¢ki doprinosi 7' (V,» i V) (tablica 14.). Sli¢ne su i funkcije dinamickih odziva

n
st

A (t). Za popre¢nu reakciju V,(t), staticki doprinosi r su istoga predznaka (tablica), a
dinami¢ki odzivi A (f) su u fazi pa su sli¢ni doprinosi r'A () prvih dvaju oblika (slika
229.). Zbog toga se u ukupnoj sumi Zr:‘Aw(t) doprinosi pribrajaju pa je poprecna reakcija
puno veca od pojedinacnih doprinosa (slika 229.).

Za poprecnu silu u petomu (slabomu) katu V,(¢), stati¢ki su doprinosi razli¢itih predznaka
(tablica), a vrijede isti dinamicki odzivi (u fazi su). Znaéi, doprinosi r''A (f) su razli¢itih
predznaka (slika 229.), pa u ukupnoj sumi teZe medusobnu ponisStenju. Vazno je da preostala
poprecna sila mozZe biti velika. Primjerice, ovdje je priblizno jednaka teZini kata
(Vs =4,44kN, ms,=4,5kN/g). Ako omjer bocne sile i teZine kata blizak jedinici, nastaju

oStecenja pri potresu.

188



Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

334y 119.28 8.9, 6,08 oblik titranja 1
1 A=A o 01
-334 8.9
3345 113,16 8.9 2
0 A AAAA A o-—vcv%%ag%@
'334‘ '8,9 6’22
= 334 38.18 89 3
Al A A A AP me s A AAAS Z
iz y = ° 0,12
;}f -334J ;"5 -8,9'
334 8.9 4
0 e 0
0,02
- 28.54 & ;
334 8.9 .
y 4.85 0 0,004
334 89
= 334 252,14 = 8,94 4,44 ukupno
334l ' | O | |
0 5 10 15 0 5 10 15
t[s] t[s]

Slika 229.: Popre¢na reakcija i poprecna sila pete etaZe poopéenog sustava i ukupni odzivi

Slika 230.: Primjer oSte¢enja zgrade u Mexico Slika 231.: Primjer oSte¢enja zgrade s
Cityju s vodospremnikom na vrhu podatljivim katom

izvor: http://www.fgg.uni-
1j.si/~/pmoze/ESDEP/master/wg17/10100.htm
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12.3. Proracun primjenom spektra odziva

Postupak prikazan u proSlom poglavlju jest proraun odziva u vremenu (r(f) je funkcija
vremena), medutim, dimenzioniranje obi¢no temeljimo na vrSnim silama i pomacima.
Kljuéno je pitanje moZemo li odrediti vr$nu vrijednost izravno iz spektra odziva? Za sustav s
jednim stupnjem slobode odgovor je da (poglavlje 5.4), a za sustav s viSe stupnjeva slobode
UVIJETNO DA. To znaci da ekstrem nije to€an, jednak vrSnoj vrijednosti funkcije r(¢), ali su

procjene dovoljno dobre za potrebe dimenzioniranja konstrukcije.

12.3.1. Vrsne vrijednosti modalnih odziva

Vrina vrijednost r,, modalnog odziva r (f) je poznata iz spektra odziva. Podsjetimo se iz
izraza (447) da je odziv u vremenu r, () =r"A, (t). Uz vr$nu vrijednost pseudoubrzanja A,
vrs$na vrijednost odziva je r,, =r"A, . Iznos pseudoubrzanja A, je poznat iz stvarnog (slika
114.) ili projektnog spektra (slika 135.). Primijetite da se gubi ovisnost odziva r, o vremenu
(r ne ovisi o 1) jer funkciju r,(f) zamjenjujemo vr§nom vrijednosti, skalarom r,,. Predznak

vrine vrijednosti r,, je jednak predznaku r* jer je iznos pseudoubrzanja A, prema definiciji

n0
pozitivan (ordinata spektra pseudoubrzanja ). Ekstremi r,, bilo kojega modalnog odziva r, (t)
istodobno nastupaju, a vrijeme nastupa je jednako trenutku nastupa ekstrema od A (f) i
nastupa ekstrema od D, (¢) (jer je A ()= D,(t) i @ ne ovisi o t). Primjerice, odaberite
broj oblika titranja n iz primjera peteroetazne posmicne zgrade 1 uocite vrijeme pojave
ekstrema (slika 224.). Za isti oblik titranja n ono je jednako za sve ekstreme odziva (slika 225.

1 slika 226.). Sli¢no tome, usporedite vrijeme vrSnih vrijednosti na slikama 228. 1 229.

12.3.2. Pravila modalnih kombiniranja

Ako poznajemo vrSne vrijednosti modalnih odziva r,, (n=1,...,N ), dolazimo do problema
kako odrediti ekstrem (amplitudu) ukupnog odziva ry, = max, | #(¢)| jer vrSne vrijednosti r,,,
alii r;, nastupaju u razli¢itim vremenima. Primjerice, usporedite vremena nastupa na slikama
225., 226. ili 229. za razne oblike titranja n. Ako su vrSne vrijednosti modalnih odziva r,,
odredene primjenom spektra, vrijeme nastupa nije poznato. Znaci, za medusobno
kombiniranje nuzne su aproksimacije. Gornja meda ekstrema ukupnoga odziva jest zbroj
apsolutnih vrijednosti svih ekstrema:

N

R<Y Il (468)

n=1
pod pretpostavkom da su sve vrSne vrijednosti istih predznaka i da nastupaju istodobno.
Primijetimo da je to izrazito konzervativna pretpostavka (previSe na sigurnu stranu) i nije
ekonomicna pa se rijetko rabi za proracune konstrukcija (osim za proracune nuklearnih
elektrana prema nekim propisima). Takva aproksimacija se naziva pravilo apsolutne sume
(ABSSUM). Prijedlog E. Rosenbluetha (1951. godine) za odredivanje ekstrema jest:
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NI (469)
Geometrijsko pojasSnjenje Rosenbluethova pravila je pokazano na slici 232.

r,(ABSSUM)
%, (SRSS)
—

T 1
710 7"20

Slika 232.: Geometrijsko pojasnjenje pravila modalnih kombiniranja

Takvu aproksimaciju nazivamo pravilo drugoga korijena sume kvadrata ili skrateno SRSS
(od engl. SQUARE ROOT OF SUM OF SQUARES). Izraz (469) je odli¢na aproksimacija za
konstrukcije s dobro razmaknutim periodima, a loSa procjena za konstrukcije s bliskim

periodima. Cesti primjer bliskih perioda jest zgrada nesimetri¢na tlocrta. Taj problem je

N N
Ty z,/ZZp,-nr,-orno, (470)
i=1 n=1

koju nazivamo pravilo potpune kvadratne kombinacije ili skra¢eno CQC (od engl. COMPLETE

rijeSen aproksimacijom:

QUADRATIC COMBINATION). Svaki od N* ¢lanova izraza jest korijen produkta vr$nih odziva

r, 1 r, pri titranju zgrade i — tim 1 n - tim oblikom i koeficijenta korelacije

(meduovisnosti) tih oblika p,, (vrijedi: 0<p, <1 i p,=1zai=n).

Radi usporedbe s pravilom SRSS raspisimo izraz CQC u obliku:

N N N
h = Z’”fo +zzpm’}orno . 471)
n=1

i=1 n=1
—
i#n

Prva suma (¢lanovi za i = n ) je poput pravila SRSS, pri ¢emu su svi ¢lanovi pozitivni, dok su
kod dvostruke sume (preostali ¢lanovi, za i# n) ¢lanovi pozitivni ili negativni. Clanovi su

st

negativni ako su modalni statiki odzivi r" i r' suprotnih predznaka $to je jednako
predznacima od r, 1 r,, jer je pseudoubrzanje A, prema definiciji pozitivno. Znaci, 1znos
dvostruke sume smanjuje ili povecava iznos prve sume pa CQC procjena odziva r, moZe biti
veca ili manja od SRSS procjene. Moze se pokazati da je dvostruka suma u izrazu (470)
uvijek pozitivna. Prema definiciji koeficijenta korelacije postoji nekoliko CQC inacica. Danas

je najviSe u uporabi ona prema Der Kiureghianu:

(1= B2V +4¢ 8B, (1+ B+ 4 +EH B

Vrijedi (uz B, = @ / ®,) da je koeficijent korelacije 0< p, <1, p, =p,, i p,=1zai=n.

pin

Za dva oblika titranja istih perioda i priguSenja koeficijent korelacije p, je takoder 1.
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Ako je isti iznos prigusenja za sve oblike titranja (¢, = ¢, = {'), koeficijent korelacije jest:

81+ BB
(1=, +40°B,(+B,)°

Na slici 233. je pokazan koeficijent korelacije kao funkcija omjera dviju vlastitih frekvencija,

p. = (473)

za Cetiri iznosa koeficijenta relativnog priguSenja. Primijetite da iznos koeficijenta naglo
opada ako su frekvencije razmaknute. To je posebno izrazeno za manje iznose prigusenja $to

je tipic¢an slucaj. Takoder, uocite usko podrucje oko S, =1 sa znacajnim iznosima p,, .

1,0
0,8 -
<
2,
20,6+
g £ =0,20
-~
=
:% 094"
= 0,10
[P
C
-~
r 0,05
0,2 0,02
Ul 0,74_/l0.89  113]\_135 T
0 T | l I | i s S S
0,5 0,6 07 08 0,91,0 1,5 2,0
omjer frekvencija 5. = @,/ @,

Slika 233.: Promjena koeficijenta korelacije s omjerom modalnih frekvencija u logaritamskim mjerilu

Primjerice, za {=5% iznos p, >0,1 vrijedi tek za omjere frekvencija u podrucju
1/1,35< B, <1,35, a ako je ¢{ =2% isti iznos vrijedi za jo§ uZe podrucje frekvencija
1/1,13< B, <1,13. Za konstrukcije s dobro razmaknutim periodima p, =0 pa svi ¢lanovi
dvostruke sume (za i # j) iz izraza (471) iSCezavaju, a ostaje samo prva suma. Znaci, izraz za
CQC reducira se na izraz za SRSS $to potvrduje tvrdnju da pravilo SRSS vrijedi samo za
dobro razmaknute periode.

Istaknimo da su pravila SRSS 1 CQC temeljena na teoriji sluc¢ajnih titranja. VrSni odziv 7, je
srednja vrijednost ekstremnih odziva iz skupa potresnih zapisa, pa je pravila najbolje
upotrijebiti uz projektni (glatki) spektar odreden kao srednja vrijednost spektara veceg broja
zapisa ili konzervativno, iz srednje vrijednosti plus jedne standardne devijacije. Pravila su
procjena, no postoje pogreske koje nisu na sigurnu stranu. Iznos pogreske ovisi o periodima,
oblicima titranja i obliku spektra. Analizom velikoga broja zgrada ustanovljena je pogreska do

25%, a najveca pogreSka nastaje pri ocjeni lokalnoga odziva (primjerice, katni pomak,
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poprecna sila ili moment u viSim etaZama). Pogreska moZe biti veca ili manja ako rabimo

nazubljeni spektar jednoga zapisa.
12.3.3. Pojasnjenje spektralne analize

Spektralna analiza je postupak za dinamicki proracun konstrukcije. Iako je dinamicke prirode,
reducira se na niz statickih proracuna. Za svaki promatrani oblik titranja:

— provodimo stati¢ku analizu konstrukcije opterecene silama s, ,

— dobivamo stati¢ke odzive r" (primjerice moment u nekom presjeku),

— mnozimo ih ordinatom spektra pseudoubrzanja A [ekstrem od A () !],

— dobivamo vr$ni modalni odziv u nekom presjeku r,, =r"A ,

— radi odredivanja A, = max, | A (¢)| nije potreban proracun u vremenu.
Medutim, postupak ipak jest dinamicki jer rabi periode, oblike titranja, prigusenje i dinamicka
svojstva potresnog zapisa (primjenom spektra odziva), no prorauni u vremenu nisu potrebni

jer su ve¢ obavljeni pri tvorbi spektra.

12.4. Spektralna analiza viSeetaznih simetri¢nih zgrada

Promatramo visSekatnice dvoosno simetricnog tlocrta pobudene potresom duZ jedne osi

t40

simetrije. Vr8$na vrijednost® doprinosa n-toga oblika titranja jest r, =r"'A , pri ¢emu se

modalni stati¢ki odzivi 7' odreduju statiCkim proracunom za opterecenje silama s, . Izrazi za
vaznije 7, (primjerice u}, , A5, V,,, M,,) su dati u tablici 11.

Ukupni vrS$ni modalni odzivi (u skladu s izrazom za r,) su:

u, =u,A, =(T,/;)¢,@;D, =T,4,D
‘ Y A
Tablica 11. ™

A, =854, =(C/a)(9,-¢..,)@,D, =T, (¢, ~9,.,)D,. (474)
Tablica 11.
Vi =V, =M,A M, =M, A =hMA,,

pri ¢emu je vrijednost D = D(T,,{ ) ordinata spektra pomaka za T, i ¢, a vrijednost
A =A(T,,¢,) je ordinata spektra pseudoubrzanja za T, i ¢, . Drugi naéin odredivanja A je
primjenom D, kao umnoska @’ D, . Odzivi su vr3ni jer su D, i A vrsne vrijednosti od D, (t)
i A (¢). Stati¢ki doprinosi r' su konstantni u vremenu i ne odreduju ekstrem. Sli¢no,

ekvivalentne staticke sile koje uzrokuju vrsne modalne odzive su (slika 234.):

fn = snAn’ f = F m; ¢jn n’ (475)
pri ¢emu vektor f,=[f, ... fu ]T opisuje bocne sile koje uzrokuju vrSne odzive. U
f (t)=s,A (t) iz izraza (425), vrijednost A (f) je zamijenjena vrSnom vrijednosti A, . Prema

tomu, vektor f, sadrZi vi$ne vrijednosti vektora f,(z). Sile s, =1' m;@, iz izraza (434) ne

* izostavimo indeks 0: umjesto F,, piSemo samo 7,
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Odziv linearnog sustava na pobudu potresom

ovise o vremenu ¢ i ne odreduju ekstrem. Budu¢i da jednu staticku analizu provodimo za
svaki oblik titranja n, kod spektralne analize je prakti¢no rabiti izravno sile f, jer je rezultat
odmah ukupni vrSni modalni odziv r,. Ako se rabe prvo sile s , rezultat proracuna je vrSni
stati¢ki modalni odziv r' kojeg potom moramo mnoZiti s A, . Nasuprot spektralnoj analizi,
kod analize odziva u vremenu (poglavlja 12.1 i 12.2) istiCe se uporaba statickog modalnog
odziva r' jer naglafava €injenicu da je statiCku analizu za optereenje s, potrebno provesti
samo jednom, a unato¢ tomu vrSni modalni odziv r, () dobivamo u funkciji vremena (u

svakomu 7).

strop
N

I

J

.
/
/

o o

Slika 234.: Ekvivalentne staticke sile koje uzrokuju vr$sne modalne odzive

Znaci, vrini doprinos r, ukupnomu odzivu r dobivamo statickom analizom za sile f . Smjer
djelovanja komponenata f, je odreden smjerom komponenata ¢, . Za temeljni (prvi) oblik
titranja one djeluju u istomu smjeru, a za vise oblike titranja sile mijenjaju smjer po visini
zgrade. Primijetite da za odredivanje u, i A, nije potrebna staticka analiza. Ova tvrdnja
proizlazi iz strukture formula u izrazu (474). Dovoljno je rijeSiti problem vlastitih vrijednosti,
odrediti I', 1 ocitati D, .

Vr$ne vrijednosti odziva procjenjujemo primjenom pravila CQC ili SRSS, pri ¢emu trebamo

ukljuciti sve oblike titranja koji znacajno utjeCu na odziv.
Sazetak spektralne analize viSeetaznih simetri¢nih zgrada

Ako promatramo zgradu od N katova s dvije osi simetrije u tlocrtu i pobudom u smjeru jedne
osi koja je odredena spektralnom krivuljom (primjerice, slika 235.), odziv moZemo odrediti

spektralnom analizom u sljede¢im koracima:
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Slika 235.: Spektar odziva i projektni spektar za razlifita prigusenja

1. odaberemo spektralnu krivulju i odredimo svojstva konstrukcije:
a) matricu masa m i boc¢ne krutosti k
b) procijenimo koeficijent relativnog prigusenja ¢
2. izraCunamo frekvencije @, (T, =27/ ®,) i oblike titranja @,
(treba rijesiti problem vlastitih vrijednosti k¢, = @’'m¢, )
3. izraCunamo vrsni odziv r, pri titranju n —tim oblikom:
a) odredimo pomak i pseudoubrzanje D, i A,
(za pripadne T, i ¢, o¢itamo ordinate spektra)
b) izraunamo pomake stropova i relativne pomake etaza
(odredimo T, = ¢, m¢/(¢, m¢,) , potom u,, i A,)
¢) odredimo ekvivalentne staticke bocne sile f,
(opterecenje f, =s, A, , komponente f, =I',m;@, A, )
d) provedemo statiCki proracun za opterecenje f,
(odredimo r,: reakcije 1 unutarnje sile u konstrukciji)
4. pravilom SRSS ili CQC procijenimo ukupni vrsni iznos odziva
(ako su periodi razmaknuti vrijedi SRSS, za bliske periode CQC).

Korake 2 — 4 je dovoljno napraviti za manji broj oblika titranja.
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Slika 36.
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Pojam sile

Funkcija promjenjivog djelovanja

Primjer sporoga prirasta opterecenja (primjeren staticki pristup)

Primjer odredivanja maksimalnog pomaka vrha stupa zbog dinamicke pobude
Primjer djelovanja s brzim prirastom opterecenja

Razlike prema stati¢kom prorac¢unu — dodatne sile inercije

Staticki proraun — pomaci, unutarnje sile i naprezanja se ne mijenjaju u vremenu
Dinamicki prorac¢un — pomaci, unutarnje sile i naprezanja funkcije vremena
Potresna karta Europe — vr$na ubrzanja tla

: Karta brzina vjetrova u Europi

: Uvodni primjeri: nadstreSnica i vodospremnik

:Model nadstre$nice; slobodno titranje zbog pocetnoga pomaka

Model okvira od aluminija ili plastike na potresnom stolu

Slobodni odzivi modela od aluminija i plastike

Viskozni prigusivaé

Pobuda sustava s jednim stupnjem slobode: vanjska sila i pomak tla od potresa
Uvjet antimetrije na okviru - pobuda

Uvjet antimetrije na okviru — progibna linija

Odnos sile i pomaka na okviru: nelinearna i linearna veza

Granic¢ni slucajevi krutosti grede okvira

Odredivanje krutosti okvira

Odredivanje funkcije fs-u

: Primjer ispitivanja

Odnos sila-deformacija za Celi¢ni konstruktivni element

Primjer zgrade oSte¢ene u potresu (pokrajina Wenchuan, Kina)

Ponasanje linearnog viskoznog prigusivaca

Odziv u vremenu sustava s priguSenjem uz ¢ # const.

Model prigusenja u plasti¢nom podrucju

RavnoteZa sila na okviru

Neovisni podmodeli: krutost, priguSenje i masa

Ekvivalentni model: ravnoteZa sila

Ekvivalentni model: ravnoteZza sila (vertikalni smjer)

Primjer teskog stroja na gredi

Djelovanje potresne pobude (pomaka tla) na okvir

Efektivna sila potresa za horizontalnu potresnu pobudu

: Efektivna sila potresa za rotacijsku potresnu pobudu

Ostecenje zgrada na seizmickoj dilataciji
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Slika 72.:
Slika 73.:
Slika 74.
Slika 75.
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Pomaci i sile na krajevima Stapa

Nepouzdanost modela

Kombinacija statickih i dinamickih djelovanja

Primjeri nelinearnih modela realnih konstrukcija

Objasnjenje konvolucijskog integrala

Inacica mosta kopno — PeljeSac

Medudjelovanje brane i vode u velikoj akumulaciji (neomedeno)
Objasnjenje pocetnih uvjeta na okviru

Slobodno titranje sustava bez prigusenja

: Prirodna kruZna frekvencija titraja

Slobodan odziv: analogija kruZznog i harmonijskog gibanja

Slobodno titranje sustava s podkriti¢nim, kriti€énim i nadkriti€énim priguS$enjem
Utjecaj priguSenja na slobodno titranje

Odziv sustava prikazan preko kruZnice

Utjecaj prigusenja na prirodnu frekvenciju titraja

Slobodno titranje sustava za razlicita priguSenja

Amplitude priguSenog titranja

Tocan i pribliZan odnos logaritamskog dekrementa i koeficijenta relativnog priguSenja

Broj titraja potreban za smanjenje amplitude na 50% izvorne vrijednosti
Odredivanje prigusenja i perioda mjerenjem pomaka
Zapis ubrzanja sustava koji slobodno titra

Energija slobodnog titranja bez priguSenja

: Energija slobodnog titranja uz prigusenje
: Ravnoteza sila uz Coulombovo trenje

: Pomak, brzina i ubrzanje sustava uz Coulombovo trenje

Slobodno titranje sustava uz Coulombovo trenje

Harmonijska pobuda

Primjer harmonijske pobude: turbogenerator Koncar

Primjer harmonijske pobude: generator i turbina HE Zakucac

Primjer harmonijske pobude: generator i turbina HE Rama

Titranje nepriguSenog sustava pri harmonijskoj pobudi

Faktor [1-(w/ w,)*]"" u ovisnosti o omjeru frekvencija

Opterecenje i pomak u ovisnosti o faznom kutu

Dinamicki koeficijent i fazni kut za nepriguseni sustav pri harmonijskoj pobudi
Odziv neprigusenog sustava u rezonanciji

Vrijeme nastupanja kriticnog pomaka u rezonanciji

: Pobuda turbinskog stola ekscentri¢nom masom turbine

: Titranje priguSenog sustava pri harmonijskoj pobudi

Odziv prigusenog sustava u rezonanciji
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Slika 96.:
Slika 97.:
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Slika 99.:
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Slika 105.:
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Slika 107.:
Slika 108.:

Slika 109.:
Slika 110.:

Slika 111.:
Slika 112.:

Odzivi sustava razli€itih prigusenja u slucaju rezonancije

Ovisnost amplitude odziva o broju titraja u rezonanciji

: Prisilni dio odziva priguSenog sustava za razli¢ite omjere frekvencije sinusne pobude i prirodne

frekvencije
Dinamicki koeficijent i fazni kut za priguSeni sustav pri harmonijskoj pobudi

Dinamicki koeficijenti pomaka, brzine i ubrzanja za priguseni sustav pri harmonijskoj pobudi

: Prikaz dinamickih koeficijenata u logaritamskom mjerilu

: Logaritamska funkcija

Prikaz dinamickih koeficijenata u logaritamskom mjerilu za razli€ita priguSenja

: Frekvencije i dinamicki koeficijenti u rezonanciji

Podrucje rezonancije

Skica vibracijskoga uredaja za pobudu gradevina

: Vibracijski uredaj: pocetni polozZaj i poloZaj u trenutku #

Amplituda ubrzanja u ovisnosti o omjeru frekvencija

Odredivanje frekvencijske funkcije odziva mjerenjem

.. Jedini¢ni impuls

Funkcija odziva na jedini¢ni impuls

Objasnjenje konvolucijskog integrala

Sustav s jednim stupnjem slobode i konstantnom pobudom, odziv za razli¢ita priguSenja
Sustav s jednim stupnjem slobode, linearna pobuda, dinamicki i stati¢ki odziv

Sustav s jednim stupnjem slobode, po dijelovima linearna pobuda

Dinamicki odzivi neprigusSenog sustava pri po dijelovima linearnoj pobudi za razli¢ite omjere #,/T,
Spektar odziva za po dijelovima linearnu pobudu

Akcelerograf

Epicentri potresa u Hrvatskoj i susjednim podrué¢jima, 373. g. pr. Kr. — 2005.

Potresni zapisi: Ston, Ulcinj i Bar

Pretpostavka: apsolutno kruto tlo

Potresni zapis El Centro, smjer sjever-jug, Imperial Valley, California, SAD, 1940.
Mjerenje ubrzanja tla pri potresu: problem okidanja uredaja

Sustav s jednim stupnjem slobode

Odzivi razlicitih sustava s jednim stupnjem slobode na pobudu potresnim zapisom El Centro

Ekvivalentna boc¢na sila na okviru

Pojam i tvorba spektra odziva pomaka

Spektri odziva za potresni zapis El Centro: pomaka, pseudobrzine i pseudoubrzanja, za {=0,02

Zajednicki D — V — A spektar potresnog zapisa El Centro, za {(=0,02
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Pseudoubrzanje razli€itih sustava s jednim stupnjem slobode za pobudu potresnim zapisom El Centro
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Zapis ubrzanja tla; pomaci u vremenu tri sustava s jednim stupnjem slobode; spektar odziva pomaka
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Slika 113.: Zajednicki D — V — A spektar potresnog zapisa El Centro, za razliCita prigusenja 88
Slika 114.: Normirano pseudoubrzanje potresnog zapisa El Centro, za razli¢ita prigu$enja 88
Slika 115.: Spektar pomaka potresnog zapisa El Centro, za razlicita priguSenja 88
Slika 116.: VrSne vrijednosti sila 89
Slika 117.: D — V — A spektar i vr$ne vrijednosti ubrzanja, brzine i pomaka tla za potresni zapis El Centro, uz
prigusenja 0, 2, 51 10% 90
Slika 118.: Normirani D — V — A spektar za potresni zapis El Centro, uz prigusenja 0, 2, 51 10% 90
Slika 119.: Normirani D — V — A spektar (puna linija) i idealizirani spektar (isprekidana linija) za potresni zapis
El Centro i (=0,05 90
Slika 120.: Ubrzanje tla, ukupno ubrzanje jednostupnjevnog sustava kratkog perioda i pseudoubrzanje pri
potresu El Centro 92
Slika 121.: Pomak tla i odziv jako fleksibilnog jednostupnjevnog sustava pri potresu El Centro 92
Slika 122.: Potresni zapisi: Northridge, 1994. i Taft, 1952. 94
Slika 123.: Idealizirani D-V-A spektri odziva pri potresima Taft, Northridge, Loma Prieta i Kobe 94
Slika 124.: Promjene vr§nog pseudoubrzanja u odnosu na prigusenje za razliite sustave s jednim stupnjem
slobode; potresni zapis El Centro 95
Slika 125.: PriguSivaci na zgradama 95
Slika 126.: Spektri odziva potresnih zapisa El Centro, komponenta sjever- jug, snimljenih pri potresima 1940.,
1956.1 1968. godine, (=0,02 96
Slika 127.: Spektar odziva srednje vrijednosti i spektar odziva srednje vrijednosti plus jedne standardne
devijacije 97
Slika 128.: Lognormalna razdioba 97
Slika 129.: Postupak tvorbe elasti¢nog projektnog spektra 98

Slika 130.: Postupak tvorbe elasti¢nog projektnog spektra (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa s #,, =1g,
u, =1,22m/s, u, =0,91m , uz (=0,05 99

Slika 131.: Elasti¢ni projektni spektar pseudoubrzanja (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa za i, =1g,
u, =1,22m/s, u, =0,91m , uz (=0,05 100

Slika 132.: Elasti¢ni projektni spektar pomaka (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa za i, =1g, u, =1,22m/s,

Uy = 0,91m , uz {=0,05 100
Slika 133.: Elasti¢ni projektni spektri pseudobrzine (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa za i, =1g,

u, =1,22m/s, u, =0,91m, za razlicita prigusenja 100
Slika 134.: Elasti¢ni projektni spektri pseudoubrzanja (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa s #, =1g,

u, =1,22m/s, u, =0,91m, za razlicita prigusenja 101
Slika 135.: Elasti¢ni projektni spektri pseudoubrzanja (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa s i, =1g,

u, =1,22m/s, u, =0,91m, za razlicita prigusenja 101

Slika 136.: Elasti¢ni projektni spektri pomaka (fraktila: 84,1%) potresnih zapisa s i, =1g, #, =1,22m/s,

u, =0,91m , za razliCita priguSenja 101
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Slika 137
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Slika 139
Slika 140
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Slika 142.:
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Slika 148.
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Slika 150.:
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Slika 156.:
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Slika 164.
Slika 165.
Slika 166.:

Slika 167

.+ Usporedba propisanog projektnog spektra s i, = 0,319¢ i spektra odziva potresnog zapisa El

Centro, ¢=0,05

102

.. Usporedba propisanih projektnih spektara s fraktilom 84,1% i 50% 1 spektra odziva potresnog zapisa

El Centro, (=0,05

.. Projektni spektar definiran kao ovojnica spektara za potrese koji se Sire iz dva rasjeda

102
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.. Usporedba spektara odziva pseudobrzine i relativne brzine, (=0,1; omjer spektara V/u, za razlicita

prigusenja 105
.- Usporedba spektara odziva pseudoubrzanja i ukupnog ubrzanja, (=0,1; omjer spektara A/iiy za
razliCita prigusenja 105
Projektni spektar uz razlicite faktore ponasanja g 107
Elastoplasti¢ni radni dijagram 107
Osteéenje nebodera O'Higgin, Concepcién, Cile, zbog potresa 2010. godine 108
Ostecenje psihijatrijske dnevne bolnice, San Fernando, SAD, zbog potresa 1971. godine 108
Odziv linearnog sustava s 7,=0,5 s i (=0 na pobudu potresnim zapisom El Centro 109
Odziv elastoplasticnog sustava s 7,=0,5 s, (=0 i 7y = 0,125 na pobudu potresnim zapisom El
Centro: pomak, elastoplasti¢ni odziv, vremenski intervali tecenja i odnos sila-pomak 109
: Tvorba elastoplasti¢nog spektra odziva 111

u, =0,91m , za razlicite koeficijente duktilnosti i {=0,05

: Pretpostavka oblika titranja na prostoj gredi

Posmicna zgrada: model i pretpostavka oblika titranja
Odredivanje krutosti posmi¢ne zgrade

Funkcija oblika konzole

Sile inercije pri titranju pomakom u(x,t") ~ w(x)

Funkcija oblika dobivena preko pomaka od statickog djelovanja
Sustav s diskretnim masama: model, staticko opterecenje i pomaci
Funkcije oblika zadane kao pomaci od vlastite teZine

Dvokatni posmicni okvir: model, vanjske i unutarnje sile
Poprecne sile i pomaci u drugoj etaZi

RavnoteZa sila posmi¢noga okvira

: Ekvivalentni model sustava s dva stupnja slobode

: Rastav dvokatnog posmi¢nog okvira na neovisne podmodele

®)

. Dinamicko opterecenje
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Jednostavno harmonijsko gibanje sustava s jednim stupnjem bez prigusenja

: Pretpostavka oblika titranja preko funkcije oblika i poopéenog pomaka

: Elastoplasti¢ni spektar odziva (fraktila: 84,1 %) za razlicite koeficijente duktilnosti u i (=0,05 111

Elastoplasti¢ni projektni spektri (fraktila: 84,1 %) potresnih zapisa s u,, =1g, u, =1,22m/s,
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Stupnjevi slobode za slucajeve kad su uzduzne deformacije uzete u obzir (18) i kad su zanemarene
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Prvi podmodel: elasti¢ne sile 126
Sile ki1 koje drZze progib za u;=1 i sile kis koje drZe progib za us=1 127
Linearna veza sile i pomaka 127
Drugi podmodel: sile prigusenja 128
Trec¢i podmodel: sile inercije 129
Vanjske sile m;; zbog i, =1; vanjske sile miy zbog i, =1 129
: Diskretizacija mase u ¢vorove 130
Stupnjevi slobode krute dijafragme 130
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