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2.10 Ekstremi funkcija viSe varijabli

Promatramo funkciju z = f(x,y) definiranu na podruéju D i tocku
My = (29, yo) u tom podrugju.
Ako postoji okolina €2 tocke M, takva da je

Af(xo,y0) = f(z,y) — f(zo,90) <0, V(z,9) € Q,

kazemo da u tocki M, funkcija ima lokalni maksimum.

Ako za sve (z,y) € Q vrijedi

Af(xo,y0) = f(z,y) — f(x0,40) =0,

kazemo da funkcija u M, ima lokalni minimum. Lokalni maksimum i lokalni
minimum su lokalni ekstremi.

Ako su nejednakosti stroge, govorimo o strogim lokalnim ekstremima.

Dakle, tocka My = (z,y0) je tocka lokalnog ekstrema ako postoji okolina €2 od
M tako da za sve tocke (x,y) € Q prirast Af(zo,y0) = f(z,y) — f(z0,yo) ima
konstantan predznak.

Primjer 2.19. f(z,y) = 2% + y? ima (strogi) lokalni minimum u (0,0).

Primjer 2.20. f(z,y) = —x2 — y? ima (strogi) lokalni maksimum u (0,0).

Primjer 2.21. f(z,y) = y? ima lokalni minimum u svakoj tocki oblika (z,0).
Sljedeci teorem je dvodimenzionalni analogon Fermatove leme.

Teorem 2.12. (Nuzan uvjet ekstrema)
Ako glatka funkcija f(x,y) ima lokalni ekstrem u tocki My = (xq,yo) tada se
sve prve parcijalne derivacije ponistavaju u tog tocki:

0 0
8—£(930>y0) = 8—5(170,?/0) =0.

Dokaz: Znamo da f ima lokalni ekstrem u My = (xq, yo) pa zakljuCujemo

da kad fiksiramo y = yo, funkcija jedna varijable f(z,yo) ima lokalni ekstrem u

of
ox

=0
parcijalnu derivaciju po drugoj varijabli slijedi analogno i teorem je dokazan.

xo. Po Fermatovoj lemi slijedi da je f'(z,v0) = ZL(x9,y0) = 0. Tvrdnja za
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Tocka u kojoj se sve prve parcijalne derivacije ponistavaju zove se sta-
cionarna tocka.
Geometrijski, stacionarna tocka je tocka u kojoj je tangencijalna ravnina na graf

funkcije horizontalna.

Slika 2.22: Tangencijalna ravnina u tocki globalnog maksimuma

Gornji teorem ne daje dovoljne uvjete, tj. ne mora svaka stacionarna tocka

biti tocka lokalnog ekstrema.

Primjer 2.22. Pogledajmo funkciju f(x,y) = xy. Racunamo parcijalne
derwacije: % = v, g—g = x. Zakljucujemo da je (0,0) stacionarna tocka.

No kada pogledamo priraste:

>0 za xiyistog predznaka
Af(0,0) =2y — 0=y s r
<0 zaxiyrazlicitog predznaka
vidimo da se graf penje dok se udaljava od ishodista uw 1. @ 3. kvadrantu, a
spusta u 2. 1 4. kvadrantu. Zakljucak je da (0,0) nije lokalni ekstrem od f.

Ishodiste je za ovu plohu sedlasta tocka.

Sedlasta tocka funkcije f je stacionarna tocka koja nije ekstrem funkcije f.
Jedna od pretpostavki gornjeg teorema je glatkoc¢a funkcije. Ukoliko tu pret-

postavku izbacimo, teorem se modificira na sljede¢i nacin:

Teorem 2.13. Ako funkcija f(x,y) ima lokalni ekstrem u (xo,v0), onda se

svaka prva parcijalna derivacija ili ponistava u (xg, yo) ili ne postoji u (o, yo).
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Primjer 2.23. z = \/Wy2

0z x 0z Y

9 i O JRig

Parcijalne derivacije nisu definirane u (0,0), a u toj tocki f ima lokalni
minimum. Ishodiste zbog nepostojanja parcijalnih derivacija nije reqularna

tocka pa u toj tocki nema normale ni tangencijalne ravnine.
Dovoljni uvjeti za postojanje ekstrema dani su sljede¢im teoremom.

Teorem 2.14. Neka je My = (xq,yo) stacionarna tocka funkcije f(x,y), pri
cemu je f € C*(Q). Neka je D determinanta definirana s

TS o) 2L (0, w0)
| o2 0, Yo Dz0y 0, Y0
|9 O f

W@y(%’ yo) a—yQ(fb’m yo)

(i) Ako je D > 0 tada:

2
a) Za —=(xo,90) > 0 f ima u My lokalni minimum.

oxr?

2

b) Za W(:L'O,yo) <0 f ima u My lokalni maksimum.
x

(ii) Ako je D <0, onda f u My nema lokalni ekstrem.

(i1i) Ako je D =0, ne moZemo zakljuciti ima li f u My lokalni ekstrem bez

dodatnih razmatranja.

Skica dokaza.

0 0
f(xo + Az, yo + Ay) = f(o,90) + a_i(x(b Yo)Az + a—ch(xoa Yo) Ay
N ‘0, 7
1 a2f / / 2 a2f / / a2f / / 2

pri ¢emu je M'(2',y') tocka negdje na spojnici tocaka My = (o, o) i
M = (zg + Az, yo + Ay).
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Slika 2.23: Spojnica MqM

Sada je

Af = f(xo+ Az,yo + Ay) — f(z0,%0)

02 f 0?

o 1 82f ! 2 ! ! 2
3 | Gaz (M) 2 55 (M) Ay + 55 (M) (Ay)
A B C

Ako je u M, zadovoljeno AC' — B% > 0, onda, zbog neprekidnosti drugih
parcijalnih derivacija (f € C?(€)) mora biti AC' — B? > 0 i na nekoj okolini
od M.

Ako je A > 0 u My, onda mora biti pozitivno i na nekoj okolini.

Mi Zelimo ocijeniti predznak izraza A(Az)? + 2BAxAy + C(Ay)?. Taj izraz

mozemo pisati kao

A(A2)? + 2BAzAY + C(Ay)? = %[(Am + BAY)® + (AC - BY)(Ay)?.

>0 >0
v~
>0
. /
v~

>0

S

No predznak od Af je isti kao i predznak gornjeg izraza, dakle u M, f ima
lokalni minimum.

Ostale se tvrdnje dokazuju analogno. O

Glatka funkcija dviju varijabli u okolini stacionarne tocke (lokalno) izgleda ili kao
elipticki paraboloid (D > 0) okrenut prema gore (A > 0) ili dolje (A < 0) ili kao
hiperbolicki paraboloid (D < 0), ili ima D = 0.

Sto ako je D = 0?7 Pogledajmo funkcije fi(z,y) = 2* + 4%, folx,y) = 23y°.

Funkcija f; ima lokalni minimum u 0, a f; ima sedlo. Dobra je ideja gledati
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ponasanje na zrakama y = kz. Za 2* + y* gledamo

Af(0,0) = f(z,y) = f(0,0) =a" +y" >0

pa vidimo da f ima u (0,0) strogi lokalni minimum.

2.10.1 Uvjetni (vezani) ekstremi

Cesto se pojavljuje potreba odredivanja ekstrema funkcije vise varijabli ne na
cijelom podrucju definicije nego na nekom podskupu definiranom dodatnim uvje-
tima.

Promatrat ¢emo situaciju u kojoj su ti dodatni uvjeti opisani krivuljom u podrucju

definicije funkcije Cije ekstreme trazimo.

tr.
f ((xy)) _(; crer }problem wvjetnog ekstrema
p(z,y) =

Jedan takav problem je sljedeci:

Primjer 2.24. Zanimaju nas najvisa i najniZa tocka na stazi opisanoj krivuljom
o(z,y) = 0 koja se nalazi na terenu ¢ija je nadmorska visina opisana funkci-

jom f(z,y).

Slika 2.24: Slika terena

U jednostavnim slucajevima problem se moze svesti na nalazenje ekstrema

funkcije jedne varijable.

Primjer 2.25. Nadimo cktreme funkcije f(x,y) = z* + y? na krivulji u
ravnini zadanoj sa p(x,y) =z +y—1=0.

Izrazimo y iz o(x,y) preko x, y = 1 — x, uvrstimo u funkciju

flz,y) =2+ (1 —2)? =1 — 2z + 227
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i nademo ekstreme od f(x). f'(zr) = =244z = x = 1 je stacionarna
tocka, f”(l) =2>0 = z= % je lokalni minimum, pa je rjesenje naseq

problema tocka (2, 2) i fonin = %

Sto ako se ¢(z,%) ne moze rijesiti po x ili y? Vratimo se Primjeru 2.24. Sto
mozemo ocitati sa slike terena?
Ekstremalne vrijednosti na stazi se postizu tamo gdje ona dira izohipse, tj. tamo
gdje je paralelna s njima. Paralelnost krivulja znaci paralelnost tangenata, a kom-
ponente vektora smjera tangenata su parcijalne derivacije. Dakle, trazimo tocke
u kojima su parcijalne derivacije od f(x,y) i ¢(z,y) proporcionalne.
Ova metoda zove se metoda Lagrangeovih multiplikatora. Pocinjemo uvodenjem
velicine A\ koju zovemo Lagrangeov multiplikator (mnozitelj) i formiramo La-

grangeovu funkciju:
F(z,y) = f(z,y) + Xo(z,y).

Nakon toga trazimo stacionarne tocke funkcije F'(z,y) koje zadovoljavaju trazeni

uvjet:

\
A
88];_25 Aayzo
g—fzs@(w,y)zo )

|z ovoga nademo A i koordinate (zg,yo) moguée tocke ekstrema. Postojanje
i prirodu ekstrema provjeravamo ispitujuci predznak drugog diferencijala La-

grangeove funkcije,

dzdy + >

0 f 0°f
Sdr? 42 507

02 0x:0y
u okolini tocke (xg,yo) i A, uz uvjet g—fdx + g—“;dy =0.
Ako je d*F < 0 imamo uvjetni maksimum, ako je d*F > 0 imamo uvjetni

d2F(.§L’, ) dy )

minimum.

Ako je u stacionarnoj tocki (g, yo) determinanta

O*F O*F
@(%7 Yo) m(%’ Yo)
D(zo,y0) = 2F PF > 0,

8$—83J($07 yO) a 2 (.CC'(], ?JO)
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onda imamo uvjetni ekstrem, uvjetni maksimum za %(xo,yo) < 0, odnosno
uvjetni minimum za %(mo,yo) > 0.
Pogledajmo trazenje uvjetnih ekstrema metodom Lagrangeovih multiplikatora na

konkretnim primjerima:

2 2 tr.
Primjer 2.26. © Y T ¢

r+y=1
F(z,y,\) =2+ + Ma +y — 1)
oF )
— =2r+A=0
ox v . A
oF D)
— =2y+A=0 > = 2 = y=zx = 2zr=1 =
dy ) A
OF 2
r=y=3 A=-1 = Flry-1)=22+y*—z—y+1
O*F PF PF 2 0
Ox? T Oy? " Ox0y ’

2

O°F 11
D>0 & e 0 = tocka MO(§, 5) je tocka lokalnog minimuma.
x

Ako Lagrangeova funkcija ima bezuvjetni ekstrem, onda f ima uvjetni ek-
strem. Postupak koji smo opisali daje dovoljne uvjete; no moze se dogoditi da

Lagrangeova funkcija nema bezuvjetni ekstrem, a da f(x, y) ima uvjetni ekstrem.

- tr.
Primjer 2.27. (.9) =2y — 6“}

olr,y)=y—x=0
or _ oF _ 1%
or 7 By )\

Izjednacavanjem s 0 dobijemo x+y = 0. Zajedno s trecom jednadzbom to daje

F(z,y,\) = xy + Ay — Az, — A, =y—x

x =y =0. Odavde je i A = 0. Lagrangeova funkcija je onda F(z,y,0) = xy.
Znamo da ta funkcija u (0,0) nema ekstrem. No iz p(z,y) = y—z =0
dobivamo y = x, pa funkcija f(z,y) = 2% ima ekstrem (minimum) za

r=y
z=0.
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Metoda Lagrangeovih mnozitelja moze se primijeniti i na funkcije vise od dva
argumenta.
z=f(x1,...,x,) — extr.
o1(r1, ..., 2) =0
...... ogranicenja m < n.
Om(x1, ..., 2,) =0
F(xy, x0T Ay oo Am) = fon, o smn) F M1+ -+ Ao
|zjednacimo s nulom sve parcijalne derivacije od F. Dobijemo sustav od n +m
jednadzbi iz kojih nademo A\q,... A\ i zq,. .., 2.
Dovoljni uvjeti ekstrema daju se u terminima determinante slozene od drugih

derivacija funkcije u stacionarnoj tocki.

o0 f 0 f 0 f
or? 0x10xys ~  0x,0x,
0 f 0?f 0 f
D=\ 9x,0x, or: 7 Oxe0z,
°r o1
0110x, 0190, o2
Oznac¢imo s 41, 0o, ..., 0, vodece determinante reda 1,2,...,n u D.

Ako je f derivabilna u nekoj okolini stacionarne tocke M i dvaput derivabilna u
My, onda

(i) za 61 > 0,2 >0,...,0, >0 f ima lokalni minimum u M,,

(i) za 01 <0, 09 > 0, 63 < 0,04 > 0,... f ima lokalni maksimum u M.

2.10.2 Globalni ekstremi neprekidne funkcije

Promatramo zatvoreno podrucje D C R? na kojem je definirana neprekidna
funkcija f : D — R2. Po Bolzano-Weierstrassovom teoremu znamo da f na
D poprima najve¢u i najmanju vrijednost. Ako je funkcija f glatka i ako se
maksimum (minimum) postize u unutrasnjosti podrucja, onda ée se on postizati
u stacionarnoj tocki. (Ako f nije glatka, onda se postize ili u stacionarnoj ili u
singularnoj tocki.) No ekstrem se moze postizati i na rubu, a takve tocke ne

mozemo nacéi preko stacionarnih tocaka.
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Primjer 2.28. Pogledajmo situaciyu v R. Tu je potrebno naci sve stacio-
narne tocke i ispitati ih te jo$ provjeriti vrijednosti na rubovima. Gledamo
sljedecu funkciju f(x) = 2x, D = [3,5].

Slika 2.25: Graf funkcije f(z) = 2z

Sa grafa vidimo da se minimum postiZe u lijevom, a maksimum u desnom

rubu.

Za nalazenje globalnih ekstrema funkcije f(z, y) na zatvorenom i ograni¢enom
skupu D moramo naéi sve lokalne ekstreme u D i sve ekstreme na rubu dD. Na-

jvec¢a (najmanja) od tih vrijednosti je globalni maksimum (minimum) na D.

Primjer 2.29. Naéi globalne ekstreme funkcije z = f(x,y) = 2> + y* na
D=[-1,1] x [-1,1].

X

Slika 2.26: Ploha z = 22 + /2
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g—f =2r=0
v (0,0) je stacionarna tocka
o,
oy v=
0*f 0 f 0 f 2 0
Ox? T Oy? " 0xy 0 = 0 2 >0,

= (0,0) je lokalni minimum.

Dalje gledamo rub. Za v =1 imamo f(1,y) =1+ > Na [-1,1] ta funkcija
ima minimum uwy = 0 (lokalni), a maksimum zay =1 iy = —1. Vidimo da
u tockama (1,1) i (1, —1) funkcija f ima maksimume, f(1,1) = f(1,—1) = 2.
Shicnoizax=—-1,y=1, y=—1.

Dakle, f na [—1,1] x [=1,1] ima globalni minimum ¢ija je vrijednost 0 u

(0,0) i 4 globalna maksimuma koja iznose 2 u tockama (£1, £1).



