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5. LINEARNO ELASTICNA MEHANIKA LOMA

5.7 Analiza polja naprezanja i pomaka oko pukotine

G. R. Irwin je 1957. godine formulirao uvjet za razvoj pukotine (kriterij
lokalnog loma u vrhu pukotine) na osnovi intenziteta polja naprezanja u

neposrednoj okolici vrha pukotine (uvjet je potpuno ekvivalentan
Griffithovu energetskom uvjetu).

U LEFM se za odredivanje polja naprezanja i deformacija u okolici
pukotine primjenjuju rjeSenja dobivena metodama linearne teorije

elasticnosti (Westergaard, Mushelishvili, Kolosov, Irwin, Sneddon,
Williams...).
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» |zraz za naprezanja u tijelu s pukotinom (zatvoreni oblik, izotropno linearno

elasti¢no ponasanje):
k £ . * 0; — tenzor naprezanja,
o 2 (m) " ri¢ - prema slici,
(= Jr fij((p)+ZAmr & (¢) = k - konstanta,
m=0

= f; — bezdim. funkcija parametra @.

= Zaclanove visih redova, 4, je amplituda, a gi(;n)je bezdimenzijska funkcija od

¢ za m-ti red.
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= Naprezanje u okolini vrha pukotine se mijenja s 5 (vodedi clan). .
v e
VAZNO |
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= Kadar — o, prvi ¢lan — oo (singularnost naprezanija), ali ostali ¢lanovi imaju
konacne vrijednosti ili teze nuli.

= Naprezanje u okolini vrha pukotine se mijenja s ir, a pomak s /7.

= Jednadzba opisuje singularnost naprezanja jer naprezanje asimptotski tezi
prema r = o (sjetimo se da i Inglisovo rjeSenje podrazumijeva singularnost
naprezanja u vrhu ostre pukotine).

i v om
Gt £ (@)+> 4,r2 g ()
r m=0
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Oblici razvoja pukotine - polozaj (vrsta)
opterecenja u odnosu na pukotinu

f

-«—
POKLUSADTE S\nuLIRAT| NA
KOMADVY PAPLIRAA

Mode I: Mode II: Mode III:
Opening In-plane shear

Out-of-plane shear

= Element s pukotinom moze biti opterecen na neki od ovih nacina ili nekom od
njihovih kombinacija (s dva ili tri nacina).

* Najopasniji lomovi nastaju pri razvoju pukotine otvaranjem (oblik I) -> smjer
opterecenja je okomit na ravninu pukotine. 5
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= Kod svakog oblika razvoja pukotine se naprezanja mijenjaju s \/1—7, ali
konstanta proporcionalnosti k i funkcija f; ovise o predmetnom obliku.

= Iz prakticnih razloga k mijenjamo s koeficijentom intenziteta
naprezanja K = kv2m [MPaym].

= Svakom obliku razvoja pukotine odgovara posebno oznacen koeficijent

intenziteta naprezanja: K;, Ki; i Kir.
= Polje naprezanja ispred vrha pukotine kod izotropnog linearno
elasticnog materijala se moze izraziti kao: Ne Akomo

K Boo \&i\
(r,m,mr) _ 111,101 (7,01,01) L
O =——. f) .
: oy i (o)

= U slu¢aju mjesSovitog oblika razvoja pukotine - superpozicija:

(ukupno) ____(I) () ()
O-ij —O'ij +O—ij +O—ij
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Rijesiti neki ravninski problem teorije elasticnosti, znaci zadovoljiti
diferencijalne jednadzbe ravnoteze:

A MATEMAIIZKA
Sy ZiiF -0 POZADINA
= — | NFORMATIVAUO

i uvjete kompatibilnosti deformacija:
9%c  O'c &’¢c
R -
oy ox ox0y
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Ako su sile F; = 0, Airy je pokazao da postoji funkcija naprezanja @(x,y)

koja zadovoljava jednadzbe ravnoteze:

oD
P Uvjet kompatibilnosti u funkciji komp. naprezanja
W

o 2 2

Y 20 01, /M0 g -

= %xz I:> 557—'—? (O'x+0'y)—V2(O'X+O'y)—0

| Po iJ
OxQy g'e (oD d'o

+2

o o et 0

Vi(@)=v2[v3(@))=0

Uvodimo Westergaardovu kompleksnu funkciju naprezanja:

A=A A
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Airyeva funkcija naprezanja ®(x,))
i kompleksna funkcija: Z'37(z)

su povezane su preko integrala:

D(x,y) = Re“(Z(z)dz)dz]+ - ImQZ(z)dz): Re?(z) +y- Imz(z)

e o R dZ 0o vhd?
gdieje z=—- Z= -
Upotrebom Cauchy-Riemannovih jednadzbi:
oRez(z)] _olimz(z)]  é[Rez(z)] _olmz(z)]

Ox oy oy Ox
dobivamo: o, :ReZ(z)—y-ImZ'(z)

o,=ReZ(z)+y - ImZ'(z)
= —y-ReZ'(z)

Ty
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Tocna naprezanja za odredeni problem dobiti ¢cemo upotrebom funkcije
Z(z) koja ispunjava rubne uvijete.
Za primjer beskonacne opterecene ploce sa
srediSnjom pukotinom duljine 2a to je:
(o)

Z(z)z

I,
Z

Na kraju dobivamo (izvod u skripti):

A7 g v (l—sing-sinﬂj

=—— -COS—-
2

o
T oN2imer

o o ﬂ'a~cos£- 1+sin£-sin3i
2 2

= -sing-cosﬂ-cos3'~¢J
2 2
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1
Naprezanja se dobiju umno$kom ,poloZaja” o, f(9)
. 7[ . r

i faktora oA7w-a .

Taj faktor odreduje velicinu elasti¢nih naprezanja u podrucju korijena

pukotine i zove se koeficijent intenziteta naprezanja oblika I
razvoja pukotine i oznacava se:

y
cN K,=c\r-a %
SAMO 24 PESK.

PLOCV &A

— % SRED. PUILTINDM cos2 1—s1n2 sm—

2a 2 2

& K 3

G bt Vs ® -(1 + sin£~sin'—¢)

d N2y 2 2 2
(0} 7'-ch i
sin2 . cosﬂ . cos3—¢
2 2
11
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Za ravninsko stanje naprezanja vrijedi 0, = 1,, =7,, =0, a za
ravninsko stanje deformacija o, = —v(o, + g;,) .

K
(D:O |:> O-x:O_y:—\/z.i;z-‘r z'xy:()_

Od samo jednoosnog naprezanja u ploCi s pukotinom dobivamo
dvoosno stanje naprezanja u vrhu pukotine!

y A Oy
T
bl $ O
<1 Tyx
r v
¢ X
PUKOTINA

12
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v . . . . /
U slucaju II oblika otvaranja pukotine:
/
Qg
3 3.
s1n£~ 2+ cosg -COS——
2 2 2
o-x
-K ; 3
GBS — —sin2 .| cos 2 cos 22 Ky=t-N7-a
N2-zer Z 2 2
&
xy 3.
—cos2 1= sin£ . sin—¢
2 2 2
K
/i
o= (o = o =08 g
E y FEEN I, T X
<S> r.- SVEUCILISTE U ZAGREBU GRADEVINSKI FAKULTET
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U slucaju III oblika otvaranja pukotine:
-Ky . @ _L %4

- COS—

T =— L=
S RO 2 Y ey )

K, =t-7-a

14
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Izrazavanje jednadZzbi polja naprezanja u obliku glavnih naprezanja
korisno je kod razmatranja uvjeta popustanja, zbog procjene veliine
plasti¢ne zone.

o, .+0 1
0_12 :#i_\/(o—x_o-y)z_'_‘l“fiy
e i
o, :—Ki—-cosﬂ- 1+sin? cos§~[1—sin§.sin3'7¢j
‘\’2'72"}’ 2 2 o, 5 3
(4 RORNS )
@, = L .{cos—-|1+sinL=-sin——
K ® L@ ToN2emer 2 [ 2 2 ]
0, =——=—-cos—-|1-sin= £ LRSI 1
N2-T-r 2 S
o, =0 ravninsko naprezanje
2.v-K . o
=——1-c0s2 ravninska deformacija

s R 2 15
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Izrazi za elasticno polje pomaka omogucuju proracun akumulirane
elasti¢ne energije, a pruzaju osnovu za pomacima kontrolirane kriterije
loma.

U slucaju I oblika otvaranja pukotine (izvod u skripti): g
K - _ %
g K4y /L.COSQ. k-l 2 ® ’
E 2.7 2 2 2 %
K. -
LK) [r g (x4l e
E 2. 2 2 2

xk=3—4-v ravninsko naprezanje

ravninska deformacija
1+v

16
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U slucaju II oblika otvaranja pukotine:

K. -

poK@v) [r o (x4l a0
E 2. 2 2 2

v=K”'(1+V)‘1/ " cosZ. K_l—sinzg
E 2.7 2 2 2

U slucaju III oblika otvaranja pukotine:

W=K111'(1+V) , r sinﬂ
E 2.7 2

%

T
/":
——
T
T
T

ravninsko naprezanje

A
Il
W W
|
< b

ravninska deformacija

—
+
=
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5. LINEARNO ELASTICNA MEHANIKA LOMA

5.7.1 Koeficijent intenziteta naprezanja

Tijelo s pukotinom moze biti optereceno sa svakim od tri nacina
otvaranja pukotine ili kombinacijom dva ili tri oblika.

Najopasniji lomovi nastaju pri razvoju pukotine otvaranjem (I

oblik).

y c
o g |y<
x c

K,=o0-~Nr-a

18
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5. LINEARNO ELASTICNA MEHANIKA LOMA

5.7.1 Koeficijent intenziteta naprezanja

Polje naprezanja ispred vrha pukotine u izotropnom linearno
elasticnom materijalu, mozemo napisati i u sljede¢em obliku:

K[ y Gy

: e -
o e 1) %

limo,” = ——L—. /," (p)

i o= T TR Tyx
ligp) N2-mer r
1 Ky

limo," =—=Z—. 1" (¢ ¢
r>0 Y N2 Y () PUKOTINA X

U slucaju kombinacije oblika otvaranja pukotine:

ukupno
i

i

— O',-,-I + gi/,” + gi/,’ PRINCIP SUPERPOZICIJE

19
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K
Za¢:0: (03 — BF =—1 T :O

xx »w xy
N2-m-r

Ravnina pukotine je ravnina glavnih naprezanja za oblik I.

Gornji izraz vrijedi samo u uskom podrucju uz pukotinu,
gdje singularnost 1/\/; dominira poljem naprezanja.

Koeficijent intenziteta naprezanja definira amplitudu singularnosti
oko vrha pukotine, odnosno, naprezanja oko vrha pukotine su
proporcionalna sa K. o

w NOMINALNO

<2 NAPREZANIE
V PLoEl

y

a ZONA SINGULARNOSTI



OSNOVE MEHANIKE LOMA

1000

900

800

700

600

500

400

Naprezanje (MPa)

300

200

100

0

Yy
2-w-r
a=120 MFa ‘ ——a =10 mm
o ——a=6mm
o
y g=0
a=bmm  Kr=o JTa=18475 MPam
r T T T T T T T T
I I I I L I I L
2 le=10mm k=l a=21269 MPadm)|
/a:lUmm (o}
a =120 MPa
\\ @ =6 mm
NS l =120 Mpa]
~_
————>—.<‘-—._u-——————————-—-- - | -
@ 1 2 3 4 5 6 7 B 9 6@ # 92 i3 @ 65 4y 07 iy i m@w
r (mm)

RAZLIVE Vv 0DNOSV NMA PULoTINU SIRINE 12 hum v 20mal 21

SVEUCILISTE U ZAGREBU GRADEVINSKI FAKULTET

OSNOVE MEHANIKE LOMA

1000

900

800

700

600

500

400

300

200

100

yy
2-w-r
a=120 MFa ‘ —a=10mm
G ——a=6mm
-0
7 e
G 6o K, @ 16475 MPefm
r T T T T T T T T
NN EENEEENNEERNEEENEEENEEES!
20 ‘.:z='lem €= 7= 21360 MP;JE‘
/a:ljmm o
o =120 MFa
\ a=06mmn
; )
>, .
/\<>§\ 20 MPa
o — T ———_— T — | ——— e — — — —— o — — ]
/,—J‘\\ — = e T
v \
\
T }
1Ol IR B 6 S 72 5 SO [ O T S TR 1 T T TG R 78 T IR 1O RN 2 O
r (mm)
\ < /\
N =
< T a=10 mm
a=6 mm

ZONA SINGULARNOSTI

22



r SVEUCILISTE U ZAGREBU GRADEVINSKI FAKULTET

OSNOVE MEHANIKE LOMA

Da bi koeficijent intenziteta naprezanja bio prakticno upotrebljiva
veli¢ina, mora biti odreden iz geometrije uzorka i naprezanja koja
djeluju na rubu dovoljno udaljenom od pukotine.

RjeSenja u zatvorenom obliku postoje za jednostavne konfiguracije
(oblike), dok se u slozenijim slucajevima K, odreduje eksperimentalno ili
numerickom analizom.

Jedan od slucajeva za koji postoji rjeSenje u zatvorenom obliku je
pukotina u beskonacnoj ploci opterecena vlacnim naprezanjem.

y
K, =0-Nr-a
(naprezanje -+/duzina)

K, =K, (O',a)

23
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Sli¢no je i u slucaju polu-beskonacne ploce sa pukotinom na
rubu

(¢}
T T T T T T T T I u tom slucaj postoji rjeSenje za K,
a u zatvorenom obliku:

K,=1122-0-Nr-a

R

RUBNA PUKOTINA

Pukotina u povrsinskom sloju koja
izlazi na povrSinu opasnija je od
unutarnje pukotine.

2aASTo 1

UNUTARNJA PUKOTINA

24
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Nagnuta pukotina u beskonac¢noj ploci:

DETALINIDE
NA &
VIEZBAMA

Tnm Gnn

K,=0, Nn-a=0c-cos’ B-r-a

K,=7, Nr-a=0c-sinff-cosff-Vrn-a
p=0 [—» samo I oblik

B =45° |:> K, ima maksimalnu vrijednost

25
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Pukotina u obliku kruga u beskonacnom mediju

ddbiatay fEnny -5 riars

(cm——————— | DEFECT
!
|
|
!
4

|
|
|
|
|
[
2

SR L Ve

K, se moze odrediti u zatvorenom obliku:

K,:E-O'w/ﬂ-a
V4

2 ~Oi6h
(,T

26
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Elipticna ili polu - elipticna pukotina

Embedded crack Surface crack

K, - T-a

a5 /(9)

Q:1+1,464(£)
C

K, =4 o |22
e 1(¢)

A, = (1,13 ~0,09- 3) J1+0.2-(1-sin gy ]
C

K

f(¢) =|sin’ ¢+(£)1cosz 4
c

Kad je a < ¢, K se mijenja uzduz pukotine i max je na 90 stupnjeva. =

SVEUCILISTE U ZAGREBU GRADEVINSKI FAKULTET

OSNOVE MEHANIKE LOMA

Ako plo¢a u kojoj se nalazi pukotina nije ,beskonacna® nego ima
konac¢ne dimenzije, rjesenje u zatvorenom obliku uglavhom nije
moguce.

Dok su dimenzije pukotine male u odnosu na plocu, na stanje u vrhu
pukotine ne utjecu rubovi.

Ako se veli¢ina pukotine povecava ili dimenzije ploce smanjuju, vanjski
rubovi pocinju utjecati.

O O

a) t b) t TRAJEKTORIJE GUSCE jer
JL JL / je o, na rubu jednako 0.
% X 1 X @
— — )
VECA NAPREZANJA

28
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Jedna od tehnika za odredivanje utjecaja ruba ploce konacne Sirine je da
pretpostavimo periodic¢an niz kolinearnih pukotina u beskonacnoj ploci:

1111
T
RS GHN
i) v
Klzg.m.[ﬂ.tan[ﬂﬂz KASNIDEM
7-a 2-h GRAFUY

a/h=0 ﬂ PUKOTINA U BESKONACNOJ PLOCI

K, =1,0-0-Nr-a 29
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TocCnija rjeSenja za pukotinu u ploci konacnih dimenzija mogu se dobiti
metodom konacnih elemenata -> primjer prikazan polinomom:

TG - K,=cra- {sec(;r::ﬂz ~[1 ~0,025 (2)2 +0,06 [zﬂ

TR Y d ] v
K; se moze izraCunati uvodenjem G'j
KASNIJEM

»

x popravnih funkcija u razli¢itim oblicima,
on se moze uvijek svesti na jedan oblik: GRAFV

K, =Y(g/h)-0'-\/7z-a
vVvvey /

POPRAVNA FUNKCIJA

(o c

b G. vl' o O -
-—4

— OCcl = i coarcol o, —

(A < aecd =
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POPRAVNE FUNKCIJE Y (a/h)
GRAFICILI PRIKkAZ RANIDIH VZRAZA

4,0

35 14 c{ 14 ) mm%[z—z rm[gﬂi

ok

3,0 2h 1 . -
5 Flatk —[s j )] -[1—0025-(‘_‘-] +9.06 [J
2,5 554 \ &S ) LR -
o PR ——a)
2 }’[a.}z):|\170.5 Ew.us.[gj l'[17/ —o-b)
[ —»—C)

IS

%2,0
> vYvvy
° ;';,/
"

1,0
05 K, =Y(zth) o lma
R

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

(alh)

c) Koiter, 1965. godine.

KI = Y(a/h). oO-NT-a Tocnost 1 % za bilo koji

odnos a/h. 31
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Koeficijent intenziteta naprezanja K, moze se izrac¢unati i po izrazu
slijedeceg oblika: DRVGIAZIII 2Aps pPoPRAVMNE FuN KCIDE [

1Z2RAZ F b” - &irina tijela
PRE ko s\LEF K, = b.ﬁ .f(a/h) (uzorka) s pukotinom

F F
Za prethodni slucaj: <€— 2h EZa

2 4
flalhy= %% sec% |1 0025( J +0,06-(£)
4n " 2h h h

I uvijek se moze svesti na Ob|lk

A\ )

S e
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Rjesenja za nekoliko uobicajenih oblika tijela (uzorka) s
pukotinom optereéenih vlacnom silom F

F Ma F SENT
<« h —> W20 ’D

T-a
2-tan—— 5 ot 3
flalh) :uz'h~|:0,752+2,02-h+0,37-(1—sin2h) }

COS—
2-h
i [ i DENT
-« 2h — W
[T«
T-a
a3 2 3 4
Flalhy=2" 1122 -0,561-210,205 (5) +0,471 (ﬁj +o,19.[5j
o h h h h
h
F
Kl—m‘f(a/h) 5
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Rjesenja za tijelo (uzorak) s pukotinom opterecenog na savijanje u

tri tocke
SENG waovial
lF Fi2 Fi2
Span = 4W 41

—

“B- \'I.’=Eor2ﬁ Qlﬂ ‘

F2 T }

2
-z 1,99—".(1—“]. 2,15—3,93~“+2,7~(“)
? n\ ok h h

2 (1+2 f) (1—5)
ek POGOOAN ZA
BgTo N
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Rjesenje za tijelo (uzorak) s pukotinom optere¢enog silom F prema

normi ASTM

F

1,25h

Y

SVEUCILISTE U ZAGREBU GRADEVINSKI FAKULTET
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POPRAVNE FUNKCIJE f(a/h)

P

| | ccT ma,wH&
P [ r P r
20 -« 2h —> « 2h IDZn —>
T
LN d)
3 £, = F‘-j(afk) <) /
s ! f)-'\.l@ /
10 ////
, T
0,0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
SIETIMO SF L
ELSPERIMENTA F
K, =——flalh)
S [N I
PEDPIROM bk X
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POPRAVNE FUNKCIJE f'(a /h )

25

2
| ‘W ey

e

0

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
KBhKO romMinTRATE
OVE AE2ULTATEM
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5.7.2 Princip superpozicije

Kod linearno elasticnog materijala, pojedinacne komponente naprezanja,
deformacija i pomaka se mogu zbrajati.

Slicno je i sa koeficijentima intenziteta naprezanja, koji se mogu
zbrajati za iste oblike otvaranja pukotine.

ki A B C
K" =KW kP k94

ali K" 2K + K, +K,,

Nema Nicapvoa stisia
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Princip superpozicije

F/2 F/2

F F
B + o« no —
NP) 72
a) b)

ukupno a 1 a a
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Princip superpozicije

O Tijelo s naprezanjem P(x) na rubu koje uzrokuje naprezanje p(x) na
ravnini AB.

Px) P(x) P(x)

>
LN
()~
| G
EaAE
N/

@

¥ y269) - p(x)
IS il R A el

/N /o\ /o\
a) b) c) d)
b @ d @ @
K9 =K9+K“P =K +0=K,"
O Ovako se moze primijeniti princip superpozicije ako se na ravnini AB

pojavi pukotina.
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5.8 Odnos izmedu Ki G

Do sada su prikazana dva parametra koji opisuju ponasanje pukotine:

G - brzina oslobadanja energije (opisuje globalno ponasanje)
K - koeficijent intenziteta naprezanja (lokalni parametar)

Za linearno elasti¢ne materijale K i G su jedinstveno povezani.

2)
G:% @) K =ora

K 2 Q Za srediSnju pukotinu u
G = I beskonacnoj ploci izloZzenoj
E/ vlaénom naprezanju.
E =E za ravninsko naprezanje
" g . 2
7 = ~ 2 ravninsku deformaciju
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KRAJ PREDAVANJA!
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