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Predgovor

Pred vama se nalazi nastavni materijal za kolegij Matematika 3 koji se, kao obavezni
ili izborni kolegij, predaje na svim smjerovima Diplomskog studija na Gradevinskom
fakultetu Sveucilista u Zagrebu. Cilj kolegija je upoznati studente s temeljnim mate-
mati¢kim modelima nekih problema koji se javljaju u gradevinskoj praksi. Pri izboru
materijala ogranicili smo se na linearne modele iz mehanike deformabilnog krutog tijela.
Nastojali smo predstaviti sve aspekte modela, posvecujuéi posebnu pozornost njiho-
voj formulaciji, tj. nacinu kako se fizikalne pojave predstavljaju pomocu matematickih
koncepata i kako se njihovi odnosi svode na diferencijalne jednadzbe. lzlaZu se i ostali
aspekti modela, a posebno matematitke metode i tehnike za nalaZenje to&nih (ako je
to moguce) i pribliznih rjesenja.

Skripta pocinje poglavljem u kojem se ukratko ponavljaju osnovni elementi obiénih
diferencijalnih jednadZbi, s posebnim naglaskom na linearne diferencijalne jednadzbe
drugog reda. Uvodi se pojam rubnog problema i daje primjer jednadzbe i rubnih uvjeta
kojima se opisuje ravnotezni polozaj Zice pod djelovanjem vanjske sile. U uvodnom
se poglavlju daje i definicija i klasifikacija naj¢es¢ih tipova parcijalnih diferencijalnih
jednadZzbi s kojima se susre¢emo u modeliranju mehani¢kih i termodinamickih problema.

Drugo je poglavlje posveéeno izlaganju osnova Fourierove analize koja se nalazi u
temelju metode rjeSavanja rubnih problema pomocu separacije varijabli. Za razumije-
vanje materijala iz drugog poglavlja treba se podsjetiti osnovnih pojmova iz vektorskih
prostora, posebice pojma baze i skalarnog produkta.

Trece i Cetvrto poglavlje bave se jednodimenzionalnim problemima. U tre¢em po-
glavlju se izvodi valna jednadZba i pokazuje kako se ona rjeSava metodom separacije
varijabli. Cetvrto poglavlje daje izvod i metode rje$avanja za jednadzbu vodenja topline
u jednodimenzionalnom mediju. U oba poglavlja se ukazuje i na primjene izvedenih
modela na viedimenzionalne probleme i na druge fizikalne probleme.

Peto je poglavlje posveéeno problemima oscilacija i ravnoteZze dvodimenzionalnog



elasti¢nog medija. U okviru tog poglavlja daje se i pregled osnovnih rezultata o har-
moni¢kim funkcijama i ukazuje na njihovu vaZnost i primjenjivost u ostalim granama
fizike i tehnike.

Zavrsno, Sesto, poglavlje bavi se osnovnim idejama koje leze u temelju numerickih
metoda za rjeSavanje problema izloZenih u prvih pet poglavlja. TeZiste je na mreznim
metodama u kojima se derivacije aproksimiraju konaénim razlikama. Poglavlje zavrsava
uvodom u varijacijski ra¢un i izlaganjem osnovne ideje metode konacnih elemenata.

Pregled literature na kraju skripte trebao bi posluZiti zainteresiranom ¢itatelju koji
Zeli produbiti znanje o problemima spomenutima tijekom ovog kolegija. Za ovu je
skriptu najvaZnija referenca [3], &iju koncepciju slijedi, preskatuéi i izostavljajudi poje-
dina poglavlja. Poglavlje o Fourierovim redovima je napisano prema pristupu iz [4], a
izlaganje problema oscilacija grede slijedi pristup iz reference [7]. Pojedine teme napi-

sane su prema referenci [1] i predavanjima koja je prvi autor slusao kod |. Aganovica.

Autori



Poglavlje 1

Uvod

1.1 Obicne diferencijalne jednadzbe

Obi¢nom diferencijalnom jednadZbom nazivamo jednadZbu oblika

F(ajJ y’ y/7 y”? AR 7y(n)) = O

u kojoj se pojavljuje nepoznata funkcija y = y(x) jedne varijable x i njene derivacije.
Najvisa derivacija koja se pojavljuje u jednadZbi je njen red. RjeSenje obi¢ne diferenci-
jalne jednadzbe je funkcija koja na nekom intervalu ima sve derivacije do ukljucivo reda
jednadZbe i koja uvrstena u jednadzbu pretvara tu jednadZbu u jednakost. U opcenitom
je slucaju vrlo tesko reci ima li uopce zadana diferencijalna jednadzba rjeSenja, koliko
ih ima i koja su im svojstva. Tek nakon $to su poznati odgovori na ta pitanja ima
smisla razmisljati o tome kako se ta rjeSenja mogu odrediti.

Gornja definicija je vrlo openita; u vecini zanimljivih slu¢ajeva funkcija F' ima jed-
nostavan oblik. Takoder, u vecini slu¢ajeva je red jednadZbe nizak, jedan ili dva. U
ovisnosti o obliku funkcije F' moZemo promatrati razne specijalne klase diferencijalnih
jednadzbi. Primjeri su jednadzbe 1. reda sa separiranim varijablama, jednadZbe ho-
mogene u x i u y, linearne diferencijalne jednadzbe 1. i 2. reda i ostale koje smo radili
na Matematici 2.

S najjednostavnijim diferencijalnim jednadZbama, onima oblika



1.1. Obi¢ne diferencijalne jednadzbe

smo se veC sretali kod racunanja neodredenih integrala. Njihova su rjeSenja oblika

o) = [ f@de -,

pri ¢emu je C' proizvoljna realna konstanta za &ije je odredivanje potrebno zadati
dodatne uvjete. Znamo da rjeSenje takve jednadZbe postoji na intervalu [a,b] na
kojem je funkcija f neprekidna; znamo da je ono jedinstveno ako se zada vrijednost
funkcije y za neki = € [a, b], no i dalje moZe biti te¥ko ili nemoguée izraziti to rjedenje

u terminima elementarnih funkcija. Dobar primjer je jednadZba

Cije se rjeSenje ne moZe napisati kao kona¢na kombinacija elementarnih funkcija. Jeste
li se kada susreli s rjeSenjem te jednadZbe?

U prakti¢nim se problemima vrlo &esto pojavljuju obiéne diferencijalne jednadZbe
2. reda. Razlog je da se mnogi mehanicki problemi mogu formulirati u terminima
ravnoteZe sila. Prema 2. Newtonovom zakonu, sila je jednaka umno$ku mase i ubrza-
nja, a ubrzanje je druga derivacija funkcije koja predstavlja polozaj. Vrlo &esto su te

diferencijalne jednadzbe jos i linearne.

1.1.1 Rubni problemi

Vidjeli smo da jedinstvenost rjeSenja diferencijalne jednadzbe 2. reda u Cauchyjevom
problemu osiguravaju dva dodatna uvjeta, jedan na vrijednost funkcije, a drugi na vri-
jednost derivacije za neku vrijednost nezavisne varijable. Kako se u mehanici &esto
kao nezavisna varijabla javlja vrijeme, takvi se uvjeti zovu po€etni uvjeti, jer vrijed-
nost argumenta za koju su zadani mozemo smatrati pocetnim trenutkom i promatrati
ponasanje sustava u vremenu poslije tog trenutka. Postoje, medutim, i mehanicki pro-
blemi koji su opisani diferencijalnim jednadZbama i koji opisuju procese koji ne ovise
o vremenu. Primjer su problemi ravnoteze. U takvim slu¢ajevima moZemo dodatne
uvjete zadati kao kombinacije vrijednosti nepoznate funkcije i njene derivacije na ru-
bovima podrugja (intervala) na kojem traZimo rjeSenje. Takvi se uvjeti zovu rubni
uvjeti. Ako je kombinacija linearna, govorimo o linearnim rubnim uvjetima.

Rubni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 2. reda sastoji se od jednadZzbe

Y +p(x)y + q(x)y =r(x)



1.2. Ravnoteza Zice

i rubnih uvjeta
ay'(a) + By(a) = c

vy (b) + 0y(b) = d

gdje su «, 3, v, 9, ¢ i d zadani realni brojevi koji zadovoljavaju nejednakosti o, 5, 7,0 >
0,a+8>0,v+0>0. Akosu c =0, d=0, rubni uvjeti su homogeni.

Pitanje postojanja rjeSenja rubnog problema kompliciranije je od slu¢aja Cauchyje-
vog problema. MoZe se pokazati da uz odredene fizikalno razumne uvjete na koefici-
jente takav problem ima rjeSenje. U sljede¢em odjeljku upoznat ¢emo se s jednostavnim

rubnim problemom koji opisuje ravnotezni poloZaj Zice.

1.2 Ravnoteza zice

1.2.1 Izvod jednadzZbe ravnoteze zZice

Promatramo ravnoteZni poloZaj tanke Zice na koju djeluje vanjska sila. Nedeformirani
poloZaj Zice opisujemo segmentom [0, /] na z-osi. Promatramo samo male deformacije,

male u odnosu na duljinu Zice.
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Slika 1.1: Zica u deformiranom polozaju. (Progib nije u mjerilu.)

Preslikavanje x +— P(x) zna& da tot¢ka z prelazi u to¢ku P(x). Promatrat ¢emo

vektor zP(z). On ima uzduZnu i poprenu komponentu pa ¢emo ga zapisati kao

UzduZnu komponentu v(x) smatramo malom i zanemarujemo. Popre&nu komponentu

u(x) zovemo progib. Zelimo odrediti funkciju y = u(x) koja opisuje deformaciju Zice.



1.2. Ravnoteza Zice

Derivacija u () je mjera deformacije. Smatramo da je ona mala i propisujemo uvjet
lu'(z)| < 1, za svaki z. Sada iz

slijedi

[u() — u(0)] =

/Oxu’@)d&‘ < [wens< [1a=as<t

—u(0 . I . . .. .
Dakle, M < 1, tj. relativni progib je mali u odnosu na duljinu Zice.

Princip ravnoteze sile: ako je tijelo u ravnoteZi, zbroj svih sila koje djeluju na bilo
koji dio tijela jednak je nuli.

Razlikujemo unutarnje i vanjske sile. Takoder, podjelu moZemo napraviti na kontaktne

i volumne (linijske, povr3inske).

Kontaktne sile ne ovise o veli¢ini objekata izmedu kojih djeluju. Primjeri: kohezija,

adhezija, trenje, ...

0

Slika 1.2: Unutarnja kontaktna sila.

Oznatimo s ¢(x) silu kojom komad (deformirane) Zice od (z, P(z)) do (I, P(l))
djeluje na komad od (0, P(0)) do (x, P(x)). Tada komad od (0, P(0)) do (z, P(z))
djeluje na komad od (z, P(z)) do (I, P(l)) silom —g{(z). Objasnite!

Sila ¢(x) je unutarnja kontaktna sila. Ona ne ovisi o veli¢ini komada izmedu kojih
djeluje. Za = = 0 i z = [ imamo vanjske kontaktne sile §(0) i ¢(l). Za x; < x9

6



1.2. Ravnoteza Zice

ukupna (kontaktna) sila na komad [z1, 23] je ¢(x2) — ¢(x1).

Neka je () jedini¢ni vektor tangente na deformiranu ¥icu u totki P(x), tj. vrijedi

-

loi+u' ()] -

1+ (u'(2))
lo

————

~1

—

Za male deformacije kontaktna sila djeluje tangencijalno, ¢(x) = a(z)t(z). Funkcija
a(x) opisuje napetost Zice u totki (z, P(z)). Pretpostavljamo da je a(z) > 0, Vz €

[0,1] te kontaktnu silu ¢’ zapisujemo na sljedeéi nacin

da) = alx) i+ ala) (z) ] (1.1)
=
uzduZna popre¢na

(. J

kontaktna sila

Iz (1.1) imamo ¢,(z) = a(x), tj. uzduZna kontaktna sila jednaka je napetosti, pa
je zbog pretpostavke ¢,(0) > 0, ¢.(I) > 0. PopreZna kontaktna sila je u vezi s
popre¢nom deformacijom &to se vidi iz zapisa ¢,(z) = a(z)u'(x). Tu vezu nazivamo
zakon ponaSanja.

Volumne sile djeluju po cijelom tijelu. U jednoj dimenziji je to linijska sila, npr.
gravitacija. Volumne sile opisuju se gusto¢om, tj. silom po jedinici volumena. Za
linijsku silu, gustoéa je sila po jedinici duljine. Ukupna sila se dobiva zbrajanjem svih
doprinosa, tj. integriranjem po Zici. Silu po jedinici duljine Zice, tj. linijsku gustocu,

oznadit ¢emo s
f(@) = ful@)i + f,(2)].

Ukupna linijska sila je integral po deformiranoj Zici, tj. krivuljni integral. Rije¢ je

o krivuljnom integralu 1. vrste vektorske funkcije f(z). Zbog pretpostavke da je

deformacija malena imamo

ds = /14 (u'(x))?dz ~ dz.

Dakle, umjesto krivuljnog integrala po deformiranoj Zici mozemo uzeti obi¢ni integral

po nedeformiranoj Zici.



1.2. Ravnoteza Zice

Za x1 < x5 ukupna linijska sila na komad [x1, 25| je

/ Fla)de = ?/ fo(2) da +j/ £,() da

uzduZna popreéna

[

VvV
linijska sila

Primijenimo sada princip ravnoteZe na dio krivulje od (0, P(0)) do (z, P(z))

Zica u ravnoteZi, ukupna sila na taj komad mora biti jednaka nuli, tj.

q(z) — q(0) + / fle)ds = o.
N——— 0
S———

kontaktna sila
linijska sila

Jednakost (1.2) moZemo raspisati po komponentama:
@z(2) — q2(0) + [ f2(§) A€ = 0 — uzduZna komponenta;
ay(x) — q,(0) + 5 f,(€) d€ = 0 — popre¢na komponenta.
Zbog q.(r) = a(x) (napetost) imamo
ale) =al0)~ [ 10

Odatle je
a(l) = a(0) - / L), a(0) = a(l) + / £2(6) de.

gdje je f(f f2(&) d€ ukupna uzduZna linijska vanjska sila. Stoga se ukupna

. Ako je

(1.2)

uzduZna

vanjska sila (kontaktna i linijska) na dio krivulje od (x, P(x)) do (I, P(l)) moZe prikazati

kao

a(z) = a(l) + / £(6) de.

Ako je f.(x) =0, onda je a(x) = a(l) = const., tj. ako je Zica napeta samo vanjskom

kontaktnom silom, onda je napetost konstantna.

Napetosti smatramo zadanima, one su dio opisa sustava. Kako se napetost realizira?



1.2. Ravnoteza Zice

\/

y o
M

Slika 1.3: Zica napeta utegom.

Primjer nekonstantne napetosti imamo kad Zica duljine [ i gustoée p slobodno visi.

e

X

Slika 1.4: Zica napeta vlastitom tezinom.

Ovdje vrijedi a(z) = g - M (z,1), gdje je s M (x,l) oznalena masa komada (z,1),
Sto je dalje jednako a(x) = gp(l — z), za konstantan p. Ovdje je linijska gustoca
fz = pg. Problem je za x = [ jer imamo a(l) = 0. To se rjeSava dodavanjem utega
mase M,. Konstantna sila je sad Mg i imamo

a(x) = gM(x,1) + Mog = gMo + pg(z — 1).

Promatramo popre¢nu deformaciju. Ako se Zica nalazi u sredstvu koje je elasti¢no,
onda na deformiranu Zicu djeluje jo3$ i vanjska sila proporcionalna progibu i suprotna
mu po predznaku. Ta je sila linijska, tj. djeluje po cijeloj duljini Zice, pa ima gustoCu.
Ta gustoca ima oblik —b(z)u(z), gdje je b(xz) > 0 koeficijent elasti¢nosti.



1.2. Ravnoteza Zice

Slika 1.5: Zica na elasti¢noj podlozi.
Kako nas zanima samo popre¢na deformacija, oznatimo redom ¢, i f, sa ¢ i f (ispus-

timo indekse y jer ionako gledamo samo popre¢ne komponente). Ako imamo i elasti¢ni

otpor, iz principa ravnoteZe sile dobivamo za popre¢nu komponentu
@)~ a(0)+ [ 1) - Heule) de =0,
0

Uvrstimo li zakon ponaanja ¢(x) = a(x)u (z), dobit ¢emo

’ /

alz )l (x) — a(0)u' (0) + / L) — bleyu(e)) dé = 0. (1.3)

Dobivena jednakost je integralna jednadZba ravnoteZe. Deriviranjem po x dobivamo
(a(z)u' () + f(z) = b(w)u(z) =0,
tj.
—(a(z)u () + b(z)u(z) = f(). (1.4)

Jednakost (1.4) je diferencijalni oblik jednadzbe ravnoteZe ili samo jednadzba rav-
noteZe. JednadZba ravnoteZe je obi¢na linearna diferencijalna jednadZba 2. reda za
funkciju u. Funkcije a i b su koeficijenti, dok je funkcija f slobodni &lan. Ako je f =0,
jednadZba je homogena, inate je nehomogena. Funkcija u, koja zadovoljava (1.4) je
ravnoteZno (stacionarno) stanje ili ravnotezni polozaj (progib).

1.2.2 Rubni uvjeti

U opce rjesenje jednadzbe (1.4) ulaze 2 slobodna parametra. Dakle (1.4) ima be-

skona&no mnogo rjesenja. Nas zanimaju ona koja zadovoljavaju zadane vanjske uvjete.

10



1.2. Ravnoteza Zice

Osim a, b i f, u opis vanjskih uvjeta pripada i opis popre¢ne sile na krajevima
Zice; tog opisa nema u (1.4). Uvrstimo li # = 0 u integralnu jednadZbu ravnoteZe
(1.3) dobivamo a(0)u'(0) = a(0)u'(0), ¥to nije jako informativno. Popregne sile na
krajevima se zadaju rubnim uvjetima.

Ako je zadano u(0) = wup, onda je popre¢na sila zadana neizravno, kao reakcija
fiksiranog poloZaja. Takav se rubni uvjet zove geometrijski, Dirichletov ili prvi
rubni uvjet.

YA y
U

»
»

X

A
/

Slika 1.6: Dirichletovi rubni uvjeti.

Za ug = 0 imamo udvrséeni kraj. To se prakti¢no realizira vjeSanjem utega na tom
kraju kojeg popre¢na sila ne moze dignuti.

y

~
4
>

J\o
Slika 1.7: Uc¢vrséeni kraj x = 0.

Na ovoj je slici takoder poprecna sila slaba, ne moZe odignuti uévrdéeni kraj i puno
je slabija od napetosti.

Ako je popre€na sila izravno zadana, ¢(0) = ¢, imamo prirodni, Neumannov ili
drugi rubni uvjet. Za ¢y = 0 imamo slobodan kraj u 0.

11



1.3. Parcijalne diferencijalne jednadzbe

y y
/ /
,,,,, _;/ M
- 7
it g, = O?
RN
%o
Slika 1.8: Neumannovi rubni uvjeti u z = 0.
Iz zakona pona%anja imamo u (0) = % = c¢. Vrijedi da je a(0) > 0. Za slobodan
a

kraj imamo u'(0) = 0.

Ako je kraj z = 0 elasti¢no vezan, imamo ¢(0) — ku(0) = 0, za neki zadani x.
Dijeljenjem s a(0) > 0 dobivamo u'(0) — ku(0) = 0 za k = ﬁ. Iste tipove rubnih
uvjeta mozemo imati i za x = [.

Opcenito, rubni uvjeti su

!

o (0) + fu(0) =
yu' (1) + ou(l) = d, (1.5)

gdje su «, 3,7,6,c i d zadani realni brojevi koji zadovoljavaju nejednakosti a > 0,
>0, a+8>0,v>0,0>0,v+6>0. Za a =0 imamo Dirichletov, za o # 0
Neumannov rubni uvjet. Za ¢ = 0 rubni uvjet je homogen, inace je nehomogen.
Jednadzba (1.4) s rubnim uvjetom (1.5) &ini rubni problem. Iz fizikalnih bi razloga
bilo razumno o&ekivati da taj problem ima jedinstveno rjeSenje. Uz odredene uvjete na

koeficijente koji ulaze u definiciju problema, to se moZe i pokazati.

1.3 Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Parcijalna diferencijalna jednadZba je jednadzba u kojoj se pojavljuje barem jedna par-
cijalna derivacija nepoznate funkcije.

Primjer 1.1
_ o°f |, of _
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1.3. Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Podsjetimo se nekih osnovnih pojmova vezanih uz parcijalne diferencijalne jednadzbe.
Red parcijalne diferencijalne jednadzbe je najvisi red parcijalne derivacije koja se po-
javljuje u toj jednadzbi. U Primjeru 1.1 prva jednadzba je 1. reda, a druga jednadZba
je drugog reda. Parcijalna diferencijalna jednadzba je reda n ako sadrzi barem jednu
parcijalnu derivaciju reda n i niti jednu parcijalnu derivaciju reda viseg od n.
RjeSenje parcijalne diferencijalne jednadZbe je funkcija koja ima sve parcijalne deri-
vacije koje se pojavljuju u jednadzbi i zadovoljava jednadZbu na cijelom podrugju na
kojem je zadana.

Za domenu ¢emo pretpostaviti D C R", obi¢no n =2 ilin = 3.

Primjer 1.2 Neka je D C R?. Lako se provjeri da su rjeSenja parcijalne diferencijalne

Jjednadzbe
Pu(z,y)  Pu(x,y)
4 = =0, (z,y) €D
o2 T D52 (z,y)
npr. ui(z,y) = 2 — y?, us(v,y) = e cosy i uz(x,y) = In(z* + y?). m
0 0?
Uvest ¢emo kompaktnije oznake: a—z = Uy, 8x—gy = Ugy, itd.

Primjer 1.3 Umjesto
0*u(z,y)
12 - U(:L‘, y) =

krace ¢emo pisati

Uge — U = 0.

Prisjetimo se kako smo rjesavali diferencijalnu jednad?bu u" — u = 0 na kolegiju
Matematika 2. Naime, zadanu jednadZbu zamijenili smo s njenim karakteristi¢nim
polinomom A2 — 1 = 0 &ja su rjeSenja \; = —1, Ay = 1, tj. realna i razli¢ita.
RjeSenje poletne jednadZbe je onda dano u obliku u(z) = AeM® + Be*® tj. u(x) =

Ae™ 4 Be®. Za potpuno odredivanje rjeSenja trebaju nam i neki dodatni uvjeti.

1.3.1 Linearna parcijalna diferencijalna jednadzba 2. reda

s konstantnim koeficijentima

Linearna parcijalna diferencijalna jednadZba 2. reda s konstantnim koeficijentima je
sljedeceg oblika
0%u 0%u Pu Ou

u
2b
o2 + 0xy + Cay2 * ox Ay

13



1.3. Parcijalne diferencijalne jednadzbe

gdje su a,b,c,d, e, f konstante. Ako je p(z,y) = 0 linearna parcijalna diferencijalna
jednadzba 2. reda je homogena. S druge strane, ako je p(x,y) # 0 linearna par-
cijalna diferencijalna jednadZba je nehomogena. Klasificirat éemo linearne parcijalne

diferencijalne jednad?be 2. reda obzirom na vrijednost izraza ac — b* i to na:
1° elipti¢ki tip (ravnoteza), ako je ac — b? > 0,
2° paraboli¢ki tip (vodenje), ako je ac — b* = 0,

3° hiperboli¢ki tip (oscilacije), ako je ac — b? < 0.

Parcijalne diferencijalne jednadzbe hiperbolickog tipa

MjeSoviti problem za linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe hiperboli¢kog tipa
postavlja se s:

(( 0*u  ,0%u _ 5
2 e g(m, t) jednadzba
u(z,0) = ¢(x), 8—1;(33,0) = () pocetni uvjeti
u(0,t) = a(t), u(l,t) = p(t) rubni uvjeti

L z€[0., =0, tj. [0,]]x[0,00)

MjeSoviti problem se naziva jo3 i inicijalno-rubni problem. Uz odredene uvjete na
poletne i rubne uvjete, te na p(x,t), mjedoviti problem ima jedinstveno rjeSenje. Za
p(z,t) =0, a(t) = B(t) = 0, to se rjeSenje moze izraziti formulom uz pomo¢ separacije
varijabli i Fourierove metode.

S druge strane, Cauchyjev problem je zadan na (—oo, 00) x [0,00) i nema rubnih

uvjeta:
Fu _ 0u_
oz~ " ax2 _g
U
u(z,0) = ¢(x), S(2,0) = ¥(x),

(x,1), —oco<zr <00, t>0

Parcijalne diferencijalne jednadzbe parabolickog tipa

MjeSoviti problem za linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe paraboli¢kog tipa:

ou  ,0%u
E_ﬁ@—i_f(xat)a [07Z]X[O’OO>

u(z,0) = ¢(x), na [0, (]
u(0,t) = a(t), u(l,t) = B(t).

14



1.3. Parcijalne diferencijalne jednadzbe

MjeSoviti problem se zove jo§ i inicijalno-rubni problem. U dvije i tri dimenzije problem
ovog tipa formulira se analogno:

ou 5 (Pu  Pu\
(@+a—y2>—f(%yyt) na D x [0, 00)

— — K

ot

u(z,y,0) = p(z,y), (x,y) € D

u |L: ’Y(.T7y,t), (I,y) e L=0D.

ou o (O*u  O*u  D*u

5
u(z,y,2,0) = p(z,y, 2), (,y,2) €V CR3
u |S: 7(%%75,75), (IL‘,y,Z) e S =09V.

Za p(x,t) =0, a(t) =0, B(t) =0 i u(z,0) = p(x) mjedoviti problem ima rjedenje u
zatvorenom obliku.

Parcijalne diferencijalne jednadzbe eliptickog tipa

Postavimo rubne probleme za elipti¢ke parcijalne diferencijalne jednadzbe. Dirichletov
rubni problem u dvije varijable zadaje se pomodu
0’u  0%*u )
@ + 8_@/2 = 0 na D C R
u lap= @(x,y)
il
%u  0%u )
—(@‘i‘a—w) = f(z,y) uDCR
u lap= p(z,y).

Po analogiji, Dirichletovi problemi u tri varijable su:

0%*u N 0%*u N 0%*u
ox?  0y> 022
U |3V: QO(ZE, Y, Z)

Pu  Pu  0*u 5
_ (8902 + % + 8z2> = f(z,y,2) uV CR

u |8V: QO((L’, Y, Z)'

=0 naV CR3
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1.3. Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Neumannov rubni problem takoder mozemo zadati pomocu
0*u N 0*u
ox?  Oy?

u
% |8D: ¢($7 y)

=0 uDcCR?

u  O%*u )
—(@4—8_%) —f($7y) uDCR
U
% |8D— ¢($73/)
Sjetimo se,
o
a’njé - VU n07

derivacija u smjeru vektora 7.

Klasifikaciju parcijalnih diferencijalnih jednadZbi moZemo napraviti prema razli¢itim

kriterijima. Pogledajmo neke:

Red 123 ...
Linearnost linearne nelinearne
Koeficijenti | konstantni  nekonstantni

Homogenost | homogene nehomogene
Broj varijabli | 123 ...
Tip hiperbolitke parabolicke  elipti¢ke

ANl ol A
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Poglavlje 2
Fourierovi redovi

S idejom prikaza funkcije pomocu reda smo se vec susreli kod Taylorovih redova. Tamo
smo funkciju (koja zadovoljava odredene uvjete) prikazali kao red potencija nezavisne
varijable x. Temeljna ideja kod Fourierovih redova je da se funkcija moze prikazati kao
beskonaéni red sinusa i kosinusa viSekratnika varijable x. Motivacija dolazi iz prikaza
zvuka glazbenog instrumenta kao zbroja (superpozicije) valova razli¢itih frekvencija.

2.1 Vektori, vektorski prostori i njihove baze

Prisjetimo se skupa Xy(E) svih radij-vektora u trodimenzionalnom euklidskom pros-
toru. Svaki vektor @ € Xo(E) moZemo prikazati kao linearnu kombinaciju triju baznih
vektora,

a = ayi+ a,j + ak.

Konstante a,, a, i a, su komponente ili koordinate vektora @ u bazi (i, 7, k).
Baza u X((F) je svaki linearno nezavisan skup od 3 vektora. Vektor @ bi u nekoj

drugoj bazi, recimo u (€3, €3, €3), imao prikaz
a = a1€] + as€y + ases.

Baza (i, ], k) se medu svim bazama vektorskog prostora Xo(E) odlikuje time ¥to se
komponente vektora u toj bazi posebno jednostavno raunaju. To slijedi iz svojstva
ortonormiranosti baze (i, 7, l;) To znadi da su vektori baze medusobno okomiti

(ortogonalni) i da im je duljina svima jednaka 1.

17



2.1. Vektori, vektorski prostori i njihove baze

Kako se ra¢unaju komponente vektora @ u bazi (Z, ], E)" PomnoZimo prikaz vektora

d skalarno baznim vektorom i:

d’zaJ%— ayj—l— aZE /Z

l

—

Dakle je a, = @ - ¢. Posve analogno je a, = @-jia,=a-k, paimamo prikaz
i=(a-0i+ (@ j)j+ (@ kk.

Vidimo da se koordinate vektora u ortonormiranoj bazi dobivaju kao skalarni produkti
tog vektora s pripadnim baznim vektorima.

U opcenitom vektorskom prostoru X baza je svaki potpun linearno nezavisan skup
vektora. (Skup B vektora je potpun ako se svaki vektor iz X moZe prikazati kao
linearna kombinacija vektora iz B. Ako B nije linearno nezavisan, onda taj prikaz nije

jedinstven.) Broj elemenata baze zove se dimenzija vektorskog prostora X.

Primjer 2.1 Promatrajmo skup P,, svih polinoma stupnja najvise n. Zbrajanjem dvaju
polinoma iz ‘P,, dobivamo ponovo polinom Ciji stupanj je najvise n, kao i mnoZenjem
polinoma iz P, nekim skalarom. Dakle je P, vektorski prostor. Svaki se polinom iz
P,, moZe na jedinstven nac&in prikazati kao linearna kombinacija polinoma 1, =, 2, .. .,
" kao

() = @™ + ap_ 12" L agr® + a1 + ap.

To zna¢&i da je skup {1,z,2%, ..., 2"} potpun skup u P,. Kako se ni jedan x* ne
moZe prikazati kao linearna kombinacija ostalih potencija od x, to je taj skup i linearno

nezavisan, pa je i baza. Dakle je dimenzija vektorskog prostora P,, jednaka n + 1.

Postoje i vektorski prostori Cija je dimenzija beskona¢na. Primjer je skup svih
funkcija neprekidnih na [a,b]. Taj skup oznatavamo s C([a,b]). Takoder su be-
skona&nodimenzionalni vektorski prostori C([a,b]), C*([a,b]) i C°°([a,b]). Ovdje
C*([a, b]) oznaava skup svih funkcija &ije sve derivacije do reda ukljugivo k postoje i
neprekidne su na nekom otvorenom intervalu koji sadrZi [a, b].

Zeljeli bismo imati prikaz takve funkcije u bazi u kojoj se koordinate lako ratunaju.
Pokazuje se da baza {1,z,2% ...,2" ...} nije dobar izbor jer nije ortogonalna. To
nas motivira na traZenje boljih baza; trigonometrijske funkcije se namecu kao prirodni

kandidati zbog spomenute fizikalne interpretacije.
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2.2. Trigonometrijski redovi i sustavi

2.2 Trigonometrijski redovi i sustavi

Funkcija f(z) definirana na neomedenom intervalu D je periodi¢na ako postoji broj

T > 0 takav da je f(x = T) = f(x), za svaki z € D za koji je x =T € D. Broj T je

period funkcije f. Najmanji takav 7" zove se temeljni period funkcije f(x).
Arhetipski primjeri periodi¢nih funkcija su trigonometrijske funkcije: sinus i kosinus

imaju period 27, dok tangens i kotangens imaju period 7.

Definicija 2.1 Funkcijski red oblika
ag + ajcosx + bysinx + agcos2z + by sin2x + - - -

=ap + Z (a, cosnx + by, sinnx) (2.1)

n=1

Je trigonometrijski red, a konstante ag, ay, by, ... su njegovi koeficijenti.

Parcijalne sume S, (z) trigonometrijskog reda (2.1) su linearne kombinacije funkcija
1, cos z, sin x, cos 2z, sin 2z, . . ., pa su one periodi¢ne funkcije s periodom 27. Ako red
(2.1) konvergira, onda i suma reda S(z) mora biti periodi¢na funkcija s istim periodom
2T,
S(z+27m) = S(x), VreR.

Razviti funkciju f(x) u trigonometrijski red znaci naéi konvergentni trigonometrijski
red &ija je suma S(x) jednaka f(x) za sve x € R.
Skup funkcija {1, cos x, sin z, cos 2z, sin 2z, . . . , cos nx, sin nz, . . .} zovemo trigo-

nometrijski sustav.

Definicija 2.2 Funkcije f(z) i g(x) neprekidne na |a, b] su ortogonalne na [a, b] ako
vrijedi

b
/ f(x)g(x) dz = 0.

Konac&an ili beskonacan sustav funkcija o1(z), ..., on(x),... neprekidnih na |a, b|
koje nisu identi¢ki jednake nuli na |a,b] je ortogonalni sustav na [a,b] ako za sve

m,n € N za koje je m # n vrijedi

[ enteterar=o.

19



2.2. Trigonometrijski redovi i sustavi

Napomena 2.1 Vektori @ i b su okomiti (ortogonalni) ako je @-b = 0. MoZe se

pokazati da preslikavanje
b
(o) = [ Fia)gta) da

ima sva svojstva skalarnog produkta, pa ga moZemo smatrati skalarnim produktom u

vektorskom prostoru Cla, b].

Teorem 2.1 Trigonometrijski sustav {1, cos x,sin x, cos 2x,sin 2z, . .., cosnx, sinnz, . . .

Je ortogonalni sustav na intervalu [—m, 7).

Dokaz: Za svaki n € N,n # 0 vrijedi

T

- )
sin nx
/ 1-cosnrdx = =0,
—m n —m
iy iy
, COS NI
/ 1-sinnrxdz = — =0.
. noo|_,

Dakle je 1 ortogonalna na sve ostale funkcije u skupu.
Uzmimo sad m,n € N, m # n. Formule pretvorbe umnoska u zbroj daju:

cos acos 3 = %[cos(a — ) + cos(a+ )]

sinasin 3 = %[COS(O! — B) — cos(a + B)],

sin o cos 3 = %[Sin(a — B) +sin(a + B)],
i to za sve a, § € R. Sada iz prve formule slijedi

¥ 1 ™
/ cos mz cos nx dr = 5 / [cos(m — n)z + cos(m + n)z]dzx

—Tr —Tr

1 (sin(m —n)x N sin(m+n)z\ [T 0
2 m—n m-+n . o
Iz druge formule slijedi
™ ) ) 1 s
/ sinmz sinnz dx = 5/ [cos(m — n)x — cos(m + n)z| dx
1 (sin(m—n)z sin(m+n)z\|[" 0
2 m—n m-+n o
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2.3. Fourierovi redovi

Konaéno, iz trece formule slijedi

™ 1 ™
/ sinmzx cosnzdr = = / [sin(m — n)z + sin(m + n)z] dx

1 (cos(m —n)x N cos(m + n)z
m-—n m+n

=0.

—T

S druge strane, za m = n dobijemo

T ™ sin 2nx cos 2nT
sinnx cosnx dx = dx = —
2 2n

—Tr —T —TT

Dakle, skalarni produkt razli¢itih funkcija trigonometrijskog sustava je jednak nuli, pa

je taj sustav ortogonalan. [ |

Sto se dogada kad funkciju iz trigonometrijskog sustava skalarno pomnozimo samu

sa sobom (m =n)? Za n # 0 imamo

o, ™ 1+ cos2nx 1 sin 2na\ |*
cos“nrdx = —dxz—(m—l— ) =,
o o 2 2 2n .
T T 1—cos2 1 in 2 T
sin® nx dx = de:—(x— S n:v) —
o o 2 2 2n .

Zan =0 imamo

Dakle, trigonometrijski sustav je ortogonalan, ali nije ortonormiran (jer je (f|f) #
1).
2.3 Fourierovi redovi

Kako za zadanu funkciju f izralunati koeficijente a,,, b, njenog razvoja u trigonome-
trijski red?

Teorem 2.2 Ako relacija

flx)=ag+ i[an cos nx + by, sin nx] (2.2)

n=1
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2.3. Fourierovi redovi

vrijedi za sve x i ako red na desnoj strani konvergira uniformno na |[—m, 7| (pa zbog
periodi¢nosti i na cijelom R), onda vrijedi
1 T
ag = — f(z)dz,

2 J_.

a, = %/—: f(z)cosnxdxr (n>1)

b, = %/_ﬂ f(z)sinnzdx (n>1). (2.3)

(Prisjetimo se da niz funkcija f,(z) konvergira po tockama prema funkciji f(x)

na skupu A ako
(Ve € A)(Ve > 0)(Ing. €N) t.d. (n>n,) = (|fulz) — f(2)] <e).

Funkciju f(x) zovemo limes niza funkcija f,(z). Ako n,. ne ovisi o x € A vel
samo o ¢, kaZzemo da niz f,(z) uniformno konvergira prema f(z). Uniformna
konvergencija je jale svojstvo od konvergencije po to¢kama.)

Dokaz: Kako su svi &lanovi izraza (2.2) neprekidne funkcije na [—m, 7] i kako red
uniformno konvergira na tom intervalu, funkcija f je integrabilna i formule (2.3) imaju

smisla. Stovige, smijemo integrirati red (2.2) &lan po &lan.
f(x) =ap+ Z[an cosnx + by, sin nx] // dz
n=1 -

/ f(z)dz :ao/ dx—l-z [an/ cosnwdx—l—bn/ sinnxdx}
—T T n=1 J —T - , N —T -~ .,
=2 —0 =0

Odatle slijedi
1 ™
apg = %/_ﬂ f(.]?) dz.

Uzmimo sada m € N. PomnoZimo (2.2) s cosma i dobijemo

[e.o]

f(z) cosmx = agcosma + E la,, cos nx cosmx + by, sin na cos mx).

n=1
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2.3. Fourierovi redovi

Sada opet integriranjem od —7 do 7 €lan po &lan i koristeéi ortogonalnost trigonome-

trijskih funkcija slijedi

T T 0 ™
f(x)cosmadr = ag / cosmz dx + E [an / cos nz cos mz dz
—T —T n=1 N —T ,
-
=0 =T0m,n

s
+bn/ sinnx cosmxdx |.

Odatle odmah slijedi
1 s
Ay = — f(x) cosmzx dx.
T —Tr

Posve analogno, mnoZeéi (2.2) sa sinma i integriraju¢i od —7 do m dobivamo

™

™ g &
/ f(z)sinmax dx = ag / sinmax dx + Z [an / cos nx sinma dz
- -7
N , n=1

A\ >
~~

=0 =0

—l—bn/ sinnmsinmxdx],

—T
.

Vv
=70m,n

pa je
1 ™
by, = —/ f(z)sinmzx de.

—T

Definicija 2.3 Trigonometrijski red

ay + Z[an cosnx + by, sin nz),
n=1
Ciji se koeficijenti ag, a,, i b, racunaju po formulama (2.3) je Fourierov red funkcije

f. a koeficijenti agy, a,, i b, (n > 1) su njeni Fourierovi koeficijenti.
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2.4. Dovoljni uvjeti konvergencije Fourierovog reda

Cesto se u literaturi Fourierov red definira kao
a o
0 )
0 + nE_l la,, cos nx + b, sin nx].

Prednost takve definicije je da se ag moZe raunati po istim formulama kao i ostali a,,.
Prednost nase definicije je da se ay moZe interpretirati kao srednja vrijednost funkcije
f(z) na segmentu [—, 7].
Svakoj funkciji f koja je integrabilna na [—m, 7] moZemo pridruZiti njen Fourierov
red, .
f(z) ~ap+ Z[an cosnx + by, sin nx).
n=1
(To moZemo uiniti jer moZemo izralunati njene Fourierove koeficijente.) To jo% uvijek
ne zna&i da tako definiran red konvergira, niti da konvergira ba3 prema f(x). (Primjer
neprekidne funkcije &iji Fourierov red divergira dao je 1874. g. du Bois-Reymond.
Funkcija je oblika f(z) = A(x)sin(w(z)x), gdje A(x) = 0i w(x) - o0 za x — 0.)
Sre¢om, takve situacije mogu biti izbjegnute nametanjem relativno blagih uvjeta na

ponasanje funkcije f(x).

2.4 Dovoljni uvjeti konvergencije Fourierovog reda

Definicija 2.4 Funkcija f je po dijelovima monotona na intervalu [a,b] ako se
interval moZe razbiti na kona&an broj podintervala (a, x1), (x1,x3), . .., (x,_1,b) takvih

da je f monotona na svakom od njih (rastuca ili padajuca).

a T1 To e Tpq p X

Slika 2.1: Po dijelovima monotona funkcija.
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2.4. Dovoljni uvjeti konvergencije Fourierovog reda

Primjer 2.2  (a) Funkcija f(z) = 2* je po dijelovima monotona na (—oo,0). Na
(—00,0) je padajuca, a na (0,00) je rastuca.

(b) Funkcija f(x) = cosx je po dijelovima monotona na [—m,n]. Na (—m,0) je
rastuca, a na (0, ) je padajuca.

Napomena 2.2 Ako je funkcija [ po dijelovima monotona i omedena na [a,b], tada

na [a,b] moZe imati samo prekide prve vrste (postoji konatan limes i slijeva i zdesna,
ali nisu jednaki).

f(zo+)

o X

Slika 2.2: Prekid prve vrste u x.

Teorem 2.3 Neka je f periodi¢na funkcija s periodom 27 koja je po dijelovima mono-

tona i omedena na [—m, w|. Tada njen Fourierov red konvergira u svakoj to¢ki segmenta
|—7, w]. Za sumu reda

S(x) =ap+ Z[an cos nx + by, sinnz],

n=1

vrijedi:
(i) S(x) = f(x) za sve x € (—m,m) u kojima je funkcija f neprekidna.

(i) S(z) = L[f(z—)+ f(z+)] za sve x € (—m,7) u kojima f ima skok (prekid prve
vrste).

(iii) S(—m) = S(m) = 3[f(=7+) + f(7-)].
Primjer 2.3 Razvijmo sljedele funkcije u Fourierov red:
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2.4. Dovoljni uvjeti konvergencije Fourierovog reda

(i) f(x) =m — x na intervalu [—7, 7|,

Rac¢unamo
[ (m —x)2|"

=5 _ﬂ(ﬂ—x)dx:— ym =,

o

—T

azan=1,2,3... (koristeli parcijalnu integraciju) dobijemo

1 T 1 . ™ 1 s
an:—/ (ﬁ—x)cosmcdx:—(ﬂ—x)smnx — sinnz dr
T . s n | nm ),
cosnz | cos(—nm) — cosnw
= — B = 2 — 0
™2 | __ ™m
1 [7 1 co " 1 [
bn:—/ (r —x)sinnzdr = ——(7 — x) = | cosnada
7). T no | nr)_ .
1 1 T2 )"
= —2mcos(—nm) — —5sinnxr| = —cosnT = 2( ) :
™m ™m .n n
Sada je
= sin nx
f(x)_ﬂ—x—w+221(—1)” — —rT <z <T.
n—=

-10 -5

Slika 2.3: Funkcija (crveno) i njena aproksimacija s prvih 10 ¢lanova njenog Fo-

urierovog reda (plavo).
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2.4. Dovoljni uvjeti konvergencije Fourierovog reda

Slika 2.4: Funkcija (crveno) i njena aproksimacija s prvih 100 ¢lanova njenog

Fourierovog reda (plavo).

0, —7m<z<0,

na intervalu [—m, 7]
r, 0<x <.

(i) f(x) :{

Koristeci aditivnost odredenog integrala dobijemo da je

1 0 ™ 11.2

azan=1,2,3... (koristedi parcijalnu integraciju) dobijemo

0

1 (7 rsinnx|™ 1 [T .
an, = — rcosnxdr = - — sinnx dx
7 Jo ™m |, nm g
cosnz|”  cos(nm)—1 (=1)"—1
™2 |, mn? mn?

| ==, za neparnen
0, za parne n,

1 /M . xcosnz|” 1 T
b, = — rsinnzder = ———| + — cos nzr dx
T Jo ™m |, nmJy
cos nm (= (=1)H
n n n

Dolazimo do toga da je

flx) = 24 Z {_%_co(s;(in_—l)lz)x + (_1)n+1_sinnn:c] , —m<z<T.
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2.5. Parne i neparne funkcije

Na krajevima segmenta |—m, 7|, tj. u totkama x = —m i x = w funkcija f(x)
ima prekide prve vrste, pa vrijedi

_O+7T
2

S(=m) = S(m)

s
5"
Ako uvrstimo x = 0 dobijemo da je
0T 2 1+1+1+
4 or\12 0 32 52 ’
pa je

1 1 1
ETETE T T G §

2.5 Parne i neparne funkcije

Podsjetimo se da za funkciju f definiranu na intervalu [—[,], [ > 0 kaZemo da je
e parna ako je f(—xz) = f(x) za svaki = € [, ],
e neparna ako je f(—x) = —f(z) za svaki x € [, 1].

Grafovi parnih funkcija su osno simetri¢ni obzirom na y—os, a grafovi neparnih funkcija

su centralno simetri¢ni obzirom na ishodiste.

Primjer 2.4 (1) Funkcija f(x) = cosx je parna na intervalu [—m, x|
(2) Funkcija f(x) = sinz je neparna na intervalu [—7, x].
(3) Funkcija f(x) = x? — x nije ni parna ni neparna na intervalu |—7, 7|, jer je
(—2)? —(—z) =2 +ov#2°—ax# 2>+ za z#0.

Ako je f parna funkcija na [—m, 71| koja zadovoljava uvjete Teorema 2.3, onda je

f(x) sinnx neparna funkcija na [—7, 7] za sve n > 1, pa je

1 7T
bn:—/ f(z)sinnxdx = 0.
™ —T
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2.5. Parne i neparne funkcije

S druge strane, zbog f(—x) = f(z) i parnosti kosinusa, imamo
/ fayde = [ fa)ds
a, = f(z)cosnxdr = — / f(z) cosnx dz.
™ —T

Dakle, Fourierov red parne funkcije sadrzi samo ¢lanove s kosinusima, tj. oblika je

f(x)=ao+ Zan COS NT.

n=1
Ako je pak f neparna funkcija na [—m, 7| koja zadovoljava uvjete Teorema 2.3,

onda je f(x)cosnz neparna za sve n > 0, pa je

1 s
:—/ f(z)cosnzdz = 0.
T

S druge strane, f(x)sinnz je parna funkcija na [—7, 7] (za svaki n > 1) i stoga je

1
b, = — f(x) sinnx dr = / f(z)sinnx dz.

™

Dakle, Fourierov red neparne funkcije sadrzi samo ¢&lanove sa sinusima, tj. oblika je

o
= g b, sinnzx.
n=1

Primjer 2.5 (1) Razvijte u Fourierov red funkciju f(x) = z*

na intervalu [—, 7].

Funkcija je parna, pa je dovoljno odrediti samo koeficijente aq i ay,:

1 [7 2
ao——/ x2dx:7T—,
T Jo 3

s
ap = — / 2% cosnx dr = (dva puta parcijalna integracija)
0

Gornja jednakost vrijedi za sve x € |—m, 7|, jer je za x = +m suma reda

fEm+iE _mr
LD T — 2 = f() = f(-m).
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2.6. Razvoj funkcije u sinusni i kosinusni Fourierov red

(2) Razvijte u Fourierov red funkciju f(x) = x na intervalu (—m, ).

Funkcija je neparna, pa je dovoljno odrediti samo koeficijente b,,:

2 s
b, = — / xsinnz dz = (parcijalna integracija)
T Jo

2
= (—1)"*t =,
(=)™~

Fourierov red funkcije f je sad oblika
sin nx
—r =2 Z n+1

Gornja jednakost vrijedi za sve x € (—m,7), a za x = £ prema Teoremu 2.3
suma reda poprima vrijednost

flem) + () _ —mt
2 2

=0.

2.6 Razvoj funkcije u sinusni i kosinusni Fouri-

erov red

Sto ako je funkcija f zadana ne na cijelom intervalu [—7, 7] nego samo na [0, 71]?
Kako taj interval nije simetri¢an, f ne moZe biti ni parna ni neparna. MoZemo
ju, medutim, progiriti na cijeli [—m, 7| na dva nacina - po parnosti ili po neparnosti.
U prvom ¢e slu€aju Fourierov red tako prosirene funkcije sadrzavati samo kosinuse,
u drugom samo sinuse. U oba ¢e slu¢aja ti redovi na segmentu [0, 7| konvergirati

prema istoj funkciji, tj. prema funkciji f.
Primjer 2.6 Zadana je funkcija f(x) =m —x za0 <z <.

)

™

B

Slika 2.5: Funkcija f(x) =7 — x na [0, 7).
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2.6. Razvoj funkcije u sinusni i kosinusni Fourierov red

(1) Funkciju prosirimo po parnosti.

-2 - 0 ™ 2 3r X

Slika 2.6: Parno prosirenje funkcije f.

Parno prosirenje funkcije f ¢e u svom razvoju u Fourierov red imati samo ¢lanove
s kosinusima. Racunom se dobije

£ ) 7r+4<cosx+cos?>x+cos5m+ )
m 2 "5\ 12 32 52

o s 0 Q 2r X

Slika 2.7: Neparno prosirenje funkcije f.

Neparno prosirenje funkcije f ¢e u svom razvoju u Fourierov red imati samo ¢&lanove
sa sinusima. Dobije se

sinx sin2z sin3x
— g — 2( . )
flz)=m—2x 7 + 5 + 3

Sto mislite, koje progirenje je bolje? Zasto?
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2.7. Fourierovi redovi funkcija s proizvoljnim periodom

2.7 Fourierovi redovi funkcija s proizvoljnim pe-

riodom

Ako umjesto na [—m, 7| imamo periodi¢nu funkciju definiranu na [—L, L] s periodom
2L, L # 0, moZemo je svesti na segment [—7, 7| zamjenom varijabli z = % Time
¢emo od funkcije f(xz) zadane na [—L, L] s periodom 2L dobiti funkciju F(t) = f(£)
definiranu na [—7, 7] s periodom 27 na koju moZemo primijeniti formule koje smo

ranije izveli. Iz formula

Lt
F(t) = f(— - ) = agp +Zl [a, cosnt + b, sinnt],

L7 Py ar

ag = —

0 2 . )

1 ™

a, = —/ F(t) cosnt dt,
™ —T
1 (7 )

b, = —/ F(t)sinnt dt,
™ —T

moZemo, vracajuéi se na varijablu z, tj. supstitucijom ¢ = Z£, dt = T dz, dobiti

Fourierove koeficijente funkcije f(x) i to su:

/ fla

/ f(x sin@dx n=12 ...
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Poglavlje 3

Valna jednadzba

3.1 1Izvod jednadzbe za oscilacije zZice

Promatramo problem popre¢nih oscilacija Zice. Nedeformiranu Zicu opisujemo seg-
mentom [0,1], a vrijeme s ¢ > 0. S u(x,t) oznatavamo poloZaj totke x u trenutku ¢,
odnosno progib u trenutku ¢. Sile koje djeluju:

e f - vanjska linijska sila (njena gustoca), popre€na f= f(x,t);'

e ¢ - unutarnja kontaktna sila, ¢(x,t), kojom komad od (z, P(z)) do (I, P(l))
djeluje na komad od (0, P(0)) do (x, P(z)).

o ((z,t) = q.(x, t)ﬂ- qy(z, t); uzimamo ¢, (x,t) = T - konstantna napetost Zice.

(To odgovara a(x) = T iz ravnoteZe Zice.)

—

q(x,t)

Slika 3.1: Zakon ponasanja za unutarnju kontaktnu silu.

Zakon ponaganja: g,(z) = a(x)u'(z) prelazi u

ou
qy(z, 1) :Tg(x,t),
0
pajetgaza—Z(x,t) :%:q—;.
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3.1. Izvod jednadzbe za oscilacije zice

u(z,t)
l

‘<<1,‘

Ou(x,t)
9,

X

Pretpostavljamo da je < 1. Polazimo od drugog Newto-

—

novog zakona, a(mﬁ) = F, pri &emu je mv koli¢ina gibanja. Masa Zice je zadana
2
linijskom gustoéom, o(z). Dakle je masa komada na [z}, x| dana kao / o(z)dz.
1
. 0 : o
S druge strane, brzina je dana kao —u(x,t). Ako sa ki oznatimo dio krivulje od

(21, P(x1)) do (z9, P(x2)), onda za komad [z1, 5] imamo ukupnu vanjsku linijsku silu

Fla ) ds = / Fat)

k12

Ukupna kontaktna sila je (2, t) —q(x1,t), a njen iznos je q,(x2,t) —q,(z1,t). Ukupni
impuls komada od (z1, P(z1)) do (z2, P(x2)) je dan integralom

| e as

Drugi Newtonov zakon kaZe da je promjena koli¢ine gibanja jednaka sili. Promjena se
opisuje derivacijom po vremenu, pa imamo
d [ ou

T Q(x)a(x,t) dz = /wz f(x,t)dz + gy(x2,t) — qy(x1, 1)

.
d [* ou T2 “2 0qy
Q). o(x )at(x t)dz = 5 f(ﬂr:,t)dx—l—/m1 %(x,t)dx
20 ou
:/xl f(x,t)dx+/xl B (T%(x,t)) dux,
odnosno

o2 0 (0u 72 9%
/xl Q@)&(az&(“)dx_/ fxtda:—l—/xl T@(x,t)dx.

Zamijenimo li poredak integrala na desnoj strani, iz

T2 a2u T2 a2u 2
/I1 o(x )(3752 (x, t)dx—/ T@(x,t)dm—k/xl f(z,t)de

1
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3.1. Izvod jednadzbe za oscilacije zice

za sve podintervale [z1, x5] od [0, ] vrijedi

/wz [ (@ )gtg(x t) - gZ(fv t) — f(z,t)| dz = 0.

Teorem 3.1 Ako je funkcija f: I — R neprekidna na I i ako je fff f(z)dz =0,
V[x1,22] C I, onda je f =0 nal.

Zakljucak:
0%u 82u

Valna jednadzba glasi

Q(gj)%(gja t) - T%(gja t) + f(xa t)

Ovo je bio najjednostavniji slu¢aj. Da smo uzeli nekonstantnu napetost 7'(x), komad

na desnoj strani koji sadrzi T bi bio % (T(a:)%(x,t))

Uzmemo li da sredstvo pruZza elasti¢ni otpor ¢ija je linijska gustoca zadana funkcijom
b(x), na desnoj strani bi se jo§ pojavio &lan —b(x)u(zx,t).

Ako se Zica nalazi u sredstvu koje jo$ pruza otpor proporcionalan brzini, dobio bi
se jo¥ i &lan —r(z)2%(x, ).

Najopcenitiji oblik (telegrafska jednadzba):

0%u 0 ou ou
0(o) G . = 3 (T 3200 ) = ) 5 ort) = bl )+ 2.0,
Kako je o(z) > 0 moZemo podijeliti s o(x). Ako su g i T konstantni i ako nema otpora
sredstva (r = b = 0), dobivamo

% 0
S @) = o () + pla, ).

Za u(x,t) = u(z), f(x,t) = f(z), dobivamo jednadZbu ravnoteze Zice. Trebaju nam

jo$ pocetni i rubni uvjeti. Poletni uvjeti su

ue.0) = ol
S w,0) = b(a).
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3.2. D’Alembertova formula

Dirichletovi uvjeti su

w(0,8) =aft),  ull,t) = B(b),
a Neumannovi

qy(0,t) = (1), qy(l,t) = 6(t),

t.
T%(O, D=,  T200) = s(0).

Zasto ovakva jednadzba opisuje titranje Zice?

Slika 3.2: Konveksnost — konkavnost i predznak ubrzanja.

2

ot? (
. T P . . . .. 82u
proporcionalno zakrivljenosti Zice, a to se mjeri drugom derivacijom po , 55 (z,1).
.. 0% Pu .
Bududi da je — = a®*=——, vidimo da se ubrzanje po predznaku podudara s konvek-

ot? 0x?

, . . ... m .
sno$¢u, a ima dimenziju —, dakle brzine!

lzraz x,t) je (popre&no) ubrzanje tocke na Zici s apscisom x. To je ubrzanje

Valna jednadzba opisuje i uzduZne i torzijske oscilacije ravnog Stapa te raspodjelu

elektri¢ne struje u vodicu.

3.2 D’Alembertova formula

_ L 0% , 0%u . , Y - 2 2.2
Valna jednadzba 72 = a 922 podsje¢a na jednadzbu hiperbole, z* — a“y” = 1.
T
Jednad?ba hiperbole 22 — 3> = 1 moZe se transformirati u oblik zy = 1, rotacijom
V2 [ 1 —1] V)
T

koordinatnog sustava za 45°. Matrica takve rotacije je <11 = 7(3: +
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3.2. D’Alembertova formula

’

2
y),y = 7@ —y). U oba slu¢aja imamo linearnu transformaciju. Ovdje jo¥ u igru

moramo uvesti i a. Uvodimo nove koordinate v =z 4+ at i 2 = x — at. Imamo:

ou Ou Ov  Odu 0z Ju Ou
9r ~ v or 9z 9z v o=
ou  OJu ou ou  Ou
% = "9 99, = (a__a_)
0*u Pu v 0u Ov  Pu 0z O*u 0Oz
927 wawzaa&*avaz@*w@
0%u 82u 82u
ov? 81}82 0z

T T T S T TR
oz ov: Ot Ovdz Ot OzO0v Ot 022 Ot
=<~ =<~ ~~ =~

—a a —a

N ov?  0z2 vz

2 Pu 5 0*u N PPu 2 0*u Lo 0*u N 0%u
Ov? iz 022) Ov? vdz  02%2)
2 5 2

= (. Sto znamo o rjeSenju jednadzbe

0vdz ovdz

obi¢ne diferencijalne jednad?be u” = 0? (u = Az + B). Sli¢no, ovdje imamo

0%u
dz 0 //dz
% = h(v) //dv

uw(v,z) = /h( Ydv +g(2)

Sada je

te nam ostane 4 = 07 Sto je rjeenje

u(v,z) = fv)+g(2),

gdje su f i g proizvoljne funkcije. Vratimo se na stare varijable i pogledajmo D'Alembertovo
rjeSenje valne jednadzbe

u(z,t) = f(x + at) + g(x — at).
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3.2. D’Alembertova formula

Tocan oblik funkcije f i g ovisi o poetnim uvjetima. Promatrajmo za pocetak Cauc-

hyjev problem, tj. valnu jednadZbu i poletne uvjete za neogranienu Zicu:

u(r,0) = pla).  Dt(x,0) = b().
Zat=0je f(x+at) = f(z),ig(x—at) =g(x), te

u(x,0) = ¢(z) = f(z) + g(z)

Polazimo od

2 [ w9t K@) = f@) - g
Sada imamo
£(@) + 9(2) = ¢(x) (3
o) = 9(0) = 5 [ 9(©)d+ K(a). 3.2)
Zbrajanjem dobivamo
o) = 59(@) + 55 [ v+ 3K z0),

a oduzimanjem (3.1) i (3.2) dobivamo

o) = 30(0) - 5o [ VO d — 3K ().

Kada uvrstimo x + at i x — at konstantni komad se ne mijenja pa e se pokratiti u
f(z 4+ at) + g(x — at). D'Alembertova formula tada glasi

r+4at
u(z,t) = %cp(x + at) + %g@(m —at) + % / t WY€) dE.
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3.2. D’Alembertova formula

Za ¢(x) = 0 (tj. Zica u trenutku ¢ miruje u poloZaju ¢(x)), D'Alembertova formula
postaje posebno jednostavna

u(z,t) = =[p(x + at) + ¢(z — at)].

N —

Ovim je Cauchyjev problem u potpunosti rijeSen.

au

ot

Primjer 3.1 u(z,0) =sinz, —(z,0) = 0.

/\

N\

Slika 3.3: Funkcija sinz kao pocetni uvjet.

1 1
Funkciju o(x) = sin x prikazujemo kao 3 sin :v+§ sin x, i onda svaki od njih putuje

brzinom a, jedan lijevo, jedan desno. [ |
1, —-1<z<1
Primjer 3.2 Pravokutni impuls: u(x,0) = { ’ . ? -, ¢Y(x) =0.
0, inace,
y | — B

— — T —

1 0 1 -1 1 -1 1

Slika 3.4: Pocetni uvjet u obliku pravokutne deformacije.
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3.2. D’Alembertova formula

Primjer 3.3 u(z,0) = p(z) =0, w@b(x) =sinx

x+at 1
ule,) = o / sing g = L [cos(x — af) — cos(x + at)]
x—at

Sto smo naugili?

Opce rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe drugog reda sadrzi dvije proizvoljne
funkcije, dok opce rjesenje obi¢ne diferencijalne jednadZbe drugog reda sadrzi dvije
proizvoljne konstante. Zamjena varijabli koja vodi do jednostavnije jednadzbe je stan-
dardan postupak. Nove varijable/koordinate se zovu kanonske.

Primjer valne jednadzbe je jedan od rijetkih koje je moguce rijeSiti ovom metodom.
Problem je u zadovoljavanju rubnih uvjeta. Zasto su rubni uvjeti problem?

Pogledajmo kako Sirenje pravokutnog impulsa izgleda u (z,t) koordinatama:

Slika 3.5: Sirenje pocetne deformacije.

Imamo val koji putuje po Zici. Poremecaj (val) putuje duz pravaca x+at = const. i ©—
at = const. Ti se pravci zovu jos i karakteristike. Toc¢ka na Zici s koordinatom zy > 1
pocinje osjecati poremecaj uzrokovan pocetnom deformacijom tek nakon vremena t za
koje je g — at = 1. Poremedaj prolazi tom to¢kom sve do vremena t za koje je
xo — at = —1. Nakon tog vremena, to¢ka xy se vraca u neperturbirani poloZaj.
Gledamo li omedenu Zicu, kada val dode do njezinog ruba, polinju problemi. Ako
je rub uvricen, val se odbija (reflektira) i putuje natrag. Odbija se tako da mijenja
predznak. Ako je rub slobodan, val se reflektira ne mijenjajuéi predznak. Za ograni¢enu

Zicu primjerenija je metoda separacije varijabli ili Fourierova metoda.
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3.3. Fourierova metoda za oscilacije zice

3.3 Fourierova metoda za oscilacije zice

Promatramo inicijalno-rubni problem

8216 232u

W:a?’ 8ux€[0’l]

u(,0) = p(x),  (x,0) = ¥() (3.3)
u(0,t) = a(t), u(l,t)=p(t), t > 0.

Pretpostavimo rjesenje u obliku u(z,t) = F(x)G(t). Tada vrijedi

32u ” 82'& ..
= PG, Sy = F@)d),
tako da uvrStavanjem u diferencijalnu jednadzbu dobijemo
d2G(t) d*F(x)
F = a? ca’F
05 = @SUB6 [ atF@)G)
G(t) F'(z) F'—kF=0
= =k... t.— . ODJ 2. red
2GI  Flo) cons & — kG = 0 e

Dakle, imamo
F'2) = kF(z) /- F(x) //Oldx
/O @) de = k /0 () da
Fl(2)F() [, - /0 (Pl = & /0 ' F(2)da (3.4)

gdje je F'(z)F(z) |L= 0 za geometrijski rubni uvjet u(0,t) = u(l,t) = 0. 1z (3.4)
slijedi
L _f(f(lF'(x))2dx “0
Jo F?(x)dx
Ovo je u skladu s fizikalnom interpretacijom progiba. Naime, kada bi & bio veéi od
nule, progib bi eksponencijalno rastao, sto je fizikalno nemoguce. Uvedimo oznaku
k = —p?. Sada su obigne diferencijalne jednadZbe oblika

F'+42F = 0, F0)=F(1)=0
G+ a?u*G = 0.
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3.3. Fourierova metoda za oscilacije zice

Rijesimo prvu obi¢nu diferencijalnu jednadZbu po varijabli x:
F'4 p?F=0= X412 = 0= Ao = +ip
F(z) = Acospux+ Bsinux

F0) = A=0

o B ul =nm, n ez
) = smul—()}/i:?, nez\ {0}

Dobiveni brojevi 11 su svojstvene vrijednosti, a svojstvene funkcije su
F.(z) = B, sin <n77rx> :
Sada rijeSimo i drugu diferencijalnu jednadZbu po varijabli ¢:
G+dPG=0= N+’ =0= A2 = Laui

G(t) = C cosaut + D sinaut

Parametar p je isti kao i za F'(x). Dakle, moZemo promatrati niz funkcija G, (t),
G, (t) = C, cos (CmTﬂt) + D,, sin <anT7Tt> )
MnoZeéi F,(z) i G,(t) dobivamo niz elementarnih oscilacija Zice, tzv. stojne valove
U (z,t) = [En coS (mTﬂt> + I, sin (CmTﬂtﬂ sin <n77ra:) ,
gdje je £, = B,C,, i F,, = B, D,,. Kona&no,
u(z, t) = iun(x,t)

n=1

je rjesenje valne jednadZbe. Sada nam jo$ trebaju koeficijenti £, i F,,. Njih dobivamo

iz poetnih uvjeta. Rubni uvjeti u(0,t) = u(l,t) = 0 su nam usli u oblik svojstvenih

funkcija. Dakle, imamo
u(z,0) = ¢(x) = Z E, sin <7x> .
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3.4. Geometrijska interpretacija - stojni valovi

Prema tome, E, su koeficijenti u razvoju poletnog uvjeta ¢(x) u Fourierov red po

ou
sinusima. Sli¢no, iz —(x,0) = ¢(x), deriviranjem wu(z,t) po t dobijemo da je

ot
ZF sm(l )

Koeficijente F,, i F,, znamo izraunati:
2 [ . /nT
E,=- [ ¢(z)sin (—x) dz
L Jo l

F, = Z w( ) sin <nl ) dx.

nmwa

Kona&no, rje¥enje inicijalno-rubnog problema (3.3) za a(t) = B(t) = 0 glasi

; [E coS ( > + F), sin (@tﬂ sin <?:c) ,
E, = %/0 @(x) sin (%x) dx
\Fn:% l@/z( )sm(nl )da:

o~ o 7 0 /

ur (xt) Uz (X,1) Us (X,t)

Slika 3.6: Prvi, drugi i tre¢i harmonik.

Kako su jednadZba i rubni uvjeti homogeni i linearni, to je superpozicija rjeSenja i
sama rjeSenje. Treba samo nadi takvu superpoziciju koja zadovoljava poetne uvjete.

Neka je funkcija w,(z,t) n-ti mod oscilacije ili n-ti harmonik. MoZemo ga pisati

t —
kao u,(z,t) = R, sin (71[—%:1:) cos {mm( l

se mogu odrediti iz poletnih uvjeta. Frekvencija n-tog harmonika je dana formulom

On . : . .
)} gdje su R, amplituda i 9,, faza koje
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3.5. Rubni problemi sa stacionarnim nehomogenostima

T . L : .
w, = —— = —/—, gdje je T napetost a p gustola Zice. To je upravo vlastita
P

frekvencija Zice.

Ovdje imamo w,, = nw;. Medutim, to nije istina za sve tipove oscilacija. Recimo, za

gitaru i violinu je, za bubanj nije. Objasnite!

Stojni val je gibanje Zice kod kojeg svaka totka obavlja harmonitko gibanje. To&ke

koje pri tom miruju zovu se €vorovi stojnog vala (nTﬂx =mn = x = mg m =
2m +1

0,1,....,nau(z)= [ je brijeg stojnog vala).

3.5 Rubni problemi sa stacionarnim nehomoge-

nostima

Vaznu klasu nehomogenih problema ¢&ine oni u kojima ni vanjska sila ni rubni uvjeti ne

ovise 0 vremenu. P o
u u
oz = Tz + (@),

uz poletne i rubne uvjete

u(z,0) = p(x) } u(0,t) = uy } |
G (x,0) = (x) =

U takvom slucaju rjeSenje trazimo u obliku:
u(z,t) =u(z) + v(z, t)
gdje je u stacionarno stanje, pa je stati¢ki progib Zice odreden jednadZbom

a*u" (x) + fo(z) =0,

ﬂ(l) = U2 ’
fo

a v(z,t) otklon od stacionarnog stanja. Integrirajuéi jednadzbu u"(z) = —% po z

i rubnim uvjetima

od 0 do w dobivamo

#(w) —7(0) = — /Ow %Z) dz.
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3.6. Prisilne oscilacije zice

Integrirajuci sada tu jednadZbu po w od 0 do = dobivamo

a(z) —1(0) :—/Oxdw/ow%dZanﬂ’(O).

Vrijednost w(0) = u; dobivamo iz rubnog uvjeta na lijevom kraju. Sada treba odrediti

w'(0). Uvrstavanjem = = [ dobivamo

E(l):u2:ul—i-l-ﬂ’((])—/oldw/ow%dz,

l w
w(0) = %(m—ul)—k%/o dw/o foa(;) dz.

Uvrstavanjem u izraz za u(x) kona¢no dobivamo

ﬂ(:z:):u1—|—(uz—u1)§—{—%/ldw/w%dz—/xdw/w%dz.
0 0 0 0

Posebno, za f, = const, imamo

i odatle

Tw) = ur + (s — 1) % + 2% (12 — 22,

[ 2a?
Funkcija v(z,t) zadovoljava homogenu jednadzbu
v ,0%
— = q"—
0%t d’x

s homogenim rubnim uvjetima v(0,¢) = v(l,t) = 0, i poetnim uvjetima
v(x,0) = u(z,0) —u(x)

ov

—(x,0) = ¢Y(x).

5 (& 0) = ¥(2)

Ovim moZemo objasniti zasto pri izvodu jednadzbe nismo uzimali u obzir djelovanje

sile teZe. Dovoljno je promatrati otklon od stacionarnog stanja.

3.6 Prisilne oscilacije zice

Promatramo jednadZbu (inicijalno-rubni problem)

Pu 0%

w =a @ —I—p(x,t)
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0
UJ(CC?O) = QO(Z‘), %(ZL’,O) - 77/)(%')
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3.6. Prisilne oscilacije zice

f(z,1)

Ovdje je p(z,t) = ——=. RjeZenje homogene jednadzbe dano je formulom
0

i [E cos ( ) + F, sin <a7;7rt>} sin nl—ﬂx

n=1

RjeSenje nehomogene jednadZbe trazimo u obliku

-5 cuen ()

Uvrstavanjem u jednadZbu dobivamo

ZG sm( )z—a ZG ( ) sin <n77r$> + p(z,t),

i [én(t) +a”

n=1

(”l_ﬂf Gn(t)] sin (?m) = plz, 1)

Razvijemo li p(z,t) u Fourierov red (sinusni) dobivamo

Z A, (t) sin < )
iz ¢ega je
An(t) = %/lp(x,t) sin <nl—7rm> dz.
0

To nam daje obi¢nu diferencijalnu jednadzbu za G, (t):

Got) + o (n;T>2Gn(t) A, n=12,...
Iz poletnih uvjeta u(z,0) = p(z), %(w,()) = () slijedi
e l
ZG” sin ( ) , 5. Gn(0) = %/0 ¢(x) sin (?m) dz

- l

ZG ) sin ( ) , tj. G,,(0) = % (x) sin <T:B> dz.
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3.6. Prisilne oscilacije zice

Ovo su pocetni uvjeti obi¢nih diferencijalnih jednadzbi za G,,(t). Dakle

( Go(t)+ (?)2 Go(t) = A (t)

G.(0) = 2 /l ) sin (nwa> dz
/ Y (x)sin —7T:L‘> dzx.

Primjer 3.4 f(x,t) = Apsinwt = p(z,t) = Asinwt.

Ou_ 0%
ot? Ox?

Rijesimo gornju jednadZbu opisanom metodom

S WIS

Gn(t) + a (nTW

+ Asinwt.

) Galt) = Ault),

9
pri emu je A,(t) = 7/ Asin wt sin <n77rx> dx. Integriranjem po x dobijemo
0
2A

An(t) = — — (1 — cos(nm)) sinwt. Dakle je
2A
Go(t) +a (mr) Gn(t) = —(1 — cos(nm)) sin wt,
l nm

pa rjesavamo problem

2A )
2 — 21— i
Gn(t) - ( cos(nm)) sin wt

n

Ga(t) +w
nm

G,(0) = %/Ol () sin <T$> dz

Gn(0) = % Ol¢(x) sin (?m) dz.

Gornji problem je nehomogena obi¢na diferencijalna jednadzba drugog reda s konstant-

nim koeficijentima za funkciju G,,(t). RjeSenje pripadne homogene jednadZbe
Gn(t) + w2G(t) =0
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3.7. Veza Fourierove metode i D’Alembertove formule

je oblika

C,, cosw,t + D,, sinw,t.
Za w # w, partikularno rjeSenje je istog oblika kao i funkcija smetnje,

2A(1 — cos(nm))
nm(w? — w?)

sin wt,

pa je
2A(1 — cos(n))

nm(w? — w?)

n_

Gn(t) = [Cy coswyt + D, sinw,t] + sin wt.

Konstante C,, i D, dobijemo iz poletnih uvjeta. Za w = w, partikularno rjesenje

traZimo u obliku umnoska vremena i funkcije smetnje, ¢ sinwt. Tada je

A
Gn(t) = [Cy, coswt + Dy, sinwt] — —— (1 — cos(nm))t cos wt.
nrw

Amplituda ovoga neogranieno raste s vremenom, imamo pojavu rezonancije. Zica

¢e puknuti.

3.7 Veza Fourierove metode i D’Alembertove for-

mule

Vratimo se na trenutak na jednadZbu i rubne uvjete

P _ i
oz~ ¢ oa?
u(0,t) = u(l,t) = 0.

0
Ako su pocetni uvjeti zadani s u(x,0) = p(z), a—z(x, 0) = 0, onda Fourierova metoda
daje

u(z,t) = io:En oS (lmTWt> sin (nwa> :
n=1

gdje su C,, Fourierovi koeficijenti of ¢(z). Koristeéi elementarnu trigonometrijsku

transformaciju

cos <CmT7Tt> sin (?l‘) = % [sin (Tll—ﬂ(x + at)) + sin (nTﬂ(x — at))]
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3.8. Jednadzba oscilacije stapa (grede)

dobijemo

u(z,t) = %g E,, sin <?(x - at)) + % g E, sin (?(m + at)) :

No E,, su koeficijenti u Fourierovom razvoju po&etnog uvjeta ¢(x)! Dakle, D’'Alembertova

formula za ¢(z) =0 je

[o(x + at) + o(x — at)].

1
u(zx,t) = 5

3.8 Jednadzba oscilacije Stapa (grede)

Vecina jednadZbi koje promatramo u ovom kolegiju su 2. reda. U mehanici se,
medutim, pojavljuju i modeli s jednadZbama visih redova. Najjednostavniji primjer
takvog modela je onaj koji opisuje poprene oscilacije Stapa (grede).

Promatramo pravokutni $tap duljine [, Sirine b i visine h. U nedeformiranom
poloZaju njegova os se podudara sa segmentom [0,[] na osi . Zanima nas u(x,t),
funkcija koja opisuje progib totke koja u nedeformiranom poloZaju ima koordinatu
z € [0,1].

A
u

ah
<]
=

Slika 3.7: Greda u nedeformiranom polozaju.

Promatramo popre¢ne oscilacije. Smatramo da se sve odvija u (x, u)-ravnini.
Pogledajmo mali komadi¢ $tapa duljine dz. On je ogranien paralelnim pravokut-

nicima.
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3.8. Jednadzba oscilacije stapa (grede)

dx

—(F+dF)

X xX+dx

\ II
\

vd '
\ ,
ao

Slika 3.8: Deformacija malog elementa grede.

Poslije deformacije ti pravokutnici vise nisu paralelni ve¢ zatvaraju kut dy. Ako su

deformacije male i ako se duljina osi $tapa ne mijenja (dl = dx), imamo

ou ou J%u

d = —_— —_ - - = 5 d
@ \ax|x 8$|$+dx 81‘2 z,

TV
kutovi s okomitim kracima

gdje smo koristili ¢injenicu da je za male kuteve « priblizno tg a ~ «a.
Sloj materijala na udaljenosti 7 od osi $tapa u = 0 produljuje se za n dp. Po

Hookovom zakonu, sila duz tog sloja je

d 2
AN = Ebdnndf - Ebg;;n dn,

gdje E oznaava modul elasti¢nosti materijala Stapa.
Sada je ukupni zakretni moment u presjeku x jednak

2u. 2 0*u
M=—-E—b *dp=—-E——J
Ox? /g Ten 0x2 "’

gdje je
B bh3
J=b | ndy=-—
/_gn n=13
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3.8. Jednadzba oscilacije Stapa (grede)

moment inercije pravokutnog presjeka u odnosu na horizontalnu os.
Ako s M (x) oznaimo moment koji djeluje na lijevu stranu $tapa u presjeku z,
onda u presjeku x + dz djeluje moment —(M + dM). Razlika tih momenata, — dM,

mora se uravnoteZiti momentom tangencijalne sile, —F'dx:
dM = F dz,

odakle je sama tangencijalna sila dana s

dM oM Pu
F="" =" _pJj ",
dz ox J8x3

Na element koji promatramo djeluje sila dF, tj.

oF J*u
F=—dr=-FJ—dz.
d o dz Jax4d:v

S druge strane, na element djeluje sila ps% dx, gdje je S povrsina popre¢nog presjeka

u x. Kako te sile moraju biti jednake, slijedi
0?u 0*u

. - _RJj——
S o T

odnosno
0*u N EJ 0*u
ot pS Ozt

= %, dobijemo jednadZbu titranja Stapa

Ako ozna&imo s a?

0*u *u

Ovoj jednadZbi treba jo$ dodati poletne i rubne uvjete.

Pocetni uvjeti su istog tipa kao za Zicu, tj. zadani su poletni poloZaj i poletna

brzina
u(z,0) = ¢(z),
ou
S(,0) = Y(2).

Rubni uvjeti su malo slozeniji. Na svakom kraju moramo zadati dvije vrijednosti

(jer imamo jednazbu 4. reda), pa postoje tri razli¢ita tipa rubnih uvjeta
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3.8. Jednadzba oscilacije stapa (grede)

(i) U&vrsen/upet kraj:
u

—

Slika 3.9: Uc¢vrsceni lijevi kraj grede.

— uw = 0: nema progiba

ou
ox

= (0: nema rotacije oko osi presjeka.

(i) Slobodan kraj:

u
) N «
Slika 3.10: Slobodni lijevi kraj.
— % = (0: nema momenta
— % = 0: nema sile.
(iii) Zglob/3arnir:
u /
<
0 X

Slika 3.11: Zglob na lijevom kraju grede.
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3.9. Fourierova metoda za oscilacije Stapa

— uw = 0: nema progiba

0%y

%7 = 0: nema momenta.

3.9 Fourierova metoda za oscilacije Stapa
Pretpostavimo da je rjeSenje oblika
u(z,t) =Y (x)T(t).

Uvritavanjem u jednadzbu (3.5) dobijemo

() Y@ ()

a’T'(t) Y(x)

Znati da za Y dobijemo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 4. reda
YW 2y = 0.

Uzmemo li uévrdéen lijevi kraj, Y (0) = Y’(0) = 0, i slobodan desni, Y"(I) = Y"'(]) =
0, dobijemo da je rjeSenje gornje jednadZzbe

Y (x) = Ach VAz 4+ Bsh VAz 4+ C cos VAz + D sin vz
Iz uvjeta na lijevom kraju imamo C'= —A, D = —B, pa je

Y (z) = A(ch VAz — cos VAz) + B(sh VAz — sin vVAz).
Rubni uvjeti na desnom kraju daju

A(ch VAL + cos VL) + B(sh VAL +sin VAL = 0
A(sh VAL — sin V/AI) + B(ch VAL + cos VML) = 0.

Ovaj homogeni sustav ima netrivijalno rjeSenje za A i B ako mu je determinanta
jednaka nuli. To vodi na transcendentnu jednadZbu

sh 2V Al — sin® VAL = ch VAl + 2¢h VALcos VAL + cos® VAL
(sh 2Vl — ch 2V/Al) — (sin® VAL + cos? VML) = 2ch VAl cos VAL

N J/ N /

-~

=—1 =1
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3.9. Fourierova metoda za oscilacije Stapa

iz ¢ega slijedi
ch pcosp=—-1 za pu= VAL

RjeSenja gornje jednadzbe su:

H1 = 1875, Mo = 4694, M3 = 7854, Ha = 10995, c.

Opcenito se dobije
2n —1
n & .
H 2

(Zasto?) To nam daje to€nost na tri decimalna mjesta za n > 3 i to¢nost na Zest

decimalnih mjesta za n > 7.

A

M1

Ha

cos [t

H2 3
~ 1

chp

Slijedi
2 Mi
=\ = A\, 12’ )\n:—l4.

Za T pak dobijemo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 2. reda
T" + a* 2T =0,

iz ¢ega slijedi da je
T, (t) = a, cos 2wyt + B, sin 271, t,

n = 27r B \/ pS 27rl2 v ,OS'

Frekvencije v, odnose se kao kvadrati iy, t

s frekvencijom

2 2
2B, 2= “_g ~ 17.548.
vy pg v

ch p*

[
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3.9. Fourierova metoda za oscilacije Stapa

Ako je vy = 440 Hz, onda je v, = 2757.5 Hz, v3 = 7721.1 Hz. Ovo opisuje ponasanje
akusticke vilice: s poletka se ¢uje lagano metalni prizvuk, no visi harmonici trnu brzo
(za%to?) i ostaje Cisti osnovni ton.

Na jednadZbe 4. reda vode i problemi titranja plo¢a, brodova i drugi.

Pogledajmo sad kako izgleda rjeSenje ako uzmemo da su i na lijevom i na desnom
kraju zglobovi, odnosno

Opet je rjeSenje jednadZbe oblika
Y (z) = Ach VAz 4+ Bsh VAz + C cos VAz + Dsin vz,

pa je
Y"(z) = Mch VAz + ABsh VAz — AC cos V Az — AD sin v/ Az,

Sada iz uvjeta na lijevom kraju dobijemo homogeni sustav

A+C =0
A — \C =0,

Cije je rjesenje A = C' = 0. lz uvjeta na desnom kraju dobijemo takoder homogeni
sustav

Bsh \/Xl—i—Dsin\/Xl:O
ABsh VAl — ADsin VAl = 0,

Cije je rjesenje
B=0, Dsinv\=0.

Iz druge jednadzbe slijedi

VA =nr = )\, =

pa je
Y, (z) = D, sin (nTW:L’) :
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3.9. Fourierova metoda za oscilacije Stapa

S druge strane, T, je opet rjeSenje jednadzbe

T" +a®X2T = 0,

2.2 2.2
T,(t) = o, cos (anl;r t) + By, sin (le;r t) )

Na kraju dobijemo

odnosno

u(a,t) =Y un(z,t) =Y Yo(x)Tu(t)

[
WE

2.2 2,2
) [An cos ((mlf t) + B,, sin (anl_jt) ] sin nl_7r$,

gdje je A, = a,, D, i B, = 3,D,.
Zasto smo za rubne uvjete ovog tipa dobili to¢ne vrijednosti za frekvencije? Na $to

1

vas ovo podsjeca?
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Poglavlje 4

Jednadzba provodenja topline

4.1 1Izvod jednadzbe provodenja topline

Promatramo $tap duljine [, kruznog popre€nog presjeka polumjera r < [. Smatramo

da mu je plast izoliran, tj. da kroz plast nema izmjene topline s okolinom. Smatramo

D
/

Slika 4.1: Valjkasti Stap s izoliranim plastom.

da je za dani x temperatura cijelog popre€nog presjeka s apscisom z ista (za isti
t). Promatramo funkciju u(x,t) koja predstavlja temperaturu Stapa na popre&nom

presjeku s apscisom x u trenutku t. Temperature rubova Stapa su konstantne,

u(0,t) = uyq, u(l,t) = ua, U1, uo konstante.
Bitna nam je veli¢ina ¢(x,t), gustoéa toka koli¢ine topline. Definiramo ju kao koli&inu
topline koja u jedinici vremena prode kroz popre¢ni presjek Stapa jedini¢ne povrsine
zdesna na lijevo. Uz tako definirani ¢(x,t), ukupna koli¢ina topline koja u vremenskom

intervalu [t1, to] prode kroz popre&ni presjek s apscisom x povrine S zdesna na lijevo
(dakle u smjeru —z) jednaka je

Q:S/2q(x,t)dt.

t1
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4.1. Izvod jednadzbe provodenja topline

Gledamo komad 3tapa [z, 23]. Ukupna promjena koli¢ine topline komada [z, xs] u

vremenu [t1, t5] kroz rubove je

Ql_QQZS/2 q(x1, )dt—S/Qq(xg,t)dt.

t1 t1

Zbog izoliranosti pladta, toplina tete samo du? 3tapa, ¢(z,t) = ¢(x,t)i, tj. tok (fluks)
je jednodimenzionalan. Zakon pona3anja

ou
r,t) = —K(x)—(z,t
q(z, ) ()5, (1)
zovemo i Fourierov zakon. Fourierov se zakon empiri¢ki potvrduje opservacijom da

toplina te¢e s mjesta vise prema mjestu nize temperature.

Tok je proporcionalan razlici temperatura, tj. temperaturnom gradijentu. Kons-
tanta proporcionalnosti K () je koeficijent toplinske vodljivosti tvari od koje je
Stap napravljen (na mjestu x). Predznak — znati da toplina tete od mjesta s visom
prema mjestu s nizom temperaturom. Mjerna jedinica koeficijenta toplinske vodljivosti

dana je s
cal ~cal-m

m-s-°>C m?2-s-°C’
Uvrstavanjem zakona ponaéanja dobivamo

:—S/ K acl, ) dt, :_S/ K IB2, t)dt.
t1 t1

Temeljno nalelo je zakon oluvanja topline (energije) koji glasi: Ukupna promjena

(K] =

koli¢ine topline na [z, x2] jednaka je zbroju koli¢ine topline koja je prosla kroz granicu
(rubove) i koli¢ine topline stvorene u [z, x5].

Toplina stvorena u (x,t) je jakost izvora/ponora. Opisana je funkcijom f(x,t). Dakle,
f(z,t) je jakost toplinskog izvora u $tapu jedini¢nog presjeka na mjestu = u trenutku

t. Ukupna koli¢ina topline generirane u komadu [z1, 2] u vremenu [t;,t5] dana je

Qf = S/tt2 /:2 f(z,t)dxdt.

Q1 — Q2 = S/ [ (wq, ) — K%(xl,t) dt

izrazom

ox
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4.1. Izvod jednadzbe provodenja topline

Dakle, ukupna promjena topline komada [z, 23] u vremenu [t1, t5] dana je kao

Q1 — Q2+ Q.

Ovo moZemo sve izraziti u terminima wu(z,t). Kako u terminima u(z,t) moZemo izra-
ziti ukupnu promjenu topline?

Specifi€éna toplina tvari (gradiva) $tapa je koli¢ina topline koja je potrebna da se pro-
mjeni temperatura jedinice mase za jedan stupanj (jedinicu temperature). Ozna¢avamo

. . C e . cal
jus C', a mjernu jedinicu ozna¢avamo s { }
kg -cC

to
Clulatr) —ulwt) = € [ Syt
n O Q= SC/ / (,t) da dt
Masa komada [z1, z5] je S/ o(z)dx
Q=01—-0Q2+Qf

SCQ/ /1 815 (x,t)dtdz =S / / [ xt)—i—f(x t)} dt dx.

Integralni zakon vodenja topline kroz $tap sada glasi

/“ /t2 {OQ%@’” - 227“5(% t) — f(:c,t)} dtdz = 0.

Kako to mora vrijediti za sve komade [x1, 5] i vremena [ty, 5] imamo
ou 82u

Cga(x,t) 8 (@, t) + f(x,1).
Dijeljenjem s Co (smijemo jer je to pozitivno) dobijemo jednadZbu vodenja topline
kroz Stap
ou , 0%
a(l’,t} =a @(Z’,Tf) +p($,t>,
: K f(z,t)
2 9
gdje su a _CQ plz,t) = Co

Poletni uvjet: u(z,0) = p(z).
Rubni uvjeti:
e Zadana temperatura na rubovima: MoZe biti funkcija vremena, a moZe biti i

konstantna. Posebno, ako je jednaka nuli, imamo homogeni rubni uvjet.

w(0,8) = af(t), u(l,t) = B(t)
— =8
=0 = 0.
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4.2. Fourierova metoda za jednadzbu provodenja topline

e Zadan tok topline:

200 =), () = 50).

Za ~(t) = 0 imamo izolirani rub.

Ako u(x,t) ne ovisi o vremenu imamo stacionarno provodenje topline kroz Stap. Uz

zadanu temperaturu na rubovima, problem je opisan s

IS
&
-+
|
[N
3
—~~
=
I
=

4.2 Fourierova metoda za jednadzbu provodenja
topline

Jednad?ba vodenja topline kroz $tap je paraboli¢ka jednad?ba, ac — b* = 0. Pretpos-
tavimo rjeSenje u obliku
u(z,t) = F(x)G(t).

. 1"

Uvritavanjem u jednadzbu dobijemo F(z)G(t) = a*F" (x)G(t). Prema tome,

Gt) _F'@) _,
260 - Flo) "

Konstanta & je negativna jer bi u protivhom rjesenja diferencijalnih jednadzbi

1

F'(z)+ p*F(z) =0
G(t) + a*u*G(t) =0

eksponencijalno rasla, §to je fizikalno nemoguée. Za geometrijski rubni uvjet u(0,t) =
u(l,t) = 0 imamo

F(x) = Acos pux + Bsin pz,

gdje iz F(0)G(t) = 0 slijedi A = 0. Iz F(I)G(t) = 0 slijedi (B mora biti # 0)
. . nm .
sinpl =0, t). p= e Vn. Dakle je

F,(z) = B, sin (nTWx) .
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4.2. Fourierova metoda za jednadzbu provodenja topline

Za rubni uvjet e (O t) =0, %(l,t} = 0 (izolirani rubovi) imamo F'(0)G(t) = 0

i I'()G(t) =0, pa je F'(0) = F'(I) = 0. Sada imamo

F (x) = —Apsin ux + B cos px

F'(0)=0 = B=0

F(l)=0 = sinul=0 = u:?, n=01,2...
Fo(z) = A, cos ("l—ﬁx) n=0,1,2

Dakle, svojstvene funkcije ovise o rubnim uvjetima. Za G(t) vrijedi

nm

G(t) + a? (Z) G(t) =0

. 2 anm \2
Git) = —a* (1) G(t) = Gult) = Coe TV —0,1,2,..

Sada, u ovisnosti o tipu rubnih uvjeta, imamo

3

Up(7,t) = Dy, sin (n—ﬂx> e (1)t s
TLZTI' anm )2 U(JI, t) - : :un('r7t>7
up(z,t) = E, cos (Tx> e (1)t o

gdje je D, = B, C,, i E, = A,C,. Konstante D, ili E,, dobijemo iz poletnog uvjeta

u(z,0) = @(x):

1/
u(z,0) = g E,, cos <n_7rx> =p(r) = l2 OlSO
n=0 7/ () cos x) du.
0

JednadZzba vodenja topline opisuje i proces difuzije. U tom slu¢aju u(x,t) ima
znadenje koncentracije sredstva koje difundira na mjestu = u trenutku ¢.

Slijedi intuitivna interpretacija jednadzbe provodenja/difuzije.
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4.2. Fourierova metoda za jednadzbu provodenja topline

u(x,t)

0 /X
Slika 4.2: Temperaturni profil i smjer promjene temperature.

Druga derivacija, odnosno njen predznak, daju informaciju o odnosu vrijednosti
funkcije u nekoj tocki i srednjoj vrijednosti funkcije u nekim dvjema bliskim totkama.
Ako je druga derivacija negativna, graf funkcije je iznad spojnice, vrijednost funkcije u
tocki je veca od srednje vrijednosti na nekoj okolini. Ako je druga derivacija pozitivna,
vrijednost funkcije u tocki je manja od srednje vrijednosti na nekoj okolini. Gledamo
li na vrijednost funkcije kao na temperaturu ili koncentraciju, jednadZba vodenja nam
opisuje teZnju ujednaavanja temperature/koncentracije.

Ako plast nije izoliran, imamo jednadZbu

ou 0%

Ft = Cggr Plum ),
pri ¢emu je uy temperatura okolne sredine. Ako je koeficijent S velik u usporedbi
s a?, uzduZni tok topline ée biti mali u usporedbi s 3(u — ug), jednadZba postaje
ou ou 0%

5 = —B(u —ug). U kemiji jednadib;a =g = B(u — ug) opisuje promjenu
koli¢ine tvari u ovisnosti o difuziji aQa—Z) i 0 nastanku (5 < 0) ili raspadu (5 > 0)
T

tvari u kemijskoj reakciji koja ovisi o razlici koncentracija u — uq.

Ako osim difuzije imamo i brzinu sredstva, imamo konvektivnu difuziju,

ou 0% ou

o oz oz
—— =~

difuzija konvekcija
ol . : . . .. u
Paraboli¢ke jednadzbe su asimetri¢ne u vremenu: zamjenom ¢ — —t dobijemo FTi
2
_GQW- Valna jednadzba je simetri¢na u vremenu. Paraboli¢ke jednadZbe opisuju
X . v . v . . e
ireverzibilne procese, a hiperboli¢ke jednadzbe opisuju reverzibilne procese. Ne znamo

pretpovijest paraboli¢kog procesa.
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Poglavlje 5
Dvodimenzionalni problemi

Svi do sada promatrani modeli bili su jednodimenzionalni, u smislu da smo proma-
trali samo jednu prostornu varijablu. Uvodenjem viSe prostornih varijabli dobivaju
se realisti¢niji, ali i sloZeniji modeli. Dvodimenzionalnim modelima koje promatramo
u ovom poglavlju mogu se opisati brojni fizikalni problemi, od ravnoteZe i oscilacija

membrane do problema optjecanja raznih profila.

5.1 1Izvod jednadzbe za poprecne oscilacije mem-

brane

Promatramo tanku membranu ¢ije je nedeformirano stanje opisano podru¢jem D u

ravnini.

—+

X

Slika 5.1: Nedeformirana membrana.

Rub podrugja D je krivulja L = 0D. Pod djelovanjem vanjske sile i unutarnjih sila
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5.1. Izvod jednadzbe za poprecne oscilacije membrane

membrana se deformira. Deformaciju opisujemo funkcijom u(x, y, t) - progib membrane
na mjestu (z,y) u trenutku t.

Promatramo komad 2 C D omeden krivuljom [ = 9.

z

A

(@)
N

oy
/

1
|
\

——————— -

S

X

Slika 5.2: Element deformirane membrane i njegova projekcija.

Komad Q se deformira u komad €' omeden krivuljom " = 9Q". Normala N na @

. = a - a i g - . . . - N 7

zadana je kao N = e —uj + k. Jedini¢ni vektor normale je Ny = —-. Gustoca
or Oy N

membrane opisana je funkcijom o(x,y). Membrana je napeta silom T koja djeluje na

rubu membrane u smjeru vanjske normale na dD. Uslijed djelovanja napetosti dolazi

do unutarnjih kontaktnih sila. Unutarnja kontaktna sila zadana je linijskom gustocom
T'ds. Ona u svim smjerovima i totkama membrane ima isti intenzitet.
Vanjska sila okomita na membranu zadaje se gustotom f(z,y,t) (gustoéa je sila
po jedinici povrdine). Pretpostavljamo da je deformacija mala, @ < 1, @‘ < 1.

ox oy
Uz tu pretpostavku moci ¢emo plo3ne integrale prve vrste po deformiranom poloZaju

Q' zamijeniti dvostrukim integralom po nedeformiranom dijelu podru&ja §:

,u(Q/)://QIdS:/QU\ﬂdxdy://ﬂ 1+(%)2+<g—3)idxdyzu(ﬁ).

-~

~1

Sada je ukupna vanjska sila na komad ' dana s

//Q f(x’y’t)dsl%//Qf(x,y,t)dxdy.

Promatramo totku P € ' = 9. U njoj imaju hvatiéte vektori N, Ti 7.
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5.1. Izvod jednadzbe za poprecne oscilacije membrane

Slika 5.3: Unutarnja kontaktna sila na luku ¢'.

Kontaktna sila 7' u to¢ki P lei u ravnini (f; 1), okomita je na Nyi djeluje u smjeru
7, tj. T = Tii. Vektor ii je okomit i na £ i na N, pa je 71 = —(]\70 X 1) =1t x Np.
Zanima nas ukupna kontaktna sila na komad €', i to njena popre¢na komponenta.
Zanima nas, dakle, T, = (T7),. To je krivuljni integral prve vrste po I = 99" od
(Tn), ds:
(T). = §(T7).ds =T § (7 No).ds,

ll ll

gdje je
i ]k
x No=—(No x t) = —(Ny x dr) = — | -2 —% 1
de dy dz

Zanima nas samo z komponenta, tj. komponenta u smjeru k.

—

Prisjetimo se da se krivuljni integral druge vrste za vektorsko polje @ = agi + AyJ

%(azdx—i-aydy) —%&’df.
! I

Prisjetimo se, takoder, i Greenove formule

j{adr - // {% - a“””] dz dy.

racuna po formuli
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5.1. Izvod jednadzbe za poprecne oscilacije membrane

Uvrstimo lisada @ =T —@Z—l— au , dobivamo
dy oz’

(7). = lef( gZd +?dy> lef<_g—zd +?d>:(Green)
- 15 (%) -5 (-5)]
= // (a—;—k—)dxdy.

Sada iz zakona ouvanja koli¢ine gibanja

//[xyatxy,]ds // )t fly.0)] 4

zamjenom plo$nih integrala dvostrukima i ulaskom vremenske derivacije pod integral
dobivamo

//[ T,Y) 5y 32 (,y,t) — T(g 5 (@, y,t)+gi;;(x,y,t)) —f(:v,y,t)} dz dy = 0.

Ovo je integralni oblik jednadZbe popre¢nih oscilacija membrane. Kako to mora vrijediti
zasve 2 C D, slijedi

2 2 2
Q(x,y)% =T (% + %) + f(z,y,t), V(x,y) € D, ili, krace,

9%u Pu  Ou
S = T(@*a—yz>+f-

Podijelimo li drugu jednakost s ¢ dobivamo dvodimenzionalnu valnu jednadzbu

Pu_ o (Pu FPu)
gz = o a2 ) T

0
Za stacionarni slu&aj 8_17: =0, tj. u(z,y,t) = u(z,y), vrijedi

o (Pu  O*u
—a @‘i‘a—yQ = p(z,y).

f(z,y)

, imamo jednadZbu ravnoteZe membrane

0’u  0%u
L
(0x2+8y2) I/

P2, y) =

T
Kako je a* = —
0
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5.1. Izvod jednadzbe za poprecne oscilacije membrane

odnosno
B 0%u N Pu (z.1)
81'2 ayQ - g x? y )

gdje je g(a,y) = &2 To je jednadzba eliptitkog tipa. U slutaju kada je g = 0
imamo Laplaceovu jednadZbu, a za g # 0 Poissonovu jednadZbu. Uz valnu jednadzbu

nam trebaju poletni uvjeti

u(r,y,0) = ¢(r,y)

%(ﬂf, y,0) = (z,y)
i rubni uvjeti
u |gp= a(t) - Dirichletov
3_:; lap= 5(t) - Neumannov
u lop=10 - udvrééeni
ou

— |ap=0 - slobodni.
77 0P
Cesto se javljaju situacije u kojima se na rubu podrugja Q javljaju oba tipa rubnih

uvjeta. Primjer je pokazan na slici 5.4.

y

Slika 5.4: Podrucje s kombinacijom Dirichletovih i Neumanovih rubnih uvjeta

Dijelovi granice na kojima su zadani Dirichletovi i Neumanovi rubni uvjeti oznaeni
sus D i N, redom. Primijetimo da skupovi D i N ne moraju biti povezani, no moraju

biti medusobno disjunktni i njihova unija mora biti cijeli rub podrudja €2, tj.
DUN =99 [ DNN =10.

67



5.2. Fourierova metoda za poprecne oscilacije pravokutne membrane

5.2 Fourierova metoda za poprecne oscilacije pra-

vokutne membrane

Slika 5.5: Pravokutna membrana.

Promotrimo inicijalno-rubni problem

2 2 2
8u262<8u+8u) na D

o oz Oy?
u |8D: 0
ou
U(.f,y,O) = g&(l}y), E(xayvo) = d’(%y)a

koji opisuje poprecne oscilacije pravokutne membrane prikazane gornjom slikom. Naj-

prije separiramo prostorne varijable od vremenske:

u(r,y,t) = F(z,y)G@),  F(r,y)=H(z)Q(y),

.. 0*’F  O*F
FG=c(22 22
“ C<&ﬁ+0w)q

¢ (55+%F) L G+ PG =0
— = = — _—_> P
G F ! (5 +25) + 2F =0
JednadZba
PF  O0*F 9
—+ — F=0
(&ﬁ+8f>+”
se zove Helmholtzova jednadzba. Konstanta £ mora biti negativna jer bi u pro-

tivnom progib eksponencijalno rastao s vremenom, $to nema fizikalno objasnjenje.
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5.2. Fourierova metoda za poprecne oscilacije pravokutne membrane

Uvrstimo F' = H(z)Q(y) u Helmholtzovu jednadzbu:

H'Q+HQ" + 1 ?HQ=0 /:HQ

1

H 1 1 2 2
—_— = —— :/{j:—
i Q(Q + 1°Q) v
H' +12H =0
Q' + (P —-1v)Q=0, ti. Q +p’Q=0.
——
p2

Sada imamo

G+c’G = 0 = G(t) = Acoscut + Bsincput,
H' +v*H = 0 = H(x) = Ccosvz+ Dsinvz,
Q' +p°Q = 0 = Q(y) = Ecospy + Fsinpy.
Znamo da
H(0)=H(a)=0 = C=0 i Dsinva=0.

Bududi da su D, F' # 0, imamo
Q0)=Q(0b)=0 = E=0 i Fsinpb=0.

Iz toga slijedi

pa je

Fon(z,y) = Hyp(2)Qn(y) = Ky sin (%x) sin (%y) :
2 _ 2

U funkciji G(t) se pojavljuje veli¢ina cu. Ozna&imo jus A\, A = cu. lz p? —v* =p
imamo u? = v2 4+ p? tj. pu = /v +p? Kad v, i p, prolaze sve vrijednosti
m,n = 1,2,..., onda pu prolazi sve vrijednosti fi,,,, pa i A prolazi sve vrijednosti

A, = C\/(%>2 + <n77r>2 Dakle, imamo

Gon(t) = A €08 At + B sin At

Sada je
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5.3. Harmonicke funkcije

U(ZL', Yy, t) = Z Z umn(xv Y, t)

= E mn COS mn) L:frm SlIl()\mnt)] si <m :E) si <nb )’
a
m=1 n=1

Koeficijente L, i L, odredimo iz poletnih uvjeta

u(z,y,0) = o(z,y) = ;; ™ Sm( b y) sin (%1‘)
K;r(y)
= > Kul)sin ().
m=1

Funkcije K,,(y) su koeficijenti u razvoju ¢(x,y) u sinusni Fourierov red po varijabli .

Dakle 5 o
. mT
Kol = 2 [ oa)sin (e de

No, sada su L,,, koeficijenti u Fourierovom razvoju od K,,(y),

2 [P . /nm
Ly = 5/0 K(y) sin <Ty> dy.

Ly = %/b (2 /a ©(x,y)sin (Tr;ﬂ ) dx) sin (%y) dy
Lypn = / / (z,y) sin —:17) sin (%y) dx dy.

Sli¢no se, razvojem 1(z,y) u dvostruki Fourierov sinusni red, dobije
4 b a
b= i [ [ s (25) s ()

5.3 Harmonicke funkcije

Dakle,

Pogledajmo pobliie izraz koji se pojavljuje na lijevoj strani Laplaceove i Poissonove

jednadzbe, 2 81,2 + gy“ S njim smo se veC susreli u Matematici 2 kad smo gledali
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5.3. Harmonicke funkcije

kompozicije diferencijalnih operatora prvog reda. Tada smo za skalarno polje u(x,y)

dobili
0*u  0%u

ox? = Oy?
Taj izraz zovemo Laplacijan funkcije (skalarnog polja) u i krade ga oznatavamo s Auw.
Dakle,

div grad u =

Pu  0%u
Au(z,y) = o2 " Gk

Za funkciju s tri varijable Laplacijan je:
0%u N 0%u N 0%u
ox?  Oy? 022

Au(z,y,z) =

Uvodimo pojam Laplaceovog operatora A = 86—:2 + 8‘9—;. Taj se operator pojavljuje
u mnogim matemati¢kim modelima i jednadZbama i jedan je od najznadajnijih opera-
tora matematitke fizike. Primijetimo da je A = V2. Pokazuje se da Laplacijan ima
konstantne koeficijente samo u Kartezijevim koordinatama.

Jednad?ba Au(z,y) = 0 je Laplaceova jednadzba za funkciju u(x,y) na D C R?.
Laplaceova jednadzba u tri dimenzije je oblika Au(z,y, z) = 0. Svako rje¥enje Lapla-
ceove jednadzbe zove se harmonicka funkcija ili regularni potencijal.

Laplacijan je najvaZniji operator matematicke fizike. Zasto? Intuitivno, Au(z,y)
opisuje odstupanje vrijednosti funkcije u u totki (x,y) od srednje vrijednosti funkcije

u na nekoj okolini te tocke:

e Au >0 = vrijednost u (z,y) je manja od prosjeka
e Au < (0 = vrijednost u (z,y) je veca od prosjeka

e Au=0 = vrijednost u (x,y) je jednaka prosjeku, dakle, odredena prosjekom

na okolini.

U jednadZbama

92
a—tg = 2Au
5 komadi s A dolaze od kontaktnih djelovanja.
6_1; = a’Au

Takva su djelovanja lokalna, opisuju mikroskopske interakcije.

Kakve sve funkcije zadovoljavaju Au = 0?7 Primjeri su

1
2? — 12, e"cosy, In(x? + y?), 2y, itd.

Va4 22
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5.3. Harmonicke funkcije

5.3.1 Svojstva harmonickih funkcija

Sto su harmonitke funkcije u jednoj varijabli? To su funkcije za koje vrijedi Au(r) =
0%u
92

= 0. Prema tome, u(x) = Az + B su linearne funkcije. Za linearne funkcije
iy
vrijedi (pogledajte sliku 5.6)

gdje je I = [a,b].

Slika 5.6: Linearna funkcija — harmonicka funkcija jednog argumenta.

Vrijedi li to i u viSe dimenzija? Potvrdan odgovor na postavljeno pitanje daje sljededi
teorem:

Teorem 5.1 Neka je funkcija u(z,y) harmoni¢ka u krugu sa sredistem u Py polumjera
R. Ako su ta funkcija i njene sve parcijalne derivacije neprekidne na tom krugu (s
granicom), onda je u(Fy) jednak srednjoj vrijednosti te funkcije na rubu kruga, tj.

1

uh) =5 §

u(P)ds.
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5.3. Harmonicke funkcije

K

Slika 5.7: Krug polumjera R sa sredistem u F.

Prema tome, vrijednost harmoni¢ke funkcije u sredistu kruga jednaka je srednjoj
vrijednosti te funkcije na kruZnici.

Teorem 5.2 Neka je funkcija uw harmonic¢ka u podrucju ) i neka nije konstanta na ).

Tada v nema lokalnih ekstrema u podrucju (). [ |

Teorem 5.3 Funkcija u koja je neprekidna i harmonicka u 2 C R? ekstremne vrijed-

nosti poprima na 0.

Dokaz. |z
0*u N Pu 0
oz oy?
slijedi
Pu  Pu
oy Ox?
pa je
Pu O*u
022 0xdy | _ 0%\ 0%\’ 0
Pu 0w |7 \o2) \away) T
oyox  0y?
Dakle, u ne moZe imati ekstreme u 2, pa ih mora poprimati na rubu. [ ]

Posljedica 5.1 (Princip maksimuma) Funkcija koja je harmoni¢ka na € i nepre-
kidna na ) postiZe svoje globalne ekstreme na rubu (02). [ |

Primjer 5.1 Sapunica na Zi¢anom okviru nema ekstrema unutar podru&ja. Ako se u
sapunicu puse, na nju djelujemo vanjskom silom, tako da njen poloZaj nije vise opisan
Laplaceovom jednadZbom.
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5.3. Harmonicke funkcije

Podsjetimo se svih unutarnjih rubnih problema za Laplaceovu jednadZbu:

Au(z,y) = 0uQ

Dirichletov
U |8Q = « (95 Y

Au(z,y) = 0 u Q

ou Neumannov
% 59 - ﬁ(xa y)

Au(z,y) = 0u
ou k ‘ I Robinov
o ) eg T YN

a b X
Slika 5.8: Dirichletov problem za Laplaceovu jednadzbu u jednoj dimenziji.
Unutarnji problem rjeS8avamo kada traZimo rjeSenje u 2, a za vanjski problem
rjeSenje se trazi u R" \ Q.
Teorem 5.4 Ako Dirichletov problem ima rjeSenje onda je ono jedinstveno.

Dokaz. Ako su uq,us dva rjesenja Dirichletovog rubnog problema, onda je v = u; —us
harmonicka funkcija koja je jednaka nuli na 9€2. Onda je ona jednaka nuli i u £, tj.

U1 = Usp. |
Pretpostavimo da Neumannov problem ima rjeSenje. Tada tih rjeSenja ima be-

skona¢no mnogo i sva se medusobno razlikuju za konstantu. Uvjet egzistencije rjeSenja

Neumannovog rubnog problema u tri dimenzije je

///f@’W)dV+//so(a:,y,z)d5:o

74



5.3. Harmonicke funkcije

dok u dvije dimenzije ima oblik

/Q/f(l’,y) dxdy+jggs0(l‘,y) ds =0,

gdje smo sa S oznadili rub od V', tj. S =09V.
Jednadzba

zove se Poissonova jednadZzba. Analogno, Poissonova jednadZba u tri dimenzije je
—AU(JJ, Y, Z) - f(x7 Y, Z)'
Za Poissonovu jednadZbu imamo sljedece unutarnje rubne probleme:

—Au(z,y) = f(r,y) u Q

Dirichletov unutarnji rubni problem
ulon = alz,y

_Au<x7y) = f(:c,y) u

ou Neumannov unutarnji rubni problem
? = ﬂ(l’, Y
n oo
—Au(x, y) = f(xa y) u €
ou Robinov unutarnji rubni problem
(% + ku) oo = ~(z,y).

Uz Poissonovu, podsjetimo se i Helmholtzove jednadZbe
Au+ku=0 u Q,

koja ima rubne uvjete kao za Laplaceovu ili Poissonovu jednadZbu.

Postoji i vanjski Dirichletov problem koji je opisan s

Au:ouRZ\Q}

u [oo= g
Ovdje se jo§ namele uvjet ogranienosti za r — oo.

(0]



5.4. Fourierova metoda za ravnotezu pravokutne membrane

Slika 5.9: Podrucje izvan membrane Q (R?\ Q).

5.4 Fourierova metoda za ravnotezu pravokutne

membrane

Promatrajmo problem ravnoteZe pravokutne membrane opisan Laplaceovom jednadZbom

i rubnim uvjetima

Au(z,y) =0 }
u(z,0) = a(z), u0,y)=u(a,y)=u(x,b)=0

(vidi sliku 5.10).

a (x)

a X

Slika 5.10: Rubni problem za ravnotezu pravokutne membrane.

Primijetimo da je poloZaj donjeg ruba membrane opisan funkcijom «(z), dok su lijevi,

desni i gornji rub u&vrséeni u nuli.
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5.5. Laplaceov operator u krivolinijskim koordinatama

Provedimo separaciju varijabli. Uvrstavanjem u(x,y) = H(x)Q(y) u Laplaceovu jed-

nadZbu dobivamo

"

1 1" H

Q

Acosvx + Bsinvz

1"

Q' -vqQ =

H' +1*H = 0 = H(x
= Q(y
H(0)=H(a) = {

) =

)=C chvy+ D sh vy
H(x = Bsinvzx
H,( = B, sin (%x)

Slijedi
Qnly) = C,ch <%y> + D, sh (%y)
up(z,y) = {En ch (%y) + £} sh <%Ty)] sin (n—ﬂa}> ,

a
gdje je E, = B,,C,, i EX = B, D,,. Sada je

u(z,y) = i [En ch (%y) + E; sh (%y)] sin (%x) ,
n=1

pa uvrdtavanjem rubnih uvjeta dobijemo

u(z,0) = a(z)= f:En sin (%x) — E, = g/a a(z) sin (%x) dx
n=1 0

u(z,b) = O:i{E hn—Wb—i—E* hib}sin(%:c)
n=1

Zadnja jednakost je zapravo razvoj funkcije 0 u sinusni Fourierov red. Svi koeficijenti

moraju biti jednaki nuli, pa je

E, hn—7Tb+E* o " 0 B — — B, cth T
a a

5.5 Laplaceov operator u krivolinijskim koordi-

natama

Izvest ¢emo sada izraze za Laplacijan skalarnog polja u polarnim, cilindri¢nim i sfernim

koordinatama.

7



5.5. Laplaceov operator u krivolinijskim koordinatama

5.5.1 Polarne i cilindriéne koordinate

Polarne i Kartezijeve koordinate povezane su relacijama
T =Tcosp, y=rsingp, (5.1)

iz ¢ega slijedi i
2yt =0 p= arctg(g) (5.2)
x
Prepostavimo da je u(x,y) neprekidna funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama

prvog i drugog reda u nekom podru&ju D. Zbog (5.1) na u moZzemo gledati kao na

funkciju u varijablama r i ¢. Koristeéi lan¢ano pravilo i (5.2) dobijemo da je

ou 3u& 8u8_g0

or  Oror | 0pox

v vy Ou

_1/1'2—|—y287’ x2+y28g0

_xou  y Ou

T ror r20p (5:3)

Analogno dobijemo da je

ou you x Odu

Da bismo dobili parcijalne derivacije drugog reda, derivirat ¢emo (5.3) po x:

Ou_Oudmy uld(yy, 20 0uy_y0 o
ox?>  Ordx\r Op Oz \r? r Ox \Or r20x \dp/
Ponovnom primjenom lananog pravila na zadnja dva ¢lana gornjeg izraza dobijemo

O®u  y®Ou N 21y Ou N 22 0%u  2zy 0*u N y? 0%*u
oz r30r 1t Op  r20rr 3 Ordp  rt 02

(5.5)

S druge strane, ako deriviramo (5.4) po y, dobijemo

Pu  2*0u 2zyou  yro*u  2xy v x? 0%u
R e S + = (5.6)
oy2  r30r rt dp  r20r? r3 Ordp 1t 0p?

Zbrajanjem (5.5) i (5.6) dobijemo

0*u  10u 1 9%u

M= on T TR



5.5. Laplaceov operator u krivolinijskim koordinatama

Dakle, Laplaceova jednadzba u polarnim koordinatama je oblika

82u+18u+ 1 82u70
orz " ror  r2oer

Ovo se jo§ moZe pisati i kao

2
Au 12<8u>+1@u 0.

“ror\or) T o T

Potpuno analognim postupkom dobivamo izraze za Laplaceov operator i Laplaceovu

jednadZbu u cilindri¢nim koordinatama (r, ¢, z) zadanim formulama
r=rcosy, y=rsing, z=2z.
Laplaceov operator je

2 2
Au 18<0u> 1 0%u O*u

“rar\ar) T e T
dok je Laplaceova jednadZba

Lo (on) 1ot o
ror T@r r20p? 02?2

Pogledajmo 3to se zbiva kada funkcija u ovisi samo o r, u = u(r).

Primjer 5.2 Pretpostavimo da je u(r,p) = u(r) radijalna funkcija. Tada je

Primjer 5.3 PokaZimo da f(r) = alnr + b zadovoljava jednadzbu Af = 0:

Af_li(%_lQ(rz):lQa:

T r or T@r T ror\r

5.5.2 Sferne koordinate

Sferne i Kartezijeve koordinate povezane su relacijama

xr=rcospsinf, y=rsinpsinf, z=rcosh.

(5.9)

(5.10)
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5.6. Unutarnji Dirichletov problem za ravnotezu kruzne membrane

Kao i prije, neka je u(x, y, z) neprekidna funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama
prvog i drugog reda na nekom podrudju.

Laplaceovu jednadzbu u sfernim koordinatama moZemo izvesti na isti nadin kao i
za cilindri¢ne koordinate. Dobije se da je Laplaceov operator u sfernim koordinatama

jednak

19 ( ,0u 1 9 (. 0Ou 1 D%
Au = 2 or (T E) * 2 sin 0 90 <81n9%) * r2sin? 6 Op?’ (5.11)

dok je Laplaceova jednadzba

19 rQa—u + Lo sinﬁ@ +—1 @—0
r2 or or r2sin 0 00 00 r2sin?0 0p?

Za radijalnu funkciju u(r, 0, ¢) = u(r), Laplacijan je zadan pomocu

10 ou
AU(T) = 7“_25 (7’25) .

——<T—>:0 <:>T2%:C @:i :u:E—I—b.
r

5.6 Unutarnji Dirichletov problem za ravnotezu

kruzne membrane

Primijenimo sada izvedene formule za Laplacijan u polarnim koordinatama na neke
probleme ravnoteze podru¢ja omedenih kruZnicama ili njihovim dijelovima. Po&injemo

s unutarnjim Dirichletovim problemom za ravnotezu kruzne membrane.
y
/ Io

Slika 5.11: Kruzna membrana.
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5.6. Unutarnji Dirichletov problem za ravnotezu kruzne membrane

RavnoteZa kruzne membrane opisana je s

Au(r,p) =0 }
U ’ro: 5(90)

RjeSenje ovog problema je periodi¢no s periodom 27, tj. u(r,¢ + 2m) = u(r,p) i
10 [ Ou N 1 0%u 0
S e 2%
ror \ Or r2 0p?

TraZimo rjesenje u(r, ) u obliku u(r, ) = R(r)®(y). Uvrstavanjem u jednadzbu, te

vrijedi

mnozeéi s 72, dobijemo

Odatle mora slijediti
r(rR) e \2
R P '
Zasto A\?? Kad bi ta konstanta bila negativna, onda ®(¢) ne bi bilo periodi¢no. Iz

D(p + 27) = () slijedi A2 = n?

P(p) = Acos A\p + Bsin Ay

. — A\ =n,n=0,1,2,...
P(p + 2m) = Acos(Ag + 2Am) + Bsin(Ap + 2A7)

Dakle, periodi¢nost u varijabli ¢ daje funkcije ®,(¢) = A, cosny + B, sin nep.
U varijabli 7 imamo
PR +rR —NR=0,

Sto nazivamo Eulerovom jednadzbom. Pretpostavljamo rjesenje u obliku R(r) = r°.

Uvrstavanjem u jednadZbu dobivamo

ala—1)r*r* 2 farr® !t = X\r* =0 /re

2

ala—1)+a-XN=0= o’=N=n> = a=4nzan>0.

Dakle, R, (r) = C,r™ 4+ D,r~™ zan > 0. Zan = 0 imamo 7R’ +rR = 0. Rije§éimo
ovu jednad?bu snizavanjem reda. Uz oznaku v = R imamo

, ' 1 ,o1
ru+u=0 —= v__z — lnhu=—-Inr = u=R =- = R=aglnr+b,.
u r r

81



5.6. Unutarnji Dirichletov problem za ravnotezu kruzne membrane

Kako rjeSenja moraju biti ograni¢ena u r = 0, imamo o =0, D, =0, n > 1

ag = 0, pa nam je

u(r, ) = Ao + Z r" (A, cosny + B, sinny).

n=1

Zar =rgimamo

u(ro, p) = () = Ao + ng(An cosny + B, sinny).

n=1
Ovo je upravo razvoj rubnog uvjeta () u Fourierov red. Dakle,

1 21 2

A= o i E(p)de, Anrg = — . §(p) cosnep dp,
1 vy
Burg = — &(p) sinnp dep.
m™Jo

u(r, ) = Ag + g (r%) [, cos(n) + by sin(ne)]

1 2 1 2
p = —/ E(p)cosnpdp, b, = —/ () sinnp de.
T Jo T Jo

2

Konstanta Ag = by () dy je upravo srednja vrijednost rubnog uvjeta na kruznici
T Jo
r=To.
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5.7. Vanjski Dirichletov problem

5.7 Vanjski Dirichletov problem

7

Q

0 r,

7

Slika 5.12: Vanjski rubni problem za krug polumjera rq

Promatramo specijalni slu¢aj Dirichletovog problema za kruzno podruéje kad je €2 krug

polumjera 1:
Au =0 zal<r<oo }

u(l, ) = g(p), 0<p<2m
Moramo odbaciti ¢lanove s Inr, r" cosne i r"sinny jer svi oni teze u beskonaéno

kada r — 00. RjeSenje je oblika

u(r, ) = Z " ay, cos(ny) + by, sin(ny)],

n=0

a koeficijenti a,, b, se odreduju iz rubnog uvjeta

1 2T 1 2T
a =g [ glp)dp, an= _/ 9(p) cos(ng)dp, n=1,2,...
™ Jo 7{ 02ﬂ_
by = _/ glp)sin(ne)dp, n=1,2,...
T Jo

Primjer 5.4 Rijesimo sljedeci rubni problem:

Au =0, l<r<oo
u(l,p) =cos(4dy), 0<¢p<2m
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5.8. Dirichletov problem u prstenu (kruznom vijencu)

Ovdje je odmah jasno da su svi b, =0 i svi a, = 0 osim ay koji je jednak 1. Dakle,

1
U(T, 90) = ﬁ COS(4¢)'

Kako se to vizualizira?

Opcenito, za krug polumjera rq, riesenje vanjskog Dirichletovog problema je oblika

r

u(r, ) = fj (£) " oncostng) + bsintug).

Postoje samo dva rjeSenja dvodimenzionalne Laplaceove jednadZbe koja zavise samo o
r,aneioy. Tosucilnr. Funkcija f(r) = lnr se zove logaritamski potencijal i igra
vaznu ulogu u teoriji. U tri dimenzije su jedina rjesenja od Au = 0 koja ovise samo o

r konstanta i —. Funkcija f(r) = — se zove Newtonov potencijal.
r r

5.8 Dirichletov problem u prstenu (kruznom vi-

jencu)

y

R>
u=g2
(c
A

u=0

Slika 5.13: Membrana u obliku kruznog vijenca.

Promotrimo problem ravnoteZe kruznog vijenca (gornja slika) opisan s

Au =0, Ri<r <Ry
U |r=p,= g1(¢)
[ |T=R2: 92(80)

Separiramo varijable, tj. pretpostavimo da je rjeSenje oblika
u(r, @) = R(r)®(p).
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5.8. Dirichletov problem u prstenu (kruznom vijencu)

Uvrstavanjem R(r)®(y) u jednadZbu dobijemo dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe

R +rR — R = 0 - Eulerova jednadZba
"+ NP = 0.

Kao i prije, iz druge jednadzbe slijedi A\,, = n, zbog periodi¢nosti. To vodi na
D, () = pn cosne + q, sinnp, n=20,1,2,...
Eulerova jednadZba ima rjesenja

Ro(r) = ap+bylnr zan =20

Ru(r) = spr+t,r " zan > 0.

Dakle, imamo
U(ﬂ QO) = ZRR(T’)CDR(QD)
n=0

= ag+bylnr+ Z [(anr” + b, ") cosnp + (cpr”™ 4 dpr™ ") sin ngp]

n=1

n

Sada ne odbacujemo &lanove s ™", jer vise nemamo r = 0 u podru&ju. lz rubnih

uvjeta u(Rq, ¢) = g1(®), u(R2, ) = g2(¢) imamo sustave jednadzbi

2T

1 2
a0+bglnR1:—/ g1(s)ds

1 0271'
a0+bglnR2—%/o go(s)ds

rijeSimo, dobijemo aq, by

1 2m
an, Ry + b, R = —/ g1(s) cos(ns) ds
7{ 05r rijeSimo po a,, b,
anRy +b,Ry" = — / g2(s) cos(ns) ds
T Jo

1 2m
Ry +d,Ry" = — / g1(s) sin(ns) ds
71T 0o r rijeSimo, dobijemo ¢, d,
Ry +d,Ry"™ = — / g2(s) sin(ns) ds
T Jo
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5.8. Dirichletov problem u prstenu (kruznom vijencu)

Primjer 5.5 Rijesimo rubni problem:

Au =0, l<r<?2
u(l,p) =0
w(2,p) =sinp, 0<p < 2w

Odmah vidimo da je ag = 0, by = 0 jer su oba integrala s desne strane jednaka 0. Nada-
2

lje, oba integrala s g1() su jednaka nuli, a jednak je nuli i integral sin  cos np dp,
0
Vn. Dakle, a, = b, = 0,Vn. Posljednji integral je razli¢it od nule samo za n = 1,

dakle ¢, = d,, = 0 zan > 1. Ostaje nam

Cl+d1:0, tj. Cl+d1:0

dy 1 o ) d
2c1 + — = — sin” ¢ de, 20+ 5 =1
2 7y

— C = ,dlz——

3

Wl Do

2 1
Odatle je u(r,p) = 3 <r - —) sin .
r

Primjer 5.6 Rijesimo rubni problem:

Au =0, l<r<2
u(l, ) =3
u(2,p) =5, 0< <21
y
5
3
0 1 2 X

Slika 5.14: RjeSenje problema iz primjera 5.5.
Ovdje treba uociti da rjeSenje ne ovisi o @, jer rubni uvjeti ne ovise o . Dakle,

rjesenje je oblika u(r) = ag + by Inr.

2
a0+b01n2:5 b01n2:2:>b0:—

a0+b01111:3} CL0:3
—
In2
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5.9. " Oscilacije kruzne membrane. Valna jednadzba u polarnim koordinatama

Dakle,

2
U(T) =3 + EIHT.

Primjer 5.7 Rijesimo sljedeci rubni problem:

>

u =0, l<r<?2
u(l,p) =sing
u(2,p) =sing, 0<p <27
2m
Odmah se vidi da je ay = by = 0 jer je / singpdy = 0. Isto tako, svi a, i b, su
0

2
Jednaki nuli jer je / sin ¢ cos ny dy = 0. Ostaju samo
0

1 2m
a+d = ;/ sinpdp =1
0
d 1 2
2 + — = —/ sin? pdyp = 1.
2 T Jo

2 1 2

Odatle je ¢c; = =, d; = 3 iu(r,p) = 3 (r + ;) sin .

1
gr
5.9 * Oscilacije kruzne membrane. Valna jed-

nadzba u polarnim koordinatama

Promatramo inicijalno-rubni problem
Pu o (0%u 10u 1 0%
22 \or i T 2o
ot or ror  r?dp
u(l,p,t) =0, 0<ep<22m, 0<t<oo
U(T, 1) 0) = f(T’, 90)
ou

E(Ta 12 O) - g(?‘, 90)

Pretpostavimo rjeSenje u obliku u(r, p,t) = U(r,¢)T(t). Uvrstavanjem u jednadZbu dobi-

), 0<r<l1l, 0<t<oo

jemo
T +X2c*T = 0— harmonitke oscilacije; A? > 0 zbog periodi¢nosti

AU + XU = 0 — Helmholtzova jednadzba
?u 10u 1 0%u
AU = —+-"—+4 5——

Or? + r Or + r2 9?2
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5.9. " Oscilacije kruzne membrane. Valna jednadzba u polarnim koordinatama

Rubni uvjet za Helmholtzovu jednadzbu je
u(l,o,t) =U(,p)T(t) =0,Vt = U(1l,¢) = 0.

Dakle,
AU+ MU =0
+ elipti¢ki problem svojstvenih vrijednosti.
U(l,p) =0
Pretpostavimo rjeSenje u obliku U(r,¢) = R(r)®(y). Uvrstavanjem u Helmholtzovu jed-

nadzbu dobijemo

r?R'+rR + (A2 —n?)R =0

Besselova jednadzba
R(1)=0

" +n?® =0,

gdje smo morali uzeti n? zbog periodi¢nosti rjeéenja po ¢. To je isto kao za ravnoteZu. Jo¥
imamo fizikalno ograniZenje R(0) < oo.

Jednadzba r2R" + 7R + (A\%r2 —n?)R = 0 je poznata i vazna jednadzba. Njena rjedenja
nisu elementarne funkcije. Kako je to obi¢na diferencijalna jednadZba drugog reda, ona za
svaki n > 0 ima dva linearno nezavisna rjeSenja. To su Besselove funkcije prve vrste J,, ()

i Besselove funkcije druge vrste Y,, (). Dakle
R, (r) = AJn(Ar) + BY,(Ar).

Kako su Besselove funkcije druge vrste neogranitene za r — 0, opce rjeSenje je oblika
Ry (r) = AJn(Ar). Jn(Ar) su svojstvene funkcije, konstanta A nije bitna.

>

N

Yo(r)

J1(r) Y(r)

Slika 5.15: Besselove funkcije prve i druge vrste.

Iz rubnog uvjeta R(1) = 0, uvrdtavanjem u R, (\r) dobijemo J,(\) = 0. Dakle, da bi
se R(r) ponistavala na r = 1, moramo izabrati A tako da bude nul-to¢ka Besselove funkcije,

88



5.9. " Oscilacije kruzne membrane. Valna jednadzba u polarnim koordinatama

a takvih nul-to¢aka ima beskonaéno mnogo. Uvedimo oznaku A = k., za m-tu nul-to¢ku

od Ji(r). Te su nul-totke poznate i tabelirane. Sada imamo
Unin (1, ) = Jpn(kpm1)[A cos(ny) + Bsin(ny)].
Za svaki A = kyy, imamo Ac = kpc, pa svakom Uy, (7, ) odgovara
Tom(t) = Acos(kpmet) + Bsin(kypct).

Sada moZemo pisati

u(r,o,t) =Y Jn(knmr) cos(ng)[Anm cos(knmct) + Bpm sin(kpmet)].

n=0m=1

Ovdje smo komad A cos(np) + B sin(ng) pisali kao C cos(ng), pri &emu je ¢ mjeren ne od
0, nego od nekog o (fazni pomak). Konstante A, i B se sada odreduju iz poletnih
uvjeta preko njihovog razvoja po Besselovim funkcijama.

Ako pocetni uvjeti ne ovise 0 ¢,

u(r,p,0) = f(r)
ou )

a(ﬁ 8070) =0

od svih J,(r) prezivi samo Jyo(r). Tada imamo

u(r, t) = Z A Jo(komr) cos(komet).

m=1

o

Iz potetnog uvjeta u(r,0) = f(r) = Z A Jo(komr) vidimo da su koeficijenti A, koefici-
m=1

jenti u razvoju f(r) u red po Jo(komr). Te su funkcije ortogonalne na (0, 1):

0, i 7]

1
TJ()(]{Z()Z'T’)J()(]CO ‘7’) dr = 1 . .
/o ’ §J12(ko¢)7 =]

Sada imamo
9 1
Am = / f(r)Jo(komr) dr, m=1,2,...
J12(k70m) 0
Kako izgledaju funkcije Jy(ko;r), t =1,2,...7
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5.9. " Oscilacije kruzne membrane. Valna jednadzba u polarnim koordinatama

N ) .
0| Ko koo  Kos koa T 0 Jo(ko3l’)_,\\'Jx

v

m=1 m=2
Slika 5.17: Stojni valovi na kruznoj membrani.

To su stojni valovi na membrani. Frekvencije ko,,,c/2m nisu cjelobrojni visekratnici os-

novne frekvencije pa visi tonovi nisu &isti nadtonovi osnovnog tona. Naime,

kom/koi ¢ N
kom = 2.40,5.52,8.65,11.79,14.93, ... m —=1,2,3, ...
1 2.3 3.6 4.9 6.22 omjeri
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Poglavlje 6
Numericke metode

Neke numeri¢ke metode se zasnivaju na Taylorovom teoremu:

Teorem 6.1 (Taylor) Neka je funkcija f klase C"*' na I = (a,b). Tada za xy € I,
xo+ h € I, postoji ¢ izmedu xq | xq+ h takav da vrijedi

npk) (n-+1)
flzo+h) = ]; / k(!%)h’f —]En+ 1(;) ntl

Taylorov polinom stupnja n pogrjeska

+

6.1 Priblizno (numericko) deriviranje i integri-

ranje

6.1.1 Numericko deriviranje

Odredimo aproksimaciju derivacije funkcije f (vidi sliku 6.1).

A

y
f(x.)

f(x,)

=<V

0 Xy x,+x, X2
2

Slika 6.1: Tangenta i sekanta.
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6.1. Priblizno (numericko) deriviranje i integriranje

Za dovoljno bliske totke x1, x5 iz podruéja definicije funkcije f vrijedi aproksimacija

p(2y) o L= Sl

T2 —T1

2

X
X
Xy

Slika 6.2: Konacne razlike.

To je geometrijska ideja numeri¢kog deriviranja koja ne daje informaciju o ucinjenoj
pogrjesci. Podijelimo podrudje definicije funkcije f na jednake dijelove. Sada za i-ti

¢vor x; analogno vrijedi

() A f(%’ﬂ) - f(xz)

i+l i konadne razlike.
’ f(xz - xi—l)
f(zi) =
Ty — Ti—1

Uz oznake y = f(z), y; = f(x;), moZemo pisati

) =~ Yl Z Ui Jesna razlika (engl. forward difference)
Lit1 — Ti

fz) =~ Yi— Vst lijeva razlika (engl. backward difference).
Ti — Ti—1

Desna i lijeva kona¢na razlika daju aproksimaciju &ija je grjeska linearna u (z,41 — x;)
ili (x; —x;_1). Promatramo ekvidistantne tocke, tj. takve da je z;11 —2; = h > 0 za

sve 7, zbog ¢ega onda imamo

f,(xi) ~ yi+1h— Yi i f,(xi) ~ Yi _hyifl.

Aproksimiramo f Taylorovim polinomom drugog stupnja u tocki z;:
/ 1 " .
f(@i+h) = f(x:) + f (z:)h + §f (0)n?, tj.

flaith) = flx) o 1.
- = fai) =5 f ()h.

92



6.1. Priblizno (numericko) deriviranje i integriranje

Sli¢no vrijedi i za lijevu konaénu razliku.
Kombiniranjem mozemo dobiti aproksimaciju kvadrati¢nu u h. Pogledajmo opcenitiji
slu¢aj

it h) = F() + f @b+ = @b = @)k + .

fx; —h) = f(x;) = f (x)h + %f”(xi);ﬂ — %f”’(:ci)h?’ + ... -

1"

flei+h) — flas—h) = 2f/(xi)h+%f (2B + ... ]+ 2h

f:UZ—f—h —fxz—h ’ 1 .
N TEZR) o a4 L
2h 6

~ ~—_——
sredidnja (centralna) razlika pogrjeska

Koristeéi aproksimacije Taylorovim polinomom viSeg stupnja dobijemo to¢niju aproksi-

maciju derivacije, tj. aproksimaciju viseg reda u h. Na primjer,

/

1 1
F @) % gL =20 = 8= )+ 80410 — Fas 2] = (£ !
pog?J:::éka
Gornja formula daje aproksimaciju 4. reda.
x-2h x-h x Xx+h x+2h X
Slika 6.3: Cvorovi za formulu 4. reda.
Primjer 6.1 f(z) =sinz, z; =0.2, h=0.1
/ in0.3 —sin0.1  0.2955202 — 0.0998334
F02) ~ ME2TERTS = 0.9784340
0.2 0.2
/ 1
f(0.2) = E[O — 8-0.0998334 + 8 - 0.2955202 — 0.3894183] = 0.9800633

£(0.2) = cos(0.2) = 0.9800666.

Problemi: Za male vrijednosti h izrazi u nazivniku postaju mali, a recipro¢ne vrijed-
nosti postaju velike. Nagomilava se grjeska zaokruzivanja. Numeri¢ko deriviranje je

nestabilan proces, no ponekad je jedini mogudi.
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6.1. Priblizno (numericko) deriviranje i integriranje

6.1.2 Numericka integracija

Neka je f : [a,b] — R. Podijelimo segment [a, b] na n jednakih dijelova kao na slici
6.4.

0 a:XO X1 X2 b:Xn 3(

Slika 6.4: Subdivizija podrucja integracije.

Prisjetimo se da vrijedi

=
&
ol
8
2

Zf(fi)(l"iﬂ — %), & € [Ti, Ti], 4.
=1

=

&
(o
8

2

=1

zo+h
gdje je Ax; = x;41 — x;. Aproksimirat ¢emo / f(x)dx.

zo

X, X+*h X

Slika 6.5: Lokalne aproksimacije konstantama.
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6.1. Priblizno (numericko) deriviranje i integriranje

zo+h
/ f(x)dx = f(xo)h — lijeva formula pravokutnika (a)
zo
~ f(zo+ h)h — desna formula pravokutnika (b)
h
~ f (xo + 5) h — formula sredine (c)
~ [Fz0) + f2(xo + Rl — trapezna formula (d)

Trapezna formula je aritmetitka sredina lijeve i desne formule pravokutnika. Sto je s

pogrjeskama? Ako stavimo x5 = 0, dobijemo

h h I 1 " 1 "
| f@de = [150)4 5O+ 3£ "+ O+ ) da
0 0
= )+ O 0 ol
2 6 24

Odatle je \
b = [ fa)ds ~ =50 0),

a to je pogrjeska za lijevu formulu pravokutnika. Za desnu formulu pravokutnika imamo

h
h,f(h)—/o f(z)dz = h[f(0)+hf'(0)+...]—[hf(0)+%h2f'(0)+...]

1 /
~ —h%f (0
SIS (0),
Sto je suprotnog predznaka od lijeve formule pravokutnika. Kako je (d) aritmetitka

sredina od (a) i (b), pogrjeska od (d) e biti manja:

[7(0)+ 7(0) + hf )+ 505 0) + . ]

J/

~~

f(h)
— [hf(0) + %th/(O) + éh?’f"(o) + ..
1 ]_ 1 ]_ 1"
~ <Z — 6> REf(0) = o/ (0)R?.

Trapezna formula daje aproksimaciju treceg reda. U trapeznoj formuli je podintegralna
funkcija zamijenjena linearnom funkcijom. Za ocekivati je da ¢e aproksimacija podin-

tegralne funkcije polinomom viseg stupnja rezultirati to¢nijom formulom. Primjerice,
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6.1. Priblizno (numericko) deriviranje i integriranje

aproksimacija kvadratnom funkcijom daje Simpsonovu formulu

BIA) +47(0) + 7))

/_};f(x)dxm

ija je pogrjeska petog reda,

F(0)
90

h
SUCn 470+ 5] = [ fyde~ It
Daljnje povecanje stupnja polinoma kojim se zamjenjuje (to€nije, interpolira) podinte-
gralna funkcija daje formule kod kojih je pogrjeska jo$ viSeg reda. U praksi se, medutim,
rijetko ide na stupanj veci od tri, jer interpolacijski polinom pocinje previse oscilirati.
Umjesto toga, ide se na podjelu intervala integracije na vise malih intervala i na svakom
od njih se primjenjuje formula niZeg stupnja, najée$ce trapezna ili Simpsonova. Tako

dobivamo sloZene formule za numeri¢ku integraciju.

A

y ! y
f(x)

v
v

Slika 6.6: Jednostavna (lokalna) i slozena (globalna) trapezna formula.

y 4

0 a b X
Slika 6.7: Slozena formula pravokutnika.
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6.2. Numericko rjeSsavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

SloZena trapezna i Simpsonova formula dane su s

a=Tg <11 <...<x,<b

/abf(x) dz
/ab f(z) da

Q

wl > o>

[f(x0) +2f (1) +2f (w2) + ... + 2f(xna1) + f(zn)] (T)

Q

[f(z0) +4f (1) + 2f (w2) + 4f (w3) +
o Af () 4 f(x)] (S)

Uo&imo da za Simpsonovu formulu broj podintervala n mora biti paran. Pogrjeska
sloZene trapezne formule je kvadrati¢na u h, a sloZene Simpsonove formule je 4. stupnja
u h.

1
4
Primjer 6.2 I:/ de =1,
o 1422
1 1 1 3

n—4:>h—1 xO—O T = 1.772:5,373:[—1,1'4—1
4 1 1 1 1 1

Ir = - +2 +2 +2 +
o ey e e
1 32 8 32 1

S e N I T 3B

2{ 2 | = 31311765
4 1 1 1

Is = g5 (14 S+ s+ —— | = 31415686
12 T IR T LA

I = 7T~3.1415926353...

6.2 Numericko rjesavanje obic¢nih diferencijalnih

jednadzbi
Promatramo Cauchyjev problem za obi¢ne diferencijalne jednadZbe prvog reda:
y = f(z,y)
y(xo) = Yo
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6.2. Numericko rjesavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

6.2.1 Eulerova i poboljsana Eulerova metoda

Najjednostavnija metoda za rjeSavanje ovog problema je Eulerova metoda. Geo-

metrijska interpretacija metode je prikazana na slici 6.8.

A

y

Yo—=

X, X,th Xo+2h >)(

Slika 6.8: Eulerova metoda.

Prema Taylorovom teoremu aproksimiramo vrijednost funkcije y u to¢ki z; = xo+h:
y(wo + h) = y(z0) + hy'(x0) = yo + hf (20, yo)-
Na isti nadin za ¢vorove x4, ..., x,_1 dobijemo Eulerovu metodu:

yl+1:yl+hf(xlayz>7 12071,,7?,—1

to¢na vrijednost
} - pogreska
} hy’ (X,) = h f (X,,Y,) - priblizna vrijednost
X, X, +h X

Slika 6.9: Pogrjeska Eulerove metode.

Eulerova metoda je vrlo jednostavna, no nije jako dobra. Vidimo da se pogrjeska
akumulira. Bolji rezultati se postiZu smanjenjem koraka h, no onda se pocinje nakup-
ljati grjeska zaokruZivanja.

Poboljsana Eulerova metoda koristi vige informacija koju nam daje f(z,y).
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6.2. Numericko rjeSsavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

XV

Slika 6.10: Poboljsana Fulerova metoda.

Yisr = Yi+hf(zi, )
1 *
Yirr = Yi+ §h [f (@i, 0) + (@i, yiyn)]

U pobolj$anoj Eulerovoj metodi korigiramo nagib pod kojim kre¢emo iz (z;, y;) koristeci
informaciju o f(zi4+1,¥;,,). Taj je nagib y'(x;) aritmetitka sredina izmedu f(z;, 1) i
f(@iy1,y; ). Zasto moramo uvoditi y;, ;7 Zasto ne uzeti f(x;y1,yi+1)? Ne znamo
Yi+1, ocjenjujemo ga linearnom aproksimacijom u (z;, ;). Sto ako zanemarimo da ne
zZnamo ¥;11 7!

Dobivamo implicitnu Adamsovu formulu drugog reda

h
Yie1 = Yi + §[f($u Yi) + f(@it1, Yig1))-

Ponekad se Adamsova formula moZe eksplicitno rjesiti po y;.1, recimo kad je f(z,y)

linearno po y. MoZe se i iterativno rjeSavati.

6.2.2 Metode Runge—Kutta

Eulerova metoda temelji se na linearnoj ekstrapolaciji funkcije y(z). Poku$ajmo vidjeti
Sto moZzemo dobiti kvadratnom ekstrapolacijom. Uzmimo xqy = 0, pretpostavimo
y(z) = a + Bz + yx?* u okolini O i odredimo nepoznate koeficijente o, 3 i v tako da

jednadZba bude zadovoljena u okolini O.

y =B+ 2yx = f(z,a+ Bz +~z?)
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6.2. Numericko rjesavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Razvijemo desnu stranu u Taylorov red (ili ju aproksimiramo Taylorovim polinomom).

Prisjetimo se,

Fa) = Flaoun) + 5 (oo, ) = a0) + v, )l — )
1 [0%f 0 f

+§ @(Jfoa Yo)(x — o) + 28x—(‘3y<x0’ Yo)(x — 20)(y — Yo)
2 o)y — o) +
Dy? Lo, Yo)\Y — Yo
Za xo = 0 dobijemo
_ af 2,9f
B+ 20 = (0,0) + 5L 0.0) + (84 20) L 0.0) + ..

Zbog y(0) = yo mora biti & = y,. lzjednalavanjem koeficijenata uz potencije od x

0 0
koliko se god moZe (ovdje do x') dobijemo 5 = f(0, ), 2y = 8_£<O’ a) +5a—£(0, a).
(Stavimo li ¥ = 0 dobijemo Eulerovu metodu, linearnu ekstrapolaciju).
h? [Of of
h) = h — | = —
Yo
... oOf . of . - ..
Sad treba aproksimirati a—(O,yO) [ a—(O,yo). Dovoljno je uzeti najjednostavniju
x y
aproksimaciju kona&nim razlikama, jer su ve¢ mnoZene s h?, §to je malo.
af 1
%(07?40) - E [f(ha ZUO) - f(07 ?JO)]
of 1 . .

Ovdje su j i k veli¢ine sli¢nog reda kao i h. MoZemo ih odabrati po volji. Neki od

mogucih izbora su:
e j=0,k=hf(0,)
® j=0,k=nhf(hy)
e j=h,k=hf(0,y)
o j=nh,k=nhf(hy)
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6.3. Metode konac¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

Na primjer, treéi izbor daje

P TL Fhgo) = £(0.90)) + £(0,4) L0 =) = F (R o)

y = yo+hf(0,y)+

Yy o= Y gf( Yo) + gf(h,yoJrhf(O,yo))
¢ 5 ¥ )
k1 ko

kr = hf(0,y0), ko = hf(h,yo + %)
1 1
y(h) = 1Yo + 5151 + §k2

(i, yi) = (Tit1, Yit1)
k1= hf(%‘, yi)

ky = hf(xlﬂ yi + 5k1)

Yi+1 = 1]ﬁ + 17€2

Runge—Kutta metoda drugog reda je pobolj$ana Eulerova metoda. Odgovara integraciji

Runge — Kutta metoda 2. reda

trapeznom formulom u kojoj je y(h) ocijenjen jednostavnom Eulerovom metodom

() % o+ S170,0) + f(h ()]
——
yo+hf(0,y0)

Koristenjem Taylorovog polinoma viSeg stupnja dobiju se Runge—Kutta metode viseg

reda. Najcesce je koristena Runge—Kutta metoda Cetvrtog reda.

y = f(z,y)
y(7o0) = Yo
kl - hf(ajza yz) )
('T 2 ’ y’L )
hf(w; 2 Yi + ) Runge — Kutta metoda 4. reda

= hf(fzﬂ, yi + k3)
Yir1 = Yi + 5k + 3ko + 3ks + §ha

/

6.3 Metode konac¢nih razlika za parcijalne dife-

rencijalne jednadzbe

Aproksimacija druge derivacije se dobije na sljedeéi nacin:
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6.3. Metode kona¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

" ' T;) — ' Ti— ’ Z; — Z;
' _ylzi) —ylxiza) Z Y1 — 2y Y
y (zim1) = A y (z;) = 72

6.3.1 Eksplicitna shema za jednadzbu vodenja topline

Promatrat ¢emo inicijalno-rubni problem

([ Ou  O%u

— == 0 1, O0<t

5 = B2 <z<l 0<t<oo
u(0,t) =1 0<t<oo
0

a—“(u) = —[u(1,t) — g(t)] 0<t< oo
X

u(z,0) =0 0<z<1

\

Temperatura na lijevom rubu je fiksna, na desnom rubu je toplinski tok proporcionalan
razlici temperatura ruba (u(1,t)) i sredine (g(t)).

0 1 X

Slika 6.11: Shema za eksplicitnu metodu.

Uvedimo oznake

xj = jh, h=Azx, j=0,...,n
t; =ik, k=At, i=0,....,m

uz’j =~ u(xj, tz)
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6.3. Metode konac¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

Aproksimacije parcijalnih derivacija

ou 1 1
%~ % [u(z,t + k) —u(z,t)] = E[uiJrl,j — U]
2
1
% ~ ﬁ[u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(z — h,t)]
1
= ﬁ[ui,j—i-l — 2u;j + Ui 51

uvrstimo u diferencijalnu jednadzbu, pa dobijemo relaciju

Uity = Uij + 5 [Wije1 — 25 + Ui j-1]-
J J 2 J J J

h

Vrijednosti funkcije u su nam poznate na donjem (i = 0) rubu (iz poZetnog uvjeta)

i na lijevom rubu (rubni uvjet). Na desnom rubu imamo

%(Lt) = —[u(1,t) — g()],

pri ¢emu je ¢(t) zadano. Ovo diskretiziramo kao

1

_[ui,n - ui,n—l] = _[ui,n - gz]a

h

odakle dobivamo
Uin—1 — hg;
Uppy = ————.
’ h+1
Ovo se zove eksplicitna shema jer se vrijednosti u vremenu ¢ dobivaju preko vrijednosti

u ranijim vremenima. Koraci su dani s

L
ili h=— k=
(lih =),

T
h = —.
m

S|

6.3.2 Eksplicitna shema za valnu jednadzbu

Promatramo inicijalno-rubni problem

0Pu  0%u
W:@’ 0<x<l, 0<t<oo
w(0,1) = gi(t o u(z,0) = ¢(z) S
rubni uvjeti ou poletni uvjeti
u(1,t) = go(t E(z,@) = (z)
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6.3. Metode kona¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

Aproksimirajmo derivacije

2
% ~ % b+ k) — 2u(z, £) + u(z, t — k)
2
% ~ %[u(ﬂc Fht) — 2u(e, ) + u(x — hyt)]
ou 1 1

Q

i uvrstimo ih u diferencijalnu jednadzbu

k

2
—) (Wi a1 — 2w 5 + uijal, zad, j > 2.

WHJ:2Wf_W4J+<h

Vrijednosti za i = 1, tj. za t = At, dobivamo iz diskretizacije poetnog uvjeta
1

1
E[U(% k) — (@) =v¢(x), tj. E[ul,j - 903‘] =, urj; = @; + k;

a to izraunamo iz rubnih uvjeta.

Problemi s eksplicitnim shemama su sljededi:

e korak k po vremenu mora biti mali u usporedbi s korakom po prostornoj koor-

dinati. U suprotnom se nagomilava grjeska zaokruZivanja. Empirijsko pravilo je

k
72 < 0.5. Na primjer, za h = 0.1 = k£ < 0.005, a to znadi 200 koraka od
=0dot=1.

e numeri¢ka nestabilnost

e treba balansirati pogrjesku diskretizacije i pogrjesku zaokruZivanja.

el
1
1
1
\
\
.-~ "diskretizacija
N -
N . V. .
R zaokruzivanje

Slika 6.12: Pogrjeska metode i pogrjeska zaokruzivanja.
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6.3. Metode konac¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

6.3.3 Implicitna shema za jednadzbu vodenja topline

Promotrimo inicijalno-rubni problem:
ou  du
ot 0x?’

u(0,t) = g1(t)
u(1,t) = ga(t)

Pretpostavimo da je ¢1(t) = ¢g2(t) = 0i p(x) = 1. Promatramo sljedeée aproksimacije

0<x <1, O<t <o

}rubni uvjeti u(z,0) = @(x) — poletni uvjet.

derivacija:

ou 1
a(fﬁat) ~ E[U(%er) — u(w,t)]
0? A
a_;;<x7t) ~ ﬁ[u(:v—i—h,t—l—k)—2u(:c,t+/<:)—|—u(:v—h,t+k)]
1—A
+7[u(:c +h,t) — 2u(z,t) + u(x — h, t)],

2
preL
tralnih razlika po x u trenucimatit+k=t+ At. Za = E to je obi¢na aritmeticka
sredina. Za A = 0 imamo eksplicitnu shemu od prije. Ovdje imamo i mali problem jer

pri Cemu se A bira iz [0, 1]. Dakle x,t) se aproksimira teZinskom sredinom cen-

ne znamo u(x,t + k)! Nastavimo:

%(ui“’j — Ui) = h%(uiﬂ,jﬂ — 2Uip1,j + Uir11)
+1;l;2/\(ui,j+1 — U5 + Ui 1)

g =0, uy,=0, i=0,1,...,m,

up,; = 1, j=1,...,n

. k . . -
Uvedimo oznaku r = -=. Gornji izraz moZemo prepisati kao

=AU 1+ (14 227U ) — MU jo1 =
7‘(1 — /\)ui,j+1 + [1 - 27"(1 - A)]Ui’j + 7”(1 — )\)Ui’jfl.

Za fiksirani ¢ te za j koji ide od 1 do n — 1 gornji izraz je sustav od n — 1 jednadZbi
s n — 1 nepoznanicom ;41 1, Uit+12, - - - Uit+1,n—1. Rj€Savanjem tog sustava dobijemo

vrijednosti aproksimacija funkcije u u unutarnjim &vorovima reetke/mreZe.

1
Primjer 6.3 (i) Odaberimo neki 0 < A < 1. Recimo, A = 7 (Izbor X = 0.5 daje

shemu poznatu kao Crank-Nicolsonova shema).
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6.3. Metode kona¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

(ii) Odaberimo h i k. Recimo, h = Az = 0.2, k = /At = 0.08. Za ovakav izbor je
k

r=-—=2.

h2

(iii) MreZa ima 4 unutarnja Evora po osi .

Slika 6.13: Implicitna shema za jednadzbu vodenja topline.

Formiramo jednadZbe za &vorove na razini v = 1.

—Ujg +3U11 — U2 = Ugo — Ug1 + Up2 = 1
——
0
—Upp + U2 — U3 = Ugr — Up2 + Upz = 1
—Upg + U3 — Ua = Uz — Upz + Ups = 1
—Uyz + 3Ug — Uiy = Uz — Ups + Ups = 1
~—

0

Sustav moZemo napisati uz pomo¢ trodijagonalne matrice sustava:

3 -1 0 0 Ui 1
-1 3 -10 up | |1
0 -1 3 0 us | |1
0 0o -1 3 Ulg 1

Kad rijesimo ovaj sustav, dobijemo w11, u12,u13, u14. Dalje s tim idemo u jed-
4

Y . .. 4 3
nadZbe za U21, U2, U3 | U2g4. Dobyemo U1 = 5, U192 = 5, U13 = g, U4 = g

Isti se postupak ponavlja za vece i, tj. za veca vremena.
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6.3. Metode konac¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

U opcenitom slucaju za n unutarnjih &vorova po x, dobije se sustav s trodijagonal-

nom matricom.

by o o0 .- 0 T dy

ap by ¢ 0 .- 0 Lo ds

0 as by c3 0 T3 d3

0 0 as B

I . : . Cpe1 : :
0 0 - 0 ap1 bn | [ % | d, |

Sustav se rjeSava tako da transformiramo trodijagonalnu matricu u gornju trokutastu,

1L ¢ 0 -~ 0 0 T [
01 ¢ -+ 0 0 T d;
00 1 .0 0 T3 || d3
00 0 ...1¢., : :
(00 0 ...0 1 ||a | [d]
. . oL dy, Cit1 . diy1 — a;dy
pri CemUJeclzay d1:b—1r Ci+1:m' di“:m'

U implicitnoj shemi na svakom vremenskom koraku moramo rjeSavati linearni sus-
tav. Dobitak je numeri¢ka stabilnost, tj. moZemo uz grublji vremenski korak dobiti
istu to¢nost. Grublji korak po vremenu znadi i manje rauna.

Trodijagonalne matrice smo vec vidjeli kod rjeSavanja problema ravnoteze Zice.

Pojavljuju se i kod kona&nih razlika i kod metode konaénih elemenata za Zicu.

6.3.4 Metoda konacnih razlika za elipticke probleme

Prva i druga derivacija funkcije f(x) se mogu aproksimirati pomo¢u Taylorovog teorema
na sljededi nadin:

Fa) m gelfdh) = fla—m)
f@) ~ gl h) =26 + fw - h)
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6.3. Metode kona¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

Polazeci od gornjih formula dobivamo sljedece aproksimacije parcijalnih derivacija 2.
reda funkcije u(zx,y):

0*u 1
0*u 1
"~ (e, y+ k) = 2u(w, y) +ul,y — k).

Neka funkcija u(z,y) predstavlja progib pravokutne membrane 2. Membranu po-

dijelimo pravokutnom mreZom kao na donjoj slici

A
umO
. ﬁ/L
. % |
Uy, [ J
Uso
Uy Uy Up, r Ug,

Slika 6.14: Shema za Laplaceovu (Poissonovu) jednadzbu.

Uvedimo oznake za pribliZzne vrijednosti progiba u &vorovima mreZe:

Q

u(zj, yi) Wi
u(zj, yi + k) Uit
w(x; +h,y) = wii
(zj,y: — k) ~ w1y
( )
)

u

Q

u(x; — h,yl

ou
al' (‘,L‘]’ yl

Us 51
1
ﬁ(ui,j-i-l — Ui j-1)

Q

ou 1
a—y(%‘a yi) = ﬂ(um,j — Ui—1,)
0*u 1
W(:cj, yi) ~ ﬁ[ui,j—i-l — 2uij + Ui j1]
0*u 1
a—yg(%‘a vi) ~ @[Uiﬂ,j — 2uij + Ui ]

108



6.3. Metode konac¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

: : L Pu 0%u
Odavde dobivamo diskretizaciju operatora Au = — + —:
ox?  Oy?

Au(a,y) = 55 [uige = 2y + U] + Uiy — 2w+ wimg),

Za slu¢aj h = k imamo za jednadzbu Au = 0
Ui+1,j + Uz‘—l,j + Ui,j+1 + Uz‘,j—l — 4uij = 0.

Odatle

1
g = 7wy + tic1 + Uiger + i)

4

Dakle, vrijednosti u unutarnjim &vorovima su srednje vrijednosti na susjednim ¢vorovima.

Postupak rjesavanja:
i) PridruZimo veli¢inama w;; srednju vrijednost svih rubnih uvjeta.

ii) Zamijenimo vrijednosti w;; novim vrijednostima dobivenim usrednjavanjem preko
Cetiri susjedna &vora. (Nije naro&ito bitno kojim redom, moZe po redovima, a

moZe i po stupcima.) Nakon nekoliko iteracija postupak konvergira.

Primjer 6.4 Rijesimo jednadzbu Au = 0 na (0,1) x (0,1) uz rubne uyjete

u(z,0) =sinmz

rubni uvjeti
u(z,1) =u(0,y) = u(l,y) =0

ako jem =n = 3.

y‘k
900
0_"621"622__":0
L - ¢---6---10
M EDART A
0 Sin%sinz-” 1 X

Slika 6.15: Uz primjer 6.4.
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6.3. Metode kona¢nih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe

Sustav za U1, U2, U271, U22 g/QSI

.
—4U11+0+SIH§+U12+U21 =0

. 2w
—4uq19 + u11 + sin 5 +04uyp = 0
—4U21+0+0+U11+U22 =0
—4UQ2+O+O+UQ1+U12 = 0

Imamo onoliko jednadZbi koliko je unutarnjih Evorova mreZe. U matricnom obliku

sustav zapisujemo kao

—4 1 1 0 iy —
1 -4 0 1 ug || %
1 0 -4 1 uy || 0
0 1 1 —4] [ up 0

Ovakvi se sustavi rjeSavaju iteracijskim metodama. Neke od njih su Jacobijeva, Gauss-
Seidelova, SOR. Matrice su im rijetke, vrplaste, dijagonalno dominantne. Za Neuman-
nov problem, derivacije koje ulaze u rubne uvjete zamjenjuju se kona¢nim razlikama.
Metoda je, uz oite modifikacije, primjenjiva i na nehomogene probleme (u desnu stranu
ulaze f(x,y) = fi;) i na probleme s nekonstantnim koeficijentima (njihove vrijednosti
u ¢vorovima mreZe ulaze u matricu koeficijenata). Sto ako podrugje nije pravokutnik?

Rubni uvjeti zadani na 02 zamjenjuju se vrijednostima u ¢vorovima mreZe.

y 3

Slika 6.16: Nepravokutno podrucje.

MreZa ne mora biti svuda jednako gusta — &vorovi mogu biti guséi tamo gdje se
olekuje brZza promjena rjeSenja. Treba paziti na numeraciju ¢vorova jer ona ima veliki

utjecaj na strukturu matrice, tj. raspored nula, Sirinu vrpce, itd. Pou¢no je nacrtati
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6.4. Metode konacnih elemenata

10 x 10 mreZu i numerirati njene ¢vorove na dva nacina, prvo s lijeva na desno u
svakom redku, odozgo prema dolje, a nakon toga, recimo, spiralno, prvo &vorove na
rubu pa prema unutra. Lako se vidi da je u prvom slucaju Sirina vrpce jednaka 10,
dok je u drugom slu€aju jednaka 35. Kako Sira vrpca znadi manju efikasnost pohrane
matrice u memoriju ra¢unala i sporiju konvergenciju iteracijskih metoda za rjeSavanje

linearnog sustava, jasno je da numeraciji ¢vorova treba pokloniti posebnu pozornost.

6.4 Metode konacnih elemenata

Za razliku od metoda konalnih razlika koje se temelje na diskretizaciji diferenci-
jalnih operatora zamjenom derivacije konaénom razlikom, metode konacnih eleme-
nata polaze od varijacijske formulacije i od minimizacije odgovarajucih funkcionala na
kona&nodimenzionalnim potprostorima razapetim baznim funkcijama koje zadovolja-
vaju rubne uvjete. Priblizna rjeSenja se dobivaju kao projekcije to¢nih rjeSenja na te
kona¢nodimenzionalne podprostore, pa se za metode konaénih elemenata jo$ kaZe i
da su projekcijske. Prednost varijacijske formulacije je da zahtijeva manju glatkoéu
rjeSenja i koeficijenata. Dodatna prednost je da se dobivaju matrice s dobrim nu-

meri¢kim svojstvima.

6.4.1 Varijacijski racun

Problem brahistokrone je problem odredivanja krivulje y = y(z) po kojoj ¢e se mate-

rijalna totka mase m najbrze spustiti iz totke A u tocku B kao na slici 6.17.

v

Slika 6.17: Problem brahistokrone.

111



6.4. Metode konac¢nih elemenata

Promotrimo
ds 1 ds '2
= dt = /—ds—/—:—/—
/ rv V29 Jr \/@
Gornja veli¢ina T'[y] ovisi o krivulji I" zadanoj kao graf funkcije y = y(x), tj. ovisi o

funkciji. Takve veli¢ine zovemo funkcionalima. Odredivanje brahlstokrone svodi se
na nalaZenje funkcije 7(x) koja minimizira funkcional T'[y] na klasi svih krivulja koje
prolaze kroz A i B, tj. na klasi svih funkcija koje zadovoljavaju y(a) = A, y(b) = B.

Opcenito, promatramo funkcional koji ovisi o funkciji, njenoj varijabli i o derivaciji

funkcije:
b
Tl = [ Py d.

Zanimaju nas funkcije y(x) za koje se taj funkcional minimizira i koje zadovoljavaju
y(a) = A, y(b) = B. Pretpostavimo da takva funkcija 7(x) postoji. Promotrimo
malu varijaciju funkcije 7, tj. funkciju 5(z) 4 en(zx), pri &emu je € mali broj a n(x)
funkcija koja zadovoljava n(a) = n(b) = 0. Kako 7 minimizira funkcional .J, imamo
J[y] < J[y + en], za svaki . Gledamo to kao funkciju od ¢, ¢(e) = J[y + en).

L ()

Slika 6.18: Uz izvod Euler-Lagrangeove jednadzbe.

Funkcija ¢(g) ima minimum za € = 0, pa iz Fermatove leme slijedi ' (¢) = 0 za

e = 0. Izratunamo ¢ (¢):

oy de(e)  d d [ o
o) = i —deJ[y+€n]—d€/aF(x,y+€n,y +en)dx
bTOF oF
= il i d
“ag <x>+8§n<x>] .
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6.4. Metode konacnih elemenata

Parcijalnom integracijom dobijemo da je desna strana jednaka
"[oF F
/a {aa—y - ({%g—j} n(x) dz. (Rubni uvjet za n(x)!)
Dakle, nuzni uvjet ekstrema funkcionala J[y| dan je kao
de(e) / OF 0 OF
de . Loy ozoy ) du

Kako to vrijedi za sve n(z) koje zadovoljavaju rubne uvjete, koriste¢i osnovnu lemu

varijacijskog rac¢una dobivamo da mora biti zadovoljeno i
OF 0 OF
oy Oz dy

Dakle: Ako funkcija y(x) minimizira funkcional

J[y] :/ F(z,y,y)dz

(na klasi glatkih funkcija koje zadovoljavaju rubne uvjete), onda y(x) mora zadovolja-

vati i jednadZbu
oF d OF

oy dvdy
s tim rubnim uvjetom. Jednadzba (6.1) zove se Euler-Lagrangeova jednadzba.

(6.1)

Primjer 6.5 PokaZimo da je duZina zaista najkraca spojnica svojih krajnjih tolaka.
Ako te krajnje totke A = (xa,ya) i B = (zp,yp) spojimo krivuljom opisanom s

y = y(x), najkracu duljinu e imati krivulja T' koja minimizira funkcional

o) = [ at= / (9,9)

pri Cemu je F(x,y,y’) = \/Ty’? . Minimizira se po svim krivuljama I' koje zado-
voljavaju rubne uvjete, tj. krajevi su im tocke A i B. Kako F' ne ovisi oy, Euler-
Lagrangeova jednadZba se svodi na
dorFr d (x)
dz 8y @ 1+ (v)?

Sredivanjem dobijemo
y"(x)
[V1+ ()
odakle slijedi da je y linearna funkcija od x, tj. y = ax + b. Koeficijenti a i b se

odreduju iz rubnih uvjeta y(x4) = ya i y(z5) = yp.
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6.4. Metode konac¢nih elemenata

Primjer 6.6 Pogledajmo primjer homogenog funkcionala koji ne ovisi o z: Jy| =

/0 (v + %) e, y(0) = 0,y(1) = 1.

/ ! aF aF ’ d 8F "
F = 2 2 — =92 I — — = .
(r,y,y)=y"+y , o Y ey W oy Y
Dakde, OF d OF
- =2y —2%"=0
ay d:L' ayl y y )
t.

y' —y=0
y(0)=0,y(1) =1

y(zr) =0.42(e® — e *) = 0.84 sh x.

(au” + bu? = 2fu) na [0,1], u(0) = u(l) = 0, pri cemu su
| i f(z) dovoljno glatke funkcije.

Primjer 6.7 F(u,u ) =
a(x) >0, b(x) >0 na [0,

oF oF ,d [(OF / !
b g g =iy 1 (5) = (st @)

1
2
0,1

Dakle,

(a(x)ul (5()3) ;Z<£))u:(x()) = f(x) } — izgleda li poznato?

Radi se o rubnom problemu koji opisuje ravnoteZu Zice.

Opisani postupak funkcionira analogno i u vise dimenzija. MoZe se pokazati da se

minimizacija funkcionala

1 1 B 2 o 2
:/0/0 [((TZ) —l—(a—Z) dzdy uz u |sgo=g

moZe svesti na Dirichletov problem Au =0 u Q, u |sgo= g. Sli€no, funkcional

JL[Ge)+ (G 2w

vodi na Poissonovu jednadZzbu Au = f u 2. Funkcional gornjeg oblika se zove funk-

dr dy

cional energije.
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6.4. Metode konacnih elemenata

(Paralela: f(z) =0 vs. min f*(z))

Funkcional J moZemo interpretirati preko potencijalne energije:

’ 2

F(u,u) = %(au, - &iu/) (au’

sila

1 ! 12 !
Ju] = §/Oau dx — /Ofuda:

N———— ——

unutarnja potencijalna energija  potencijalna energija vanjske sile

2 77 /
=auu =qu),

6.4.2 Ritzova metoda

Promotrimo funkcional

1 ! 12 !
J[u]zi/oau dx—/ofudx

uz rubne uvjete u(0) = u(l) = 0. Uzmimo dopustene funkcije ¢1, ..., ¢, koje su line-
arno nezavisne. One razapinju vektorski potprostor L(y1,...,¢,). Promatramo na3
funkcional na tom potprostoru. Neka se funkcional minimizira za u,, € L(p1,...,©n),

tj. neka vrijedi

J(up,) = min  J(v).

VEL(P1,...rom)

Intuitivno je jasno da vise dimenzija daje bolju aproksimaciju, tj. da, u odredenom

smislu, u, — u, gdje je u tono rjesenje.
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6.4. Metode konac¢nih elemenata

TraZimo vrijednosti aq, ..., «, za koje se minimizira ®(aq,...,®,). One moraju za-

dovoljavati nuzni uvjet =0,7=1,...,n. Prema tome, vrijedi

8OZZ‘
1 /! - , ’ ! a 0
D(aq,...,an :—/a P, dx—/f a;p; | dx —,
( ! ) 2 0 ; 0 ; /80@
0P /l —~ : /l
_— = a o, ; (¥ dz — ngdl’:O,
da; 0 (zzl ) N 0o "7

" da;
Z@Zéj‘pj

i=1 < 2,
odnosno
n l l
! !
E (/ ap;p; dx) o; = / fedx
Z:l N O 7 \_0 —
K j;—poznato poznato, oznaka f;
Time smo dobili linearni sustav za «;:
n
E Kjiozi:fj, j:l,...,n, tj.
i=1

Ka=f.
Matrica K = [K;| se zove matrica krutosti. Ona je uvijek regularna, zbog linearne
nezavisnosti baznih funkcija. Za bazne funkcije uzimamo one koje imaju svojstva
glatkosti koja oekujemo od rjesenja. Konaé&nim elementima nazivamo funkcije koje

su razli¢ite od nule na malim komadima u [0,].

évorovi

n

linearni elementi n
trodijagonalna matrica

Slika 6.19: Linearni konacni elementi i odgovaraju¢a matrica krutosti.
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6.4. Metode konacnih elemenata

Ako umjesto linearnih uzmemo sloZenije elemente, raste broj dijagonala u matrici
krutosti. Dobivamo vrp€astu matricu. U viSe dimenzija Sirina vrpce ovisi 0 numera-

ciji ¢vorova.

Ritzova aproksimacija je ortogonalna projekcija to¢nog rje$enja na potprostor L(1, . .., ¢n),

pri ¢emu pretpostavljamo ortogonalnost u smislu skalarnog produkta definiranog s
l
fr9= / fg dx.
0
Osim Ritzove, postoje i druge formulacije, kao, npr., Galerkinova, Kantoroviceva,
najmanjih kvadrata, kolokacije itd.
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