KruZna membrana
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Laplaceova jednadzba za kruZnu membranu

Promotrimo sada problem ravnoteZe kruZne membrane polumjera R.

Bududi da se radi o kruznim problemima, prebacujemo se u polarni
koordinatni sustav.
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Laplaceova jednadzba za kruZnu membranu

Promotrimo sada problem ravnoteZe kruZne membrane polumjera R.
Bududi da se radi o kruznim problemima, prebacujemo se u polarni
koordinatni sustav.

Rjesavamo Laplaceovu jednadzbu Au = 0 s rubnim uvjetima u |g= a(y)
(na rubu kruZnice), tj.

Au(r,p) =0 za0<r<R
ulg=u(R,po)=a(y) 0<p<2r. [’

Ovu zadacu nazivamo unutarnjim Dirichletovim problemom.

y

[/
N
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Laplaceova jednadzba za kruZnu membranu

U polarnim koordinatama Laplaceov operator ima oblik

10 [/ Ou
Au-rar<rar> +

d?u  10u

AT

1 0%u
202
1 0%u
EFrY

3/
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Laplaceova jednadzba za kruZnu membranu

U polarnim koordinatama Laplaceov operator ima oblik
= rar\ar r2 9?2

Pu 100 10

or2  ror  r2op?

Dakle, rjeS8avamo jednadzbu

10 [/ Ou 1 0%u
Au-rar<rar> +ﬁ87(p2_0

u polarnom koordinatnom sustavu u ravnini, uz rubni uvjet

ulr=u(R,¢) = a(y).
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Rjesenje Laplaceove jednadZbe (kruZna membrana)

Rjesenje traZimo u obliku u(r,p) = R(r) - (¢). Sli¢nim razmatranjima

kao i prije i iz &injenice da je funkcija ¢ periodi¢na s periodom 27 kona¢no
dobijemo rjeSenje Laplaceove jednadZzbe

)
u(r,p) = Z r"(Eyp cos np + Eppsin np)
n=0

zare[0,R]ip€0,27).
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Rjesenje Laplaceove jednadZbe (kruZna membrana)

Rjesenje traZimo u obliku u(r,p) = R(r) - (¢). Sli¢nim razmatranjima

kao i prije i iz &injenice da je funkcija ¢ periodi¢na s periodom 27 kona¢no
dobijemo rjeSenje Laplaceove jednadZzbe

)
u(r,p) = Z r"(Eyp cos np + Eppsin np)
n=0

zare[0,R]ip€0,27).

Koeficijente ratunamo po formulama

1 s
Ero= 5~ a(p)de,

—T

1 T .
Ein = R”w/ a(p)cosnpdp, neN i

—Tr

1 s
Exy = R”w/ alp)sinnpdp, neN.

—T



Rijesite problem ravnoteze kruzne membrane polumjera R = 3 uz rubne
uvjete:

a) ul,=3 = 2cos2¢ = a(y),
b) u|,=3 =4+ 3sin5p = a(p).




Rijesite problem ravnoteze kruzne membrane polumjera R = 3 uz rubne
uvjete:

a) ul,=3 = 2cos2p = a(yp),
b) ul,—3 = 4 + 3sin5p = a(y).

Rjesenje: Znamo da je rjedenje dano formulom
o
u(r, ) = Z r’ (Eln cos ny + Eppsin ngo) )
n=0
gdje je

1 iy
Eio = 2—/ a(p)dy,

—Tr
s

a(p)sinnpdp, neN.

—T

Ein= W/ a(p)cosnpdp, neN,
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(a) Za n € Ny ratunamo koeficijente:

™

=0,

2 [T 1 .
Eijp=— cos2pdyp = —sin2¢p
27 J_, 27

—T
2

2 & 2
= o 9’
E, = 3"7r/ cos 2 cos npdp { 0, n#2,

—T

2 ™
E = / cos 2psin npdy = 0.
3t J_,
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(a) Za n € Ny ratunamo koeficijente:

™

=0,

2 [T 1 .
Eijp=— cos2pdyp = —sin2¢p
27 J_, 27

—T

2

2 4 2
= — — 9’
Ei, 3"7r/ cos 2 cos npdp { 0. nt2

—T

2 ™
E = / cos 2psin npdy = 0.
3t J_,

Prilikom odredivanja koeficijenata Ei, i Ezp, koristili smo svojstvo
ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija. RjeSenje zadanog problema
ravnoteZe kruZne membrane je funkcija

2

2
u(r,p) = gricos2p,  ref0.3], @ e[o,2m).
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(b) Za n € Ny ratunamo koeficijente:

™

1 [7 1 3
Eijo = — (4 + 3sinbp)dp = — (4@ — —cos 5g0>

2T J_, 2m 5 _7r
1 3 3 8
= 27T(47r—5cos57r+47r+5c0557r) = % =4,
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(b) Za n € Ny ratunamo koeficijente:

™

1 [7 1 3
Eijo = — (4 + 3sinbp)dp = — (4@ — —cos 5g0>

2T J_, 2m 5 _7r
1 3 3 8
= 27T(47r—5cos57r+47r+5c0557r> = % =4,

1 s
Eyp, = / (4 + 3sin5¢) cos npdy

3t J_ .

4 s 3 s
= cos npdp + —— sin 5¢ cos npdy
3 /_7r 3T J_,

™

=0,

sin ny

= n
3"nm o
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1 s
E>, = 30 / (4 + 3sin5¢) sin npdp =

—T

1 4
= — —cosn
n ¥®

- 30

_ 8%, n=>5
| 0, n#b5,

™ T
+3/ sin by sin ncpd<p>
—Tr

—T

8/31



1 s
E>, = 3 /_w(4 + 3sin 5¢) sin npdp =

1 4
— —cosn
3N n 14
1
_ 81’ n—= 5
0, n#b,
Prilikom odredivanja koeficijenata Ei, i Eap, koristili smo svojstvo

ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija. RjeSenje postavljenog problema
ravnoteze kruzne membrane je funkcija

™ T
+3/ sin by sin ncpdnp)
—Tr

—T

1
u(r,p) =4+ grrisinbp,  ref0,3], @€ [0,2m).
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Poissonova jednadzba za kruznu membranu

Pogledajmo sad jedan specijalni slu¢aj djelovanja vanjske sile na kruznu
membranu, u kojem vanjska sila ne ovisi o kutu ¢ nego samo o r, tj.
imamo radijalno djelovanje.
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Poissonova jednadzba za kruznu membranu

Pogledajmo sad jedan specijalni slu¢aj djelovanja vanjske sile na kruznu
membranu, u kojem vanjska sila ne ovisi o kutu ¢ nego samo o r, tj.
imamo radijalno djelovanje. RjeSavamo problem

Au(r,p) = g(r) }
u|r=aly) ’
tj. preciznije rjeSavamo
10 [ Ou 1 0%u
A = - — _ —_—— =
YT or <r8r> + r2 9?2 g(r)

uz rubni uvjet
ulr=u(R,¢) = a(p).
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Poissonova jednadzba za kruznu membranu

Kako g(r) ne ovisi o ¢, niti funkcija progiba u ne ovisi o ¢ pa vrijedi

9%u

a2 ="
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Poissonova jednadzba za kruznu membranu

Kako g(r) ne ovisi o ¢, niti funkcija progiba u ne ovisi o ¢ pa vrijedi

2
02

Lo o0y _
ror\ Or — &

u [rR= u(R, ) = a(p).

=0.

Dakle, problem se svodi na

uz rubni uvjet
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Rijesite problem ravnoteZe kruZzne membrane polumjera R = 2, napetosti
p = 3, ako je zadana gustoca vanjske sile f(r) = 2r + 5 (sila djeluje
radijalno) i rubni uvjet u|,—» = 0.
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Rijesite problem ravnoteZe kruzne membrane polumjera R = 2, napetosti
p = 3, ako je zadana gustoca vanjske sile f(r) = 2r + 5 (sila djeluje
radijalno) i rubni uvjet u|,—» = 0.

Rjesenje: RjeSavamo Poissonovu jednadzbu
—3Au=2r+5,

uz rubni uvjet u|,—» = 0. Bududi da vanjska sila djeluje radijalno,
ravnotezni polozaj membrane ne ovisi o kutu ¢, pa se Poissonova
jednadZba svodi na oblik

19 ( du\ _ 2r+5
ror r@r 3
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PomnoZimo gornju jednadzbu s r,

O ( ou\ _ 2r* 5r
or\ or) 3 3

i integriramo po r,
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PomnoZimo gornju jednadzbu s r,

O ( ou\ _ 2r* 5r
or\ or) 3 3

i integriramo po r,

ou 2r2  5r 4 G
or 9 6 r
i ponovno integriramo po r,

2r3 572
U(r):—f—ﬁ‘i‘Cllnr—{—Cé.
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PomnoZimo gornju jednadzbu s r,

O ( ou\ _ 2r* 5r
or\ or) 3 3

i integriramo po r,

ou 2r2 5r G

a9 6%
i ponovno integriramo po r,

3 2
u(r) = —22% - %—i— Glinr+ G.

Uo¢imo da priblizavanjem sredistu membrane r teZi prema nuli, pa u
slu¢aju da je C; # 0 progib membrane teZi u oo $to je fizikalno
nemogucde.

Stoga moramo uzeti da je .
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Iz rubnog uvjeta u|,—> = 0 izratunamo C,. Imamo
23 22
25 55 4G =0
7 Pt

paje G = %.
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Iz rubnog uvjeta u|,—> = 0 izratunamo C,. Imamo

23 22
22 _pZ_ -
7 S te=0

paje G = %.

Dakle, rjeSenje postavljenog problema ravnoteZe kruZne membrane ima

oblik 3 )
2r 5r 61
= — 4+ — 2].
u(r) 7 " 13 "o €02
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Dirichletov problem u kruZnom vijencu

Promotrimo problem ravnoteze kruZzne membrane polumjera R» s kruZnom
rupom u sredini polumjera Ry, gdje je Ro > Ry > 0.
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Dirichletov problem u kruZnom vijencu

Promotrimo problem ravnoteze kruZzne membrane polumjera R» s kruZnom

rupom u sredini polumjera Ry, gdje je Ro > Ry > 0.

RjeSavamo Laplaceovu jednadzbu uz rubne uvjete u(R1, @) = a(y) i
u(Rz, ) = B(yp), 1.

Au =0, Ri<r<R

U |r=r,= a(y)
u |r:R2: 5(90)
y

—Au=0
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Dirichletov problem u kruZnom vijencu

Rjesenje je oblika

u(r,¢) = Ao+Bpn r—i-z [(Al,,r —I—) cos nyp+ <A2,,r —l—) sin ngp]

n=1

zar € [Ry, R]ip€[0,2m).
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Dirichletov problem u kruZnom vijencu

Rjesenje je oblika

u(r,¢) = Ao+Bpn r—i-z [(Al,,r —I—) cos nyp+ <A2,,r —l—) sin ngp]

n=1
zar € [Ry, R]ip€[0,2m).

Napomenimo da u rjeSenju imamo vise &lanova jer nula nije u domeni, pa
ne odbacujemo &lanove zbog neograniéenosti. Koeficijente Ag i By
ra¢unamo iz sustava jednadzbi

AO“‘BOIan/ d907

T

1
Ao+ Boln Ry = 5 B(p)de
iy

—Tr
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Dirichletov problem u kruZnom vijencu

Koeficijenti A1, i By, odreduju se za svako n € N iz sustava
jednadzbi

B 1 [
AinR{ + Rll: = W/ﬂ a(p) cos npdy,

n  Bin 1 [7
AinRy + R = - B(p) cos npdy,
2 TSz
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Dirichletov problem u kruZnom vijencu

Koeficijenti A1, i By, odreduju se za svako n € N iz sustava
jednadzbi

B 1 [
AinR{ + Rll: = Tr/,, a(p) cos npdy,

n  Bin 1 [7
AinRy + R = - B(p) cos npdy,
2 TSz

a koeficijenti Ay, i By, iz sustava jednadZbi

A R”—i—an—l/ﬂoz( ) sin ned
2nf] R{’iﬂ' . ¥ pdae,

By, 1 [T )
AonRy + R2é’ = _Wﬁ(go)sm npdo.
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3

RijeSite problem ravnoteze kruzne membrane polumjera R, = e° s
kruZznom rupom polumjera Ry = e u sredini, uz rubne uvjete

u(R1,p) = cos2¢ i u(Ra, ) = sin2¢p.




3

RijeSite problem ravnoteze kruzne membrane polumjera R, = e° s
kruZznom rupom polumjera Ry = e u sredini, uz rubne uvjete

u(R1,p) = cos2¢ i u(Ra, ) = sin2¢p.

RjeSenje: Rjesenje problema je dano formulom

o0

By B>

u(r,p) = Ao+BoInr+ g [(Al,,r —1——) cos ny+ (Ag,,r +—) sin n(p:|
n=1



Rijedite problem ravnoteZe kruzne membrane polumjera R, = €3 s
kruZznom rupom polumjera Ry = e u sredini, uz rubne uvjete
u(R1,p) = cos2¢ i u(Ra, ) = sin2¢p.

RjeSenje: Rjesenje problema je dano formulom

u(r,o) = Ao+BpIn r—|—Z [(Al,,r —1——) cos ny+ (Ag,,r +—) sin n(p:|

n=1
Koeficijente Ag i By ratunamo iz sustava

1 ™
Ao+ Bylne= — cos2pdyp =0
2m J_,
3 [
Ao+ Bolne® = — sin2pdy =0
2 J_,
Prema tome, Ag+ By = 0 i Ag + 3By = 0, odakle dobivamo
Ao =By =0.



Koeficijente A1, i Bin za n € N odredujemo iz sustava

n Bin 1 [T
Aine” + = — cos 2 cos npdp,

n
e T )

3n Bin _ I
Aine™ + = = — sin 2 cos npde.
e3n T
—T

Za n # 2 dobijemo sustav A;,e” + % =0i A’ + % =0, pa je
Aip = B, =0.
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Koeficijente A1, i Bin za n € N odredujemo iz sustava

n Bin 1 [T
Aine” + = — cos 2 cos npdp,

en ™ J)_r
B 1 (7
A1ned™ + % = / sin 2¢ cos npdep.
e s
-

Za n # 2 dobijemo sustav A;,e” + % =0i A’ + % =0, pa je
Aip = B, =0.

Koristeci ortogonalnost trigonometrijskih funkcija za n = 2 dobijemo
sustav

B
A’ + % =1,
e
B
Arpe® + % =0,
e
ije je rjeSenje
1 elO
A = Bio = .
12 2(1— &%) I B2 81
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Koeficijente Az i Bon za n € N odredujemo iz sustava

B 1 (7
Aoxpe” + 2n / cos 2@ sin npdy,
™

—Tr

3n B2'7 _ 1 " :
Axne™ + —- = — sin 2 sin npde.
S

™

Za n # 2 dobijemo sustav Appe" + % =01 Ay,e3" + @ =0, pa je
A2n = B2n =0.
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Koeficijente Az i Bon za n € N odredujemo iz sustava

B 1 /7
Agpe™ + 21 = = cos 2y sin npdp,
e us

—Tr

3n B2'7 _ 1 " :
Axne™ + —- = — sin 2 sin npde.
S

-7

Za n # 2 dobijemo sustav Appe” + B2 = 0§ Ay, +

BQ” =0, pa je
A2n = B2n =0.

Primjenom ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija za n = 2 dobijemo
sustav

Cije je rjesenje
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Prema tome, rjeSenje postavljenog problema ravnoteZe kruzne membrane
je

2 10 e’r? e®
= 2 . 2
u(r, ) <e2(1—e8)+(e8—1)r2>cos ‘P+<es_1+(1_e8)r2>sln L)

zarcleedipecl0,2r).
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RijeSite problem ravnoteZe kruZne membrane polumjera R, = e* s

kruZnom rupom polumjera Ry = e€? u sredini, ako je napetost membrane

p = 2 i na membranu djeluje vanjska sila gustoée f(r) = r (progib ne ovisi
o kutu), uz rubne uvjete u(Ry) = u(Rz) = 0.




Rijegite problem ravnoteZe kruZne membrane polumjera R, = e* s

kruZnom rupom polumjera Ry = e€? u sredini, ako je napetost membrane

p = 2 i na membranu djeluje vanjska sila gustoée f(r) = r (progib ne ovisi
o kutu), uz rubne uvjete u(Ry) = u(Rz) = 0.

RjeSenje: RjeSavamo Poissonovu jednadZbu
—2Au=r.

Bududi da vanjska sila djeluje radijalno, ravnotezni poloZzaj membrane ne
ovisi o kutu ¢, pa se Poissonova jednadzba svodi na oblik

19 (0uy__r
ror\ or) 2
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PomnoZimo gornju jednadZbu s r,

i integriramo po r,

ou r’

—=——+G.

or 6 &
Sada dobivenu jednadZbu podijelimo s r

u_ 2. G

or 6 r’
i ponovno integriramo po r,

/3
u(r) = ———i— Glinr+ G.
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Iz rubnih uvjeta slijedi

6

e
——4+2G+ G =0
18 + 201+ G )
12
——4+4G + G =0.
18 +4C1 + Q2
Koeficijent C; izraunamo tako da prvu jednadébuﬁpomnoiimo s-1i
dodamo drugoj jednadzbi, pa dobijemo C; = —%. Sada C; uvrstimo u
prvu jednadzbu i izratunamo G, = 2661_8312. Rjesenje problema ravnoteZe
kruzne membrane s rupom je
3 12 _ 6 6 12
r e —e 2e® — e
u(r):—TS—I—Tlnr—i-T, rE[e2,e4].
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Vanjski Dirichletov problem

Promatramo sljedeci problem

Au=0 za R <r < oo
ulr=r=u(R,¢) =a(p), 0<¢p<2m.

4
v

y
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Vanjski Dirichletov problem

Iz rjeSenja za kruZni vijenac odbacujemo Inr, r" cosnp i r”sin np, jer su
ona neograniena kad r — oc.
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Vanjski Dirichletov problem

Iz rjeSenja za kruZni vijenac odbacujemo Inr, r" cosnp i r”sin np, jer su
ona neograniena kad r — oc.

Ostaje rjesenje

1
Z r—n (Eincos np + Ezpsinny) |,
n=0

zar € [R,00] i p € [0,27).
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Vanjski Dirichletov problem

Iz rjeSenja za kruZni vijenac odbacujemo Inr, r" cosnp i r”sin np, jer su
ona neograniena kad r — oc.

Ostaje rjesenje

=1
Z r—n (Eincos np + Ezpsinny) |,
n=0

zar € [R,00] i p € [0,27).

Koeficijente ratunamo po formulama

1 ™
Eio o | a(p)dy,
Rn 7T
Ein=— a(p)cosnpdp, neN i
™ —T
Rn s

Eyy = — a(p)sinnpdp, neN.
T

—Tr
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Rijesite vanjski Dirichletov problem

Au=0 zal <r<oo
ulr=1=u(l,p) =1+sinp+cos3p, 0<p<2m.




Rijesite vanjski Dirichletov problem

Au=0 zal <r<oo
ulr=1=u(l,p) =1+sinp+cos3p, 0<p<2m.

RjeSenje: Znamo da je rjeSenje oblika

o0

1

E — (Exncos np + Expsin np).
r

n=0

Rac¢unamo koeficijente

1 [7 1
ElO:_/ (I+sinp+cos3p)dp = — -2 = 1.
27 J_, 27



Za svakine N

1 ™
Ein= / (1 + sin ¢ + cos 3¢) cos npdy
™ —T
1 (7 1 (7 1 (7
:/ cosn<pdcp+/ singocosncpdg0+/ cos 3¢ cos npdp
T s T ) _n

|1, n=3
10, n#3

1 [" 1 [™ I
Exp=— / sin npdp + — / sin @ sin npdp + / cos 3 sin npdy
s s T J)_r

1, n=1
10, n#1

Dakle, rjeSenje ovog vanjskog Dirichletovog problema je

=0 =0

1 1
u(r,p) =1+ ;singo—l—ﬁcos&p.
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Domacéa zadaca

Rijesite problem ravnoteZe kruZzne membrane polumjera R = 4, uz zadane
rubne uvjete:

a) ul,—4 = sin4p,

b) u|r—4 =2+ 3cos 7.

Rijesite problem ravnoteZe kruZzne membrane polumjera R = 4 i napetosti
p = 1, ako je zadana gustoca vanjske sile f(r) = r? + 3r + 1 (sila djeluje
radijalno), uz rubni uvjet u|,—4 = 1.




Domacéa zadaca

©

Rijesite problem ravnoteZe kruzne membrane polumjera R, = e
kruZnom rupom polumjera R; = e u sredini, uz rubne uvjete

u(R1,p) =sin2¢ i u(Ra, p) = cos2¢p.

Rijegite problem ravnoteZe kruzne membrane polumjera R, = e* s

kruznom rupom polumjera Ry = e u sredini, ako je napetost membrane
p = 3 i na membranu djeluje vanjska sila gustoc¢e f(r) = 3r> (progib ne
ovisi o kutu), uz rubne uvjete u(Ry1,¢) = u(Re, ) = 0.
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Domacéa zadaca

Rijesite problem ravnoteZe kruZzne membrane polumjera R, = 6 s kruZnom
rupom polumjera Ry = 2 uz rubne uvjete

Ulr—o=cosp+cos3p i u|,—= cosey.

Rjesenje:

r 3 3729
u(r,p) = §+Z cos p + —@—i—m cos 3y

Odredite ravnoteZni oblik homogene kruzne membrane radijusa R = 3
napetosti p = 1 i povrSinske gusto¢e p = 10 ako na membranu djeluje
vanjska sila gustoée f(r) = 5r + 2. Rubni uvjet je u(3,p) = 2.

Rjesenje:
5r3  r2 43

r
ure)=-—5-3%3



Domacéa zadaca

Rijesite problem ravnoteZe kruzne membrane polumjera R» = 5 s kruZnom
rupom polumjera Ry = 2 u sredini, napetosti p = 1 i povrSinske gustoce
p = 1 ako na membranu djeluje vanjska sila gustoce f(r) = r?. Rubni
uvjeti su u(2,¢) = —11i u(5,¢) = 2.
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