Oscilacije Zice
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Jednadzba oscilacija Zice

Promatramo sad kako se ponasa Zica u vremenu ako na nju djelujemo
nekom vanjskom silom.
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Jednadzba oscilacija Zice

Promatramo sad kako se ponasa Zica u vremenu ako na nju djelujemo
nekom vanjskom silom.

Progib Zice u(x, t) u tocki x i vremenu t opisuje parcijalna diferencijalna
jednadzba

0= = (et ) a1 = ).

p(x) = linijska gustoca Zice u tocki x

p(x, t) = napetost Zice u tocki x, u trenutku t

q(x) = koeficijent elasti¢nosti sredstva u kojem se Zica nalazi

f(x, t) = linijska gustoca vanjske sile koja djeluje na Zicu u toZki x, u
trenutku t (isto se misli na y komponentu vanjske sile)



Kao i kod ravnoteze Zice pretpostavljamo da se radi o malim
deformacijama, tj.

‘au(x, t) <1

ox

du(x, t)

je mjera deformacije (u slu¢aju ravnoteznog problema mjera

deformacije je bila v/(x)).
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Valna jednadzba

@ Promotrimo specijalan slu¢aj jednadzbe kada je Zica homogena
(p(x) = p > 0), a napetost Zice je konstantna (p(x,t) = p > 0).
Osim toga, pretpostavimo da Zica nije uronjena u elasti¢no sredstvo
(g(x) = 0) i da na nju ne djeluje vanjska sila (f(x, t) = 0).
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Valna jednadzba

@ Promotrimo specijalan slu¢aj jednadzbe kada je Zica homogena
(p(x) = p > 0), a napetost Zice je konstantna (p(x,t) = p > 0).
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@ Owvu diferencijalnu jednadZbu zovemo valna jednadzba. Ona opisuje
gibanje homogene Zice koja je konstantno napeta u neelasti¢nom
sredstvu i bez utjecaja vanjske sile.



Valna jednadzba

@ Promotrimo specijalan slu¢aj jednadzbe kada je Zica homogena
(p(x) = p > 0), a napetost Zice je konstantna (p(x,t) = p > 0).
Osim toga, pretpostavimo da Zica nije uronjena u elasti¢no sredstvo
(g(x) = 0) i da na nju ne djeluje vanjska sila (f(x, t) = 0).

@ Imamo

0?u(x, t) 0?u(x, t)

o2 P o

0?u(x, t) _ 2 0%u(x, t)
ot? ox?

gdje je ¢? = B.
p

@ Owvu diferencijalnu jednadZbu zovemo valna jednadzba. Ona opisuje
gibanje homogene Zice koja je konstantno napeta u neelasti¢nom
sredstvu i bez utjecaja vanjske sile.

@ Valna jednadzba je hiperboli€ki tip parcijalne diferencijalne
jednadzbe 2. reda.



Homogeni rubni uvjeti

Rubni i poéetni uvjeti osiguravaju jedinstvenost rjeSenja. Za pocetak,
pretpostavimo da imamo sljedeée poletne i rubne uvjete:
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Homogeni rubni uvjeti

Rubni i poéetni uvjeti osiguravaju jedinstvenost rjeSenja. Za pocetak,
pretpostavimo da imamo sljedeée poletne i rubne uvjete:

(1) homogeni rubni uvjeti

u(0,t) =u(l,t) =0, t>=0 (pricvrieni krajevi)

(2) potetni oblik Zice (pocetni poloZaj)

u(x,0) = a(x), xe€]0,/]

(3) potetna brzina Zice

du(x, t)
ot t=0

=B(x), xe€]0,/]



Rjesenje valne jednadzbe

Metodom separacije varijabli odredimo rjeSenje valne jednadzbe

> t t
u(x, t) = Z (E,, cos n7rlc + Fpsin mr/c> sin mx

n=1
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nadin:
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Rjesenje valne jednadzbe

Metodom separacije varijabli odredimo rjeSenje valne jednadzbe

> t t
u(x, t) = Z (E,, cos n7rlc + Fpsin mr/c> sin X

n=1

pri emu za svaki n € N koeficijente E, i F, ratunamo na sljededi
nadin:

/
E, = 2/ a(x)sin I 4x
I Jo /

cnm

2 I
Fn= / ﬁ(x)sinmrTde.
0
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Pronadite zakon titranja homogene Zice duljine / = 3, napetosti p = 8,
linijske gustoc¢e p = 2, koja je pri¢vri¢ena na rubovima. Pocetni polozaj
Zice dobiven je izvladenjem Zice iz ravnoteZnog poloZaja na trecini svoje

duljine potevsi od lijevog ruba za 1, a linearna (afina) je na ostatku Zice.

Pocetne brzine nema, a nema niti utjecaja vanjske sile.




Pronadite zakon titranja homogene Zice duljine / = 3, napetosti p = 8,
linijske gustoc¢e p = 2, koja je pri¢vri¢ena na rubovima. Pocetni polozaj
Zice dobiven je izvladenjem Zice iz ravnoteZnog poloZaja na trecini svoje
duljine potevsi od lijevog ruba za 1, a linearna (afina) je na ostatku Zice.
Pocetne brzine nema, a nema niti utjecaja vanjske sile.

Rjesenje: RjeSavamo valnu jednadzbu

2%u ,0%u
— =Cc—
ot2 ox?’

gdjejec2:2:4ic:2.
P



@ rubni uvjeti: u(0,t) = u(3,t) =0



@ rubni uvjeti: u(0,t) = u(3,t) =0
@ pocetni uvjeti:

ou
E’tzo
1

— 0= B(x)

1 2 3
X, 0<x<1,
u(x,O)_oz(x)_{ 13.x) 1<x<3



Rjesenje traZimo u obliku:

g

t
u(x,t) = Z <E,, cos Cn;T + Fpsin cn
n=1

Wt) 9%
sin -

[o¢]
2nmt 2nmt
<En cos n37r + Fpsin n37r > sin m;ix

3
Il
N
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Rjesenje traZimo u obliku:

oo
t t
u(x, t) = Z <E,, cos Cn;T + Fpsin cmr) sin 17X
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Rjesenje traZimo u obliku:

oo
t t
u(x, t) = Z <E,, cos Cn;T + Fpsin cmr) sin 17X

pt / /
> 2 2

= Z <En cos nmt + F,sin n77t> sin mrix.
e~ 3 3 3

e F,=0,n€eN, jerje B(x) =0

@ radunamo

/
E, = 2/ a(x)sin X d4x
I Jo /

2[ * 13
:3[/0 xsin’w;(dx+2/1(3—x)sinn;rxdx, neN.
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/1 . nmx ‘ u=x du = dx
Xxsin —dx =
0 3

__ in DX _ 3 nmx
dv—sm—3 dx v= - COS 3%
1
3x nmx 3 1 nmx
=——cos—| +— cos —dx
nm 3 1 nmJjo 3
1
nm n 9 . nmx
= ——C0S — + ——— sin ——
nm 3 n?m2 3 o
nm N 9 . nm
= ——Cc0S — + ———= sin —
nm 3 n?m2 3
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1xsm —mrxdx h=x du = dx
0 3 dv = sin ””de v——icos ”73“
3x nrx | 3 /1 nmx
- ——| +— [ cos——dx
nm 3 1 nmJjo 3
3 e™ L 9 nmx |t
= —— — 4+ ——=sin —
T 3 n?m2 3 o
3 os nmw n 9 sin nm
= - — 4+ ——=sin —
nm 3 n?m2 3
1 /3 . nmx u=3-—x du = —dx
2/1 (3=x)sin 3 dx = dv =sin 2Xdx v = —-3 cos 12X
3 nrx |3 3 3 nmx
- _E(:S—X)COST . — E ) COSTCIX
3 n7r+ 9 . nm
= — C0S — + ————=sin —
nm 3 2n%m2 3
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Konai&no,

E_2 3 n7r+ 9 7r+iconi+ 9 sinmr

L N T R L R R Y o
2 27 nm 9 nmw

:g'msln?_ 27r25|n?, HGN
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Konai&no,

2( 3 nm 9 o 3 nm 9 n7r>
En=-| ——cos— + 5—sin— + —cos — + —— sin —

3 nm 3 n2m2 3 nmw 3 2n272 3
2 27 . nm 9 . nm
=3 23 T sy nEN

TraZeni zakon titranja je

91 . nm 2nmt . nmwx
u(x,t) = = g 3 Sin - cos ——sin —~.
=1
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Homogena Zica duljine | = 7, napetosti p = 64 i linijske gustoée p = 4
udvrécena je na krajevima. Zica se pobudi na titranje udarom krutog
ravnog Cekiéa Sirine e = 0.2 u tocki x = 3 tako da podetna brzina Zice na
segmentu [2.9,3.1] bude jednaka 1. RijeSite problem oscilacije Zice ako je
u trenutku t = 0 Zica postavljena horizontalno.
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Homogena Zica duljine / = 7, napetosti p = 64 i linijske gustoce p = 4
udvrécena je na krajevima. Zica se pobudi na titranje udarom krutog
ravnog Cekiéa Sirine e = 0.2 u tocki x = 3 tako da podetna brzina Zice na
segmentu [2.9,3.1] bude jednaka 1. RijeSite problem oscilacije Zice ako je
u trenutku t = 0 Zica postavljena horizontalno.

RjeSenje: Rjesavamo valnu jednadZbu

0%u 0%u
92 ~ 195

uz rubne uvjete u(0,t) = u(7,t) = 0 (Zica je udvrséena na
krajevima).
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Pocetni uvjeti:

@ u(x,0) = a(x) =0 (u potetnom trenutku Zica se nalazi u
horizontalnom poloZaju)

o
o 0, 0<x<209,
tli=o 0, 31<x<T7.

Znamo da rjeenje postavljenog problema ima oblik

> 4nr dnmt\ . nmx
u(x,t):z E,cos — - +F sin —— - | sin—~.

n=1

e vrijedi E, = 0 za svaki n, jer je a(x) =0
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@ Odredimo koeficijente Fp:

2 2 3.1
Fp=— ﬂ( ) sin DX dx = - sin 22X dx
cnm / 4nm J9 7
7 nmx \ |2 7 2.9nm 3.1nm
_ cos = — — cos
20272 7 )y 2n272 7 7

TraZeni zakon titranja zato je
nmw nm 4dnmt . nmx

ﬂ_zzn2 — sm%sm 7 sm7,

zax€[0,7]it>0.
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Nehomogeni rubni uvjeti

Vratimo se sada na valnu jednadzbu
QPu(x,t) 2 0?u(x, t)
o2 ox2 7
P 2_p
gdje je c© = "

TraZimo njeno rjeSenje uz nehomogene rubne uvjete

(u(0,t)=ai u(l,t)=b| t>0

i uz poletne uvjete

u(x,0) =a(x), xe€l0,/] i

du(x, t)
ot

= B(x), xelo,1].

t=0
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Nehomogeni rubni uvjeti

Opisani problem rjeSavamo tako da rjeSenje traZimo u obliku

’ u(x, t) = v(x, t) + w(x). ‘

(1) v(x,t) rjeSenje valne jednadZbe
Pv(x,t) 2 0%v(x, t)

ot2 ox2
uz homogene rubne uvjete v(0,t) = v(/,t) = 0,t > 0, i poletne
uvjete
v(x,0) = ai1(x) = a(x) —w(x), xe][0,/] i
dv(x,t)
EAASALEY I 0,/
0| =00, xep

(2) w(x) je rjesenje jednadzbe w”(x) = 0 uz rubne uvjete w(0) = a i
w(l) = b. Lako se pokaZe da je




Rijesite problem slobodnih oscilacija Zice duljine | =5, gustoce p =3 i
napetosti p = 27. Pri tome je lijevi kraj Zice u¢vrséen na visini 1

(u(0,t) = 1), a desni kraj Zice na visini 11 (u(5,t) = 11), pocetni poloZaj
Zice je opisan funkcijom u(x,0) = a(x) = 14 2x + sin 3*, a potetne

brzine nema (% o = B(x) =0).




Rijesite problem slobodnih oscilacija Zice duljine | =5, gustoce p =3 i
napetosti p = 27. Pri tome je lijevi kraj Zice u¢vrséen na visini 1

(u(0,t) = 1), a desni kraj Zice na visini 11 (u(5,t) = 11), pocetni poloZaj
Zice je opisan funkcijom u(x,0) = a(x) = 14 2x + sin 3*, a potetne

brzine nema (% o = B(x) =0).

Rjesenje: RjeSavamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

d%u d%u

Z —9-
ot? Ox?
uz rubne i poletne uvjete navedene u zadatku.

Rubni uvjeti su nehomogeni, pa rjeSenje trazimo u obliku

u(x,t) = v(x,t) + w(x).



@ w(x) je rjesenje jednadzbe w”(x) =0 uz w(0) =1 i w(5) = 11, tj.

1-1
5

w(x) = x+1=2x+1

e v(x,t) je rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe

oy _ o
o2 T Ox2

uz homogene rubne uvjete v(0,t) = v(5,t) = 0 i potetne uvjete

v(x,0) = u(x,0) = w(x) = ai(x) = sin %TX
| ov
E‘tzo =pB(x)=0
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Znamo da je v(x, t) oblika

= t
v(x,t) = Z <En cos 3n5 + Fpsin 3n57r ) sin ?,

n=1
za x €[0,5]it>0.
e F, =0 za svaki prirodan broj n, jer je 5(x) =0

@ E, racunamo koristenjem relacija ortogonalnosti:

E—g 5 n?m—x'n X 1, zan=3,
n=g | ST SN T XE g e s,
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Sve skupa,

Ont . 3mx
v(x,t) = cos — sin ——.
5 5

Problem slobodnih oscilacija Zice je opisan funkcijom

Ot . 3
u(x, t):cos%sin%x—i—Zx—i—l.
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Domacéa zadaca

Pronadite zakon titranja homogene Zice duljine 5, napetosti 36 i linijske
gustoce 4, koja je pri¢vrséena na rubovima. Pocetni poloZaj Zice dobiven je
izvlaenjem Zice iz ravnoteznog poloZaja na prvoj Cetvrtini svoje duljine za
1, a na ostatku Zice je linearna (afina). Poletne brzine nema, a nema niti
utjecaja vanjske sile.

Pronadite zakon titranja homogene Zice duljine 10, napetosti 100 i linijske
gustoce 4, koja je pri¢vrs¢ena na rubovima. Poletni poloZaj Zice dobiven je
izvlalenjem Zice iz ravnoteZenog poloZaja na tri Cetvrtine svoje duljine za
2. Potetna brzina jednaka je B(x) =5, a utjecaja vanjske sile nema.




Domacéa zadaca

Rijesite problem oscilacija Zice duljine 3, gustoce 1, napetosti 4, ako nema
utjecaja vanjske sile. Pri tome za progib u vrijedi u(0,t) =2, u(3,t) =8,

u(x,0) =2 +sin Z* i %‘ =0.
t=0
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Domacéa zadaca

Rijesite problem slobodnih oscilacija homogene Zice duljine 5, linijske
gustoCe 1 i napetosti 16, ako su dani sljedeéi poletni i rubni uvjeti:

ou

u(0,t) = =3, u(5,t) =7, u(x,0) = sin(37x) + 2x — 3, 5

= 0.
t=0

Rjesenje: u(x, t) = cos(127t)sin(37x) 4+ 2x — 3.

Rijesite problem slobodnih oscilacija homogene Zice duljine 7, linijske
gustoce 2 i napetosti 8, ako su dani sljedeci pocetni i rubni uvjeti:

u(0,t) = —4, u(7,t) = 3, u(x,0) = sin(2mx)+sin(47x)+x—4, % =0.
t=0

Rjesenje: u(x, t) = cos(4nt)sin(2mx) 4 cos(8nt)sin(4mx) + x — 4.



