RavnoteZa i oscilacije grede
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Oscilacije grede

Promatramo %tap oblika kvadra (gredu) koji je duljine /, irine b i visine h.
U nedeformiranom poloZaju njegova os se podudara sa segmentom [0, /] na
osi x. Zanima nas u(x, t), funkcija koja opisuje progib totke koja u
nedeformiranom poloZaju ima koordinatu x € [0, /].

u

[=—=1
=

X  x+dx

Promatramo popre¢ne oscilacije. Smatramo da se sve odvija u
(x, u)-ravnini!



Jednadzba oscilacija Stapa

U homogenom slucaju, popreéne oscilacije su opisane parcijalnom
diferencijalnom jednadZbom 4. reda:

2 4
psﬁﬂqﬂ

12 ot — fat)
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Jednadzba oscilacija Stapa

U homogenom slucaju, popreéne oscilacije su opisane parcijalnom
diferencijalnom jednadZbom 4. reda:

2 4
psZY )Y

o T Hga = flxt)

e p = gustoca $tapa (kg/m?)
@ S = povrdina popretnog presjeka (m?)

o E = modul elasti¢nosti materijala tapa (N/m?)

J = moment inercije pravokutnog presjeka u odnosu na horizontalnu
0s, tj.

e f(x,t) = gustoca vanjske sile koja djeluje na $tap u smjeru osi u



Jednadzba oscilacija Stapa

Ako ozna&imo s a° =

5 dobijemo jednadZzbu oscilacija $tapa

0’u  ,0%
ﬁ‘Fa w:g(xat)v

f(x,t : .
gdje je g(x,t) = (XS ) JednadZba je 4. reda zbog postojanja zakretnog
p

momenta.
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momenta.

Za jedinstvenost rjeSenja trebaju nam poc&etni i rubni uvjeti.
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Jednadzba oscilacija Stapa

Ako ozna&imo s a° =

5 dobijemo jednadZzbu oscilacija $tapa

0’u  ,0%
ﬁ+a w:g(xat)v

f(x,t)

gdje je g(x,t) = S JednadZba je 4. reda zbog postojanja zakretnog
p

momenta.

Za jedinstvenost rjeSenja trebaju nam poc&etni i rubni uvjeti.

Pocetni uvjeti su istog tipa kao za Zicu, tj. zadani su poletni poloZaj i
podetna brzina

(1) u(x,0) = ¢(x) - potetni polozaj
(2) gltj(x, 0) = ¢(x) - potetna brzina



Rubni uvjeti su malo sloZeniji. Na svakom kraju moramo zadati dvije
vrijednosti (jer imamo jednazbu 4. reda), pa postoje tri razli¢ita tipa
rubnih uvjeta

(i) u&vrdéen/upet kraj
(i) slobodan kraj
(iii) zglob/sarnir

RN



Ucvrscen kraj

—— §

—

@ u = 0: nema progiba

° % = 0: nema rotacije oko osi presjeka.
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Slobodan kraj

(I
~

2
° % = 0: nema momenta

Pu _ . i
e 9.5 = 0: nema sile.
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@ u = 0: nema progiba

2
° % = 0: nema momenta.
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Ravnoteza Stapa

Promotrimo sad problem ravnoteZe $tapa.
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Ravnoteza Stapa

Promotrimo sad problem ravnoteZe $tapa.

e funkcija progiba u(x) vise ne ovisi o vremenu
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Ravnoteza Stapa

Promotrimo sad problem ravnoteZe $tapa.
e funkcija progiba u(x) vise ne ovisi o vremenu

@ u(x) sad zadovoljava obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

u®(x) = h(x)|,

gdje je
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Ravnoteza Stapa

Promotrimo sad problem ravnoteZe $tapa.
e funkcija progiba u(x) vise ne ovisi o vremenu

@ u(x) sad zadovoljava obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

u®(x) = h(x)|,

gdje je

@ rubni uvjeti su zadani kao i prije (u&vrscen kraj, slobodan kraj ili
zglob)
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Odredite ravnotezni poloZzaj Stapa na koji djeluje sila teZa ako je lijevi kraj
ucévrscen, a desni je zglob.




Odredite ravnotezni poloZaj $tapa na koji djeluje sila teza ako je lijevi kraj
uévrséen, a desni je zglob.

RjeSenje: RjeSavamo jednadZzbu
ut(x) = h(x),
uz rubne uvjete

u(0) =d'(0)=0 i u()=d"()=0

h(x) — g(x) _gx)ps _f(x) _ gM

a2 EJ EJ — EJ

o , . . M .
jer je gustoca vanjske sile f(x) = _gT (M je masa &tapa).
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Kad jednadzbu

@ (xy— &M
W) = =g
integriramo 4 puta, dobijemo
UL S .
ux) =gt G TGy X F G
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Kad jednadzbu

@ (xy— &M
W) = =g
integriramo 4 puta, dobijemo
UL S .
ux) =gt G TGy X F G

Iz rubnih uvjeta dobijemo:
e u(0)=0: G =0
e U/(0)=0: G=0
gM I+ & I?

= L _— C—:
oul)=0: — gy tag Ty =0
/2

Ou//(/)ZOZ—%§+C1/+C2:O
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MnoZenjem predzadnje jednadZbe s 2//? dobijamo sustav 2 jednadZbe s
dvije nepoznanice

gMP2 L

EJI12+C13+C2—O
M 2

G S GG =0

Oduzimanjem gornje dvije jednadZbe dobijemo

c, _28M __lgMi
178 EJ 2T T8 EJ’
pa je
M 4 3/ 2/2
U(X):_L<L_5L+X7)'
EJI \24 48 16
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Odredite ravnoteZni polozaj Stapa duljine / = 2 na koji djeluje sila
h(x) = 10x ako je lijevi kraj slobodan, a desni je u&vrséen.




Odredite ravnoteZni polozaj Stapa duljine / = 2 na koji djeluje sila
h(x) = 10x ako je lijevi kraj slobodan, a desni je u&vrscen.

RjeSenje: Rjesavamo jednadzbu
u®(x) = 10x,
uz rubne uvjete
J"(0) = " (0) =0 i u(2) = J'(2) = 0.
Opet integriramo jednadZbu 4 puta i dobijemo

10 3 2
u(x) = EOXS + Cl% + Cg% + Gx + C4.
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Iz rubnih uvjeta dobijemo:
e /'(0)=0: =0
e U/"(0)=0: G =0

10

=0: 2°+2G+ G =
e u(2)=0: 120 +2G+G=0
10
° u"(2)=0: 24+C3_0
20 32
Iz zadnje dvije jednadZbe slijedi C3 = 3 G = = P2 je

1
u(x) = E(x5 — 80x + 128).
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Odredite ravnoteZni polozaj Stapa duljine / = 2 na koji djeluje sila
h(x) = 9e3% ako su lijevi i desni kraj zglobovi.




Odredite ravnoteZni polozaj Stapa duljine / = 2 na koji djeluje sila
h(x) = 9e3% ako su lijevi i desni kraj zglobovi.

RjeSenje: Rjesavamo jednadzbu
u®(x) = 9%,
uz rubne uvjete
u(0) = u"(0) =0 i u(2) = u"(2) = 0.
Opet integriramo jednadZbu 4 puta i dobijemo

9 3 2
u(x) = 3 e + C1€+ C27+ Csx + Gy



Iz rubnih uvjeta dobijemo:

1 1
e u(0)=0: §—|-C4:0 = C4:—§
OUH(O):OZ].-I-CQZO — G =-1
1 G 1 1
e u(2)=0 969 + 6 8 3 +2C3 9 0
o u"(2)=0:e°+2¢ —1=0.
N e e® 1—e®
Iz zadnje dvije jednadZbe slijedi C; = 5 , C3 18 , pa je
1, 1-e 5 x2 1-¢€ 1
UX)=get T X Tyt Xy
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Odredite ravnoteZni polozaj Stapa duljine / = 3 na koji djeluje sila
h(x) = 4sin 2x ako su oba kraja uvriéena.




Odredite ravnoteZni polozaj Stapa duljine / = 3 na koji djeluje sila
h(x) = 4sin 2x ako su oba kraja u¢vr¥éena.

RjeSenje: Rjesavamo jednadzbu
u®(x) = 4sin2x,
uz rubne uvjete
u0)=d(0)=0 i u@B)=d(3)=0.

Opet integriramo jednadZbu 4 puta i dobijemo
3 2

4
U(X) = Esin 2x + Cl% + CQ% + Gx + 4.



Iz rubnih uvjeta dobijemo:
e u(0)=0: G =0

1 1

9¢G;  9G

1 . 3
e u(3)=0: Zsm6—|—7+7—§—0
1 9¢4 2
/ _Nn. - _ - _
e /(3)=0: 2c056+ > +3G 5 0.
Iz zadnje dvije jednadZbe slijedi
1 1 1 2 1 1
C1:—§+§sin6—§cos6, C2:§—65in6+§cos6.
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Slobodne oscilacije $tapa

Promotrimo sad problem slobodnih oscilacija stapa, ali samo u slu¢aju
kad su oba kraja zglobovi. Dakle

0’u  ,0%
o2 T o =)
uz rubne uvjete
0?u 0%u
U(O, t):ﬁ(o, t):O7 U(/7 t): W(/, t)IO
i poletne uvjete
ou

u(X,O):go(X), E(X,O) :¢(X)'

Ostale kombinacije rubnih uvjeta ne¢emo razmatrati, jer se u tim
slu¢ajevima ne moze primijeniti Fourierov pristup.
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Rjesenje jednadzbe oscilacija Stapa

Metodom separacije varijabli odredimo rjesenje

o0 22 2.2
an°m°t an“m’t n
u(x,t) = E (A,, cos /7; + Bpsin I;r > sin 7ITX ,

n=1
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Rjesenje jednadzbe oscilacija Stapa

Metodom separacije varijabli odredimo rjesenje

22t

0 2. 2
t
u(x,t) = Z <A,, cosanlig + B sin anI;r > sin mlrx ,

n=1

pri emu za svaki n € N koeficijente A, i B, raunamo na sljededi
nadin:
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Rjesenje jednadzbe oscilacija Stapa

Metodom separacije varijabli odredimo rjesenje

22t

0 2. 2
t
u(x,t) = Z <A,, cosanlig + B sin anI;r > sin mlrx ,

n=1

pri emu za svaki n € N koeficijente A, i B, raunamo na sljededi
nadin:

/
Ap = 2/ ©(x)sin I 4
I Jo /

an?m2 /

21 !
B, = / b(x) sin T dx.
0
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©(x) = sin 3mx

Rijesite problem slobodnih oscilacija $tapa &iji su krajevi zglobovi i

o X
|

(x) = cos —.




Rijesite problem slobodnih oscilacija $tapa &iji su krajevi zglobovi i

@(x) = sin %TX i (x) = cos 7T—IX

Rjesenje: Rjesavamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Py 0

o2 T e =0
uz ¢(x) =sin 37TTX i (x) = cos 7T—IX i
d%u 9%u
U(O, t): W(()’ t)ZO, U(/, t): W(h t)ZO



Znamo da je

o0 2 2 2 2
an‘m“t .oan‘mety\ | nmx
u(x,t):g <A,,cos/2—|—B,,sm 2 )sm T
n=1

@ koristeci ortogonalnost trigonometrijskih funkcija

2 /
An / ©(x)sin 07X 4x
I'Jo /

2 I'%—X'Bd— 1, zan=3,
LT T T 0, zan#3
o
21 ! . nTX 21 ! X . NmX
B":an27r2/0 ¥(x)sin ; dx = anzwz/o cosTsdex
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Za ratunanje B, ne moZemo iskoristiti ortogonalnost trigonometrijskih
funkcija, nego koristimo formule pretvorbe umnoska u zbroj. Iz

1
sinxcosy = é[sin(x +y) +sin(x — y)]

slijedi
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Za ratunanje B, ne moZemo iskoristiti ortogonalnost trigonometrijskih
funkcija, nego koristimo formule pretvorbe umnoska u zbroj. Iz

1
sinxcosy = E[sin(x +y) +sin(x — y)]

slijedi
/ / 1 1
B, = / (sin M + sin u>dx
an’m? | / 1
/ ( / (n+ 1)7wx / (n—l)wx) !
= - cos — cos
an?m2\ (4 1)m / (n—1)m / 0
0, za n neparan,
N an217r2 ((n—i%ll)w + (n_2/1)7r>a Za n paran
0, za n neparan,
- 2
‘;,,(nﬁiilyrsa za n paran
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Konatno,

(x. 1) = cos 227 ¢ 9ar? tan 37rx N Z _ 4ak27r2t .in 2kmx
u\x = in — I
' 2 2ka( 4k2 — )7 2 |

jer svaki paran broj n moZemo zapisati u obliku n = 2k.
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Rijesite problem slobodnih oscilacija Stapa ¢&iji su krajevi nehomogeni
zglobovi, tj.

2%u 9%u
ﬁ(oa t)=08, u(l,t)=", _2(I7t):6

u(o’ t) = a? 8X

Potetna brzina je ¥(x) = 0, a pocetni poloZaj je

go(x)—smT—i- TR +§x +<




Rijesite problem slobodnih oscilacija Stapa ¢&iji su krajevi nehomogeni
zglobovi, tj.

0%u 0%u
U(O, t):Oé, ﬁ(oa t):B7 U(/, t):77 W(Iv t):6

Potetna brzina je ¥(x) = 0, a pocetni poloZaj je

go(x)—smT—i- TR +§X +<

Rjesenje: RjeSavamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Ot2 oxd =0

Rubni uvjeti su nehomogeni, pa rjedenje (kao i u slu€aju oscilacija Zice)
traZimo u obliku
u(x, t) = v(x, t) + w(x).



(1) w(x) je rjedenje jednadzbe | w(*)(x) = 0| uz rubne uvjete

w(0) =a, w'(0)=8, w(l)=vy, w'()=9¢

Ako w(*)(x) = 0 integriramo &etiri puta, dobijemo

C C
W(x):€1x3—|—22 x* + Cax + Gy,
a iz rubnih uvjeta
_0-p oy o Bl o« B
Cl_ /7 Bv C3_/ 6 3 Ia C4_a
o — B3 62 v 6 Bl «
= | W) = g+ X +(/_6_3_/)X+0‘
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(2) v(x,t) je rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe

Pv | L9

=0
o2 +a x4
uz homogene rubne uvjete
82 0%v
t) = t ILt)=—(I,t) =
0.0 = 55(0,)=0,  v(l.)="5 3(,t)=0
i pocetne uvjete
67X

V(x,0) = u(x,0) = w(x) = (x) — wlx) = sin 1~ = 1(x)

ov

ﬁhzo =9(x) =0
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Znamo da je

2t 2 2
t
Z (A COS ———— an’ +B sin anl;r )sin n7lrx'

n=1

e B,=0, jer je Y(x) =

@ koristeci ortogonalnost trigonometrijskih funkcija

2 /
An = / v1(x) sin I 4x
I Jo /

_2/’ brx o mmxy [ L zan=6,
=) ST T = o) zane.

36ar’t . 6mx

= v(x,t) = cos —psin—~

6ar?t . 67x

u(x, t) = cos 3T sin —— + w(x) I
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Domacéa zadaca

Odredite ravnotezni poloZaj $tapa duljine 1, modula elasti€nosti 2.5 i
momenta inercije 2 na koji djeluje vanjska sila gustoée f(x) = 80 cos(4x)
ako je lijevi kraj zglob, a desni uévrscen.

Rjesenje:

u(x) =

cos(4x) <_§ 3sin4 3cos4)x_3 x_<5 sin4 3cos4) 1
6

16 6 4 16 2T T3 16

Odredite ravnotezni poloZaj $tapa duljine / = 10 na koji djeluje sila gustoce
h(x) = e?* ako je lijevi kraj u&vréen, a desni slobodan.

Rjesenje:
2x e2OX3 19e20 2 X 1
K=" TT 8 8 16




Rijesite problem slobodnih oscilacija $tapa duljine / = 10, opisanih
jednadzbom
0%u  O*u
= Fr===0
o2 ox*
¢iji su krajevi nehomogeni zglobovi uz
0u 106  O%u
0,t) =2, —(0,t)=1 10,t) = —, —5(10,t)=3
U(, ) ’ axz(’ ) ? U( ? ) 3 ’ 8X2( ? ) )
3 2
%(X,O) =0 i u(x,0) = sin(27x) + ;—0 + X? —5x+2. |
Rjesenje:

u(x, t) = cos(4nt)sin(2mx) 4 cos(8mt) sin(4mwx) + x — 4.
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