Pravokutna membrana
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Oscilacije membrane

@ Promotrimo membranu €2 u ravnini. Pretpostavljamo da je ona
homogena, konstantne povrsinske gustoée p i izotropno napeta
(napetost p je konstantna).
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Oscilacije membrane

@ Promotrimo membranu €2 u ravnini. Pretpostavljamo da je ona

homogena, kons
(napetost p je k

tantne povrsinske gustoe p i izotropno napeta
onstantna).

o Neka je u(x,y,t) progib membrane u totki (x, y) u trenutku ¢, a
f(x,y,t) povriinska gustoca sile koja se izvana prenese u tocku (x, y)

u trenutku t.

Y
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Oscilacije membrane

Iz zakona oéuvanja koli¢ine gibanja dobivamo jednadZbu koja opisuje
oscilacije membrane €2:

0%u(x,y,t) u(x,y,t)  Pu(x,y,t)
) ) — ) ) ) ) f‘
p o2 P< Ox2 + y? ) +f(x,y,t)

za (x,y)€Qit>0.
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Oscilacije membrane

Iz zakona oéuvanja koli¢ine gibanja dobivamo jednadZbu koja opisuje
oscilacije membrane €2:

Pu(x,y,t)  (Pu(x,y,t)  0%u(x,y,t)
p or = P< X2 + ay2 ) + f(x,y,t)

za (x,y)€Qit>0.

Definicija

Laplaceov operator definiramo kao

Pu  0%u




RavnoteZa membrane

Promotrimo sada ravnoteZu membrane, tj. slu¢aj kada progib
u(x,y,t) = u(x,y) ne ovisi o vremenu t.
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RavnoteZa membrane

Promotrimo sada ravnoteZu membrane, tj. slu¢aj kada progib
u(x,y,t) = u(x,y) ne ovisi o vremenu t.

JednadZba ravnoteZe membrane tada ima oblik

pAu+f =0] tj.
. f(x,
Bu=g| gdieje glxy) =¥

p
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RavnoteZa membrane

Promotrimo sada ravnoteZu membrane, tj. slu¢aj kada progib
u(x,y,t) = u(x,y) ne ovisi o vremenu t.

JednadZba ravnoteZe membrane tada ima oblik

pAu+f =0] tj.
. f(x,
Bu=g} sdicje glxy)=— oY)

p

(a) Ukoliko na membranu ne djeluje vanjska sila, tj. f = 0, ravnoteza je
opisana Laplaceovom jednadZbom

Au=0|




RavnoteZa membrane

Promotrimo sada ravnoteZu membrane, tj. slu¢aj kada progib
u(x,y,t) = u(x,y) ne ovisi o vremenu t.

JednadZba ravnoteZe membrane tada ima oblik

pAu+f =0] tj.
. f(x,
Bu=g} sdicje glxy)=— oY)

p

(a) Ukoliko na membranu ne djeluje vanjska sila, tj. f = 0, ravnoteza je
opisana Laplaceovom jednadZbom

Au=0|

(b) U sluéaju djelovanja vanjske sile f # 0 rjeSsavamo Poissonovu
jednadzbu

Au=g|



Laplaceova jednadzba za pravokutnu membranu

Opisuje ravnoteZu pravokutne membrane Q = [0, a] x [0, b] bez utjecaja
vanjske sile.

Da bi imali jedinstveno rjeSenje trebaju nam rubni uvjeti.

(a) Donji rub membrane odreden je funkcijom a(x), a lijevi, desni i gornji
rub su uévrséeni, tj.

u(x,0) =a(x) i u(0,y)=u(a,y)=u(x,b)=0.



Laplaceova jednadzba za pravokutnu membranu

Opisuje ravnoteZu pravokutne membrane Q = [0, a] x [0, b] bez utjecaja
vanjske sile.

Da bi imali jedinstveno rjeSenje trebaju nam rubni uvjeti.

(a) Donji rub membrane odreden je funkcijom a(x), a lijevi, desni i gornji
rub su uévrséeni, tj.

u(x,0)=a(x) i wu(0,y)=u(ay)=u(x,b)=0.
U tom sluéaju, rjeSenje problema ima oblik
> nm nm nmx
u(x,y) = Z <A,,chy + Bpsh y> sin— |,
a a a
n=1
gdje za svako n € N koeficijente ratunamo po formulama
2 [? b
Ay = / a(x)sin x| i By = —Ancth 72|,
a o a a




Laplaceova jednadzba za pravokutnu membranu

(b) gornji rub membrane opisuje funkcija 8(x), a lijevi, desni i donji rub
su uévrséeni, tj.

u(x,b) =p(x) i w(0,y)=u(a,y)=u(x,0)=0.

6/27



Laplaceova jednadzba za pravokutnu membranu

(b) gornji rub membrane opisuje funkcija 8(x), a lijevi, desni i donji rub
su uévrséeni, tj.

u(x,b) =p(x) i w(0,y)=u(a,y)=u(x,0)=0.

U ovom sluéaju, rjesenje problema ima oblik

gdje za svako n € N koeficijente B, ratunamo po formuli

B, h”“ba/ B(x sin—dx.
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Rijesite problem ravnoteZe pravokutne membrane Q = [0, 3] x [0, 2] opisan

Laplaceovom jednadzbom Au = 0 uz rubne uvjete u(x,0) = sin Zx i

u(x,2) = u(0,y) = u(3,y) = 0.




Rijesite problem ravnoteZe pravokutne membrane Q = [0, 3] x [0, 2] opisan

Laplaceovom jednadzbom Au = 0 uz rubne uvjete u(x,0) = sin Zx i

u(x,2) = u(0,y) = u(3,y) = 0.

Rjesenje:




@ uz a=3i b =2 znamo da je ravnoteZa membrane opisana funkcijom

o0

u(x,y) = Z (A,, ch %Ty + B, sh n;y> sin ngx

n=1

= Z <Anch n%y—i— B, sh n;ry) sin %Tx.

n=1
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@ uz a=3i b =2 znamo da je ravnoteZa membrane opisana funkcijom

o0

u(x,y) = Z (A,, ch %Ty + B, sh n;y> sin ngx

n=1

Z:(A ch y+B sh3 )sinn;x.

e A, n €N, ratunamo primjenom svojstva ortogonalnosti
trigonometrijskih funkcija na sljedeéi nacin:

2 [° 2 [?
Ap=— / u(x,0)sin I wdx = / u(x,0)sin T dx
0 a 3 0 3

a

_2/3Sin2ﬂ-xsinmrxdx— 1, n=2
3/ 3 3 10, n#2,
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@ B, dobijemo kao

B, = A cth 2™ — _a cth 20"
a 3
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@ B, dobijemo kao

Bn = *An cth bnl = *A,, cth 2ﬂ
a 3

@ rjeSenje zadanog problema ravnoteZe pravokutne membrane je funkcija

2 4 2 2
u(x,y) = <Ch ?ﬁy—Cth ?ﬂsh ;ry) sin ?Wx
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Rijesite Laplaceovu jednadzbu Awu = 0 za pravokutnu membranu
Q = [0,4] x [0,2] uz rubne uvjete u(x,2) = sin 7x i
U(O,y) = u(4,}/) = U(X, 0) =0.




Rijesite Laplaceovu jednadzbu Awu = 0 za pravokutnu membranu
Q = [0,4] x [0,2] uz rubne uvjete u(x,2) = sin 7x i
U(O,y) = u(4,}/) = U(X, 0) =0.

Rjesenje:




e uza=4ib=2, imamo da je
> nm nm > nm nm
u(x,y) = ;BnSh ijin ?x = ;anh Tysin TX’

gdje je

1 2 1 2

2 nm 4 nm
B, = ‘ 2)sin xdx = —— = 2) sin —xd
"= bTa/o u(x,2)sin S xdx T 22#4/0 u(x,2)sin 4 Xdx

1 2/4_ T . nmw shlﬂv n=1,
= ———=— [ sin—xsin —xdx = 2
ShT4 0 4 4 0’ n;&l
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e uza=4ib=2, imamo da je
> nm nm > nm nm
u(x,y) = ;BnSh ijin ?x = ;anh Tysin TX’

gdje je

1 2 1 2

2 nm 4 nm
B, = ‘ 2)sin xdx = —— = 2) sin —xd
"= bTa/o u(x,2)sin S xdx T 22#4/0 u(x,2)sin 4 Xdx

1 2/4_ T . nmw shlﬂv n=1,
= ———=— [ sin—xsin —xdx = 2
Sh74 0 4 4 0’ n;&l

@ rjeSenje postavljenog problema je funkcija

1
sh

u(x,y) = sh Ey sin %x

7%
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Slobodne oscilacije pravokutne membrane

@ Rijesimo problem oscilacija pravokutne, homogene, izotropno napete
membrane Q = [0, a] x [0, b] na koju ne djeluje vanjska sila, tj.
f(x,y,t)=0.
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Slobodne oscilacije pravokutne membrane

@ Rijesimo problem oscilacija pravokutne, homogene, izotropno napete
membrane Q = [0, a] x [0, b] na koju ne djeluje vanjska sila, tj.
f(x,y,t)=0.

@ Problem je opisan parcijalnom diferencijalnom jednadZbom

Pu
ot2

= c?Aul|, gdjeje = B,
p

p predstavlja napetost, a p gustocu membrane.
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Slobodne oscilacije pravokutne membrane

@ Rijesimo problem oscilacija pravokutne, homogene, izotropno napete
membrane Q = [0, a] x [0, b] na koju ne djeluje vanjska sila, tj.
f(x,y,t)=0.

@ Problem je opisan parcijalnom diferencijalnom jednadZbom

d%u

ou 2_ P
ot2

= c?Aul|, gdjeje ?=52,
p

p predstavlja napetost, a p gustocu membrane.
@ Za jedinstvenost rjeSenja trebaju nam podetni i rubni uvjeti:
o ulgo = 0 - rub membrane je u&vrséen (homogeni rub)
o u(x,y,0) = a(x,y) - potetni oblik
0
Ot |,

14 /27

= B(x,y) - potetna brzina.



Rjesenje jednadzbe oscilacija pravokutne membrane

Opet koristimo metodu separacije varijabli, tj. pretpostavijamo da rjedenje

mozemo pisati u obliku u(x, y,t) = F(x,y) - G(t). Dobijemo rjedenje
oblika

&9] o0
U, v, t) = 3> (Amn 08 Amnt + B Sin Amnt) sin — sin "7

sin —— |,
a b
m=1 n=1

za (x,y) € Qit >0, pri emu je

m?2

n2
)\mn = CT > +
a

= za m,néeN.
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Rjesenje jednadzbe oscilacija pravokutne membrane

Opet koristimo metodu separacije varijabli, tj. pretpostavijamo da rjedenje

moZemo pisati u obliku u(x,y, t) = F(x,y) - G(t). Dobijemo rjeSenje
oblika
. . o mmTx . nm
u(x,y,t 231221 (Amn €0S Amnt 4+ Bmn Sin Ampt) sin S sin Ty ,
m=1 n=

a(x,y)eQit>0, pri temu je
m
Amn = CT0 ?—i-? za m,né€N.

Koeficijente App i Bmn za m,n € N ra¢unamo prema formulama

4 /b/a . mmx
= — a(x,y)sin
bJo Jo

b
. mmwx . nm
™ = bhom Jo /0 B(x,y)sin 5 sin Tydxdy :

sin mTTydxdy i

B
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Rijesite problem oscilacija homogene izotropne pravokutne membrane
Q =[0,3] x [0,1], gustoce p = 2 i napetosti p = 32. Poletna brzina
membrane je jednaka nuli, rubovi su homogeno pri¢vrséeni, a pocetni
poloZaj membrane je zadan funkcijom a(x,y) = 0.2(3x — x?)(y — y?).
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Rijesite problem oscilacija homogene izotropne pravokutne membrane
Q =[0,3] x [0,1], gustoce p = 2 i napetosti p = 32. Poletna brzina
membrane je jednaka nuli, rubovi su homogeno pri¢vrséeni, a pocetni
poloZaj membrane je zadan funkcijom a(x,y) = 0.2(3x — x?)(y — y?).

Rjesenje: Rjesavamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Pu 32
il |
ot? 7 =

uz zadane rubne i poetne uvjete.
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@ Znamo da je rjeSenje oblika

o0 o0
m N
u(x,y,t) = Z Z (Am,, €oS Amnt + Bpmp sin /\m,,t> sin ;TX sin TTry,

m=1n=1

gdje je )\mn:\/gw ’;’—22+£’—§:47T\/%2—|—n2 zam,n € N.
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@ Znamo da je rjeSenje oblika

o0 o0
u(x,y, t) = Z Z (Am,, cos Amnt + Bmn sin /\m,,t> sin m;rx sin nTTFy,

m=1n=1

gdje je )\mn:\/%w ’;’—22+£’—§:47T\/%2—|—n2 zam,n € N.

o Vrijedi By = 0, jer je poletna brzina membrane jednaka nuli

(B(x,y) =0)
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@ Znamo da je rjeSenje oblika

o0 o0
u(x,y,t) = Z Z (Am,, €oS Amnt + Bpmp sin /\m,,t> sin m;rx sin nTTFy,

m=1n=1

ngeJe)\mn—\/> ’;22—1—”2—4m/%2—|—n22am,n6N.

o Vrijedi By = 0, jer je poletna brzina membrane jednaka nuli
(B(x,y) =0)

@ Racunamo koeficijente Apn:

// . mmx
3x — x?)(y — y?)sin
1
/ (3x—x2)sin dx/ (y — y?)sin nmydy .
5 Jo 0
=1

=i =h

sin nTﬂydxdy
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3 2 —
I :/ (3x — x?) sin m;rxdx ‘ u=3x—x du = (3:; 2x)dx
0

dv = sin ’"“de V= —_-cos ’"gx

3 33 3
= —(x*® —3x) cos mrxy oy 2 (3 — 2x) cos X dx

mm 3 1o mmJo
_ u=3-—2x du = —2dx
o dv = cos MXdx v = ism mex

9 . mTXx 3 18 3 mrx
:rn27r2(3—2X)S|nO+n727T2/0 Sin 3 dX
54 mrx|®* 54

= 33005 i = m37r3(1 — cos mm)

{ 0, za m paran,

n%—?ﬁs,, za m neparan
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1 2
_ I _ u=y-—y du=(1-2y)dy
) —/0 (y y )Sln nmydy = ‘ dv =sinnmydy v = —% cos nmy

1 1

= —(y* —y)cosnmy

1 1
+ / (1 —2y) cos nydy
0 nm 0

u=1-2y du = —2dy
dv =cosnmydy v = %sin nmy
1

1 2 !
= ———=(1—-2y)sinnm — sin nyd
nzﬂz( y) y0+n27r2/0 yay
1
2
= 33 cosnmy| = B3 (1 — cos nmr)
0

- 0, za n paran,
#, Za N neparan
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Prema tome,

A = 5:71%77:163%7 za m neparan i n neparan,
™ 0, inace,

tako da su oscilacije membrane dane funkcijom oblika

g;;;;j:;;)szf sin(

5(2k 1 1)3(2] 1 1)376 COSA2kr2rtsin 21+ 1)my.
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Domacéa zadaca

Rijesite problem oscilacija homogene izotropne pravokutne membrane
Q =0,5] x [0, 4], gustoce p =1 i napetosti p = 25, ako su rubovi
pri¢vrieni, poletni polozaj je dan s a(x,y) = 0, a poletna brzina
funkcijom 5(x,y) = 20xy.

Rjesenje: RjeSavamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

0?u
ﬁ = 25AU,

uz zadane rubne uvjete u(x,0) = u(x,4) = u(0,y) = u(5,y) =0, te
poletne uvjete a(x,y) =01 B(x,y) = 20xy.
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@ Znamo da je rjeSenje oblika

D o
u(x,y, t) = Z Z (Am,, €0 Amnt + Bpmp sSin )\m,,t> sin m;rx sin %,

m=1 n=1

gdje je Amp = 57 g—;+2—§:5m/’2"—52+%za m,n & N.

o Vrijedi Ay = 0, jer membrana u poéetnom trenutku leZi horizontalno
(a(x,y) =0).

o Koeficijente By,, ratunamo:

mn - 20
20Amn / / Xy sm

4
mm nm
= xsin 0% dx sin —d
Amn/o 5 /0 . g

=h =h

sin %dxdy
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> max u=x du = dx
h = xsin ——dx = . 5
0 5

dv =sin 7£*dx v = ——>-cos "=
5 mrx |° 5 5 mmx
= ———XCO0S ——| + — cos ——dx
mm 5 | mm Jy
25 n 25 . mmrx|’
=———cosmm + ——— sin ——
mm m27?2 5 1o
25
= " cosmr = —(—1)"*
mm mm
4
nty u=y du=dy
I2—/0y5|n dy_‘dv:sinm”’dy v=—2cos ¥
4 n 4 [* n
:——ycosﬂ +/ cosiydx
nm 4 |g nmjo 4
cos nm + ! s my
= —— nm in ——
n 272 4 |,
16 16
= ———cosnt = —(-1)""1
nm nm
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Prema tome,

mnm2\mn

Bmn = , mneN,

tako da je rjeSenje jednadzbe oscilacija

o0 oo
1600(—1)™*"
u(x,y,t Z Z D) COS Amntsin m;TX sin ﬂ,

mnm2\mn 4
m=1 n=1

za x € [0,5], y €[0,4]it>0.
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Domacéa zadaca

Rijesite problem ravnoteze pravokutne membrane Q = [0, 5] x [0, 1] opisan

Laplaceovom jednadZzbom Au = 0, uz rubne uvjete u(x,0) = sin %x i

u(x,1) = u(0,y) = u(5,y) = 0.

Rijesite Laplaceovu jednadZzbu Au = 0 za kvadratnu membranu
Q =[0,2] x [0,2], uz rubne uvjete u(x,2) = sin 5x i
u(0,y) = u(2,y) = u(x,0) =0.




Domacéa zadaca

Odredite ravnoteZni oblik homogene pravokutne membrane
Q =[0,2] x [0, 4], povriinske gustoce p =5 i napetosti p = 20 uz rubne
uvjete u(x,0) =sin(97x) i u(0,y) = u(2,y) = u(x,4) = 0.

Rjesenje:

u(x, t) = [ch(97my) — cth(367) sh(97y)] sin(97x).
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Domacéa zadaca

Rijesite problem oscilacija homogene, pravokutne membrane

Q =[0,6] x [0, 5] gustote p = 2.5 i napetosti p = 10, ako su joj rubovi
homogeno pri¢vriceni, potetna brzina je S(x,y) = 0, a poletni polozaj je
dan s a(x,y) = 3sin(mx).

Rjesenje:

> 12 2k +1
u(x,y,t) = kz_% m COS()\6,2k+1 t)sin(7x)sin %

(2k + 1)

A =2 1
6,2k-+1 T + 25
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