Provodenje topline kroz Stap
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Provodenje topline

Provodenje topline ne vidimo. Iz fizike znamo da se promjenom
temperature mijenja volumen tijela. Provodenje mjerimo promjenom
temperature, to jest, promjenom volumena tijela.

Promatramo problem provodenja topline kroz tap [0, /].
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Kako je toplina energija, uz sljedece oznake:

@ u(x,t) = temperatura popre¢nog presjeka Stapa u tocki x u trenutku
t,

@ (x,t) = kolitina topline po jedinici duljine u to€ki x u trenutku t,

@ 1(x, t) = koli¢ina topline koja se prenese s desna na lijevo kroz
poprecni presjek u to¢ki x u trenutku t (u smjeru —x),

e f(x,t) = koli¢ina topline koja se izvana prenese na tap u to&ki x u
trenutku t,

po zakonu o ofuvanju energija imamo:

dplt)  Ov(x,1)

ot Ox

+ f(x,t) |
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Kako je ‘ o(x, t) = y(x)u(x,t) ‘ gdje je y(x) toplinski kapacitet (specifi¢na
du(x, t)

ox |
gdje je d(x) koeficijent provodenja (koeficijent toplinske vodljivosti),
imamo:

toplina) po jedinici duljine Stapa u toZki x, i |1(x,t) = —d(x)

Jdu(x, t) Ju(x, t)

v(x) 5 = ({?X(é(x) P )+ f(x,t) |

Dakle, dobili smo jednadzbu provodenja topline. Na sli¢an nadin moZemo
dobiti i jednadZbu provodenja nekog fluida kroz cijev.
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Stacionarno provodenje topline

Najprije pogledajmo slu¢aj kada temperatura popre¢nog presjeka ne ovisi o
vremenu, to jest, gledamo problem stacionarnog provodenja topline.
Jednadzba glasi:

—(5(x)d'(x)) = F(x)|

Ovo je ODJ drugog reda. Imamo sljedeCe rubne uvjete:
e u(0) = a,
e u(l) =b,

to jest, lijevi kraj Stapa je na temperaturi a, a desni na temperaturi
b.



Rijesite problem stacionarnog provodenja topline kroz betonski Stap duljine
2m ako je temperatura lijeve strane Stapa 0°C, a desne 20°C. Koeficijent
provodenja topline betona je § = 1.3 - 103. Rije¥ite problem u sluéaju:

@ a) ako je vanjski prijenos topline 0, to jest, Stap je izoliran,

@ b) ako je vanjski prijenos topline 1.3.




Rijesite problem stacionarnog provodenja topline kroz betonski Stap duljine
2m ako je temperatura lijeve strane Stapa 0°C, a desne 20°C. Koeficijent
provodenja topline betona je § = 1.3 - 103. Rije¥ite problem u sluéaju:

@ a) ako je vanjski prijenos topline 0, to jest, Stap je izoliran,

@ b) ako je vanjski prijenos topline 1.3.

Rjesenje: RjeSavamo problem
—ou" (x) = f(x)

uz rubne uvjete u(0) =0 i u(2) = 20.



0a)0=13-103f=0 = u(x) = Cix+ G

u(0) =0 = G =0

u2) =20 — 2Ci+ G =20 — C; =10
= u(x) = 10x.

0b)d=13-103f=13 = u"(x)=-10"3 = u(x) =
—10_3%2 + CGx+ G
u(0)=0 = G =0
u(2)=20 = —-2-103+2G =20 = C; =10+1073
— u(x) = —122x2 4 (10 + 1073)x.
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Dinamicko provodenje topline

Pogledajmo sada dinami¢ko provodenje topline, to jest, provodenje topline
u vremenu. Promatramo jednadZbu:

160220 - 9 (560 28y 4 g,

Pretpostavimo da su toplinski kapacitet i koeficijent provodenja konstantni
(7(x) =7, d(x) = 0), te da je Stap (plast Stapa) izoliran (f(x, t) = 0).
Tada rjeSsavamo jednadzbu

Ju(x,t) éazu(x, t)
ot v 0x?

)

to jest, uz oznaku ¢ = 5 imamo:



Ju(x,t) 2 0%u(x, t)
ot ox?

Ovu jednadZbu nazivamo jednadZba topline. Ona odreduje temperaturu
popre¢nog presjeka homogenog i izoliranog Stapa.
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Ju(x,t) 2 0%u(x, t)
ot ox?

Ovu jednadZbu nazivamo jednadZba topline. Ona odreduje temperaturu
popre¢nog presjeka homogenog i izoliranog Stapa.
Za jedinstvenost rjeSenja nam trebaju sljededi uvjeti:

e u(0,t) =0,
e u(l,t) =0,
e u(x,0)=g(x)

Prva dva se zovu homogeni rubni uvjeti, a interpretacija je da su rubovi
konstantno na temperaturi 0°C; treéi je poletna distribucija temperature
Stapa.
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.y . v N TIET R s Qu(x,t) _ 28%u(x,t)
Sli¢no kao i u slutaju oscilacija Zice, rjeSenje jednadzbe =5~ = c* =55

traZimo u obliku u(x, t) = X(x) T(t).
Uz rubne uvjete u(0, t) = u(/, t) = 0 dobivamo

‘X(x) = B, sin(Apx), ‘

gdjesu A\, = T, n € N.

Pritom su A, svojstvene vrijednosti, a X,(x) = sin(A,x) svojstvene
funkcije.

Za funkciju T(t) kao rjesenje dobivamo

T(t) = Coe~ o)t
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Zbog linearnosti diferencijalnog operatora dobivamo da je

u(x,t) = > Ene” M tsin(Anx),
n=1

gdje su E, = B,Cp,, n € N. Brojeve E, odredujemo iz poletnog uvjeta
u(x,0) = g(x), to jest,
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Tanki homogeni $tap duljine / toplinski je bo¢no izoliran, dakle, nema
prijenosa topline izvana. Neka je na krajevima temperatura 0°C te neka je
pocetna distribucija temperature dana formulom u(x,0) = x(/ — x).
Pronadite zakon provodenja.




Tanki homogeni $tap duljine / toplinski je bo¢no izoliran, dakle, nema
prijenosa topline izvana. Neka je na krajevima temperatura 0°C te neka je
poletna distribucija temperature dana formulom u(x,0) = x(/ — x).
Pronadite zakon provodenja.

RjeSenje: Rjesavamo problem

ou_ 0%
ot Ox2?

uz rubne uvjete:
1) u(0,t) = u(l,t) =0,
2) u(x,0) = x(I-x) = g(x).



Rjedenje je oblika u(x t) =

sm

En=7 Joal

E,

Dakle,

Sve skupa,

=Y e

> Ene= e’ sin(A,x), gdje su

Anx)dx. Ratunamo

2

/
= //Ox(l—x)sm()\,,x)dx

2
4] )

3 a3l
(=1)").

cos(nm

412
373 (1-

En:{

0,

812
mr3

n paran,

n neparan.

_ 24 .
(2k + 1 2k +1)3:3° e P21 sin(gps1x).

k:O
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|zolirani krajevi

Promotrimo sada problem provodenja topline kroz $tap u slu¢aju kada su i
krajevi i Stap (to jest, plast) izolirani.



|zolirani krajevi

Promotrimo sada problem provodenja topline kroz $tap u slu¢aju kada su i
krajevi i Stap (to jest, plast) izolirani.

Iz fizike znamo da je veli¢ina provodenja topline proporcionalna gradijentu
temperature, to jest, u slu€aju kada su krajevi izolirani imamo nove rubne
uvjete:

0 0
87u(07 t) = au(/, t) = 07

uz pocetnu distribuciju temperature

u(x,0) = g(x).



|zolirani krajevi

Promotrimo sada problem provodenja topline kroz $tap u slu¢aju kada su i
krajevi i Stap (to jest, plast) izolirani.

Iz fizike znamo da je veli¢ina provodenja topline proporcionalna gradijentu
temperature, to jest, u slu€aju kada su krajevi izolirani imamo nove rubne
uvjete:

0 0
87u(07 t) = au(/, t) = 07

uz pocetnu distribuciju temperature
u(x,0) = g(x).

Dakle, u slu¢aju izoliranih krajeva, krajevi se ponasaju kao i $tap (za razliku
od prethodnog slu¢aja kada su krajevi bili na fiksnoj temperaturi).



Rjesavamo problem

2
Ou _ 207U

ot~ ox2’

uz rubne uvjete %U(O, t) = %u(l, t) = 0 i poetni uvjet

u(x,0) = g(x).
Kao i prije, rjeSenje trazimo u obliku

Lu(x,t) = X() T(¢).]

Dobivamo X(x) = B, Xp(x) i T(t) = C,Tn(t), gdje su Xp(x) = cos(Apx) i
Ta(t) = e=(nelt 2an=0,1,2,...
Iz linearnosti diferencijalnog operatora dobivamo da je rjeSenje

u(x,t) = Z D,, cos()\nx)ef(Anc)n’
n=0

gdje je D, = B,C,.



D, odredujemo iz poletnog uvjeta u(x,0) = g(x), to jest,

2 i
D, = ; / g(x)cos(Apx)dx, zan>1,
0

16 /22



Izraunajte temperaturu homogenog Stapa sa izoliranim rubovima ako je
inicijalna temperatura dana sa

X, nal0, %],

u(x,0) = g(x) = {

I — x, na[é, .

RjeSenje: RjeSenje je oblika u(x,t) =72 Dy cos()\,,x)e_(’\"c)2t, gdje
su

e /
D:— d:—
o= | ebodx= 5.

2 ! 8/ ., nm nm
Dn = 7/0 g(X) COS()\nX)dX = n2—7r25|n (T)COS(7 .
Dakle,
/ s 8/ .2 nm n ("—"c)zt nm
u(x, t) = 2t Eﬁ 2.2 SN (T) cos(7)e I cos(Tx)



Homogenizacija rubnih uvjeta

Promotrimo sada problem izoliranog homogenog Stapa koji nema
homogene rubne uvjete, to jest, rjeSavamo problem

ou 2 o%u

ot Ox?’
uz rubne uvjete

u(0,t) = a,

Opet je ideja homogenizirati rubne uvjete (kao i u sluaju oscilacija
Zice).



RjeSenje gornjeg problema traZimo u obliku

’ u(x, t) = v(x, t) + w(x), ‘
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RjeSenje gornjeg problema traZimo u obliku

’ u(x, t) = v(x, t) + w(x), ‘

gdje je w(x) rjeSenje od

w”(x) =0,
w(0) = a,
w(l) = b,
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RjeSenje gornjeg problema traZimo u obliku

’ u(x, t) = v(x, t) + w(x), ‘

gdje je w(x) rjeSenje od

w”(x) =0,
w(0) = a,
w(l) = b,
a v(x, t) je rjesenje od
o _ a0y
at ox?’

v(0,t) = v(l,t) =0,
v(x,0) = u(x,0) — w(x) = g(x) — w(x).

Otito je w(x) = 272x + a.
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Rijesite problem provodenja topline izoliranog homogenog Stapa duljine

I =1 uz rubne uvjete u(0,t) =0,u(1,t) =11 u(x,0) = x + sin(27x).




Rijesite problem provodenja topline izoliranog homogenog Stapa duljine
I =1 uz rubne uvjete u(0,t) =0,u(1,t) =11 u(x,0) = x + sin(27x).

RjeSenje: Rjesavamo g‘t’ = c2gx‘2’ uz

u(0,t) =0,
u(l,t) =1,
u(x,0) = x + sin(27x).

Dakle, rjesenje je oblika u(x,t) = v(x,t) + w(x), pri &emu imamo:

1) w(x) je rjedenje od w”(x) = 0,w(0) = 0, w(1) = 1, odakle slijedi da
je w(x) = x.

2) v(x,t) je rjegenje od %% = cz% uz v(0,t) = v(1,t)=0i
v(x,0) = u(x,0) — w(x) = sin(27x).

N
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Vrijedi da je

v(x,t) = 3 Enem M tsin(Anx),
n=0

gdje su

1
E, = 2/ v(x, 0) sin(A,x)dx
0

0,n+# 2,

1
= 2/ sin(27mx) sin(nmx)dx = {
0 1,.n=2.

Dakle, v(x,t) = e~ (™)t sin(27x), pa je

u(x,t) = e (2me)t sin(2mx) + x.
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Izracunajte temperaturu izoliranog $tapa duljine / = 12, toplinskog
kapaciteta v = 4 i koeficijenta provodenja 6 = 16, ako je inicijalna
distribucija temperature dana s u(x, 0) = sin(37x) + sin(5mx) + 3x — 3.
Rubni uvjeti su u(0,t) = -3 i u(12,t) = 3.

Izracunajte temperaturu izoliranog $tapa duljine / = 5 koji ima koeficijent
toplinskog kapaciteta v = 3 i koeficijent provodenja § = 27, ako je na
krajevima temperatura 0°C, a inicijalna distribucija temperature

u(x,0) = —x2 + 5x na [0, 5].
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