PREZIME 1 IME: GRUPA:

MATEMATIKA 1 Drugi kolokvij 19.12.2022. «

1. a) (3 boda) Odredite parametar A tako da vektori @ = 2i — j + 2k, b = —i + 2k i
&= 3i — j + Ak budu komplanarni.

b) (5 bodova) Odredite sve tocke na praveu p. .. 252 = 3 = 28 koje su jednako

udaljene od ravnina 7y ...3x +3y —2=0im ... dx+y+2+4=0.

Rjesenje:

-,

a) Vektori d, l;, ¢ su komplanarni ako i samo ako vrijedi (@ x b) - ¢ = 0. Racunamo
2
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Zaklju¢ujemo da su vektori d, I;, ¢ komplanarni ako i samo ako je —A = 0, odnosno A = 0.

b) Prelaskom na parametarski oblik jednadzbe pravca p dobivamo da su sve tocke koje
leze na pravcu p oblika (3t + 2, —5t — 3, —2t — 3), za neki t € R. Neka je t € R te neka je
T(3t 4+ 2, —5t — 3, —2t — 3) tocka na pravcu p. Iz formule za udaljenost tocke od ravnine
dobivamo

13(3t +2) + 3(=5t — 3) +0(—2t —3) —2| | —6t— 5|
d(T,ﬂ'l): = s
V32437402 3v2
4(3t +2) + 1(—5t — 1(—2t — 4 t
d(T7W2):y(3+)+( 5t —3) + 1( 3)+4 _ 5 +6\_
£24+12412 3v/2

Zelimo naéi sve t € R za koje su ove udaljenosti jednake. Stoga, preostaje rjesiti jednadzbu

| —6t—5| |5+ 6|

3v/2 3vV2
MnozZenjem obje strane sa 3v/2 svodimo jednadzbu na | — 6t — 5| = |5t 4 6|. Imamo dva
slucaja
—6t —5=5t+61ili —6t—5=—(5t+6).
Iz prvog slucaja dobivamo t = —1, a iz drugog ¢ = 1. Uvrstavanjem dobivamo da su

trazene tocke T1(—1,2,—1) i T»(5, —8, —5).



2. (8 bodova) Neka je zadana matrica

4 0 2
A=1|-12 2 —-10
-6 0 -3

Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore pridruzene najvecoj
svojstvenoj vrijednosti matrice A.

Rjesenje:
Odredimo karakteristi¢ni polinom matrice A.

A—4 0 =2
kaA) =det(N —A) =] 12 A—=2 10 [=X=3A2+22 = A —-1)(A—2).
6 0 A+3

Svojstvene vrijednosti su nultocke karakteristicnog polinoma. Stoga su
A1 =0, = 1, A\3 = 2 svojstvene vrijednosti matrice A. Najveta svojstvena vrijednost je
A3 = 2. Svojstvene vektore odredujemo rjesavajuci sustav

T T T 0 2 0 2 T 0
Alyl =2 |y| <<= (A-2])|y| = |0|] — |[—-12 0 —10| |y| = |0
z z z 0 -6 0 -5 z 0

Elementarnim transformacija (61 + I1) i (31 4+ I11) dobivamo ekvivalentan sustav

=2r+2=022=0,2=0=2=0,2=0.
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Stavimo li y = ¢, t € R dobivamo da su rjeSenja sustava (x,y,z) = (0,¢,0). Svojstveni
vektori za svojstvenu vrijednost A3 = 2 su onda dani sa

T 0 0
yl =t =t (1], tekR
z 0 0



3. a) (4 boda) Odredite

_ tgz - (V4+ 5z — /4 —bx)
lim
0 1022

b) (4 boda) Ispitajte konvergenciju reda

. 3n—1
ZT;LT/L

n=1
Rjesenje:
a) Vrijedi
. tgz - (V4 + 5z — /4 — bx) lm tgz - (v4+ 5z — /4 —5z) (V4 + 5z + /4 — )
20 1022 =0 1022 (V4 + 5z + /4 — bx)
tgr - (4+5v — (4 —52)) tgx - 10z

= 111m = [1m
v=0 1022 (V4 + 5z + 4 —5z) =0 1022 (v/4 4 5z + /4 — bx)

I sinx i 1 I sinx . 1
= lim = lim - lim - lim
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1 1 1
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b) Vrijedi

3(n+1)—1
lim 2L = lim —(ni;{% = lim (B + 2n” - 7 = lim 3 + 2n®
n—oo @, n—00 % n—soo (3n — 1)(n+1)2- 7"t nooo 7(3n3 4 5n2 +n — 1)

. 3n3 + 2n? = 3+2 3 _1_
— 1m . 1m = = — .
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Zaklju¢ujemo da po D’Alambertovom kriteriju dani red konvergira.



4. a) (4 boda) Odredite prirodnu domenu funkcije

2
f(x)=1In (x —fQ) + arcsin .
2
1
b) (4 boda) Odredite sve asimptote funkcije f(z) = 5 _:_1 :
x

Rjesenje:
a) Znamo da je Dy, = (0,400) te da je Dapesin = [—1, 1]. Dobivamo uvjete

2z
T+ 2

>0ixz>—-1iz<1.

Imamo da je x > —1 pa mora vrijediti x +2 > 0. Stoga je xz—JfQ > () ako i samo ako 2x > 0,
odnosno x > 0. Dobili smo da su gornji uvjeti ekvivalentni sa

r>0iz>—-1ixz<1.
Zakljuéujemo da je domena funkcije f jednaka (0, 1].

b) Vrijedi lim,_,+., f(x) = £o00. Stoga, funkcija f nema horizontalnih asimptota.

Vertikalna asimptota je pravac x = —1. Odredimo jos kose asimptote. Imamo da je
32 +1
fm S8 gy 3L
r—+oo r—Fo00 ;EQ +x

Zakljucujemo, ukoliko kosa asimptota y = kx 4 [ funkcije f postoji, onda joj je koeficijent
smjera k = 3. Imamo da je

z—+o0 r—+oo T + 1 r—too I + 1 -

2 1 -
I = lim (f(x)—kz)= lim (3” i —Sx) T Y

Stoga je kosa asimptota funkcije f pravac y = 3z — 3.



5. (8 bodova) Odredite jednadzbe tangenti na graf funkcije f(x) = ﬁ koje
prolaze tockom 7'(1,0).

Rjesenje:
Jednadzba tangente u tocki (zo, f(z0)) je

y — [(xo) = f'(wo)(x — x0).

Derivacija funkcije f dana je sa f'(x) = —ﬁ. Kako je T'(1,0) na tangenti mora
vrijediti
1 1

— D) (1 - Io).

O_ZEQ—2: ([EQ—Q)

Mnozenjem sa —(xy — 2)? dobivamo
1'0—2:1—270:>1’0:§.

Imamo da je f'(2) = —4 te da je f(2) = —2. Dakle, jednadzba trazene tangente je
y+2=—4(x —3), odnosno y = —4x + 4.



