Poglavlje 1

Obicne diferencijalne jednadzbe

1.1 Osnovni pojmovi i primjeri
Obicna diferencijalna jednadzba je jednadzba oblika

Fz,y,y,...,y™) =0 (1.1)

koja povezuje nezavisnu varijablu x, nepoznatu funkciju y(z) i njene derivacija
v (2),y"(z),...,y™(z). Ovdje F oznatava poznatu funkciju vide varijabli. Red
diferencijalne jednadzbe je red najvise derivacije koja se u njoj pojavljuje.
Kod obicne diferencijalne jednadzbe trazimo nepoznatu funkciju jedne varijable
y(x). Diferencijalne jednadzbe u kojima se pojavljuju nepoznate funkcije vise
varijabli zovemo parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Najjednostavnija obi¢na diferencijalna jednadzba je jednadzba oblika

y' = f(a), (1.2)

gdje je f poznata funkcija, neprekidna na nekom intervalu [a,b]. Ako je F'
primitivna funkcija od f, onda svaka funkcija oblika y(x) = F(z)+C zadovoljava
jednadzbu (1.2). Iz toga vidimo da uvjet (1.2) ne odreduje jedinstveno nepoznatu
funkciju y(x).

Primjer 1.1. Jednadzba vy = y* + 22 je primjer obicne diferencijalne jed-
nadzbe 1. reda, dok je y" + 2y’ + y = sinx primjer obicne diferencijalne

jednadzbe 2. reda.
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Definicija 1.1. RjeSenje obicne diferencijalne jednadzbe n-tog reda na in-
tervalu [a,b] je svaka funkcija y = o(x) koja na tom intervalu ima sve deri-
vacije do ukljucivo n-tog reda @ ¢ije uvrstavanje u jednadzbu pretvara istu u
identitet na [a,b]. Graf rjesenja diferencijalne jednadzbe zove se integralna
krivulja te jednadzbe.

Primjer 1.2. Funkcija y(x) = sinz je rjesenje diferencijalne jednadzbe 2.

reda y" +y = 0 na intervaluy (—oo, 00).

Obicne diferencijalne jednadzbe su vrlo bitne jer se mnogi problemi iz prirod-

nih i drustvenih znanosti modeliraju pomocu njih. Pogledajmo par primjera:

Primjer 1.3. Odredimo krivulju ¢ija tangenta u svakoj tocki ima nagib (to

jest koeficijant smjera) jednak ordinati te tocke.

Neka je y = y(x) jednadzba traZene krivulje. Iz zadatka vidimo da mora
vrijediti uvjet y' (x) = y(x). RjeSenje te diferencijalne jednadzbe je y(x) = e*.
Takoder, funkcija y(z) = 0 je rjeSenje. Ova dva rjeSenja su sadrZana u

rjesenju y(x) = Ce®, gdje je C' € R proizvoljna konstanta.

Primjer 1.4. Odredimo zakon gibanja materijalne tocke koja se pravocrtno

giba s konstantnim ubrzanjem a.

Trazimo formulu za prijedeni put oblika s = s(t), gdje je t vrijeme. Jed-
nadzba koju trebamo rjesiti je s"(t) = a i to je obiéna diferencijalna jednadzba
2. reda. Integriranjem dobivamo s'(t) = at + Cy i s(t) = jat®> + Cit + Cs.
Konstante Cy i Cy odreduju se iz pocetnih uvjeta s(to) = so i §'(to) = vo.

Uvrstavanjem tih vrigednosti u formulu za rjesenje dobivamo

vy = atg + C1 = C1 = vy — aty

2
atg

1
So = §at8 + (Uo — ato)to + CQ - Cg = 59 — vot + 7

Sada vratimo Cy i Cy u formulu za rjeSenje i imamo rjesenje

S(t) = Sg + Uo(t — to) + %(t — to)z.
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Promatramo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu F(z,y,y’) = 0. Za dvije dife-
rencijalne jednadzbe F(z,y,y') = 0 i Fy(z,y,y’) = 0 kazemo da su ekviva-
lentne u nekom podruéju D ako je svako rjesenje jedne ujedno i rjeSenje druge
jednadzbe i obratno. Kod rada s diferencijalnim jednadzbama moramo paziti da
su transformirane jednadzbe ekvivalentne polaznima.

Obicne diferencijalne jednadzbe mogu imati nijedno, jedno ili beskonaéno

mnogo rjeSenja. Za obiénu diferencijalnu jednadzbu

nam treba jos i pocetni uvjet y(xy) = yo. Obicna diferencijalna jednadzba
skupa s pocetnim uvjetom ¢&ine Cauchyjev problem za jednadzbu (1.3).
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1.2 RjeSenje Cauchyjevog problema za jednadzbu

1. reda

Teorem 1.1. Neka je
y' = fz,y) (1.4)

obicna diferencijalna jednadzba. Ako postoji okolina ) tocke (zo,yo) takva

da je
(i) f(x,y) neprekidna na 2 i
(i1) g—i ograniceno na €2,

onda postoji interval (xg — h,xo + h) na kojem postoji jedinstveno rjesenje
y = o(x) jednadzbe (1.4) za koju je o(zo) = Yo-

Slika 1.1:

Geometrijski, Teorem 1.1 kaze da uz odredene uvjete na f(z,y) kroz tocku
(20, 10) prolazi samo jedna integralna krivulja jednadzbe (1.4). Sto znace ti
uvjeti? Neprekidnost funkcije f definira se slicno kao i za funkcije jedne vari-
jable — male promjene u argumentima rezultiraju malim promjenama vrijednosti
funkcije. Prvi uvjet povlaci postojanje rjesenja. (Rjesavanje obicnih diferenci-
jalnih jednadzbi je pooéenje integriranja, a sjetimo se da smo integral definirali
za neprekidne funkcije.) Drugi uvjet, ogranicenost g—i, daje nam jedinstvenost
rjesenja. Velicina g—i mjeri brzinu promjene vrijednosti f u smjeru y kad je x

konstantan. Kada taj drugi uvjet izostavimo, dolazimo do slabijeg rezultata:
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Teorem 1.2. Ako je funkcija f(x,y) neprekidna na nekoj okolini tocke (o, yo),
onda jednadzba (1.4) ima barem jedno rjesenje y = o(x) koje za x = xq po-

prima vrijednost 1.

Opce rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe y' = f(x,y) (na nekom po-
dru¢ju egzistencije i jedinstvenosti) je jednoparametarska familija funkcija ¢ ()
koje ovise o x i o parametru C, takva da za svaku vrijednost parametra C' funkcija
@c(x) zadovoljava jednadzbu (tj. vrijedi ¢ (z) = f(z,oc(x))) i da za svaki yo
postoji vrijednost parametra Cj takva da je ¢¢, (o) = yo.

Partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe je rjesenje dobiveno
iz opeg rjesenja izborom odredene vrijednosti parametra C' (uklju¢ivo mozda i
+00). Opce rjesenje mozemo gledati kao skup svih partikularnih rjesenja.

Cesto do opéeg rjesenja dolazimo u obliku komplicirane formule koja povezuje
z,yiC, ®(x,y,C) = 0. Takvu formulu nazivamo opé¢i integral jednadzbe
y' = f(x,y). Partikularni integral je ono sto dobijemo izborom konkretne vrijed-
nosti parametra C, ®(x,y) = 0.

Rjesenje y = ¢(z) jednadzbe 3y = f(x,y) je singularno ako je uvjet jedins-
tvenosti narusen u svakoj njegovoj krivulji, to jest ako kroz svaku tocku integralne
krivulje prolazi neka druga integralna krivulja.

Primjer 1.5. Nadimo singularna rjesenja jednadzbe iy’ = /1 — 2.
Kandidati su krivulje na kojima je % beskonacno. Singularne integralne
y
krivulje su ovognice familije integralnih krivulja.
0
_f—_—y — P =1,y = +1.

TN

Slika 1.2: Integralne krivulje
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1.3 Jednadzbe rjesSive u kvadraturama

Obicna diferencijalna jednadzba je rjesiva u kvadraturama ako se njeno opce
rjesenje moze dobiti kao rezultat konacnog niza elementarnih operacija nad poz-
natim funkcijama i integriranja tih funkcija.

Nisu sve obicne diferencijalne jednadzbe rjeSive u kvadraturama. Na primjer,

jednadzba 3/ = 2% + y? nije. To nije iznenadujuce, vidjeli smo to kod integrala.

1.3.1 Jednadzbe sa separiranim varijablama

Promatramo jednadzbe oblika i/ = ;?Eg Mozemo ih, pisuci iy = %, svesti na
oblik
fi(w)dy = fo(z)dz. (15)

Smatramo da su f; i fo poznate i neprekidne funkcije svojih argumenata. Inte-
grirajuéi svaku stranu jednadzbe (1.5) zasebno dobijemo jednadzbu koju mora
zadovoljavati svako rjesenje jednadzbe (1.5):

/f1<y>dy:/fg(l’)dl’+0. (1.6)

Primjer 1.6. Dana je jednadzba (1 + y*)zdr = (1 + z?)ydy.
Kako je (1+ 22)(1+y?) # 0, dijeljenjem jednadzbe tim izrazom dolazimo

do ekvivalentne jednadzbe

xdx ydy

1422 1492

Integriranjem dobivamo
In(1+y?) = In(1 + 2?) + C,
odnosno

1+y2 B
1422

Moramo biti oprezni kod transformacija koje ukljuéuju mnozenje i dijeljenje.

Primjer 1.7. Imamo jednadzbu y' = f(ax + by + ¢).
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Zamjenom z = ax + by + ¢ gornja jednadzba postaje jednadzZba sa separi-

ranim varijablama 2 = a 4+ by’ = a + bf(z), koja vodi na

dz

Ako uzmemo a =b=1,c =0, odnosno gledamo jednadzbu y' = (z + y)?,

imamo zamjenu z = x + vy, pa jednadzba postaje ' =1+ y' = 14 22 §to vodi

na Hd_ZZQ =dzx.
Integriranjem dolazimo do arctgz = x + C odnosno z = tg(x + C), a

vracanjem supstitucije dolazimo do rjesenja y = tg(x + C) — x.
Primjer 1.8. Rijesimo jednadzbu v’ = ky, gdje je k neka konstanta.

@:kyéd—y:kdxélny:kx—i-C’éy:Cem
dx Y
Ako imamo pocetni uvjet y(0) = yo, tada imamo rjeSenje y = yoek®.

Ako pak imamo pocetni uvjet y(zo) = yo, odnosno yo = Ce*™ tada mo-
Femo izracunati C = yoe "0 § imamo rjesenje y = yoe* @),

Primjer 1.8 opisuje najjednostavniji model populacijske dinamike (za & > 0).
Ista jednadzba opisuje i, recimo, umnozavanje neutrona pri lan¢anoj reakciji (za
k > 0) i radioaktivni raspad (za £ < 0). Taj model podrazumijeva da su
resursi potrebni za rast populacije neograniceni i da nema umiranja. Uzmemo
li K = m — n, pri Cemu je m stopa radanja, a n stopa smrtnosti (relativna),
mozemo realisticnije modelirati populacijsku dinamiku.

se opisuje formulama
m:bl—be, n:bg+b4y, b; >0,1=1,...,4.

Odavde je
k=m-—n :bl—bg—(b2+b4)y

= by + b4(2;jrlgi —y) =a(A—vy).

Sad je diferencijalna jednadzba oblika

y = a(A—y)y.
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Takva se jednadzba zove logisticka jednadzba. Opisuje Sirenje zaraze,
glasina i druge pojave u biologiji i drustvu.

Separacijom varijabli dobivamo:

Ay gy o ACE
A=yy YT Ty e

Uz pocetni uvjet y(0) = yo imamo

A
1+ (A — 1)~ Aoz’

Yo

y(z) =

Zaa>0iA>0imamo lim, .. y(x) = A. Broj A je kapacitet (granicni)
stanista.

1.3.2 Jednadzbe homogene u z i y
Funkcija f(z,y) je homogena n-tog stupnja ako vrijedi f(tz,ty) = t" f(z,y).
Primjer 1.9. Dana je funkcija f(z,y) = 2* — 2y + y?. Racunamo:
f(ta, ty) = t22* — taty + t2y* = 2 f(z,y)
1 zakljucujemo sa je f homogena drugog stupnja.

Definicija 1.2. Obicna diferencijalna jednadzba je homogena uw x &y ako

je f(z,y) homogena nultog stupnja, odnosno

[tz ty) =t f(z,y) = f(z,y).

Kako to vrijedi za sve t, mora vrijediti i za t = % pa imamo
1 1 Y
floz,—y) = (L, 7) = f(z.y)

Oznacimo f(1,%) = ¢(%) i iz prethodnog razmatranja slijedi da je obicna dife-
rencijalna jednadzba homogena u x i y ako je



1.3. JEDNADZBE RJESIVE U KVADRATURAMA 9

Jednadzbe homogene u z i y svode se na jednadzbe sa separiranim varija-

blama. Uvodimo novu varijablu u = £. Odatle je y = ux pa je ¢’ = v'z + u.

Nadalje,
vy =¢() = utau =)
xu/ =p(u) —u
ﬁ = df za  p(u) #u
i w(S;L—u =In|z|+InC.

. Ly e L . . ..
Za p(u) = uimamo y' = ¥, sto ve¢ je jednadzba sa separiranim varijablama.

CE2+y2
xy
Za pocetak preuredimo jednadzZbu na sljedeci nacin:

Primjer 1.10. Rijesimo jednadzbu y' =

Py P4 h) 1+ ()

W
Nakon supstitucije u = £ imamo:
ou = 1+u? 1
udu =% /[
“72 =lnz+InC=InCx
u? =InCx = y?*=2’InCur.

1.3.3 Linearna diferencijalna jednadzZba 1. reda

Obicna diferencijalna jednadzba je linearna ako je linearna u nepoznatoj funkciji

i njenoj derivaciji. Opceniti oblik linarne jednadzbe prvog reda je sljededi :
A(x)y' + B(x)y = f(x). (1.7)

Funkcije A, B i f su definirane na nekom intervalu («, 3). Funkcije A i B
zovemo koeficijenti linearne jednadzbe.
Ako je f = 0 na (o, ), kazemo da je jednadzba (1.7) homogena. Inace
kazemo da je nehomogena. Zove se jos i funkcija smetnje.
Smatramo da je A(z) # 0 na (o, 3). Dijeljenjem jednadzbe (1.7) s A(z)
dobivamo
y' +p()y = q(2), (1.8)

pri ¢emu je p(z) = oL q(z) = IOk
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Teorem 1.3. Ako su funkcije p(x) i q(x) neprekidne na [a,b] C [a, ],
onda jednadzba (1.8) ima jedinstveno rjeSenje koje zadovoljava pocetni uvjet

y(To) = Yo 2a sve a < xy < b, —00 < Yoy < 0.

Dokaz. 1z (1.8) izrazimo y' = —p(z)y + ¢(x). Desna strana te jednakosti za-
dovoljava uvjete Teorema 1.1; funkcija f(x,y) = —p(x)y+¢q(x) je neprekidna

i ima ogranicenu derivaciju po y. Tvrdnja slijedi iz Teorema 1.1. O

U homogenom slucaju, kada je f(x) = 0, imamo jednadzbu sa separiranim

varijablama: y' + p(z)y = 0 i rjesavamo je kao ranije:

/

Lo =—plx) /[
Inly| =—[pla)dz+C
te dolazimo do rjesenja y = C'e=/P(*)4*  (Rjesenje iy = 0 koje smo izgubili
dijeljenjem s y ukljuceno je u rjesenje koje dobivamo izborom C' = 0.)
Time smo dobili formulu za rjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe 1.

reda:
y = Ce~ IP@de,

Nehomogenu jednadzbu rjeSavamo metodom varijacije konstanata (parame-

tara). Trazimo njeno rjesenje u obliku
y = C(x)e”P@)de.

pri Cemu je C'(x) nepoznata funkcija. Ako je y rjesenje jednadzbe (1.7), onda
C'(x) mora zadovoljavati odredene uvjete. Te ¢emo uvjete dobiti uvrstavanjem

pretpostavljenog rjesenja u (1.7). Prvo izraCunamo ¥/’

y'(x) = C”(x)e‘fp(m)d’: + C(a:)e‘fp(’”)d"”(—p(a:))
= (&) ~ pl)C )] [

Zatim uvrstimo u pocetnu jednadzbu:

y'(x) +plx)y =
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Vratimo u formulu za rjesenje:

y(z) = Ce [ p@)de —i—efp(“)dm/q(x)efp(x)dwdx
|
) opce rje§enj§ ~ ~ -
pripadne homogene jednadzbe partikularno rjesenje nehomogene

jednadzbe koje se dobije za C' =0
y(®) =yn+yp

Pocetni uvjet y(zg) = yo takoder ulazi u jednadzbu i imamo:

y(x) = e~ fzo (@) {CHL/ q(x)ef;op(x)dxdxl :

o
Za x = xo granice u integralima se podudaraju pa su svi integrali 0. Dakle je
y(xo) =yo = C, paje

y(z) =€ Jig PN {yo +/ q(x)ef;o p(x)dxdx} - Cauchyjev oblik

Zo
Primjer 1.11. RijeSimo jednadzbu iy’ + ycosx = 2cos x.

Prvo gledamo pripadnu homogenu jednadzbu y' +vy cosx = 0. Separacijom

sinx

varijably dobijemo njeno opce rjesenje y = Ce™ "%, Zalim radimo varijaciju

konstanata y(z) = C(z)e™ 5%, Racunamo y':
y = C'(x)e” ™" — C(z) cos we™ S"°
1 uvrstavamo u jednadzbu:
C'(z)e™ """ = 2cosx
C'(z) = 2 cos ze*™” //
Cx) =2 / cos reS M dy = 2e5F + C.
Dakle je

y(x) — (2€sinz + C)e—sina:
— C’e* sinz 4 2
Do gornjeg smo rjesenja mogli doci i pogadanjem. Pretpostavka y = 2 daje

2/ +2cosx = 2cosx, sve se slaZe. O pogadanju e biti viSe rijeci za obicne
linearne diferencijalne jednadzbe 2. reda.
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1.4 Diferencijalne jednadzbe visSeg reda

1.4.1 Cauchyjev problem za diferencijalnu jednadzbu

viSeg reda

Neka je
y" = flz,yy, .y (1.9)

diferencijalna jednadzba n—tog reda.

Koji su uvjeti potrebni da jednadzba (1.9) ima definirano partikularno rjesenje?
Kod diferencijalne jednadzbe prvog reda ' = f(x,y) vidjeli smo da je uz neke
uvjete na funkciju f dovoljno zadati vrijednost 1, partikularnog rjesenja u nekoj
tocki x.

Za diferencijalne jednadzbe viseg reda to nece biti dovoljno, na primjer jednadzba
y”" = 0 ima rjesenje y = C1x + Cy, C1,Cs € R, tako da nam za jedinstvenost
rjeSenja treba i dodatan uvjet y/'(xg) = yj,.

U opéem slucaju diferencijalne jednadzbe n—tog reda za dobivanje partikularnog

rjesenja trebamo n uvjeta:

y(wo) = vo, ¥ (o) = vhy -, " Hwo) = "V (1.10)
gdje su o, yp, - - - ,y(()"_l) neki realni brojevi.

Ovi uvjeti se zovu pocetni uvjeti diferencijalne jednadzbe (1.9).

Cauchyjev problem za diferencijalnu jednadzbu (1.9) definiran je na sljedeéi nacin:
za zadani x nadi rjesenje diferencijalne jednadzbe (1.9) koje zadovoljava pocetne
uvjete (1.10).

Mi ¢emo u ovom kolegiju rjesavati diferencijalne jednadzbe drugog reda, odnosno

promatrat ¢emo sljedec¢i Cauchyjev problem:

y' = f(z,9,9) (1.11)
y(ro) = Yo
Jix) = ya} 112

O egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja ovakvog problema govori sljedeéi teorem:

Teorem 1.4. Neka je
y' = flz.y.y)
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diferencijalna jednadzba drugog reda. Ako je f(x,y,y") neprekidna funkcija
na nekoj okolini tocke M (xq, Yo, yy), tada postogi pozitivan broj h takav da na
intervalu {(xo — h, xo + h) postoji barem jedno rjesenje y = f(x) jednadzbe

(1.11), koje zadovoljava pocetne uvjete y(xo) = yo, ¥ (zo) = yp- o

Nadalje, ako funkcija f(z,y,y') ima ogranicene parcijalne derivacije 30 By
y 0y

na 2, onda je takvo rjesenje jedinstveno.

Definicija 1.3. Opée rjeSenje jednadzZbe (1.11) na nekoj okolini 2 gdje
postoji jedinstveno rjesenje Cauchyjevog problema je dvoparametarska fami-
lija S funkcija y = p(x, Cy, Cs) ovisna o x i dvije proizvoljne konstante Cy i

Cy takve da

(1) za svaki izbor konstanti Cy, Cy funkcijay = o(x,Cy,Cy) € S je rjeSenge
od (1.11), odnosno

(P”(l', 01702) = f(.T,gO(Z', 01702)7 90/('1.7 01702))7 YIS <Q?0 - h7 Zo + h>

(2) za bilo koji pocetni uvjet y(xo) = vo, ' (x0) = y; takav da je
(x,90,v,) € Q, gdje postoji jedinstveno rjesenje Cauchyjevog problema
(1.11), moZemo naéi CY, CY takve da rjesenje y = o(x,CY,C9) € S

zadovoljava pocetne uvjete.

Rjesenje dobiveno iz opéeg uvrstavanjem konstanti C7 i Cy zove se parti-
kularno rjesenge, a njegov graf koji je krivulja u xy—prostoru, zove se
integralna krivulja rjesenja.

Relacija ®(x,y,C1,Cy) = 0, koja implicitno definira opce rjeSenje, zove se

opéi ili potpuni integral od (1.11).

1.4.2 Snizavanje reda diferencijalne jednadzbe

U ovom ¢emo poglavlju pokazati kako u nekim slu¢ajevima rjesavamo diferenci-
jalnu jednadzbu 2. reda tako da supstitucijama tu jednadzbu svedemo na dife-

rencijalnu jednadzbu 1. reda.

(1) Promotrimo jednadzbu



14

POGLAVLJE 1. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Integriranjem dobivamo

y’:/f(:c)dx +

y:/(/f(l')dl') d$+01$+02, 01702€R.

Primjer 1.12. Rijesimo jednadzbu y" = 2x
Integriramo i dobivamo jednadzbu y' = [2zxdr+ Cy = 2- % + () =
2% + Oy koju opet integriramo te dobivamo rjesenje

3
y:/xzdx+01x+02=%+01x+02, Cl,CQGR.

(2) Promotrimo jednadzbu oblika

F(z,y,y") =0.

Ovdje uvodimo supstituciju y'(z) = p(x), gdje sada p promatramo kao
funkciju od z—a.

Tada je y"(z) = p'(x), odnosno nasa jednadzba postaje F'(x,p,p’) = 0,
Sto je diferencijalna jednadzba 1. reda.

Primjer 1.13. Rijesimo jednadzbu y" — y;/ =0.

p
p=y, =y = p’—EZO

d
yoP o W_p odp_dv //
x der =« P T

Inp=Inz+InC;, = p=Cx

2

y/:Cﬁ = yzcl/xdx+02 = y=01%+02

y=Cz?+Cy, O = % (neka nova konstanta),Co € R.

(3) Promotrimo jednadzbu oblika

F(y,y',y") =0.



1.4. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE VISEG REDA 15

Ovdje koristimo istu supstituciju iy = p, ali p promatramo kao funkciju od
y—a, odnosno imamo: ¢/ (x) = p(y(x)), tada je y(x) = ¥(y(x)) - ¥ (x),
odnosno 4y = p, a ¢y’ = p'p, pa smo nasu jednadzbu ponovno sveli na
diferencijalnu jednadzbu 1. reda F(y,p,p'p) = 0.

Primjer 1.14. Rijesimo jednadzbu yy" + (y')* = 0.

v=p, v =pp = yp+p*=0

Ukoliko je p # 0 dobivamo yp' + p = 0.

g P o _r 4y //
y dy y P Yy

C C
np=—-Iny+InC;, = p=-— = 4 ="
Y Y

d C
o ydy = Cidx //
dx Y

2
% = Ciz + Cy, odnosno y> = Cix + Cy, C1,Cy € R.

Primyjetimo da je u ovom rjesenju ukljucen i slucaj p = 0.

1.4.3 Linearna homogena diferencijalna jednadzba 2. reda

Linearna diferencijalna jednadzba drugog reda je jednadzba koja je linearna u
trazenoj funkciji y i njenim derivacijama. Oblika je

ap(2)y" + ay(z)y’ + az(x)y = g(x),

gdje su ag(x), ai(x), az(x), g(x) funkcije definirane na intervalu (o, 5). Ako je
g(x) = 0 na tom intervalu, onda kazemo da je jednadzba homogena, a inace je
nehomogena.

Za pocetak promatramo linearnu homogenu diferencijalnu jednadzbu:
ao(z)y" + a1 (2)y’ + az(z)y = 0.

Opisimo postupak rjesavanja:
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Ako je ag(x) # 0 na nekom intervalu, onda mozemo cijelu jednadzbu podijeliti s

ao(z) i dobivamo

y' +pla)y +qlx)y =0 (1.13)
i to je oblik jednadzbe koji ¢emo promatrati u daljnjim razmatranjima.

Predstojeci teoremi opisuju strukturu rjesenja te jednadzbe.

Teorem 1.5. Ako je funkcija yo(z) rjesenje linearne homogene diferencijalne
jednadzbe (1.13), tada je i funkcija Cyo(x) rjesenje jednadzbe (1.13) za svaku
konstantu C' € R.

Dokaz. Ako je yo(x) rjesenje vrijedi yy + p(x)yy + q(x)yo = 0. Kada to
pomnozimo s C' € R slijedi da je Cy(z) takoder rjesenje i teorem je dokazan.
]

Teorem 1.6. Ako suyi(x) i y2(x) rjeSenja linearne homogene diferencijalne

jednadzbe (1.13), onda je i njihov zbroj yi(x) + yo(x) rjesenje iste jednadzbe.
Dokaz. Neka su yi(x) i yo(z) rjeSenja od (1.13), to jest neka vrijedi
vy (@) + p(a)yi (z) + q(@)y(x) =0,

ys () + p(2)ys(z) + q(z)y2(z) = 0.
Ako ove dvije jednakosti zbrojimo, dobit ¢emo da je i () + yo(z) rjesenje
iste jednadzbe. O

Korolar 1.1. Ako suy(z), y2(x), ..., ym(x) rjieSenja linearne homogene di-
ferencijalne jednadzbe (1.13), onda je i njihove linearna kombinacija Z Ciyi(z)

=1
rjesenje te iste jednadzbe za bilo koji izbor konstanti Cy,Cy, ..., C), € R.

Linearna zavisnost i nezavisnost funkcija

Promotrimo sistem funkcija 1 (), y2(2), ..., yn(x) definiran na intervalu (a, b).
Definicija 1.4. KaZemo da su funkcije yi(x), yo(z), ..., yo(z) linearno za-
visne na intervalu (a,b), ako postoje brojevi ay, ag, ..., ap, ne svi 0, takvi da
vrijedi

11 (7) + oy () + -+ + apyn(r) =0
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za sve x € (a,b).
Ako jednakost vrijedi samo za oy = g = ... = «a,, = 0, kaZemo da su funkcije

y1(z), yo(), ..., yo(x) linearno nezavisne na intervalu {(a,b).

Primjer 1.15. Funkcije y1(x) = = i yo(x) = 2z su linearno zavisne na
svakom intervalu {a,b). Da bismo to pokazali uzmimo oy = 2 i ag = —1.

Tada je aqyr(x) + aoys(x) = 20 — 20 =0 za sve z € R.

Primjer 1.16. Funkcije 1,x,2%, ..., 2" su linearno nezavisne na svakom in-

tervalu {(a, b).

Pomocu sljedec¢eg teorema mozemo provjeriti jesu li funkcije linearno nezavisne

kada to nije oCito kao u prethodnim primjerima.

Teorem 1.7. (NuZan uvjet za linearnu zavisnost funkcija)
Ako su funkcije yi(x), y2(x), ..., yo(2), koje imaju derivacije do ukljucivo

(n—1)—og reda, linearno zavisne na intervalu (a, by, onda je na tom intervalu

determinanta
yi(e)  ya(x) Yn(1)
1(x h(x ' (x
W) = n(r)  yale) Yn()
@) @) )
koja se zove determinanta Wronskog (ili krace Wronskijan) sistema funk-
cija y1(x), ya(x), ..., yn(x) identicki jednaka nuli, odnosno W(x) =0 za sve
x € (a,b).

Teorem 1.8. Ako Wronskijan W (z) suatava od n funkcija nije identicki
jednak nuli na intervalu {(a,b), onda su te funkcije linearno nezavisne na tom

mtervalu.

Primjenimo sada ove teoreme na rjesenja linearne homogene diferencijale jed-

nadzbe:

Teorem 1.9. (NuZan uvjet linearne nezavisnosti rjesenja)

Ako su funkcije y1(z), yo(x) linearno nezavisna rjeSenja linearne homogene
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diferencijalne jednadzbe (1.138) na intervalu {(a,b), onda je Wronskijan

=

yi(w) vl

W@ =1 @) we

razlicit od 0 u svakoj tocki intervala (a, b).

Teorem 1.10. Neka su y;(z), y2(x) rjesenja linearne homogene diferenci-
jalne jednadzbe (1.18). Nuzan i dovoljan uvjet da ona budu linearno neza-

visna na intervalu {(a,b) je da njihov Wronskijan bude razlicit od 0.
Struktura opcéeg rjeSenja linearne homogene diferencijalne jednadzbe
2. reda

Teorem 1.11. Linearna homogena diferencijalna jednadzba

Y+ px)y + q(z)y =0,

gdje su koeficijenti p(x) i q(x) neprekidne funkcije na segmentu |a, b],

ima na intervalu (a,b) opce rjesenje
y = Ciyi(z) + Coya(z).

pri cemu su y1(x), yo(x) linearno nezavisna partikularna rjeSenja dane jed-

nadzbe na (a,b), a C1,Cy € R su proizvoljne konstante.

Definicija 1.5. Skup dvaju linearno nezavisnih partikularnih rjesenja line-
arne homogene diferencijalne jednadzbe zove se fundamentalan skup rje-

Senja.

Dakle, da bismo rijesili ovu jednadzbu dovoljno je naéi dva linearno nezavisna
partikularna rjeenja, to jest fundamentalan skup rjesenja. Takav skup postoji

ukoliko su koeficijenti neprekidne funkcije:

Teorem 1.12. Za svaku linearnu homogenu diferencijalnu jednadzbu dru-
gog reda (1.13) s neprekidnim koeficijentima p(x), q(x) postoji fundamentalan

skup riesenja (Stovise, beskonacno mnogo fundamentalnih skupova rjesenja).
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Linearna homogena diferencijalna jednadZba 2. reda s konstantnim

koeficijentima

Najjednostavnije neprekidne funkcije su konstantne funkcije i za njih ¢emo opisati
skup rjesenja linearne homogene diferencijalne jednadzbe drugog reda.

Promatramo jednadzbu
y'+py +qy =0, (1.14)

gdje su p i g neki brojevi.
Toj jednadzbi pridruzujemo njenu karakteristicnu jednadzbu

M4 pA+q=0.

To je kvadratna jednadzba s nepoznanicom A. Fundamentalni skup jednadzbe
(1.14) nalazimo u ovisnosti o korjenima Ay, Ay karakteristicne jednadzbe na slje-

deéi nacin:

(1) Ako je A, Ay € R i A\ # Ay, fundamentalan skup rjesenja Cine

y1=eM" gy =e
Dokaz: Provjerimo prvo da su y; i y» doista rjesenja.

Aox

Yi = eAixv 1= 172

y{ — /\.e/\il’ y’./ = /\2@)‘”

y;/+py;+qyz — A?@Aim+p)\i6)\ix+q€)\m — 6)\1':13 ()\12 ‘I’p)\z + q) — 6)‘”'0 =0
—_———

=0
Da su to dva linearno nezavisna rjesenja provjerimo pomocu Wronskijana.

AT Aox
Y1 Y2 e € Mz Aoz Mz Aoz
W(zx) = A el I W = e TeMT — \jeMTe
Y1 Yo 1€ 2€
AMx+A2x
e Ao — A 0
¢ (N2 — A1) #
>0

za svaki x jer je A\| # Ag.
(2) Akoje A =) = Xy € R, imamo y; = e, y, = xe??,

(3) Akoje \is =a=xbi, a,beR, imamo y; = e* cos(bx), y2 = e** sin(bx).
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Primjer 1.17. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu y" + 2y + 5y = 0.

Pripadna karakteristicna jednadzba je \* +2X+5 = 0 1 njena rjesenja su
Ao =—1%2i.

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe dano je sa:

y = Cre ®cos(2x) + Coe sin(2x) Cy,Cy € R.

Primjer 1.18. Linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijen-
tima se pojavljuju v mnogim problemima s mehanickim i elektrickim oscila-
cijama.

Promotrimo jednadzbu slobodnih mehanickih oscilacija:

Py dy
L hL Lk =
mdt2 + 7t + ky =0,

pri cemu je nezavisna varijabla t vrijeme, y udaljenost tocke koja oscilira
od ravnoteznog poloZaja, m je masa te materijalne tocke, h je koeficijent
trenja, a k > 0 je koeficijent elasticnosti.
Pripadna karakteristicna jednadzba je mA? + hX +k = 0 i ona ima rjesenja
Mo = T\ aor —
Ukoliko je trenje dovoljno veliko, odnosno h? > 4mk, tada su njeni korijeni
A1, Ay realni i negativni i opée rjesenje je dano sa y = CieMt + Cher?t,
Kako su A\ < 0, Ay < 0 zakljucujemo da kad je trenje veliko, udaljenost do
ravnoteznog poloZaja tezi ka 0 kako se povecava t.

Ako je pak trenje malo, odnosno h? < 4mk, tada su korijeni karakteristicne

h2
T 4m?-

U tom je slucaju opce rjesenje dano sa y = Cre™* cos(St) + Coe* sin(ft)

jednadzbe o £if, gdje je a = = >0i = /£

il
y = Ae *sin(Bt + 0) (Cy, Cy, A, 6 konstante.)

1z toga vidimo da kad je tremje malo oscilacije se smanjuju.
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/\/\/\/\/\/\ -

TR

Slika 1.3: Kad je trenje malo, oscilacije se smanjuju.

Ukoliko pak nema trenja, odnosno h = 0, tada je karakteristicna jednadzba

mA? 4+ k = 0 i ima rjeSenja Ao = £iy/ % pa je rjesenje oblika

y = C cos(wt) + Cysin(wt) = Asin(wt + 9), gdje je w = \/g pa sad imamo

o
VYV

Slika 1.4: Stalne oscilacije.

1.4.4 Linearna nehomogena diferencijalna jednadzba 2.

reda

Na kraju ¢emo promatrati jednadzbu

Y +p(x)y + q(x)y = f(z) (1.15)

i pokazati kako nju rijesiti uz pretpostavku da znamo rijesiti pripadnu homogenu
jednadzbu y" + p(z)y’ + q(x)y = 0.
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Teorem 1.13. Ako je §(x) rjeSenje nehomogene jednadzbe (1.15) i yo(x)
rjesenje pripadne homogene jednadzbe, onda je njihova suma §(x) + yo(x)

takoder rjeSenje jednadzbe (1.15).

Teorem 1.14. (Struktura opceg rjesenja)

Opce rjesenje jednadzbe

Y+ p(x)y +qlz)y = f(z)

na intervalu (a,b), gdje su p(x),q(x) i f(x) neprekidne na segmentu |a, b,
je suma opéeg rjesenja pripadne homogene jednadzbe yy = Cryi(x) + Coys(x)

i jednog partikularnog rjesenja yp = y(x) nehomogene jednadzbe, odnosno

Yy=yp+tyu.

Znadi, ukoliko znamo rijesiti pripadnu homogenu jednadzbu, za rijesiti neho-
mogenu ostaje nam pronaéi jedno partikularno rjesenje, pa ¢emo pokazati kako
to mozemo uraditi.

Metoda varijacije konstanti
Neka je dana jednadzba

y' +pl)y +q(z)y = f(x)

i njena pripadna homogena jednadzba y”+p(x)y'+q(x)y = 0, te neka je rjesenje

te homogene jednadzbe dano sa

yr = Ciy1(z) + Coya(x).

Tada opce rjesenje nehomogene jednadzbe mozemo (slicno kao i u slucaju linearne

diferencijalne jednadzbe 1. reda) traziti u obliku

y = Ci(z)yi1(x) + Co(2)ya(w).

Uvrstavanjem u jednadzbu pokazuje se da konstante C(x) i Cy(x) zadovoljavaju
sustav

iz kojeg odredimo te konstante.
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1
sinz
Pripadna homogena jednadzba je y" +y = 0.

Primjer 1.19. Rijesimo jednadzbu iy’ +y =

Njena karakteristicna jednadzba je N> +1 =0 i ima korjene A\ o = =i.
Rjesenje homogene jednadzbe je yy = Cicosx + Cysinx, Cp,Cs € R.

Opée rjesenge trazimo u obliku y = Cy(x) cos x + Cy(z) sin x.

Ci(z)cosz + Cy(xz)sine = 0 /-sinzx

1
—C!(z)si C = : T
1(x)sinz 4 C5(x) cos x P /- cosx
cos T
Cy(x) (sin? 2z) = /d
2(yc)gsm x tcos xz P / x

1
Cy(x) = In(sinz) + Cy

cos T
= Cj(x)cosz +
sin

Cl<$) = -+ Cl

Pa je opcée rjesenje dano sa

sinz=0 = COCj(z)=-1 //d:z:

y = —xcosz + sinzln(sinz) +Circosz + Cysinz, C1,Cy € R

yp Yu

23

Nehomogena linearna diferencijalna jednadzba 2. reda s konstant-

nim koeficijentima

Opisimo postupak trazenja partikularnog rjesenja za jednadzbe sljedeceg oblika:

v +py +qy=f(z), pgeR

(1) Ukoliko je f(z) oblika f(z) = e**P,(x), gdje je a« € Ri P,(x)
polinom n-tog stupnja, partikularno rjesenje trazimo u obliku

yp = 27e*Qy(x), gdje je

0; «a nije rjesenje karakteristicne jednadzbe,

2;  « je dvostruko rjesenje karakteristicne jednadZzbe,

a Q,(z) je nepoznati polinom n-tog stupnja koji treba naci.

1; «a je jednostruko rjesenje karakteristicne jednadzbe,
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(2) Ukoliko je f(z) oblika f(z) = e** (P (x) cos(fz) + Qn(z)sin(fx)), gdje
sua,B €R,a P,(x)iQ,(x) polinomi m-tog, odnosno n-tog stupnja (s
tim da moze neki od njih biti i nul-polinom), partikularno rjesenje trazimo
u obliku yp = "¢ (Sn () cos(Bx) + Ty (z) sin(Sx)), gdje je

B { 0; a+ Bi nije rjeSenje karakteristicne jednadzbe,

1; a+ Bi je rjesenje karakteristicne jednadzbe,

N = max{m,n}, a Sy(z) i Ty(z) su nepoznati polinomi N-tog stupnja

koje treba naci.

Primjer 1.20. Rijesimo jednadzbu y" + 3’ = sin x.

Pripadna homogena jednadzba je y" +y' = 0, njena karakteristicna je
A2+ X =01 ona ima rjesenja \; = 0 i g = —1.
Rjesenje homogene jednadzbe je yy = Cy + Cae™™, C1,Cy € R.
Partikularno rjesenje trazimo u obliku yp = Acosx + Bsinx.
Deriviramo yp = —Asinz + Bceosz, yp = —Acosz — Bsinz, i uurstimo u
jednadzbu y} + yp = sinz.
Dobivamo sustav: —Acosx — Bsinx — Asinx + B cosz = sinx
= (B—A)cosz — (A+ B)sinz =sinz
= A-B=0 = A=B

1
= A4+B=-1 = A:B:—§.
1 1 .
= —— COST — —SInwox.
yp 5 5

Opcée rjesenge:

1 1
Yy = —Qcosx— §Sinx+01 + Che™™, (1,05 € R.



Poglavlje 2

Funkcije viSe varijabli

2.1 Osnovne definicije

Funkcije jedne varijable nisu nam dovoljne da opisemo sto se dogada u svijetu
koji nas okruzuje, ve¢ mnoge funkcije koje se pojavljuju u stvarnosti ovise o dvije
ili vise varijabli. Npr. volumen kvadra Cije su stranice duljina =,y i z dan je
funkcijom koja ima tri varijable V' (z,y, z) = zy=.
Neka je R™ n-dimenzionalni Euklidski prostor, R* = R x ... x R,

NN A

n puta
to jest R" = {(x1, z9, ..., 2,); 21,29, ..., 2, € R}.

Neka su dane dvije tocke P(xy,xo,...,x,) i Q(Y1,Y2,---,Yn) iz R™. Njihovu
udaljenost definiramo sa

d(P> Q) = \/(yl - xl)Z + (y2 - 1.2)2 +oeee (yn - xn)Q-
Vidimo da ona odgovara formulama koje smo imali u R, R? i R3.

Definicija 2.1. Neka je My(29,29,...,2%) € R™ i neka je e > 0 realan broj.
Skup svih M € R" takvih da je d(M, My) < € zovemo (n-dimenzionalna)
otvorena kugla sa sredistem u My radijusa €.

Zapis: K(My,e) ={M € R™; d(M, M,) < ¢}.

Definicija 2.2. Za skup E C R" kaZemo da je otvoren ako za svaku tocku
M € FE iz tog skupa postoji € > 0 takav da je kugla sa sredistem u toj tock:
radijusa € unutar skupa E, to jest K(M,e) C E.

25
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Y

Slika 2.1: Otvorena kugla

NIJE OTVOREN

y  K(B9) y

x x (a,byx{c,dy *

Slika 2.2: Otvoreni skupovi

Definicija 2.3. Skup E C R" je zatvoren, ako je njegov komplement R™\ E

otvoren.

y Zatvorena kugla y [a,b]X[c,d]

Slika 2.3: Zatvoreni skupovi

Postoje skupovi koji nisu ni otvoreni ni zatvoreni, npr. [a,b) u R.

Definicija 2.4. Neka je M € R™. Svaki otvoren skup koji sadrZi tocku M
zove se okolina od M.

Rub ilv granica skupa E C R" je skup svih tocaka M € R™ takvih da svaka
okolina tocke M sadrzi i tocke koje pripadaju skupu E 1 tocke izvan E. Rub
od E oznacavamo OFE. Unija skupa E C R™ i njegovog ruba OFE zove se
zatvara¢ od E u zapisu E = E U OE i to je najmanji zatvoren skup koji
sadrzi E.
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Definicija 2.5. Skup E C R" je ogranicen ako postoji otvorena kugla
K(My,¢) takva da je E C K(My,e).

Definicija 2.6. Neka su dane dvije tocke
Az, 29, ..., x0), B(Y1,Y2,-..,Yyn) € R". Spojnica tocaka A i B je skup

AB = {(z1+ t(yr — x1), 22+ t(y2 — x2), ..., T + t(yn — 2,)) - £ € [0, 1]},

Vidimo da to odgovara onome §to smo imali u R? i R3.

y
B(x,.y,)
A(xl,yl)/ ))ccz_—iccz:yl;%zt €[0,1]
| | x=x, +t(x,~x,)
: | Y=y ()
X, X X p

Slika 2.4: Spojnica u R?

Definicija 2.7. Skup E C R" je konveksan ako za svake dvije tocke A, B €
E wrijedi AB C E.

KONVEKSAN NEKONVEKSAN

Slika 2.5: Konveksnost

Definicija 2.8. Skup E C R" je povezan ako se svake dvije tocke
A, B € E mogu spojiti poligonijalnom linijom koja je sadrzana u E (odnosno

unijom konacnog broja spojnica koje su sadrZane u E).
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O

NEPOVEZAN

POVEZAN

Slika 2.6: Povezanost

Definicija 2.9. Otvoren i povezan skup se zove podrucje.

Mi ¢emo promatrati funkcije f: F C R™ — R. Obicno ¢e biti zadane formulom
f(zy,x9,...,2,) i tada skup svih (x1,29,...,2,) € R™ za koji je ova funkcija
definirana zovemo prirodnom domenom funkcije f i oznacavamo D(f).

Primjer 2.1. Odredimo domenu funkcije f(z,y) = x+/1 —x — y2.
l—z—y*>0 = z<1-y* = D(f)={(z,y) eR*}z<1-y*}L

N\

Z

Slika 2.7: Domena od f(x,y) = /1 —x — 2
Definicija 2.10. Neka je f : E C R" — R. Graf funkcije f je skup
Uy = {(z1, 29, .., T, (71,70, ...,2,)); (¥1,72,...,7,) € B} C R

Kako graficki mozemo prikazivati samo u R3, crtat ¢emo samo grafove funk-
cija dviju varijabli f(x,y).
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2.2 Primjeri nekih ploha 2. reda

SFERA
2+t +22=1

Slika 2.8: Sfera

2.2.1 Rotacijske plohe

ROTACIJSKI PARABOLOID

z=a+y?

X

Slika 2.9: Paraboloid
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ROTACIJSKI STOZAC

R e

Slika 2.10: Rotacijski stozac

2.2.2 Cilindri¢ne plohe

X4

Slika 2.11: Cilindar

Definicija 2.11. Neka je dana funkcija dvije varijable f(x,y). Nivo-krivulja
funkcije f je skup svih tocaka u xy-ravnini za koje je vrijednost funkcije kons-

tanta, odnosno z = f(x,y) = c.

To je jos jedan nacin kako mozemo graficki prikazivati grafove funkcija dvije

varijable, ali ovaj puta u zy-ravnini.
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Slika 2.12: Nivo krivulje

31
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2.3 Limes i neprekidnost

Definicija 2.12. Neka je funkcija f(M) definirana na nekoj okolini @ C
R™ tocke My, osim moZda u samoj tocki My. Realan broj A se zove limes

funkcije f u tocki My ako za svakie > 0 postoji & > 0 takav da za sve tocke
M € Q razlicite od My vrijedi |f(M) — A| < € kad god je 0 < d(M, My) < e.

(Ve > 0)(39 > 0)t.d.(0 <d(M,My) <e = |f(M)—A|l<¢e)

To zapisujemo: A = Mll_)HR/[O f(M).

Napomena 2.1. Kao i kod funkcija jedne varijable, ako limes postoji, on je

jedinstven.

Primjer 2.2. f(x,y) = 2? 4+ ¢*

Izracunajmo hm T
jmo. (Oo)f( JY)-

Dokazimo da je lim (2% +y*) = 0.
(z,y)—(0,0)

Treba pokazati da za svaki € > 0 moZemo naci d > 0 takav da

0<va2+y2<d = |22+9y*-0|<e,

a za to je dovoljno uzeti § = \/z.

2xy
Primjer 2.3. f(x,y) = ——
j flz.y) = — oy
Pokusajmo izracunati . hrr% )f(x L Y)-
0,0

Kako promatramo ponaSanje funkcije f(x,y) na otvorenoj kugli K((0,0),d),
mozZemo promatrati restrikciju na pravac y = kx jer cée se tu uvijek nalaziti

centar kugle za svaki k.

. 2z - ko 2k ,
Tada je f(x,kx) = P g Rl SR ako je x # 0.

No f(x, kx) — e . drugacije
ponasange funkcije u okolini tocke (0,0).

Zakljucujemo da . hn% f(z,y) ne postoji.
0,0)
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Slika 2.13:

Teorem 2.1. Neka funkcije f(M) i g(M) imaju limese u tocki My € R".

M
Tada u tocki My limese imaju i funkcije f(M) =+ g(M), f(M)-g(M) i ;CEM))
ako je A}l_}%()g(M) £ 0 1 vrijeds

Jim (F(M) £ g(M) = Jim FON) % Jim g(M)

M—My M— Moy
g (f(M)-g(M))= lim f(M)- lim g(M)
lim f(M)
o f(M) MSM .
B GO Tim (M) (i, 9() #0)

Definicija 2.13. Neka je funkcija f(M) definirana u tocki My i na nekoj
okolini Q) C R"™ tocke My. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna u tock:

My ako postoji limes funkcije u toj tocki 1 jednak je vrijednosti funkcije u toj
tock:

im f(M) = f(Mo).

Napomena 2.2. Neka je 2 C R" podrucje i f : Q2 — R. Tada je f nepre-
kidna u tocki My € Q ako (Ve > 0)(30 > 0) takvi da za sve M € § za koje je
d(M, My) < 6 vrijedi |f(M) — f(Mo)] < e.

Ukoliko je f neprekidna u svakoj tocki iz €2, kaZemo da je f neprekidna na
Q.
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Teorem 2.2. Ako su funkcije f(M) i g(M) neprekidne u tocki My € R™,

M
onda su u My neprekidne i funkcije f(M) £+ g(M), f(M)-g(M) i ggMg
je g(Mo) # 0.

Definicija 2.14. Neka je f : Q@ C R" — R. Za funkciju f kaZemo da je
ogranicena (na ) ako postoji M > 0 takav da vrijedi |f(P)| < M za sve
Peq.

ako

Teorem 2.3. Neka je 2 C R™ podrucje i f : 0 — R funkcija neprekidna u
My € Q. Tada je f ogranicena na nekoj okolini tocke M.

Teorem 2.4. Ako je funkcija f(M) neprekidna na ograniéenom i zatvorenom
podrucju D, tada je f(M) ogranicena na D, na D poprima svoj minimum i

maksimum i sve meduvrijednosti.
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2.4 Parcijalne derivacije i diferencijali

Neka je funkcija z = f(z,y) definirana na nekom podrugju D C R? i neka je
(x,y) € D. Promotrimo prirast Az u x tako da je (z + Az, y) € D.

Slika 2.14: Prirast varijable x

Prirast A,z = f(x + Ax,y) — f(x,y) se zove parcijalni prirast u z.

A,
Definicija 2.15. Ako kvocijent 2% ima konacan limes kad Az — 0 taj

limes zovemo parcijalna derivacija funkcije z = f(x,y) u tocki (x,y) po

2
varijabli x. To oznacavamo: —(x,y) ili = (x,y).

_ ox ox
et (o + Ar,y) = f(@,y)
of . e+ Axyy) = f(x,y
83:(36’ y) = Alggo Ax '

Analogno se definira parcijalna derivacija u tocki (x,y) po varijabli y:

Ay—0 Ay i

Primjer 2.4. Izracunajte %(m,y) i g—i(x,y) ako je f(x,y) = zy*.

L fle+Ary) — flry) L (@ Ax)y? — ay?
5 DY) = dim Ar = Jm Ax

= lim y® ="
arso? Y
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O o) = 1im LEYERY = S@y) 2(y + Ay)* — zy’
0y Y Axz—0 Ay Ao Ay
. 2xyAy + x(Ay)Q s ) )
- Alll/rgo Ay N Algl,glo(Qxy +xAy) = 2xy + 0 = 2z2y.

Primjer 2.5. Primijetimo da nam kod funkcija dviju varijabli postojanje
parcijalnih derivacija ne povlaci neprekidnost kao kod funkcija jedne varijable.

Neka je
2xy
F(z,) m; (z,y) # (0,0)

0; (ZE,y) = (0’0)

Tada f nije neprekidna u (0,0) jer uopce nema limes u toj tocki, ali

ox (0.0) = Alggo Ax B Alggo Az "
00 = jim S THO0 < 00D

pa vidimo da ovdje diferencijabilnost funkcija dviju varijabli moramo nekako

drugacije definirati.

Definicija 2.16. Neka je z = f(x,y) funkcija definirana na nekom podrucju
D i neka je (x,y) € D. Neka Ax i Ay oznacavaju priraste u varijablama x
iy takve da je (x + Ax,y + Ay) € D. Za funkciju z = f(x,y) kaZemo da je
diferencijabilna u tocki (x,y) € D ako je njezin totalni prirast

Az = f(x+ Az, y + Ay) — f(z,y) prikaziv u obliku

Az = AAzx + BAy + oAz, Ay)Ax + S(Az, Ay)Ay,

gdje A i B ne ovise o Az i Ay (mogu ovisiti o x i y), a a(Ax,Ay) i
B(Az, Ay) teze nuli kad Ax i Ay teZe nuli.

Ako je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u tocki (x,y), tada AAx + BAy
zovemo diferencijal od z = f(x,y) u tocki (x,y).

Diferencijal oznacavamo: dz = AAx+ BAy = Az =dz+ aAx+ SAy.

Primjer 2.6. Izracunajmo totalni prirast od z = x> + y>.

Racunamo :

Az = (2 +Ax)* + (y+ Ay)* — 2% —y* = 20Ax +2yAy + Az - Az + Ay - Ay,
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iz cega vidimo A = 2x, B =2y, a(Ax,Ay) = Az, f(Az, Ay) = Ay.

Ocito a i B teze nuli kad Ax, Ay — 0.

Znaci funkcija z = x* + y? je diferencijabilna u svakoj tocki (x,y) € R?; i
vrijedi Az = 2xAx + 2yAy.

Teorem 2.5. Ako je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u nekoj tocki, onda
je f(x,y) neprekidna u toj tocki.

Teorem 2.6. Ako je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u nekoj tocki, onda

f(z,y) ima parcijalne derivacije u toj tocki.

U tom slucaju vrijedi

0z 0z

Az = —Ax+ —Ay + oAz + [Ay.
ox dy
Teorem 2.7. Neka funkcija z = f(x,y) ima parcijalne derivacije na nekoj
0
okolini tocke (xq,yo) i neka su te parcijalne derivacije Iz 7 8_f neprekidne u
x Y

(x0,%0). Tada je z = f(x,y) diferencijabilna u (o, yo)-
Totalni diferencijal diferencijabilne funkcije z = f(x,y) je

0z 0z
dz = %dx + 8_ydy’

gdje su dx = Az, dy = Ay diferencijali nezavisnih varijabli.

2.4.1 Geometrijska interpretacija parcijalnih derivacija

Promotrimo plohu S zadanu jednadzbom z = f(x,y) u trodimenzionalnom pros-
toru gdje je f(x,y) neprekidna funkcija koja ima parcijalne derivacije na nekom
podrucju D. Zelimo interpretirati parcijalne derivacije funkcije f(x,%) u tocki
My (o, y0) € D, koja odgovara tocki Ny(xo, o, f(zo,yo)) na plohi S.

0z

Kad racunamo parcijalnu derivaciju 22 u M, promatramo z = f(z,y) kao

funkciju jedne varijable z, a y tretiramo kao konstantu y = yy, odnosno z =

f(x7y0> = f1<13>

Funkciju z = fi(x) definira krivulja L dobivena presjekom plohe S ravninom

Yy = yo. Jasno je a—(xo,yo) = fi(xq) Sto je ustvari koeficijent smjera tangente
X
na krivulju L u tocki Nj.
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Slika 2.15: Tangente na presjecne krivulje

Analogno je — (0, o) koeficijent smjera tangente na krivulju M dobivenu

kao presjek plohe S i ravnine © = x¢, u tocki Nj.

2.4.2 Derivacija kompozicije funkcija

Neka je funkcija z = f(z,y) definirana na nekom podru¢ju D C R? i neka su z
i y funkcije od varijable ¢ takve da je x = (t), y = ¢(t), t € (to,t1).
Pretpostavimo da je za svaku tocku t € (to,t;) odgovarajuca tocka

(x,y) = (x(t),y(t)) sadrzana u D.

Tada je z = f(z,y) = flp(t), ¥ (t)] funkcija u jednoj varijabli .

d d
Teorem 2.8. Ako u tocki t postoji derivacija ar_ O'(t) i Y _ Y'(t) i ako
je funkcija f(x,y) diferencijabilng u x = @(t) iy = ¥(t), onda funkcija
z = flp(t), ¥(t)] ima derivaciju i vrijeds

ds_ 0z dv_ 0z dy
dt  Or dt Oy dt’

Primjer 2.7. z = 22 +3?, x =sint, y=1

0z 0z dx dy 9

L _or, Zogy, o cost, Lo

ox “ dy Yoar Y

d

d—i — 2 - cost + 2y - 3t = 2sint cost + 265 - 32 = sin(2t) + 6t°.
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Primijetimo sada sljede¢u kompoziciju funkcija.

z= f(z,y), z=w(n), y=v(&n) pajez==2(&n) = fle&n),v(En)).
or Ox Oy (9y

Neka postoje neprekidne parcijalne derivacije — 6’5 87) 8_§ u tocki (£,7) i
neka je f(z,y) diferencijabilna u to¢ki (z,vy) = (z(&,n),y(&,n)).
Tada z = 2(&,n) ima parcijalne derivacije g—z, g—; i vrijedi

0: _0: 00 0: 0y

o¢  O0x 0¢ Oy O¢
| 0:_ 0z dw 0> Oy

on  Ox On OJy On
Primjer 2.8. z = 2%y —ay®, z=¢n, y= %

9 9 Ox Ox dy Oy &

%—23;— %—x —2ny, — = — =& = ! =

% = =yt @)
2
= (2= ) ne (20 2
U8 n n
2
= 20— 5 — &' — €—3577 3%
g—; = (2$y—y2)-€+(:v2—2ﬂcy)-(—%)

2
- <2£77§—§—> n (52 2 2@75) ~ (—%)
77 n n

- w-Sograh el
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2.5 Implicitno zadane funkcije

Promatramo funkciju F'(x, y) dviju varijabli zadanu na nekom podrudju G u xy -
ravnini. Ako za svaki = u intervalu (zq — e, x¢ 4 ) postoji jedinstveni y takav da
je F(z,y) =0, onda pridruzivanjem = +~ y definiramo funkciju y(x). Kazemo
da je funkcija y(z) implicitno zadana jednadzbom F(z,y) = 0.

Primjer 2.9. Jednadzbom x*—y = 0 implicitno je zadana funkcija y(x) = 2.
Primjer 2.10. Jednadzbom 2 + y* + 1 = 0 nije zadana nikakva funkcija,

jer niti za jedan x ta jednadzba nema rjesenje po y.

Ako se jednadzba F'(z,y) = 0 moze rijesiti po y, onda funkciju y = y(x) imamo
u eksplicitnom obliku.

Primjer 2.11. F(x,y) = ye¥ — x.

Na intervalu (0,00) za svaki x imamo jedinstveni y za koji je x = ye¥. To
znamo jer je y inverzna funkcija od xe®. Ta funkcija postoji jer je xe® bijek-
cija s (0,00) na (0,00). Funkcija y se ne moze dobiti u eksplicitnom obliku

preko elementarnih funkcija. Unatoc¢ tome, ona je dobro definirana.

Slika 2.16: Graf implicitno zadane funkcije y

Pitanja:
1° Kada je jednadzbom F'(z,y) = 0 implicitno zadana funkcija y = y(x)?

2° Mozemo li o funkciji y(z) implicitno zadanoj jednadzbom F'(z,y) = 0 Stogod
zakljuciti i ako je ne mozemo eksplicitno prikazati?
(Rast, pad, ekstremi,...)
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S pojmovima eksplicitno i implicitno smo se susretali kod jednadzbe pravca.

Mozemo |i iz tog iskustva izvuéi neke zakljucke?

Primjer 2.12. F(z,y) = Az + By+C =0

A C
=——x—— za B
Yy 5L~ g % #0
B C
T=—gY— o za A#0

Ako su A, B = 0, jednadzba C' = 0 ne opisuje pravac. Dakle, da bi jednadzba
Az+ By+C = 0 opisivala pravac (tj. graf polinoma 1. stupnja), barem jedan
od A, B mora biti razlicit od nule, tj. A2+B? > 0. Eksplicitno se moZe izraziti
ona koordinata uz koju je koeficijent razlicit od nule. Koeficijenti su vezani

uz nagib, nagib je vezan uz derivaciju. Zaista, uz F(x,y) = Az + By + C
oF oF

—, B=—.

ox oy

imamo A =

Ova se opservacija formalizira sljede¢im teoremom.

Teorem 2.9. (O implicitnoj funkciji) Neka je funkcija F(x,y) definirana i
neprekidna na (xo — d1,x0 + 1) X (Yo — 09, Yo + d2) = D i neka su na D
neprekidne i njene parcijalne derivacije — 1+ —. Neka je

or 0Oy

(i) F(zo,90) =0
., OF
(1) 8_y<x0’y0> # 0.

Tada postoji okolina I = (xo—0, x9+0) tocke xo na kojoj je zadana neprekidna
funkeija y = f(xo) @ F(x, f(z)) = 0 za sve x iz (xg — 6,20 + 6). Stovide,

funkcija f(x) je derivabilna na I i vrijedi

dy o
fl(x) = i — 45

Oy
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Wt~

Slika 2.17: Implicitno zadana funkcija

Uvjet (i) jamci postojanje rjesenja, tj. da bar jedna tocka zadovoljava

F(z,y) =0, a uvjet (ii) daje jedinstvenost, a time i svojstvo bivanja funkcijom.

Gledamo desnu sliku. U tocki (xy, ;) su uvjeti zadovoljeni, na nekoj okolini od

x1 je krivulja zadana s F(z,y) = 0 graf funkcije y = fi(x). U tocki (z2,y2)
oF

je 2y = 0. pa nema okoline od x5 na kojoj je krivulja F'(z,y) = 0 graf neke

funkcije y = fo(x).

Dokaz teorema o implicitnoj funkciji:

Prva tvrdnja teorema zahtijeva puno vremena i neCemo je dokazivati. Dokazat
¢emo samo tvrdnju o derivaciji. U okolini tocke (xq,79) imamo zadan

y(z) = f(z) takav da je F(z, f(z)) = 0. Dakle je i LF(z, f(z)) = 0 za sve
tocke iz te okoline. Po pravilu za deriviranje slozene funkcije,

d COFdy  OFdy ay L
%F@?,y(%)) = %d—x + G_yd_x = 0. Odatle, d_x = % =f (g;)

Primjer 2.13. F(z,y) = ye¥ — x.

OF
i e/ +ye! = (14+y)eY >0 za sve (z,y) € (0,00) x (0,00).

or ~1 1
Sada imamo y'(x) = — 4% = — = :
—865 evY(1+y) ax+ev

Primjer 2.14. F(z,y) = 2°> + y*> — R.
OF oF

T
) | - =9 ! == 0.
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Sliéno se moze dokazati i teorem o uvjetima uz koje jednadzba
F(z,y,z) = 0 implicitno zadaje funkciju z = f(z,y) u okolini tocke (xq, Yo, 20)
za koju je F(zo, Yo, 20) = 0. Glavno je da vrijedi — (o, Yo, 2z0) # 0. (Prisjetimo

0z
se implicitne i eksplicitne jednadzbe ravnine.)
Tada imamo: , oF
N R
ox 2L gy o

Oz 0z
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2.6 Tangencijalna ravnina i normala na plohu

Neka je S ploha zadana jednadzbom F'(x,y,z) = 0. To¢ka M na plohi S je
regularna (nesingularna) tocka ako sve tri parcijalne derivacije %—5, %—5 i %—Z
postoje i neprekidne su u tocki M i barem jedna od njih je razlicita od nule. Ako
sve tri parcijalne derivacije isCezavaju u M ili barem jedna od njih ne postoji,
tocka M je singularna.

. . (OFN\? (0F\® [(0F\?
Uvjet regularnosti tocke je (| — | + | —=— | + (=) > 0.
ox dy 0z

Primjer 2.15. Promatramo plohu zadanu s F(z,y,2) = 2% +y? — 22 = 0.
To je stoZac s vrhom u ishodistu.

oF oF oF
a. = a = 2y7 a_
ox dy 0z

Jedina singularna tocka je (0,0,0), tj. ishodiste.

2z,

Slika 2.18: Stozac

Primjer 2.16. Ravnina zadana s Ax + By + Cz+ D = 0 nema singularnih
tocaka.

Kao prvo, znamo da je A? + B?* + C? > 0 wvjet da bi gornja jednadzba
definirala ravninu. Tada ravninu moZemo shvatiti kao plohu S definiranu
jednadzbom F(x,y, z) = 0, pri cemu je F(x,y, z) = Ax+By+Cz+D. Lagano
vidimo da je g—f = A%—i = B, %—Z = C' pa nam gornji uvjet na koeficijente

daje nesingularnost svih tocaka ravnine.

Koje je znacenje koeficijenata A, B, C' u op¢oj jednadzbi ravnine? Prisjetimo se
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da je vektor normale na ravninu Az + By + Cz + D = 0 vektor

= Ai +Bj—|—C'k a—z 8y 6zk

Vidjet ¢emo da isto vrijedi za plohe S definirane funkcijom F(z,y, ).

Slika 2.19:

U svakoj tocki grafa glatke funkcije y = f(x) imamo jedinstvenu tangentu i
normalu. Za razliku od toga, u svakoj regularnoj tocki plohe S ima beskonacno
mnogo tangenata. Moze se pokazati da su one sve okomite na isti pravac, tj.
njihovi vektori smjera su okomiti na vektor smjera tog pravca. To posebno znadi

da sve tangente na plohu S u njenoj regularnoj tocki M leze u istoj ravnini.

Tangencijalna ravnina na plohu S u regularnoj tocki P je skup svih tangenata
na S u tocki P. Pravac kroz P okomit na tangencijalnu ravninu zove se normala

na S u tocki P

OF

Vektor 77 dan sa 1 = —| 4 or
ox

T 5]
P oy lp
u njenoj regularnoj tocki P

—."+8_F
0z |p

Eje vektor normale na plohu S

Jednadzba tangencijalne ravnine na plohu S zadanu jednadzbom F(x,y,z) =0

u njenoj regularnoj tocki P(xg, 4o, 20) dana je s

OF OF OF
il r—x0) + — z—2z) =0.
Oz (Io,yo,zo)< 0) oy (wo,yo,zo)<y yO) az wo,yo,ZO)( 0)
Jednadzba normale u toj tocki je
r—Ty  Y—Y = 2T X0
oF oF oFr
9% | (20,0,20) Y 1(20,y0,20) 92 | (@o,y0,70)
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Ako je ploha S zadana eksplicitno kao z = f(x,y), jednadzbe tangencijalne

ravnine i normale u regularnoj tocki P(xg, yo, 20) postaju

of of
z = [(xo, + — T — o)+ —Yo),
T P U T
rT—To _ Y—Y _ =270
g—f:(Io, Yo) ?)—5(130,?/0) -1

Zasto nas uopce zanima tangencijalna ravnina? Kao sto je tangentna na graf
realne funkcije realne varijable f : R — R u tocki (z,yo) najbolja linearna
aproksimacija te krivulje oko tocke (z¢,yo) (pravac najblizi krivulji), tako je i
tangencijalna ravnina na plohu z = f(z,y) u tocki M najbolje aproksimira plohu

u toj tocki. To je linearna aproksimacije te plohe u okolini tocke M.
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2.7 Potpuni diferencijal

Gledamo plohu S'i tangencijalnu ravninu u njenoj regularnoj tocki My = (z0, Yo, 20)-
Neka je S zadano kao z = f(x,y). Stavimo li u jednadzbi tangencijalne ravnine
x—xg=Ax, y—yo= Ay imamo

of
ox

0
z— 29 = =—(z0,y0) Az + a—i(xoa Yo)Ay.

Izraz na desnoj strani je promjena z-koordinate tocke na tangencijalnoj ravnini
kad se iz (o, yo) maknemo za Az po x iza Ay po y. To je linearna funkcija dviju
varijabli, Az i Ay, a koeficijenti su joj vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije f u
tocki (g, yo). Prirast po tangencijalnoj ravnini je aproksimacija prirasta po plohi.
Polinom u dvjema varijablama h i k s koeficijentima %(wo,yo) i g—z(ﬂﬁo,yo) se
zove potpuni diferencijal funkcije f u tocki (xg,yo). To je polinom 1. stupnja

u svojim varijablama.

0 0
df(%,yo) (h, k‘) = 6_;:(%’?/0) h + a—z(ﬂfo,yo) k
ime argumenti \H/_/ N
koeficijent koeficijent
0 0
df (o, yo)(dx,dy) = 0_£<I0’ Yo)dx + 8—5(96’07 Yo)dy
a i a e - e
= (a_i(mo,yo)z + 8_5(3:0’%)‘7) - (dwi 4+ dyj).
Prisjetimo se situacije iz jedne dimenzije: df (x)(dx) = f'(zo)dz.
y
Pty
0 )20 Xot+Ax Xx

Slika 2.20:
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2.8 Derivacije i diferencijali viseg reda

of
oy "

same funkcije dviju varijabli, pa i one mogu imati svoje parcijalne derivacije u

Neka funkcija z = f(x,y) ima parcijalne derivacije % i Te su derivacije i

nekim (ili u svim) to¢kama.

Ako postoji % (a—i) onda kazemo da f ima drugu parcijalnu derivaciju po x i

af _32f
pSenWO E;— (Eig) = Z;EE.

Sli¢no, i = 2 8f O 8f
oy Oy ’ 8x(9y 0x Ay ay(?x 8 Ox

2

8x8y 8y8x

Funkcije su mjesovite parcijalne derivacije.

Primjer 2.17. f(x,y) = 2*y*> — x3/°.

g = 32%y% — o°, g = 223y — 3ay?
ox oy

f . o, Pf

—= =6 = 6a%y — 3y
Ox? e OyOx YTy
62f O*f 2 2
=223 — 6 = 622y — 3
o2 z® — 6y, i
%f

U gornjem primjeru je . Je li to sluéajno?

Byax 8x8

Teorem 2.10. (Schwarz)

Neka funkcija f(x,y) ima parcijalne derivacije gi, g—i, % ? % u nekoj
okolini tocke My = (x0,yo) 1 neka su aayaj; ' aaxaf neprekidne u M.
0 f 0 f
Tada je = u M.
J Oydxr  0xdy 0

Analogno se definiraju i parcijalne derivacije visih redova. Za mjeSovite par-

cijalne derivacije vrijedi analogon Schwarzovog teorema.

Pogledajmo potpuni diferencijal funkcije z = f(z,y): dz = %dw + g—idy.
To je funkcija od z i y, pa mozemo traziti njezin potpuni diferencijal. Drugi

diferencijal ili diferencijal drugog reda d?z definiramo kao d*z = d(dz).
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Izraunajmo d?z:
0z 0z 0z 0z
2, _ _ (9% oz N hudad
d°z = d(dz)=d (&de + aydy) d <axdaz> +d (8ydy>
0z 0z
(dz i dy su konstantni)
0z 0 [0z 0
(3) =5 () 4 3
0z 0 [0z 0 [0z 0%z 0%z
()= 2 () detr S (E)ay= 224 d
<3y) Ox (8y) oy (33/) Y= Baoy ™ T o
02z 02z 02z

= @(dx)Q + anaydxdy + 8_3/2(dy>2

Ovo se moze kompaktno zapisati preko simbolickog kvadriranja:

0 0 2
2, _
d°z = <amdx+aydy) z

Analogno se definiraju i diferencijali viseg reda: d"z = d(d"'z).

A’z

Ako z = f(x,y) ima neprekidne sve parcijalne derivacije do reda ukljucivo n,
mozemo pisati

w0 0 "
dz—<axdx+aydy> z.
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2.9 Taylorov teorem

Neka funkcija z = f(x,y) ima neprekidne parcijalne derivacije do reda ukljuivo
n na nekoj okolini tocke (g, yo) i neka je tocka (xo+ Az, yo + Ay) u toj okolini.
Zanima nas kako se mijenja vrijednost funkcije f ako se iz (x¢,yo) pomaknemo
u (zo + Az, yo + Ay). Sto vise informacija imamo o funkciji u M, (tj. Sto vise
njenih derivacija znamo), to bolju informaciju mozemo dobiti o vrijednosti u M.
Postupamo po analogiji sa slu¢ajem funkcije jedne varijable, samo sto umjesto

vrijednosti derivacija u xy moramo uzimati diferencijale.

Teorem 2.11.

flxo+ Az, y0 +Ay) = f(wo,90) + (%Am + EAQ) /

8 ay (xovyo)
1/0 ) 2
* 5(3— “a—Ay) F oy T
1 ) ) nl
([ ZAr+ZA
+ (n—1)! (8x x+8y y> f(zo,yo)

1 /0 0 "

n!

pri ¢emu je tocka M' = (2',y') na spojnici tocaka MoM.

Ovo je Taylorova formula za funkciju dviju varijabli. Sastoji se od polino-
mijalnog komada tzv. Taylorovog polinoma i ostatka.
Taylorov polinom je polinom u varijablama Az i Ay, koeficijenti su mu vrijed-
nosti parcijalnih derivacija funkcije z = f(z,y) u tocki My = (x¢, yo)-
Ostatak je vrijednost n—tog diferencijala, no njegovi su koeficijenti vrijednosti
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parcijalnih derivacija funkcije f u nepoznatoj tocki M’. Kako se tocka M’ nalazi

izmedu My i M, gornji se teorem jos zove i Taylorov teorem srednje vrijednosti.

Primjer 2.18. Taylorov polinom 2. stupnja funkcije f(x,y) u tocki (zo,vo)
je

0 0
(T2.f (0, 90))(Ax, Ay) = f(x0,v0) + a—i(%, Yo) Az + 8—];(%0, Yo) Ay

1 /02 0?
+ 3 (_f@o,yo)sz +2 / (w0, yo) AzAy

2\ Ox 0xdy
o2
+ a_yf(%‘oy y0>AZ/2)

Sada imamo f(zo + Az,yo + Ay) = (T2f (w0, v0))(Az, Ay) + Rs, gdje Rs
ukljucuge vrijednosti trecih parcijalnih deriacija funkcije f(x,y) u nepoznatoj

tocki koja se nalazi izmedu (xo,y0) @ (zo + Az, yo + Ay).

Taylorov polinom funkcije f(x,y) u tocki (0,0) zove se Maclaurinov polinom.

Za dovoljno glatke funkcije imamo i razvoj u Taylorov (Maclaurinov) red.
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2.10 Ekstremi funkcija viSe varijabli

Promatramo funkciju z = f(z,y) definiranu na podrucju D i tocku
My = (9, yo) u tom podrugju.
Ako postoji okolina €2 tocke M, takva da je

Af(xo,y0) = f(2,y) — f(z0,90) <0, V(x,y) € Q,

kazemo da u tocki M, funkcija ima lokalni maksimum.

Ako za sve (z,y) € Q2 vrijedi

Af(xo,40) = f(x,y) — f(20,50) =0,

kazemo da funkcija u M, ima lokalni minimum. Lokalni maksimum i lokalni
minimum su lokalni ekstremi.

Ako su nejednakosti stroge, govorimo o strogim lokalnim ekstremima.

Dakle, tocka My = (o, yo) je tocka lokalnog ekstrema ako postoji okolina €2 od
M tako da za sve tocke (x,y) € Q prirast Af(xo,y0) = f(x,y) — f(x0,y0) ima
konstantan predznak.

Primjer 2.19. f(z,y) = 2% + y* ima (strogi) lokalni minimum u (0,0).

Primjer 2.20. f(z,y) = —x? — y* ima (strogi) lokalni maksimum u (0,0).

Primjer 2.21. f(z,y) = y? ima lokalni minimum u svakoj tocki oblika (x,0).
Sljedeti teorem je dvodimenzionalni analogon Fermatove leme.

Teorem 2.12. (NuZan uvjet ekstrema)
Ako glatka funkcija f(x,y) ima lokalni ekstrem u tocki My = (x¢,yo) tada se
sve parcijalne derivacije ponistavaju u toj tocki:

0 0
a—i(%ayo) = 8_];(%"%) =0.

Dokaz: Znamo da f ima lokalni ekstrem u My = (x0, o) pa zakljuCujemo
da kad fiksiramo y = yo, funkcija jedna varijable f(z, o) ima lokalni ekstrem u
x9. Po Fermatovoj lemi slijedi da je f'(z,yo) = g—i(%,yo) = 0. Tvrdnja za

=0
parcijalnu derivaciju po drugoj varijabli slijedi analogno i teorem je dokazan.
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Tocka u kojoj se sve parcijalne derivacije ponistavaju zove se stacionarna
tocka.
Geometrijski, stacionarna tocka je tocka u kojoj je tangencijalna ravnina na graf
funkcije horizontalna.

Slika 2.22: Tangencijalna ravnina u tocki globalnog maksimuma

Gornji teorem ne daje dovoljne uvjete, tj. ne mora svaka stacionarna tocka
biti tocka lokalnog ekstrema.

Primjer 2.22. Pogledajmo funkciju f(x,y) = xy. Racunamo parcijalne de-

of _ of _
=

rivacije: 5o =1y, 3 x. Zakljucujemo da je (0,0) stacionarna tocka. No

kada pogledamo priraste:

>0 zax iy istog predznaka
Af(0,0) =2y —0=uzy gl

<0 za z iy razlicitog predznaka

vidimo da se graf penje dok se udaljava od ishodista u 1. i 3. kvadrantu, a
spusta u 2. 1 4. kvadrantu. Zakljucak je da (0,0) nije lokalni ekstrem od f.

Ishodiste je za ovu plohu sedlasta tocka.

Jedna od pretpostavki gornjeg teorema je glatkoca funkcije. Ukoliko tu pret-
postavku izbacimo, teorem se modificira na sljedeéi nacin:

Teorem 2.13. Ako funkcija f(x,y) ima lokalni ekstrem u (xo,yo), onda se

svaka parcijalna derivacija ili ponistava u (xg, yo) ili ne postoji u (xo, Yyo)-
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Primjer 2.23. 2z = /22 + 42

0z x 0z Y

or /22 + 42 dy /22 + 42
Parcijalne derivacije nisu definirane u (0,0), a u toj tocki f ima lokalni
minimum. Ishodiste zbog nepostojanja parcijalnih derivacija nije reqularna

tocka pa u toj tocki nema normale ni tangencijalne ravnine.
Dovoljni uvjeti za postojanje ekstrema dani su sljede¢im teoremom.

Teorem 2.14. Neka je My = (xq,yo) stacionarna tocka funkcije f(x,y), pri
cemu je f € C*(Q). Neka je D determinanta definirana s

- 02 2o, Yo D0y o, Yo
| 9 0% f

8x—6y(x0’ yo) a_yg(l‘m yo)

(1) Ako je D > 0 tada:
2

a) Za @(xo,yo) >0 f ima u My lokalni minimum.

2

b) Za W(:)ﬁo,yo) <0 f ima v My lokalni maksimum.
x

(i1) Ako je D <0, onda f u My nema lokalni ekstrem.

(i1i) Ako je D =0, ne moZemo zakljuciti ima li f u My lokalni ekstrem bez

dodatnih razmatranja.

Skica dokaza.

flxo+ Az, y0 +Ay) = f(wo,90) + g(l’o,?/o)Aﬂf + g(l“o,yo)Ay

ﬁx dy _
0
1 82f roo 2 an roo an — 2
5 ez @ Y)A) 250 (7 y)AvAy + 55 (Y ) (A9)°)

pri ¢emu je M'(x',y') tocka negdje na spojnici to¢aka My = (o, o) i
M = (xo + Az, yo + Ay).
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Slika 2.23: Spojnica MyM

Sada je

Af = flxo+ Az, yo + Ay) — f(z0,y0)

1|0%f 0% f 02
= — | == (M) (Az)*>+2 M AzAy + —= (M) (Ay)?
5 a(,]62( )(Ax)” + axay( ) Az y+ay2( )(Ay)
A B C

Ako je u M, zadovoljeno AC' — B% > 0, onda, zbog neprekidnosti drugih
parcijalnih derivacija (f € C?(Q)) mora biti AC'— B% > 0 i na nekoj okolini
od M.

Ako je A > 0 u My, onda mora biti pozitivno i na nekoj okolini.

Mi Zelimo ocijeniti predznak izraza A(Ax)? + 2BAxAy + C(Ay)?. Taj izraz
mozemo pisati kao

1

A(Az)? + 2BAzAy + C(Ay)* = < [(AAz + BAy)Zl—i— (AC — B2)J(Ay)2] :

-~ -~

>0 >0
" J
~

>0

2 |

-~

>0

No predznak od Af je isti kao i predznak gornjeg izraza, dakle u M, f ima
lokalni minimum.

Ostale se tvrdnje dokazuju analogno. ]

Glatka funkcija dviju varijabli u okolini stacionarne tocke (lokalno) izgleda ili kao
elipticki paraboloid (D > 0) okrenut prema gore (A > 0) ili dolje (A < 0) ili kao
hiperbolicki paraboloid (D < 0), ili ima D = 0.

Sto ako je D = 0?7 Pogledajmo funkcije fi(z,y) = 2* + y*, falz,y) = 239>
Funkcija f; ima lokalni minimum u 0,a f, ima sedlo. Dobra je ideja gledati
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ponasanje na zrakama y = kx. Za 2* + y* gledamo

Af(()?O) :f(x,y)—f(0,0)2x4+y4>0

pa vidimo da f ima u (0,0) strogi lokalni minimum.

2.10.1 Uvjetni (vezani) ekstremi

Cesto se pojavljuje potreba odredivanja ekstrema funkcije vise varijabli ne na
cijelom podrucju definicije nego na nekom podskupu definiranom dodatnim uvje-
tima.

Promatrat ¢emo situaciju u kojoj su ti dodatni uvjeti opisani krivuljom u podrucju
definicije funkcije Cije ekstreme trazimo.

flxz,y) — extr.

(2,7) = 0 }problem uvjetnog ekstrema
P\, Y) =

Jedan takav problem je sljedeci:

Primjer 2.24. Zanimaju nas najvisa i najniza tocka na stazi opisanoj kri-
vuljom o(x,y) = 0 koja se nalazi na terenu ¢ija je nadmorska visina opisana
funkcijom f(x,y).

Slika 2.24: Slika terena

U jednostavnim slucajevima problem se moze svesti na nalazenje ekstrema
funkcije jedne varijable.

Primjer 2.25. Nadimo ektreme finkcije f(x,y) = 2+y? na krivulji u ravnini
zadanoj sa p(x,y) =z +y—1=0.

Izrazimo y iz @(x,y) preko x, y =1 — x, uvrstimo u funkciju

flr,y) =2+ (1 —2)* =1— 2z + 227
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i nademo ekstreme od f(z). f'(zr) = =244z = x = 3 je stacionarna
tocka, f”(%) =2>0 = z= % je lokalni minimum, pa je rjeSenje naseq
problema tocka (%, %), i fonin = %

Sto ako se ¢(, %) ne moze rijesiti po x ili y? Vratimo se Primjeru 2.24. Sto
mozemo ocitati sa slike terena?
Ekstremalne vrijednosti na stazi se postizu tamo gdje ona dira izohipse, tj. tamo
gdje je paralelna s njima. Paralelnost krivulja znaci paralelnost tangenata, a kom-
ponente vektora smjera tangenata su parcijalne derivacije. Dakle, trazimo tocke
u kojima su parcijalne derivacije od f(z,y) i ¢(z,y) proporcionalne.
Ova metoda zove se metoda Lagrangeovih multiplikatora. Pocinjemo uvodenjem
veli¢ine A\ koju zovemo Lagrangeov multiplikator (mnozitelj) i formiramo La-

grangeovu funkciju:
F(z,y) = f(z,y) + Ao(z,y).

Nakon toga trazimo stacionarne tocke funkcije F'(z,y) koje zadovoljavaju trazeni

uvjet:
oF 3f )
or (9x 8x
oF (9f
y oy " (9y (
oF
ax = P@y)

|z ovoga nademo A i koordinate (zg,yo) moguce tocke ekstrema. Postojanje i
prirodu ekstrema provjeravamo ispitujuéi predznak drugog diferencijala Lagran-

geove funkcije,

>’f 0% f
d 2
922"t “guoz
u okolini tocke (xg,y0) i A, uz uvjet g—fdx + g—‘;dy =0.

Ako je d*F < 0 imamo uvjetni maksimum, ako je d*F > 0 imamo uvjetni

0?
d*F(x,y) = dwdy + % —5dy’,

minimum.

Ako je u stacionarnoj tocki (xg,yo) determinanta

0’F O’F
W(xoayo) ax—&y<x0’y0>
D(wo, yo) = 2F 2F > 0,

8x—8y($0’y0) 02 —— (%0, %0)



o8 POGLAVLJE 2. FUNKCIJE VISE VARIJABLI

onda imamo uvjetni ekstrem, uvjetni maksimum za %(mo,yo) < 0, odnosno
uvjetni minimum za ‘Z%(xo,yo) > 0.
Pogledajmo trazenje uvjetnih ekstrema metodom Lagrangeovih multiplikatora na

konkretnim primjerima:

Primjer 2.26.

22 +y? —  extr.
r+y=1

Flx,y,\) =2+ y* + Mz +y—1)

OF )
A W -
o T+ 0 \
OF tTTy
— =2y+A=0 = 2 = y=x = 2zr=1 =
Jy A
Yy=—3
OF 2
s _ 1=
B Tty O)
r=y=3, A=—-1 = Fly-1)=2>+y —z—y+1
2 2 2
8F:27(r“)F:27 aF: :20:4>0'
0x? Oy? 0x0y 0
0’F . 1 . .
D>0 & e 0 = tocka Mo(ﬁ’ 5) je tocka lokalnog minimuma.
x

Ako Lagrangeova funkcija ima bezuvjetni ekstrem, onda f ima uvjetni eks-
trem. Postupak koji smo opisali daje dovoljne uvjete; no moze se dogoditi da

Lagrangeova funkcija nema bezuvjetni ekstrem, a da f(x,y) ima uvjetni ekstrem.

Primjer 2.27.

flz,y) =2y — extr.
pr,y)=y—xz=0

I — _)\ 8_F_ _|_)\ a_F— _
ar YT gy T e TV

Izjednacavanjem s 0 dobijemo x+y = 0. Zajedno s trecom jednadzbom to daje

F(z,y,\) = 2y + Ay — Az,

x =y =0. Odavde je i A = 0. Lagrangeova funkcija je onda F(z,y,0) = xy.
Znamo da ta funkcija u (0,0) nema ekstrem. No iz p(z,y) = y—x =0
dobivamo y = x, pa funkcija f(zx,y) = 2% ima ekstrem (minimum) za

=y
z = 0.
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Metoda Lagrangeovih mnozitelja moze se primijeniti i na funkcije vise od dva

argumenta.
z=f(x1,...,x,) — extr.

o1(x1, ..., xy) =0

...... ogranicenja m < n.

Om(x1, ..., 2,) =0
F(zy,zo, o T Ay e Am) = f(on, oy xn) F M1 + -+ Ao
Izjednacimo s nulom sve parcijalne derivacije od F'. Dobijemo sustav od n +m
jednadzbi iz kojih nademo A\y,... A\, i 2q,...,2,.

2.10.2 Globalni ekstremi neprekidne funkcije

Promatramo zatvoreno podruéje D C R? na kojem je definirana neprekidna
funkcija f : D — R2. Po Bolzano-Weierstrassovom teoremu znamo da f na
D poprima najvecu i najmanju vrijednost. Ako je funkcija f glatka i ako se
maksimum (minimum) postize u unutrasnjosti podruéja, onda ¢e se on postizati
u stacionarnoj tocki. (Ako f nije glatka, onda se postize ili u stacionarnoj ili u
singularnoj tocki.) No ekstrem se moze postizati i na rubu, a takve tocke ne

mozemo naci preko stacionarnih tocaka.

Primjer 2.28. Pogledajmo situaciju u R. Tu je potrebno naci sve staci-
onarne tocke 1 ispitati th te jos provjeriti vrijednosti na rubovima. Gledamo
sljedecu funkciju f(x) =2z, D =[3,5].

Slika 2.25: Graf funkcije f(z) = 2z

Sa grafa vidimo da se minimum postize u lijevom, a maksimum u desnom
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rubu.

Za nalazenje globalnih ekstrema funkcije f(z,y) na zatvorenom i ogranice-
nom skupu D moramo naé¢i sve lokalne ekstreme u D i sve ekstreme na rubu
OD. Najveca (najmanja) od tih vrijednosti je globalni maksimum (minimum) na

D.

Primjer 2.29. Naéi globalne ekstreme funkcije z = f(x,y) = 2*> + 4> na
D =[-1,1] x [-1,1].

X

Slika 2.26: Ploha z = 2% + y?

g =2z =0
’ (0,0) je stacionarna tocka
o
oy v
0*f 0*f O f 2 0
Ox? T Oy? " Oxdy 0 = 0 2 >0,

= (0,0) je lokalni minimum.

Dalje gledamo rub. Za x =1 imamo f(1,y) =1 +y*. Na [-1,1] ta funkcija
ima minimum uwy = 0 (lokalni), a maksimum zay =1 iy = —1. Vidimo da
u tockama (1,1) i (1, —1) funkcija f ima maksimume, f(1,1) = f(1,—1) = 2.
Slicnoizax=—-1,y=1, y=—1.

Dakle, f na [—1,1] x [—1,1] ima globalni minimum ¢ija je vrijednost 0 u

(0,0) i 4 globalna maksimuma koja iznose 2 u tockama (£1,£1).
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Dovoljni uvjeti ekstrema daju se u terminima determinante slozene od drugih

derivacija funkcije u stacionarnoj tocki.

>’f >’f >’f
ox? 0x10rs ~ Ox107,
>’f >’f >’f
D=1 92,02, 03 T Oxy0z,
’f >’f >’f
0x10x, Oxy0x, ox?
Oznacimo s 01, ds, ..., 0, vodete determinante reda 1,2,...,nu D.

Ako je f derivabilna u nekoj okolini stacionarne tocke M, i dvaput derivabilna u

My, onda
(i) za 67 >0, 92 >0,...,0, >0 f ima lokalni minimum u M,,

(i) za §; <0, 09 > 0, 63 < 0,04 > 0,... f ima lokalni maksimum u M,.






Poglavlje 3

ViSestruki integrali

3.1 Dvostruki integral

3.1.1 Motivacija i definicija

Motivacija - problem volumena cilindrickog tijela.

Cilindricko tijelo je tijelo omedeno podskupom D ravnine zy, plohom koja je
graf neprekidne funkcije z = f(z,y) za (z,y) € D i cilindrickom plohom ¢cije
izvodnice prolaze rubom od D i paralelne su s osi z. D nazivamo osnovicom ili

bazom tijela.

z| ftxy)

Wy

Slika 3.1: Cilindricko tijelo

Pri racunanju volumena kre¢emo od dvaju osnovnih nacela:

63
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(1) razlomimo li tijelo u dijelove, volumen tijela mora biti jednak zbroju volu-

mena dijelova;

(2) volumen uspravnog cilindrickog tijela omedenog ravninom z = ¢ (gdje je ¢
neka konstanta iz R) jednak je povrsini osnovice D pomnozenoj s visinom

tijela.

Nadalje, smatramo da je osnovica D omedena (tj. da lezi u krugu sa sredistem
u (0,0) zadanog kona¢nog polumjera) i da ima povrsinu koja se moze izraunati.
(Postoje skupovi u R? za koje nije moguce izracunati povrsinu.) Funkcija f(z,y)
je neprekidna na D, a zbog jednostavnosti ¢emo dodatno pretpostaviti i da je
f(z,y) >0na D.

Oznacimo sad trazeni volumen cilindrickog tijela s V. Postupak njegovog
racunanja je slijedeci:

1) Podijelimo osnovicu D na komade. Oni mogu biti proizvoljnog oblika sve
dok imaju povrsinu, ali presjek bilo koja dva komada ne smije imati pozi-
tivnu povrsinu. Obicno se uzima da je D podijeljeno u pravokutnike (osim

blizu ruba), no to nije ni bitno. Takva podjela naziva se subdivizija.

2) Oznacimo komade na koje smo podijelili D s Dy, Dy, ..., D,, a njihove
povrsine s ASy, AS,,...,AS,. Definiramo dijametar skupa D, kao
diam Dy, = supd(P,Q), pri cemusu P,Q € Dy, ineka je d = max;, diam Dj,.

3) U svakom Dy odaberemo jednu tocku Py = (xy,yx) i nad njome konstru-
iramo cilindar visine f(P;). Njegov volumen je tada AV}, = ASk- f(Px) =

f(Pr)ASy. Zbrajajuéi volumene svih tako konstruiranih cilindara dobijemo

Vo= f(P)AS.
k=1
Intuitivno je jasno da je V,, to bolja aproksimacija trazenog volumena V'
sto je finija podjela D na Dy, Ds, ..., D,, tj. Sto je manji d (najveéi od
dijametara subdivizije).

4) Po definiciji, smatramo da je volumen V' limes od V,, kad n — oo i kad d

tezi u 0. Prirodno je oCekivati da V' ne ovisi o podjeli ni o izboru P;.
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Razmatranja ovog tipa mozemo provesti i za opcenitu funkciju f. lzraz

V, = Z f(Pr)AS) zovemo integralna suma koja odgovara subdiviziji

k=1
D17 DQ,...,Dn i izboru toc¢aka Pla P27...,Pn, gd_]e_]e Pk € Dk

Definicija 3.1. Ako postoji limes integralnih suma o = Zf(Pk)ASk kad

k=1
n — oo i d— 0 koji ne ovisi ni o subdiviziji D = D1 U ---U D,, ni o izboru

tocaka Py € Dy, onda taj limes zovemo dvostrukim integralom od f po

//Df(x, y) dx dy.

/] Jdedr= m S 7()85

D 1 pisemo

Dakle,

Ako integral [ [, f(x,y)dz dy postoji kazemo da je funkcija f integrabilna
na D.

Podijelimo li pravokutnik P na m x n malih pravokutnika, integralna suma

poprima oblik ZZf(xi,yj)Axiij. Pri prelasku na limes za m — oo, n —
j=1 i=1
0o, Ax; — 0, Ay; — 0 sume prelaze u integral, a povrsine malih komada u

dx dy.

Vratimo li se na problem racunanja volumena cilindrickog tijela, vidimo da je

V://Df(P)dP://Df(:c,y)dxdy.

(Ako je f(z,y) < 0 na D, onda je V. = — [ [, f(z,y)dxdy. Ako funkcija
f(z,y) mijenja predznak na D, onda je volumen algebarska suma volumena; oni
iznad zy ravnine se uzimaju s predznakom +, a oni ispod s predznakom -.)
Postavlja se pitanje za kakve funkcije f mozemo izracunati [ [, f dx dy?
Samo ogranicenost nije dovoljna - primjer za to je Dirichletova funkcija koja
je ogranicena, ali nije integrabilna. Moze se pokazati da je neprekidnost ipak

dovoljna.

Teorem 3.1. Svaka funkcija f(z,y) koja je neprekidna na ogranicenom i

zatvorenom skupu D je integrabilna na D.
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Uvjet neprekidnosti se moze i oslabiti.

Teorem 3.2. Ako je funkcija f ogranicena na omedenom zatvorenom skupu
D C R? i neprekidna na D osim na skupu povrsine nula, onda je f i inte-

grabilna na D.

(Za skup kazemo da je povrsine nula ako ga mozemo omediti mnogokutom

proizvoljno male povrsine.)

3.1.2 Osnovna svojstva dvostrukog integrala

Svojstva dvostrukog integrala sli¢na su svojstvima odredenog integrala funkcije

jedne varijable.

(1) Linearnost:
Ako su f i g integrabilne na D i ako su «, 8 € R, onda vrijedi

//D(ozf(x,y)Jrﬁg(x,y))dxdy:a//Df(x,y)dxdyntﬁ//l)g(x,y)dmdy.

(2) Monotonost:
Ako je f(x,y) < g(z,y) na D, onda je

//Df(x,y)dxdyé//Dg(x,y)dxdy,

Posebno, uz —[f(z,y)| < f(z,y) < |f(z,y)] slijedi

_//D|f(x,y)]dxdy§//Df(a:,y)dl‘dyﬁ//D|f(17>y)|dl“dy,
Y ’//Df(:c,y)dxdy’S//le(rr,y)ldxdy'

(3) Aditivnost po podrucju integracije:
Ako je f integrabilna na D i ako je D = Dy U Dy, pri ¢emu je Dy N Dy

povrsine 0, tj. Dy i Dy nemaju zajednickih unutarnjih tocaka, onda je

//Df(x’wdxdy—/ le(fv,y)dxdw/ sz(x,y)dxdy
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Slika 3.2: D7 i Dy nemaju zajednickih unutarnjih tocaka

(4) Ograde:

Neka je f neprekidna na omedenom i zatvorenom skupu D. Tada postoje
m i M takvi da je m < f(x,y) < M, za sve (z,y) € D. Vrijedi:

m-S < // flz,y)dzdy < M - S,
D
gdje je S povrsina od D.

Povrsina:
Povrsina omedenog i zatvorenog skupa D u ravnini jednaka je integralu
funkcije f(x,y) =1 po D. Dakle,

S://Dldxdy (S:u(D)://[)dxdy)

Teorem srednje vrijednosti:
Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom i omedenom skupu D. Tada
postoji barem jedna tocka Py u D takva da je

/ /D f(ey)dody = F(Py) - S.

Velicina < [ [, f(x,y) dzdy se zove srednja vrijednost funkcije f na
D. Teorem kaze da za neprekidnu funkciju f postoji tocka Py u kojoj se
srednja vrijednost postize.

Geometrijska interpretacija: f(F) je visina cilindra s osnovicom D istog

volumena kao i cilindricko tijelo pokriveno plohom f(z,y).
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X ~ "

Slika 3.3:

3.1.3 Racunanje dvostrukog integrala

Prvo ¢emo razmotriti slucaj kad je D pravokutnik, tj. D = [a,b] X [c,d].
Promatramo presjek cilindrickog tijela nad D pokrivenog plohom f(z,y) (f je
neprekidna funkcija na D) i ravnine y = yo. Taj presjek je krivolinijski trapez, a
njegova povrsina dana je s f;f(x,yo)dx.

Ova veli¢ina nam daje povrsinu presjeka cilindrickog tijela kao funkciju od .
Pisemo S(y) = f;f(a:,y)d:z:. Odavde je V = fcdS(y)dy, odnosno

v:[xlﬁmww)@

Slika 3.4:

Moze se pokazati da za svaku funkciju integrabilnu na D vrijedi

/LﬂmwM@ZZXAUmww)@
:/ab (/cdf(x,y)dy> du.
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Ponekad se jos pise

/Cd (/abf(x,y)dx> dy:/cd dy/abf(x,y)d:p.

Dakle, racunanje dvostrukog integrala po pravokutniku se svodi na racunanje
dva jednostruka integrala. Desnu stranu gornjih formula jos zovemo iterirani ili

ponovljeni integrali.

Primjer 3.1.

Pogledajmo sada opéenito podrucje D. Ponovno, jednostavnosti radi, ogra-
nicimo D na sluaj kad svaki pravac = = zy (za a < 29 < b) sijece rub od D u
najvise dvije tocke ili u cijelom (jednom) segmentu.

Stavimo D u neki pravokutnik [a, b] X [¢, d]. Segmenti [a, b] i [c, d] su ortogonalne

projekcije skupa D na koordinatne osi.

Slika 3.5: Skup D u pravokutniku

Tockama AC'C" B’ odredena je krivulja koja je graf neke neprekidne funkcije
©1(x). Slicno, s AE B” odredena je krivulja koja je graf neprekidne funkcije o ().
Presijecimo tijelo ravninom x = xy. PovrsSina tog presjeka je dana jednostrukim
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integralom po y, u granicama od () do wa(xo):

w2(z0)

ﬂmz/' F (0, y)dy.

1(o)

///

Slika 3.6:

Sada se volumen dobije integriranjem funkcije S(x) od a do b:

//Df(:c,y)d:cdyz/abS(:c)d:c:/ab </:::)f(:c,y)dy> dr.

Ako je podrucje D takvo da umjesto "gornje" i "donje" ima "lijevu" i "desnu"

granicu koje se daju izraziti kao funkcije © = ¥1(y) i = ¥2(y), onda imamo

/%ymwmwzl%/ﬁﬁmwM>w

U oba slucaja je povrsina od D dana kao

w2(2)
/ / dydx—/ / dx dy.
e1(x) ¥1(y)

Ako je granica podrucja komplicirana, rasijeCemo ga na podrucja gornjeg tipa i

koristimo aditivnost po podrucju integracije.
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3.1.4 Zamjena varijabli u dvostrukom integralu

%
(o)
_—— D TN
,,,,,,,, M T\
%) / )
\ P
” . x

Slika 3.7: Zamjena varijabli

Promatramo skup D* u ww-ravnini i skup D u xy-ravnini. Neka je na D* zadan
par funkcija

r = p(u,v) i y=v¢u,v)

koje preslikavaju D* na D, neprekidne su i imaju neprekidne parcijalne derivacije.
Ako razli¢itim tockama (u,v) € D* odgovaraju razlicite tocke (z,y) € D, to

znadi da se gornje jednadzbe mogu rijesiti po u i v:

u=g(x,y) 1 v=nh(zy)

U tom slucaju preslikavanje (¢, %) je bijekcija s D* u D. Tada se neprekidna
krivulja L* u D* preslikava u neprekidnu krivulju L u D. Ako su funkcije g(z,y)
i h(x,y) neprekidne, onda se neprekidna krivulja L u D preslikava u neprekidnu
krivulju L* u D*.

Kako uz gornje uvjete svakoj tocki M* u D* odgovara jedinstvena tocka M € D,
to par brojeva (ug, vo) jedinstveno odreduje i tocku

M (20,90) = (p(uo, vo), ¥(ug, vo)) € D.

Time dobivamo nove koordinate (u,v) toCaka u zy- ravnini. To su krivolinijske
koordinate tocke M.

Skup tocaka u D za koje je jedna koordinata konstantna zovemo koordinatna
krivulja (koordinatna linija). = = ¢(u,vy), y = ¥ (u,vy) su jednadzbe (para-

metarske) koordinatne krivulje. Za razne vrijednosti v = const dobivamo razne
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koordinatne krivulje, one Cine jednu familiju. Sli¢no, koordinatne krivulje koje
dobijemo za razne vrijednosti u = const ¢ine drugu familiju koordinatnih krivu-
lja.

Ako je preslikavanje D* — D bijekcija, onda kroz svaku tocku iz D prolazi
tocno jedna krivulja iz svake familije, i krivulje iz iste familije se ne sijeku. Mreza

krivolinijskih koordinata u D je slika mreze pravokutnih koordinata u D*.

u 0 by

Slika 3.8: Element povrsine

Vaznu ulogu u definiciji dvostrukog intergrala ima element povrsine AS. U
pravokutnim koordinatama to se lako racuna, AS = AzAy. Ideja kod zamjene
varijabli je prijeci u koordinate u kojima se granice podruéja i/ili podintegralna
funkcija zapisuju jednostavnije nego u originalnom koordinatnom sustavu. |z
slucaja jednostrukog integrala znamo da se osim granica i podintegralne funkcije
transformira i diferencijal dz. Za uspjeSnu zamjenu varijabli moramo biti u stanju

transformirati AS, tj. element povrsine.

Slika 3.9:
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= (u,v), = (p(u, v),¥(u,v))

= (u+ Au,v), = (p(u+ Au,v), (u + Au,v))

= (u+ Au,v + Av), = (p(u + Au, v + Av), ¥ (u + Au, v + Av))
Pj = (u,v + Av), = (p(u, v + Av), Y (u,v + Av))

AS* = AuAv

Zamijenimo tocne izraze za koordinate toc¢aka Py, P, P3, P, pribliznim izra-
zima dobivenima linearizacijom preslikavanja ¢ i v:

oL = (p,0)
Py = (so+a— ¢+—w Au)
Py = (¢+Z—Au+g—A L+ wAu+a—wA)
P4—(90+2—A w+a—wm)
-

Iz gornjih izraza vidimo da je PP, = ]54153. Dakle, cetverokut P, P, P3P, je
paralelogram. Za male vrijednosti Au, Av povrsina tog paralelograma je blizu
povrsine AS. Vrijedi

PP, = aﬁAu?%— a—wAuj
ou ou
- o S
P1P4 = a—gpAUZ + a_l/}A’Uj
ov
- ==
Sada je AS =~ |Pi P, X PPy, pa je
9¢ 0Y
ou Ou
AS = AuAv.
S =| do B |AulAv
ov 0Ov
v o0
Determinanta J(u,v) = gfé gj;} se zove Jacobijan funkcija od (i, ).
v v

Dakle,
= |J(u,v)|AulAv.
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lzraz |J(u,v)|Aulv je element povrsSine u krivolinijskim koordinatama.

lz AS* = AuAv imamo |J(u,v)| = £2.

Odatle slijedi geometrijska interpretacija Jacobijana kao koeficijenta "rasteza-
nja" (lokalnog) elementa povrsine pri transformaciji (u,v) — (z,y). Relacija je

priblizna za konacne Au, Av i postaje toc¢na u limesu:

AS

’J(U, U)‘ - diam IAHSIV*—M AS* ’

Idemo sad to primijeniti na zamjenu varijabli u dvostrukom integralu. Hoéemo
s koordinata (z,y) prije¢i na koordinate (u,v). Varijable (z,y) se preko (u,v)
izrazavaju kao x = p(u,v), y = ¥ (u,v). Smatramo da je (p,1)) neprekidna
bijekcija s D* na D, da ima neprekidne parcijalne derivacije i da je podintegralna
funkcija f(z,y) neprekidna na D. Uvrstavanjem izraza za x i y preko u i v po-
dintegralna funkcija f(x,y) postaje neka funkcija F'(u,v) = f(p(u,v), ¥ (u,v)).

Promatrajmo integralne sume

d—0

Zf(x,y)AS R~ ZF(U,U)|J|AS*. lim
Dy, D;

k

Pusatnjem limesa kad d — 0 (d je najveci dijametar subdivizije) dobijemo formulu

zamjene varijabli u dvostrukom integralu:

//Df(l‘,y)d:vdyz//*F(u,v)|(](u,v)|dudv,

o oo
gdje je J(u,v) = ‘ g_; % Jacobijan.
ou  Ov

Uvjet J(u,v) # 0 znaci da je preslikavanje (u,v) — (z,y) lokalna bijekcija.
Geometrijski : nema lijepljenja tocaka, tj. nema "unistavanja" povrsine.

Primjer 3.2. Nadimo povrsinu podrucja D omedenog hiperbolama xy = a?,

xy = b% i pravcima y = ax, y = fr (a® < b 0<a<f).
Zanima nas u kojim koordinatama bi podrucje D imalo lijepe granice, na

primjer konstante?
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y=Ppx

y=ox

xy=b
xy=a’

0 X 0 @ bz u

Or O 1 _ Vu

J(u,v) = du Qv = 2w v :i.
dy Oy 1 v 1 [u 2v
ou v 2Vu 2Vo

Integriramo f(x,y) =1, pa je i F(u,v) = 1. Dakle,

2,8
M(D)://dxdy:// |J(u,v)|dudvz/ / idvdu
D D+ a2 Ja 2v

1 bdv 1
25/ du | 2= —(b* —a*)In é
a? a

v 2 Q

3.1.5 Polarne koordinate u ravnini

y
R ‘

Slika 3.11: (z,y) < (p, ¢)

75
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T = pcosp
y = psinp
cosp —psing .
J(p, o) =1| . = p(cos? p + sin? ) = p.
singp  pcosp

dS = pdpdyp - element povrsine u polarnim koordinatama.

Iz formule o zamjeni varijabli u dvostrukom integralu slijedi:

//f(x,y)dxdyz/ f(pcos e, psinp)pdp dep.
D D*

+Ap=const
prop=cons p+Ap=const

p=const

p=const

Slika 3.12: Geometrijska interpretacija

Za male Ap i Ay element AS je blizu pravokutnika, ¢ija je povrsina jednaka
produktu stranica. Jedna stranica mu je Ap, a duljina druge ovisi 0 Ay i o tome
koliki je tamo p; isti Ay daje razlicite duljine na razli¢itim udaljenostima od 0,
tj. za razliCite p. Duljina druge stranice je pAp, pa je AS = pApAp. U limesu
to ide u dS = pdpdep.

Tehnika racunanja dvostrukog integrala je ista kao i za Kartezijeve koordinate,
tj. svodi se na iterirane integrale.
Na polarne koordinate se prelazi kad granice i/ili podintegralna funkcija sadrze

izraze tipa 22 + 12 koji ukazuju na rotacijsku simetriju.

Primjer 3.3.

// dx dy _/1/’5 pdedp —w (' pdp _Z/Q%du
p/1+22+y2 Jo Jo V1+p2 2Jo /1+p2 2J/1 Vu

:E/2ﬂzﬁﬂ‘2:ﬂ—1ﬂ_
2 ), 2 2V"h 2
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_

Slika 3.13:

Napomena 3.1. Bijektivnost preslikavanja (p,¢) — (z,y) je naruSena za
p=0. To se vidi iz J(0,p) = 0 za bilo koji ¢. Unato¢ tome preslikavange je

bijekcija na svakoj okolini oko ishodista koja ne sadrzi ishodiste.



78 POGLAVLJE 3. VISESTRUKI INTEGRALI

3.2 Trostruki integral

3.2.1 Motivacija i definicija

Promatramo materijalno tijelo koje zauzima skup @ C R3. Skup € je omeden
i zatvoren. U svakoj tocki skupa 2 poznata je vrijednost funkcije gusto¢e mase
koju oznaavamo s ju(P) = u(x,y, z). Zelimo odrediti ukupnu masu tijela €.

z

N

X

Slika 3.14: Materijalno tijelo

Provodimo sljedeéi postupak:

1) Podijelimo skup €2 na nepreklapajuce komade €y, Q,, ..., €, Cija je unija
cijeli Q i koji imaju volumene AVy, AV, ... AV,.

2) U svakom komadu €, izaberemo tocku Py, € €2 i smatramo da je gustoca
cijelog komada €, konstantna i jednaka p(Fy). Tada je masa komada €2
jednaka Amy, = u(Py)AVy. Zbroj svih takvih masa bit ¢e priblizno jednak
masi cijelog tijela €2,

m = Z p(Pr) AV
k=1

3) Oznacimo s d najveci od dijametara komada 2. Ako gornji izraz ima limes
kad n — oo i d — 0 koji je neovisan o podjeli Q,...,€, i izboru tocaka

Py, € Qy, onda za masu tijela 2 uzimamo upravo taj limes.

Mozemo provesti ovakvo razmatranje i za opcenite funkcije f. Uzmimo za-
tvoreni, omedeni skup €2 koji ima volumen i na njemu definiranu ogranicenu
funkciju f. Podijelimo ©Q u n komada €,...,8, koji se ne preklapaju i ¢ija
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unija je cijeli €2. Njihovi volumeni su AVy, ..., AV,,. Izaberimo proizvoljne tocke

Py, € Q. i formiramo integralnu sumu
k=1

Neka je d najveci od dijametara od komada Q;, k=1,...,n.

Definicija 3.2. Ako postoji limes integralnih suma za n — oo i d — 0 koji
ne ovisi ni o podjeli Qq, ..., 8, ni o izboru tocaka Py € Qy, onda se taj limes

naziva trostruk: integral funkcije f po € i oznacava s

///Qf(:v,y,z)dv ili ///Qf(l“,y,Z)dxdydz,

Funkcija f je tada integrabilna na €.

/] o)V = i S o)AV

Teorem 3.3. Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom omedenom skupu

Q kojgi ima volumen, onda je f i integrabilna na Q.

Teorem 3.4. Ako je funkcija f ogranicena na zatvorenom omedenom skupu
Q (koji ima volumen) i ako je neprekidna na € svuda osim na skupu volumena

0, onda je f i integrabilna na €.

Skup S C R? je volumena 0 ako ga se moze smjestiti u tijelo (poliedar) po

volji malog volumena.

3.2.2 Svojstva trostrukog integrala

(1) Linearnost:
Ako su f i g integrabilne na 2, onda je i af + ¢ integrabilna na €2 za sve
a, B € R i vrijedi

///Q(aerﬂg)dV:a///Qfvarﬁ///div_
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Monotonost:
Ako su f i g integrabilne na Q i vrijedi f(P) < g(P), VP € €, onda je

//Amw@mwwg//émw@mww
Posebno, ’///Qf(P>dV‘§///Q\f(P)!dV

Aditivnost po podrucju integracije:
Ako je f integrabilna na Qi = Q; U Qy, tako da je Vol(©; N Q) =0,

onda je

//Aﬁwmvz//QjWMVf//ijmv

Ograde:
Neka je f neprekidna na omedenom i zatvorenom skupu 2. Tada f na )

postize svoj minimum m i maksimum M i vrijedi

mVS//K#@MVSMM

gdje je V' volumen od €.

Volumen:
Volumen skupa €2 racunamo kao

V://Auwz//ﬁmwm

Teorem srednje vrijednosti:
Neka je funkcija f neprekidna na omedenom zatvorenom skupu 2 C R3.

Tada postoji barem jedna tocka Py € €2 za koju vrijedi

/] /Q F(PYaV = f(R)- V.

1
Velicina V/// f(P)dV se zove srednja vrijednost funkcije f na
Q

2. Teorem kaze da se za neprekidnu funkciju njezina srednja vrijednost i

postize u nekoj tocki Fy iz €.
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3.2.3 Racunanje trostrukog integrala

Promatramo prvo slucaj kad je skup 2 omeden plohom S koja se moze prikazati
kao unija dviju ploha S; i Ss, od kojih je svaka graf neke neprekidne funkcije
o1(x,y) i wa(z,y) definirane na projekciji D skupa © u zy ravnini. Oznadimo
rub od D s L. (Sva razmatranja ostaju valjana i ako su Sy i Sy odvojene

cilindrickom plohom kojoj je L ravnalica, a izvodnice su joj paralelne s osi z.)

Slika 3.15:

Neka je na €2 zadana neka integrabilna funkcija f. Za fiksni (z,y) € D,
presjek pravca kroz (x,y) paralelnog s osi z i skupa Q2 je duzina koja u €2 ulazi
u tocki ¢1(x,y) € Sy iizlazi iz Q u tocki wo(x,y) € Sa. Na toj duzini su x iy
fiksni, mijenja se z i to od ¢(x,y) do po(x,y) . Doprinos te duzine integralu
[ [ Jo f(z,y,2)dxdydz je dan kao integral od f(x,y,z) po z u granicama od
¢1(x,y) do 902(.ic,y). Dakle,

///fxy, dxdydz—// [/(pmm xy,z)dz] dx dy,

jer se ukupni integral dobije uzimajuéi sve doprinose za fiksne (x,y). Ako je skup
D takav da se njegov rub L moze prikazati kao unija dviju krivulja od kojih je
svaka graf neprekidne funkcije, recimo () i ¥5(z), desnu stranu mozemo dalje
raspisati:

pa(z) 2(z,y)
///fxy, dmdydz-// / f(x,y, z)dzdydz.
1( (z.y)
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82
Analogno se mogu dobiti i formule za slucaj kad je zgodnije prvo integrirati po

x ili po y. Za kompliciranije skupove razbijemo skup na jednostavnije komade
gornjeg tipa i primijenimo aditivnost po podrucju integracije.

Primjer 3.4. Izracunajmo volumen tetraedra omedenog ravninamax = 0, y =

0,2=022+2y+2—-6=0.

_

N\

S

Slika 3.16:

6 3—35 6—x—2y
V:///dxdydz:/ / / dz dy dx
T 0o Jo 0
63— 6 3z 6
:// (6—x—2y)dydx:/(6—x)y‘ dx—/ y?
0o Jo 0 0 0
6

6 1 6
:/(6—:5)(3—£)dx—/ (3—£)2d:1::—/(6—x)2dx
0 N 2, 0 « 2 , 4 0
oo (6—2)2
4
— )36
(6=2)"° _ g,

U ovom slucaju volumen tijela moZemo 1 lakse izracunati kao %(6-6-3) = 18.

3.2.4 Krivolinijske koordinate i zamjena varijabli u tros-

trukom integralu
U brojnim primjenama prakticnije je tocku u prostoru umjesto Kartezijevim ko-

ordinatama (z, y, z) oznaciti nekim drugim veli¢inama (u, v, w) koje su prikladne
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u danom slucaju. Pretpostavimo da je svaka tocka M u prostoru jedinstveno
odredena tim velicinama (u,v,w). Tada se (u,v,w) nazivaju krivolinijskim
koordinatama tocke M.

Skup tocaka u kojima je jedna koordinata konstantna (u = const, v = const,
w = const) zovemo koordinatna ploha. Presjek dvije koordinatne plohe zo-
vemo koordinatna krivulja.

Cesto nam je neku funkciju lakse integrirati po krivolinijskim koordinatama
(u,v,w), nego po Kartezijevim (z,vy,z). Takva zamjena varijabli u trostrukom
integralu provodi se na slian nacin kao zamjena varijabli u dvostrukom integralu.
Promatramo skup € C R3 u zyz-prostoru i skup Q* C R? u uvw-prostoru. Neka

su na Q* zadane funkcije

T = (p(u7v7w)7
y = ¢(u7 ,U’ w))
z = ¢(u7 v? w)7

koje preslikavaju Q2* na €2, neprekidne su i imaju neprekidne parcijalne derivacije.
Neka je dodatno preslikavanje 2* —  bijekcija.
Definiramo Jacobijan funkciju od (¢, %, ¢) na sljedeci nacin:

oz dr O

ou Ov Ow

_ | 9y 9y Oy

J(U, v, w> = u 9o  dw
ou Ov Ow

Pretpostavimo sad da je f funkcija koja je neprekidna i integrabilna na €.
Ako je J(u,v,w) # 0, za svaki (u,v,w) € ¥, onda se analogno kao u slucaju

dvostrukog integrala pokaze da vrijedi formula zamjene varijabli

///Qf(x,y,Z)dxdydz:///*F(u,v,w)|J(u,v,w)]dudvdw,

gdje je F(u,v,w) = f(p(u, v, w), ¥(u, v, w), p(u,v,w)).

3.2.5 Cilindri¢ne koordinate u prostoru

U cilindricnim koordinatama pozicija tocke M u prostoru odredena je s p, ¢ i z,

gdieje0<p<o00,0<p<2Ti—00< 2z < 00.
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Y/ z z
oy
[
y

Y ? X

N

p= const ¢ = const z = const

Slika 3.17: Koordinatne plohe u cilindri¢nim koordinatama

(z,y,2) < (p,p,2)

T = pPCos¢
Yy = psiny 0<p<oo, 0L <2, —o0<z<o0.
z=2z

cosep —psinp 0O .
. cos —psine
J(p,p.2) = | sinp pcosp 0 |=|
0 0 ) sing pcosp

= p(cos® ¢ + sin? ) = p.

dV = pdpdpdz - element volumena u cilindricnim koordinatama.

Iz formule o zamjeni varijabli u trostrukom integralu slijedi:

///f(x,y,Z)dwdydzZ// f(pcosp, psing, z)pdpdpdz.
Q Q*

Tehnika racunanja trostrukog integrala je ista kao i za Kartezijeve koordinate,

tj. svodi se na iterirane integrale.

3.2.6 Sferne koordinate ili prostorne polarne koordinate

U sfernim koordinatama pozicija tocke M u prostoru odredena je s r, 6 i ¢, gdje
1e0<r<o0,0<0<mi0<p <27,
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/ L 0
N
r = const ¢ = const 0 = const

Slika 3.18: Koordinatne plohe u sfernim koordinatama

(z,y,2) < (1,0, )
x =rsinfcos
y =rsinfsing 0<r<oo, 0<O6<m 0<p<2m

z=1rcosf

sinfcosy rcosfcosp —rsinfsing
J(r,0,p) =| sinfsing rcosfsing rsinfcosp
cos 6 —7rsinf 0

rcosfcosp —rsinfsing sinfcosy —rsinfsinp

= cosf 4+ rsind

rcosfsingy rsinfcosp sinfsiny rsinfcosp

=r2cos?fsinh + r’sin’® 0 = r2sind.

Budu¢i da je 6 € [0, 7] vrijedi sin® > 0, pa je |J(r,0,p)| = r?siné.
Sada je dV = r?sin 6 dr df dp element volumena u sfernim koordinatama.

Iz formule o zamjeni varijabli u trostrukom integralu slijedi:

///f(a:,y,z)dmdydz—// f(rsinf cos o, rsin@sin g, cos §)r? sin 6 dr do de.
Q o

Opet se integrali ovakvog tipa racunaju svodenjem na iterirane integrale.
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3.3 Nepravi viSestruki integrali na neomedenim
podrucjima

Do sada smo visestruke integrale uvijek promatrali na omedenim podrucjima.
Sto ako je prodrucje integracije D neomedeno?

Ideja je: uzmimo niz ogranic¢enih domena Dq,..., D, koje na monoton nacin
pokrivaju podrucje D kad n — oo. Dakle, Dy ¢ Dy Cc D3y C --- C D, C D,
D, — D za n — oc. Sad promatramo Sto se zbiva s [ [, f(z,y)dxdy kad
D, — D.

Slika 3.19:

Definicija 3.3. Nepravi integral funkcije f(x,y) po neomedenom podrucju D
definira se kao limes niza integrala [ fDn f(z,y) dx dy koji ne ovisi o izboru
niza D,,. Dakle,

//jr)f(x,y)dxdyzgirilo/ an(x,y)dxdy.

Ako gornji limes postoji i konacan je, kaZemo da nepravi integral konvergira.

U suprotnom nepravi integral divergira.
Nepravi trostruki integrali se definiraju analogno.
Primjer 3.5. Zelimo izracunati nepravi integral
dx dy
/ /Rz 14224+ y?)?

Definirajmo D,, = {(z,y); v* + y* < n?}.
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y23x

N
&

Slika 3.20: Dl, DQ, D3

// dxdy / / pdp d /” pdp
b, (L4221 2)? T+ "), U+
nLa n
:gﬂ/ M:%(_l 1 )

o (L+p%)? 21+ p*lo

“ (35w

Sada je

// dxdy // dxdy
= lim
R2 1+$2+y n—o00 N 1+x2+y)

1 . T
= lim |27 _— =7 — lim =7
n—o0 2 2(1+n?) n—oo 1 + n?

Primjer 3.6. Izracunajmo sad nepravi integral

& 2
/ e v dx.
0

Taj integral konvergira. Zasto?

Zax >1 je e < e, a znamo da nepravi integral fooo e " dx konvergira 1
da je jednak 1. Po kriteriju usporedivanja, onda 1 fooo e dx konvergira.
Taj integral ne moZemo izraziti preko elementarnih funkcija, ali ga moZemo

wzracunatt na sljedeci nacin.
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o0
N . — 2 v
Oznacimo / e " dx = 1. Racunamo I? :
0

Dakle, I = ‘/TE Odavde dobiwvamo da je

/ e~ dx = /7.

o0

xT

Funkcija F(z) = / e dt je posebno vazna u vjerojatnosti i statistici, jer

0
prestavlja distribuciju normalne razdiobe.
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3.4 Primjene viSestrukih integrala

3.4.1 Masa ravninskog lika

Promatramo ravninski lik D na kojem je zadana gusto¢a mase ~y(z,y). Uzmimo
da je v neprekidna funkcija na D. Podijelimo podruéje D na manja podruéja
Dy, Do, ..., D, s povrsinama AS;, AS,,..., AS,.

y
D
\
[ )
\ -
X
Slika 3.21:

U svakom D, odaberemo tocku P, i aproksimiramo masu svakog komadi¢a
Dy s v(Py)ASy. Zbrajajuci sve takve doprinose dobivamo aproksimaciju mase
podrucja D. Dakle,

m = Z’Y(fﬂm Yr)ASk.

k=1

Ovaj izraz ima strukturu integralne sume. Za n — oo i d — 0 dobivamo

m://D'y(:c,y)d:cdy.

Za homogeni lik, v(z,y) = const = 7, imamo

m:fy//dwdy:’yS.
D

3.4.2 Staticki momenti i srediste mase ravnog lika

Staticki moment materijalne tocke s masom m u odnosu na os = je umnozak
mase i udaljenosti od osi x, tj. M, = m -y. Slicno, staticki moment te tocke s
obzirom na os y je M, =m - z.

Imamo li konacan broj materijalnih tocaka, njihovi se staticki momenti zbrajaju.
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y
D
7
X X
Slika 3.22:
Opcenito, ravninski lik D podijelimo u komade Dy, D,, ..., D,, uzmemo da je

masa svakog od njih jednaka v(P;)ASk za neki P, = (zx,yx) € Dy i da je sva
masa koncentrirana u tocki P,. Onda je staticki moment komada D;, s obzirom
na os = dan kao yry(xg, yx)ASk. Zbrajajui po svim komadi¢ima dobivamo
aproksimaciju i
M, ~ ) gy (e, yn) ASE,
k=1
a prelaskom na limes dobivamo

Mx=//y7($,y)d95dy-

D

My—//xfy(x,y)d:vdy.
D

Pomo¢éu statickih momenata mozemo izracunati koordinate sredista mase (tezi-

Sliéno,

Sta) ravninskog lika D

M, I Jpay(z,y)dedy ffD:cv(x, dz dy

Hm m oAy dedy
ysz%:ff[)m(x,y)dwdy [ (@, y) da dy
m m [ (. y) dx dy

Za homogeni lik (v = const) imamo

. :ffDxdxdy _ fnydxdy
s R Ys - g
U polarnim koordinatama je

J [ p*cosp(p, ) dpdy Js J [ p*singy(p, ) dpdy
I ov(pp)dpde I [ ov(p, @) dpde

Trg =
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3.4.3 Momenti inercije ravninskog lika

Moment inercije (ustrajnosti, tromosti) materijalne tocke mase m s obzirom

na os od koje je tocka udaljena za r dan je formulom I = mr2.

y

Slika 3.23:

Za ravninski lik D raéunamo momente inercije s obzirom na koordinatne osi
zbrajajuéi (integrirajuci) doprinose svih njegovih tocaka. U tocki P = (z,y) je
gustoca dana funkcijom v(z,y), a udaljenosti od koordinatnih osi s y, , redom.
Doprinos to¢ke P = (x,y) je dan kao

dI, = y*dm = y*y(x,y) dz dy, dl, = x*dm = 2°v(x,y) dz dy

Odavde,

Ixz//yzv(x,y)d:vdy, Iyz//xZV(ﬂf,y)dxdy~
D D

Sliéno, moment inercije s obzirom na ishodiste racuna se kao

- [ /D (2 + 421z, y) d dy.

Digresija: Sto ako je lik kompliciran? Recimo, sastavljen od vise komada?

Primjer 3.7. Zadan je homogeni T-profil s dimenzijama (u metrima) ozna-

cenim na slici. Odredimo mu koordinate tezZista.
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Slika 3.24:

Zbog simetricnosti je ocito xp = 0.5m.

Za odrediti yr racunamo y-koordinatu tezista (yr) svakog od dva pravokutnika
posebno. Za donji pravokutnik je yp, = 2, za gornji je yr, = 5. Masa donjeg
je 4, masa gornjeq je 6. Dakle,

4-246-5

(Provjera jedinica: masa pravokutnika je 4pm? za dongi i 6pm? za gorngi;

onda je yr = %—igw =3.8m.)

Primjer 3.8. Odredimo teZiste (homogenog) lika na slici.

Zbog simetricnosti je jasno da je xp = 0, a y - koordinatu teZista éemo
dobiti tako da lik nadopunimo do polukruga.

Masa cijelog polukruga iznosi m = %szp. Masa dijela koji nedostaje
je my = R;p, a preostalu masu oznacimo s mo (to je masa lika cije teZiste

trazimo). Sada je

miyr, + Mayr,
Yyr = )
m

pa iz toga slijedi da je
myr — miyn

mo

Y, =
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N\

N

N
N\

-R -R2 0 R2 R ¥

Slika 3.25:
Znamo da je yr, = % 1
R 252

VEE—2? 1,2

_fnydxdy_QfORfO K deydx_2fo (gy)o dx
yr = TR B TRm B TRm
R
173

_ 2f0R(R2 — ) dx _ 20— 5) 0 _ 3 1t _ 4R
B R?m B R - Rr 3n’

pa kad to uvrstimo u gornju formulu dobijemo da je

- BR

Primjer 3.9. Odredimo teziste (homogenog) lika na slici.

y
8

O |1

0 4 25 %

Slika 3.26:

Zbog simetricnosti je jasno da je yr = 4, a x - koordinatu tezista cemo
dobiti tako da lik nadopunimo do pravokutnika.

Masa cijelog pravokutnika je m = 200p, a masa dijela koji nedostaje je m; =
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drp. Vidimo da je xp = 12.5, a xp, = 19. Sada kao u prethodnom zadatku
dobijemo da je x-koordinata lika cije teZiste trazimo
mIr —miTn

= — = 12.06.

Tz m—my
Moment inercije pri rotacijskom gibanju igra ulogu slicnu ulozi mase kod
ravninskog gibanja. Npr. kineticka energija materijalne tocke mase m koja se
rotira oko osi/tocke na udaljenosti r je mr?w? (w je kutna brzina.)

Moment inercije je uvijek pozitivan.

Primjer 3.10. Odredimo moment inercije (homogenog) kruga s obzirom na

njeqov promjer.

-R
Slika 3.27:

Racunat écemo moment inercije s obzirom na promger na o0si y.

2
I—//xdm 7//xdmdy—//pcosg0pdpdg0
2w

R4 271'1 2
_»y/ oS @dgp/pdp——/ coS gpd(p—74/ +CZOS sDalgo
0

7R4( —|—lsm2 )2“ 2myRY  ARmR?  mR?
g Wt s 4 4

Primjer 3.11. Odredimo moment inercije kruga s obzirom na os kroz srediste

okomitu na ravninu kruga.

Iy = //:c+y )y da dy = 7//ppdpdso v/ d@/

_ R* ’)/RQWR2 mR
AT T T 2
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Primjer 3.12. Odredimo moment inercije (homogenog) kruga polumjera R

s obzirom na njegovu tangentu.

Y Y
R

—
0 R X
-R
Slika 3.28:
Sad medu polarnim koordinatama vrijede relacije —5<p<7i0<p<
2R cos .
5 2Rcosp
I, = // 22y dx dy :7// p* cos® ppdpdyp :7/ cos” gpdgp/ pPdp
2 16 cos* 2 R! R?
—7R4/2 %cosﬂodw = 47R4/2 cos® pdyp = 57 1 T 5m4 = 51,.
_g _

Gornji rezultat jos mozemo pisati kao

R4
I, = m4 + mR? :Iy+mR2.

To je manifestacija opéeg pravila koje se zove Steinerov teorem.

Teorem 3.5. Neka je D ravninski lik, p pravac kroz mjegovo teZiste i p'

pravac paralelan s p udaljen za d od p. Tada je
Ip/ = Ip + md2,
gdje je m masa lika D.

Primjer 3.13. Odredimo sad moment inercije (homogenog) kruga polumjera

R s obzirom na os kroz tocku na rubu okomitu na ravninu kruga.
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Slik:
b 2
I // 2dxd zy/dy/ d b —va’b=-—m
0 _a
Stranice ne u laze simetricno!
Moment inercije homogenog pravo kutnika s obzirom na stranicu moZemo
1210 ko Steinerovog teorema:
2
a m
I=1I ( ) S (T L
b T+m m<12 + )
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Moment inercije je aditivan (po dijelovima lika). To znaci da za slozene
likove mozemo racunati momente inercije za jednostavnije komponente i onda ih

pozbrajati.

Primjer 3.15. Odredimo moment inercije nacrtanog (homogenog) lika s ob-

Zirom na oznaceniy o0s.

’ g5

Slika 3.31:

Razbijemo profil na tri pravokutnika sa stranicama (a;, b;), gdje je
a; = 1, bl =5
a9 = 6, b2 =1
as — 1, bg =4.
Udaljenost osi p od s njom paralelne osi kroz teziste pravokutnika i oznacimo
S dz Sada j@ dl == 45, dg == 1, dg = 2.5.
Znamo da je It = 1—127 a’b, pa je
1 1 1

I, = E7-5, Ip, = E'}/-QIG, In, = E'y-él.

Na kraju (iz Steinerovog teorema) dobivamo

5
Ip:E”y+(4.5)2-fy-5—|—18fy+’y-1-6+%+(2.5)2-1-4-r

mi ma m3

5 4
=7 |-=+101.25+ 18 + 6 + — + 6.25 - 4
7|5+ +18+6+— +

= v [102 4+ 24 + 25] = 151~.
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3.4.4 Masa tijela

Ako je tijelo smjesteno u podru¢ju 2 C R? sa zadanom raspodjelom gustoce

mase y(z, vy, z), onda je ukupna masa tijela dana kao

m:///Q'y(:)s,y,z)dmdydz:///gdm.

Za homogeno tijelo imamo m = [ [ [,dzdydz =~V.

z

N

Slika 3.32:

Primjer 3.16. Izracunajmo masu tetraedra omedenog ravninama xz = 0, y =

0,z=04ix+2y+2—6=0 ako mu je zadana gustoca v(z,y,z) =6 — z.

6 3—-3 6—x—2y
m:///w(x,y,z)dxdydz:// / (6 — 2)dzdydx
3-3 2 16—z—2 3-3
/ / Gz—z— ydydx—/ / 18—%—23:y 2y%) dy dx
0

2 3z 2 3z

—/(18—:6—)‘ 2da:—/:ry’ das—/ y‘ “d
0 2 77lo

:/Oﬁag_%z)(s—g)dx—/oﬁ v (3- 1) dm—/06 z(3-3)de

——— ——— N——
62 (6—x)2 (6—=)3
4 8
1 (¢ 212 1 213
=— | (6—x ———4x+48dx:—/ = 72x + 288
JAEEEE e =5 [ )
1 4

6 1
Z(X 3642 + 288 ‘ — (216 — 1296 + 1728) = 81.
8<6 7+ 2887)| = o + 1728)
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Slika 3.33:

3.4.5 Staticki momenti i koordinate srediSta mase tijela

Sliéno kao i u slucaju dviju dimenzija imamo:

Mxy:///dem:///ﬂzfy(x,y,z)dxdydz,
Myz:///Qxdm:///va(x,y,z)dxdydz,
Mm:///dem:///Qy'y(x,y,z)da:dydz.

Slika 3.34:
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Sada su koordinate tezista dane preko statickih momenata
M, [[[qzdn [ ] [qey(2,y,2)dedydz

o mo fffﬂdm N ffo'Y(iU,y,Z)d$dydz ’
gy = Moz _ S Joydm _ [ ] Joyy(x,y, 2) dedydz
! T T fydm = T forey,2) dudydz

My, [ [ Jozdm [ [ [q27(2,y,2)dedydz

zZr = = = .
m I [ Jodm [ Jor(@,y, 2) de dy dz
Primjer 3.17. Odredimo koordinate teZista (homogenog) tijela omedenog

ravninom z = H i paraboloidom z = 2% + 3.

V4

Slika 3.35:

Ocito je zbog simetrije xp = yr = 0.

_fffﬂzdm_vfffﬂzdxdydz_ fffﬂzdxdydz'

T Jadm A [ [ dudydz %

0 < R < VH, pa prelaskom na cilindricne koordinate dobivamo

///dv / / / pdzdcpdp—Zﬂ/ /dzdp

H* H?
—27T/ (pH — p)dp—27r<7—7>

27 VH H? pt
M, ///de / / / zdzdgopdp—%r/ p(T—E)dp

VH H3 1
T it
0 2 6 3T

2 Y

H2 10
2 6
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Konacno,

Nacelo aditivnosti vrijedi i za tezista.

Primjer 3.18. Odredimo koordinate teZista (homogenog) tijela koje ostaje
kad iz valjka polumjera osnovice R i visine H izvadimo stoZac iste osnovice

i visine & (kao na slici).

Slika 3.36:

Masa cijelog valjka iznosi m = yR*Hw, a masa stoica koji nedostaje
jemy = %7R2H7r. Oznacimo masu preostalog tijela s my, mog = m — my =
%’}/RQHW (to je masa tijela cije teziste trazimo). O¢ito je zbog simetrije xr, =
yr, = 0. Preostaje nam jos izracunati z-koordinatu tezista. Vrijedi

myzr, + Moz, N _mazr — M2y .

ZT: ZTQf
m m— my

Znamo da je zp = % 1 prelaskom na cilindricne koordinate dobivamo

.. S o zdm 6 7/QW/R/H e dpd
' my YR?Hm " Jo  Jo T+ HEp

o [ -3 S

T RH T 2 ~2'2 2R’
12 (% 3H?> H?>, H?, 12 3H?R* H?R*> H’R?
= (=P — 5P — gl ) dp = ( - -
RH [, * 8 AR 8 R2 R2H 16 12 32
12 7TH?R?* TH
 R2H 96 8
Sada je

40

B ’YRZHW% — %’YRQHW% B % % 17
N SyR*Hr

2Ty

ol |

)
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3.4.6 Momenti inercije tijela

Moment inercije tijela s obzirom na os p definira se kao integral doprinosa svih
njegovih tocaka:

[p:///gdzdm:///Qd((:c,y,z),p)ny(x,y,z)da:dydz.

_

Slika 3.37:

Posebno, za koordinatne osi imamo

IZ:///Q(a:eryQ)'y(a:,y,z)dxdydz:///Q(szryQ)dm
Iy://A(x2+z2)y(x,y,z)dxdydz:///Q(x2+z2)dm
Ix:///Q(szer)’y(x,y,z)dwdydz:///Q(y2+z2)dm

Primjer 3.19. Izracunajmo moment inercije homogenog stosca polumjera
osnovice R 1 visine H oko njegove ost.
Buduéi da je z = %\/1’2 + 42, prelaskom na cilindricne koordinate dobi-

jemo

2m
I—///:E—i-y dxdydz—/dcp/ dz/ -pdp
p
=7- 27r/ / dzp3dp—27r’y/ (H——p) pidp
# R

o (HR' HR\ HR'my RzH 3R 3
g i _— o . = —m .
" 10 3 790 10

4 R 5
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Slika 3.38:

Za tijela takoder vrijedi Steinerov teorem.

Teorem 3.6. Neka je €2 tijelo mase m u prostoru, p os kroz njegovo teziste i
p’ pravac paralelan s p na udaljenosti d od p. Tada za moment inercije tijela

Q s obzirom na p’ vrijedi
Ly (Q) = L,(Q) + d®m.

Primjer 3.20. Izracunati moment inercije homogenog valjka polumjera os-

novice R 1 visine H oko njegove osi i oko izvodnice.

X

Slika 3.39:

Slicno kao u prethodnom primjeru prelaskom na cilindricne koordinate
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dobijemo

I—y///x—l—y drdydz =~ / dgp/ dz/p pdp

= 27TH/ p*dp = 2myH - Z—RQ mH - 7——mR2

Sada prema Steinerovom teoremu moment inercije s obzirom na zvodnicu p

121081

mR?
2

L,=1+dm=(d=R)= +mR2:;mR2:3lz.



Poglavlje 4

Skalarna 1 vektorska polja

4.1 Skalarna polja

4.1.1 Motivacija i definicija

Funkcija koja svakoj tocki prostora/ravnine (ili nekog podru¢ja u prostoru/ravnini)
pridruzuje neku vrijednost naziva se polje. Ako je ta vrijednost skalarna, imamo
skalarno polje. Primjerice temperatura, tlak, koncentracija, osvijetljenost, gus-
toca...

u=f(M)=f(r,y,2), za M= (z,y,2) €cQCR?

Nivo-ploha skalarnog polja je skup tocaka u prostoru za koje to polje poprima
istu vrijednost, dakle ploha zadana jednadzbom

flz,y,2) = C,
za odredenu konstantu C'. Nivo-ploha je poopéenje pojma nivo-krivulje.
Primjer 4.1. Odredimo nivo-plohe polja u = \/m
u=C = Je2+ P2 +22=C = 22 +2+22=C"

Vidimo da su nivo-plohe zadanog polja koncentricne sfere sa sredistem u is-

hodistu koordinatnog sustava.

Skalarno polje je ravninsko, ako je jednako u svim ravninama paralelnim s nekom

fiksnom ravninom. Primjerice, ako je to (z,y)-ravnina, takvo ravninsko polje ne

105



106 POGLAVLJE 4. SKALARNA I VEKTORSKA POLJA

ovisi o koordinati z, tj. u = f(z,y). Ravninska polja su karakterizirana nivo-

krivuljama.

Primjer 4.2. Odredimo nivo-krivulje skalarnog polja v = x* — 2.
Iz jednadzbe 2> — y*> = C dobivamo par pravaca vy = +x za C = 0 i dvije
familige hiperbola za C' > 0 i C' < 0.

7
\\///C>O
AN

C<0

Cc>

Slika 4.1: Nivo-krivulje

Nivo-plohe popunjavaju cijelo podrucje na kojem je zadano polje. Dvije nivo-
plohe f(M) = Cy i f(M) = C5 nikad se ne sijeku za C; # Cy. Tamo gdje su
nivo-plohe gusce, polje se brze mijenja.

4.1.2 Usmjerena derivacija

Promatrajmo skalarno polje u = f(M). Fiksirajmo tocku M i vektor I. Pomak-

nimo se iz M, za vektor [ i nazovimo tocku u koju smo stigli M, dakle
— -
Al = |MoM| = |l
Zanima nas promjena polja u u tocki My u smjeru vektora [. Uvedimo oznaku
Au = f(M)— f(My) i promotrimo

Au _ f(M) — (M)
Al Al

Taj kvocijent je srednja brzina promjene skalarnog polja u (po jedinici duljine)
u smjeru vektora [. Pustimo li da Al — 0 dok vektor MM ostaje paralelan s
Z dobit ¢emo pravu vrijednost brzine promjene skalarnog polja u u tocki My u

smjeru vektora L.
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Slika 4.2:

Definicija 4.1. Derivacija skalarnog polja v = f(M) u smjeru vektora

I (odnosno usmgjerena derivacija) u tocki My je limes (ako postoji)

A M) — f(M,
a—li(Mo) — lim =% = lim J(M) — (M)
ol Al=0 Al Al—0 | Mo M|

—_
uz uvjet MoM || I, te da su iste orjentacije.

Usmjerena derivacija je skalarna velicina, te ne ovisi o izboru koordinatnog sus-
tava.

ll =l

ou e - : T
Kako se racuna 8_f? Uzmimo jedini¢ni vektor Iy u smjeru vektora [, tj. o = |

Vektor [ je odreden svojim kosinusima smjera Iy = (cos )i+ (cos 8)] + (cos )k,

gdje su «, F iy kutovi koje vektor [ zatvara s pozitivnim smjerovima osi z,y i z
redom.

|z Taylorovog teorema znamo

Au = f(zo+ Az,yo + Ay, 20 + Az) — f(x0, Yo, 20)
0u ou

ou

pri cemu € — 0 kad Al — 0, Al = /(Az)? + (Ay)? + (Az)2.

@ = lim %
ol Also Al
_ ou . Az 8uM lm%_i_au mg

g Mo) Jfim, 7 45, (Mo) fim 77+ (Mo) B =
—— H,ﬂ_/ —_———
COos COS Cosy

ou ou ou
_ ou ou
o — (M) cos o + (9y(MO) cos 3 + o (Mp) cos .
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Primjer 4.3. Izracunajmo usmjerenu derivaciju skalarnog polja v = arctg xy
u tocki My = (1,1) u smjeru tangente na parabolu y = x* u toj tocki (gdje je

x varijabla).

Slika 4.3:

Prvo odredimo kosinuse smjera. Tangenta ima jednadzbu y — 1 = 2(x — 1),

t. y = 2x — 1. Vektor smjera ima komponente i+ 2}, jedinicni vektor smjera

je

i 1 e 2 -
= — 1 _—
0 5 \/5 J
~—~ ~—
cos cos 3
Racunamo parcijalne derivacije:
ou Y 1 Ou x 1
L) = —L—| =2 ) = ——— 2’ S
ox 1+ x22y2lay 27 Oy 14+ x22y2layy 2
te na kraju:

du 11 12 3 36
ol 2v5  2y5 25 10
Primjer 4.4. Izracunajmo derivaciju poljau = \/x? + y? + 22 u tocki (0,0, 1)

u smgjeru vektora (1,1,0).

l=i+7, [|=V2, ly=-—=i+——=j.

3, 0= 5t 5

0 2 1 2 1

0,0,1) = r 4 Y ._

ol 212+ 2 + 22100 V2 2\/22 4+ 42 + 221001 V2
0 o

2z

-0
2¢/x% + y? + 22 ‘(0,071)

(.
~~
1

=0.




4.1. SKALARNA POLJA 109

Postogi intuitivno objasnjenje zasto smo u ovom slucaju dobili nula. Smjer
U lezi u tangencijalnoj ravnini na nivo-plohu polja u u tocki My. Nema pro-

mjene polja na nivo-plohi!

Sliéno, derivacija u smjeru tangente na nivo-krivulju ravninskog skalarnog polja
je 0, u tom smjeru nema promjene polja.

U kojem smjeru je usmjerena derivacija u danoj tocki najveca?

y

N7

u=const.

Slika 4.4:
0 0 0 0
Izraz —Ti — X eosa + ot cos 3 + gu cos~y ima strukturu skalarnog produkta.
ol  Ox oy 0z

: : I . Ou L P
Za fiksnu tocku M, variramo smjer [. Velicina — ¢e biti najveca kad je [

paralelan s vektorom Cije su komponente parcijalne derivacije polja v u tocki M.

4.1.3 Gradijent skalarnog polja

Definicija 4.2. Gradijent skalarnog polja uw = f(M) wu tocki My je vektor
u

- a hrd 8
gradu:—’ z—i——u‘ j—i——u
ox | My Oy | Mo 0z

—

k.

Mo

Gradijent ovisi i o f i 0o M. Uz ovu oznaku imamo
ou -
— = (gradu) - ly.
p ( ) o

Dakle, derivacija skalarnog polja u tocki My u smjeru vektora fje skalarni produkt
gradijenta tog polja u My i jedinicnog vektora smjera lo.

Teorem 4.1. Gradijent skalarnog polja u u tocki My je okomit na nivo-plohu

tog polja u My (ili na nivo-krivulju ako je polje ravninsko).
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Dokaz. Kroz tocku M prolazi to¢no jedna nivo-ploha u = C. Za svaki smjer

- Ju
[ iz tangencijalne ravnine na plohu v = C' u M, imamo 8—[, = 0 (jer nema

promjene polja u smjeru nivo-plohe). No zbog a—lli = (grad u) - Iy slijedi da je

(grad u) - lB =0 za sve [ iz te tangencijalne ravnine, pa je grad u okomit na

tu ravninu. To po definiciji znadi i da je okomit na nivo-plohu. [
Teorem 4.2. Gradijent pokazuje u smjeru porasta polja.

Dokaz. Znamo iz dokaza teorema 4.1 da gradijent pokazuje u smjeru normale.
U tocki My imamo dvije jedini¢ne normale na krivulju « = const, oznac¢imo
ih s 7; 1 1. U smjeru jedne od njih funkcija raste, u smjeru druge pada.

Neka raste u smjeru ;.

Mo n,
Slika 4.5:
. [ .
[zracunajmo —— u tocki My:
8711

ou . f(M) = f(Mo)

R >

oy A, Al 20,

Il Mo,

jer je brojnik pozitivan.
Sada iz ——| = grad u(My) - 711 > 0 slijedi da je projekcija od grad u(My)

8771 Mo
na 7, nenegativna, pa zaklju¢ujemo da grad u pokazuje na istu stranu kao i

normala u smjeru koje funkcija raste. O]

Teorem 4.3. Duljina gradijenta skalarnog polja u tock: jednaka je najvecoj

usmjerenoj derivaciji skalarnog polja u toj tocki, tj.

| grad u| = % 2+ @ 2+ 6_u Q—max%
& N ox y 0z) 1 ol
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8 —
Dokaz. Vrijedi 8_1; = (gradu) - lp = | grad u| - 1 - cos p, gdje je ¢ kut izmedu

grad u i l. Taj se produkt oc¢ito maksimizira kad je cosp = 1, tj. ¢ = 0,

dakle kada su [ i grad u paralelni. ]

|z teorema 4.2 i 4.3 zakljuCujemo da gradijent skalarnog polja u nekoj tocki
pokazuje smjer najbrzeg porasta polja u toj tocki.

Primjer 4.5. U kojem smjeru skalarno polje u(x,y, z) = xy+yz+zx najbrie
raste iz tocke My = (1,1,1)?

Imamo grad u = (y+2)i+(x+2)] + (y+2)k, pa je grad u(My) = 2i+ 27+ 2k.
Stoga je smjer najbrieq porasta 2 + 2;'—1— 2/2, a 1zZnos je

max %(1, 1,1) = |gradu(1,1,1)| = 2V/3.

i
Gradijent skalarnog polja mozemo definirati i bez pozivanja na koordinatni sustav
kao vektor u smjeru normale na nivo-plohu polja orijentiran u smjeru porasta

polja. To je invarijantna definicija — ne ovisi o koordinatnom sustavu.
Teorem 4.4 (Svojstva gradijenta). Vrijedi:
(a) grad(C - u) = Cgradu za C € R,
(b) grad(u + v) = grad u + grad v,
(c) grad(u-v) =wu-gradv + v - grad u,
(d) grad (%) =
(e) grad F'(u) = F'(u) grad u, gdje je F' funkcija jedne varijable.

u-gradv — v - gradu

2 ,zav#0,

Svojstva (a) i (b) zajedno zovemo linearnost gradijenta.

Dokaz. Svojstva (a)-(d) slijede izravno iz svojstava parcijalnih derivacija.
Dokazimo preostalo svojstvo (e):
OF(u)- O0F(u)- OF(u) -
k
ox rr Jy J* 0z
ou~ ou - ou

grad F'(u) =

Ou- Ou- Ou-
= F'(u) (8_ZZ+8_Z+8_zk> = F'(u) grad u.
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Primjer 4.6. Iz r = /a2 + y? + 22 slijedi

gradr = ’ i+ Y j+ : k
V24 y?+22 0 a4y + 22 Va2 4y + 22
1 L .1
= (i+yj+ zk) = = -7 =T1p.

VI 2 + 22 71

Primjer 4.7. Odredimo derivaciju skalarnog polja v = sin || u smjeru radij-

vektora 7:

% = (gradu) - 7 = (grad(sinr)) - 75 = (cosr - 7)) - 7o = cosT.

Primjer 4.8. Neka su u ravnini dane dvije tocke, Fy i Fy. Promatrajmo
skalarno polje w = r1 + 19, gdje su ry © ro udaljenosti varijabilne tocke P od
Fy i Fy, redom. Sto su nivo-krivulje polja u?

Sjetimo se da je ry + ro = C' = 2a jednadzba elipse sa Zaristima Fy i Fy. Iz

teorema 4.4(b) i primjera 4.6, zakljucujemo grad(ry + re) = 710 + Ta0.

Slika 4.6:

Prema teoremu 4.1, taj je vektor okomit na elipsu u tocki P, te raspolavlja
kut izmedu vektora 71 1 5. Buduci da za refleksiju valova znamo da upadni
kut mora biti jednak kutu odraza, to znaci da ce zraka svjetlosti s izvorom u

Fy proéi kroz Fy nakon odraza na elipsi.
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4.2 Vektorska polja

4.2.1 Definicija

Ako u svakoj tocki M = (x,y,2) € Q C R? imamo definiranu vektorsku velicinu
a(M) = P(z,y, 2)i+Q(z,y, 2)] + R(z,y, 2)k, onda je time zadano vektorsko
polje na €. Primjeri vektorskih polja su polje sila, polje brzina, polje fluida...
Vektorsko polje je zadano trima skalarnim funkcijama, P(z,y,z2), Q(z,y,2) i
R(z,y, z). Vektorsko polje je klase C*(Q2) ako su P, Q i R klase C*(Q).

Vektorsko polje vizualiziramo srelicama:

X

Slika 4.7: Vizualizacija vektorskog polja

Vektorsko polje je ravninsko ako je jednako u svim ravninama paralelnima nekoj

zadanoj ravnini i ako su svi vektori tog polja paralelni nekoj ravnini.

Primjer 4.9. Skicirajmo sljedeca vektorska polja:

— —

a=vyi—uxj a=xi+y)

¥ y

e N\ NS

S
/\\x

—_— M /

Slika 4.8: Primjeri vektorskih polja
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4.2.2 Vektorske krivulje

Vektorska krivulja (vektorska linija) vektorskog polja @ je krivulja kojoj u
svakoj tocki tangenta ima smjer vektorskog polja @ u toj tocki.

Slika 4.9: Vektorska krivulja

Ako je @ polje sila, vektorske krivulje se zovu silnice.

Ako je a polje brzina, njegove vektorske krivulje se zovu strujnice.

Primjer 4.10.

y
.
P

Slika 4.10: Vektorske krivulje nekih vektorskih polja

Napomena 4.1. Kako opisujemo/zadajemo krivulje u prostoru? Jedan na-
éin je parametarski, tako da se zadaju funkcije x(t), y(t) i z(t) koje opisuju
koordinate vrha radij-vektora tocke na krivulji: 7(t) = z(t)i + y(t)] + z(t)k.

O parametru t moZemo razmisljati kao o vremenu.
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@

(1)

Z y

Slika 4.11: Krivulja zadana parametrom

Drugi nacin je zadavanje krivulje kao presjeka dviju ploha:

901(1'7y72) = Cl
QOQ(x7ya Z) = CZ-

z 9,(x,).2)

p )
<

Slika 4.12: Krivulja zadana presjekom dvije plohe

y

dF dl’—,» @—) dZ—’

Tangenta na krivulju 7(t) = z(t)i+y(t)j+2(t)k dana je s il + e + Ek

Sada se cinjenica da je 7(t) vektorska krivulja polja a iskazuje preko paralel-
nosti @ i tangente na 7(t):

dx dy dz

P(r,y,z)  Qz,y,2) R(z,y,2)

Duva nezavisna rjesenja ovog sustava u presjeku nam daju traZenu krivulju.

Primjer 4.11. Nadimo vektorske krivulje polja a = i + yj'—i- 2k,

dy

Iz jednadzbi df =5 = g—j dobiwamo:

b _dy
Ty N y=_Cir
de  dz 2z = Cya?

r 22
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Dakle, vektorske krivulje su presjeci ravnina y = Cyx i parabolickih cilindara

2z = Cya’.

Slika 4.13:

4.2.3 Potencijalno polje

Vidjeli smo da je gradijent skalarnog polja vektorsko polje. No, ne moze se svako
vektorsko polje dobiti kao gradijent nekog skalarnog polja.

Definicija 4.3. Vektorsko polje @ je potencijalno ako postoji glatko (deri-
vabilno) skalarno polje u takvo da je gradu = d. Skalarno polje u se zove
potencijal vektorskog polja a. Nivo-plohe potencijala zovu se ekvipotenci-
jalne plohe.

Uvjet potencijalnosti @ = grad u ekvivalentan je uvjetima

ou ou ou

—:P(.T,y,Z), @_y:Q@,yaZ), %

g = R(x,y, 2).

Napomena 4.2. Cesto se u literaturi iz tehnickih razloga potencijal vektor-

skog polja @ definira uvjetom @ = — gradu. To je stvar dogovora.

Primjer 4.12. Odredimo ekvipotencijalne plohe potencijala vektorskog polja
i=—k.

Iz @ = grad u imamo % =0, g—Z =0, % =1, a odavde slijedi v = —z + C.
Vidimo da je potencijal odreden do na konstantu. Iz u = const dobijemo
2+ C = ', odnosno z = const kao jednadzbu ekvipotencijalne plohe. Primi-

jetimo da je gradijent okomit na ekvipotencijalne plohe.
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z=GC,
I z=C,
I z=C,

! L] /
— L
X

Slika 4.14:
Primjer 4.13. Da li je vektorsko polje @ =7 = zi + y] + 2k potencijalno?
Iz wjeta 2 S =T, g—;‘ =y, 8z = z dobivamo
x? 2 22 2+ y? 4 22 r?
U= SO+ S+ O+ S+ O =+ C =S +C

Dakle, potencijal od 7 jednak je % + C, ty. vrigedi ¥ = grad §

Primjer 4.14. Pokazimo da je svako vektorsko polje oblika d = f(r)7 poten-
cijalno.

Pretpostavimo da je f(r)r = grad o(r) za neku funkciju o(r), te pronadimo
takvu. Vrijedi grad o(r) = ¢'(r)gradr = ¢'(r)ry, pa je o' (r)ro = f(r)rip.
Odavde vidimo da mora biti ¢'(r) = f(r)r, pa je p(r) = [ f(r)rdr potencijal
polja f(r)r.

Napomena 4.3. Gradijent moZemo opisati simbolicki kao djelovanje vek-

torskog diferencijalnog operatora V na skalarno polje w:

V= ;% + ja—y + lzg = Hamiltonov operator nabla,
-0 -0 =0 S0u -0u  ~0u
=|li—+j=—+k=— =i— + k— = grad u.
Vu (18x+jay—|— 0z)u za +J8y 9 grad u

Operator V je simbolicki vektor s kojim moZemo ulaziti u skalarni i vektorski

produkt. To nam daje dvije nove operacije nad vektorskim poljima.
Cesto se susrecemo sa sljede¢im problemima:

(1) Je li zadano vektorsko polje potencijalno?

(2) Ako jest, sto mu je potencijal?

U nastavku ovog poglavlja ¢emo dati neke odgovore na gornja pitanja.
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4.2.4 Divergencija vektorskog polja

Definicija 4.4. Neka je @ = Pi+ Qj + Rk glatko vektorsko polje na Q! C R3.

Njegova diveregencija je skalarno polje div a definirano kao
oP 0Q OR
divi=—+ —+ —.
v ox * dy * 0z
Divergencija vektorskog polja je skalarno polje. Do sada smo upoznali dva dife-

rencijalna operatora:

grad : skalarno polje > vektorsko polje
div. : vektorsko polje + skalarno polje.

Divergenciju takoder mozemo simbolicki pisati kao

-0 -0 -0 - - -
diva =V -a, jer divad = (za +j8_y + k&) - (Pi+ Qj + RE).
Primjer 4.15. Izracunajmo divergenciju polja r = x4 y;—i— 2k
0 0 0
divir= — — —z=1+1+1=3.
v 8xx+8yy+8zz L
Primjer 4.16. Izracunajmo divergenciju polja @ = yi — xj
0 0
divd = — —z =0.
wva 8:1:y + aym

Teorem 4.5 (Svojstva divergencije). Vrijedi:

(a) divé =0, za konstantno vektorsko polje ¢,
(b) div(ad+ Bb) = adivd+ Bdivb, za kontante i 3 (linearnost ),

(¢) div(ud) = u divd + @ - grad u, za skalarno polje u.

Dokaz. Direktno iz svojstava parcijalnih derivacija. O]
Primjer 4.17. Odredimo divergenciju polja @ = o(r)ro = gp(r)z:
r
/ —
divai = 2D gy grad 20 = 320 | PO —0l)
r r r r —~—
3p(r) ()

.
= / ——:2_ ! .
. + ¢'(7) . +¢'(r)
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4.2.5 Rotacija vektorskog polja

Definicija 4.5. Neka je @ = Pi + Qj + Rk vektorsko polje klase C().

Rotacija polja a je vektorsko polje rot a definirano formulom

rotd = =V xa, t.

o Pl =
Q o <.
Ny Flo =

ot — (PR 0@z (0P OB\ (0Q 0P\ .
ora= oy 0z ! 9.  ox)’ ox Oy /)

Istaknimo poseban slu¢aj kada je @ dvodimenzionalno vektorsko polje; u tom

sluéaju je rotd = @ — 8_P k
e S \ox oy)

Primjer 4.18. Izracunajmo rotaciju vektorskog polja 7:

—

rot 7 = rot(ai + yj + 2k) =

8 Qo =y
N §’|® Sy
n Flo
Il
je)]

-

Primjer 4.19. Izracunajmo rotaciju vektorskog polja a = yz_"— xj:
rot(yi — zj) = (=1 — 1)k = —2k.

Definicija 4.6. Ako u nekom podrucju Q vrijedi rot@ = 0, onda kazemo da

je polje @ tamo bezvrtloZno.

Definicija 4.7. Vektorsko polje @ je solenoidalno ako postoji (dovoljno
glatko) vektorsko polje b takvo da je a = rot b.

Otkud nativ rotacija? Ako se tocka M rotira oko osi z, vektor njene kutne brzine

je & = wk. Linearna brzina ¥ je ¥ = & X ¥ = —ywi + zwj. lzraCunajmo rot ¥':
i 7k
S| o 9 8 | _o9,F—95
rotv =1 5 a5 5 | T 2wk = 2@.
—wy wzxr 0
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zZ
(|
M
w

N

y
X
Slika 4.15:

Teorem 4.6 (Svojstva rotacije). Vrijedi:
(a) rot ¢ =0, za konstantno vektorsko polje ¢,
(b) rot(ad + 8b) = arotd@+ Srotb, za kontante o i 3 (linearnost),
(¢) rot(ud) = urotd + (gradu) x @, za skalarno polje w.

Dokaz. Direktno iz svojstava parcijalnih derivacija. O]

4.2.6 Teorem o rastavu vektorskog polja

Teorem 4.7. Svako vektorsko polje klase C*(Q2) moZe se rastaviti na zbroj

potencijalnog 1 solenoidalnog vektorskog polja.

Teorem 4.8. Vektorsko polje @ klase C*(Q) je potencijalno ako i samo ako

je bezvrtlozno.

Dokaz. Dokazujemo samo jedan smjer. Neka je @ = grad u. Tada koristeci

Schwarzov teorem vidimo:

I
=x

rotd =

PPl =1
[Pl <
gl e =

Jy

]

Teorem 4.9. Vektorsko polje @ klase C*(2) je solenoidalno ako i samo ako

je diva = 0.
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Dokaz. Ponovo dokazujemo samo jedan smjer. Neka je polje @ solenoidalno,
tj. d = rot b. Tada je diva = div(rot l;) =V - (V xd) =0, gdje u zadnjoj

jednakosti opet koristimo Schwarzov teorem. ]
Solenoidalna polja vizualno predocavamo kao polja koja nemaju izvora ni ponora.

4.2.7 Diferencijalni operatori 2. reda. Laplacijan.

Diferencijalne operatore grad, div i rot mozemo u odredenim poretcima kompo-

nirati, ako su polja dovoljno glatka:

u(z,y, 2) i=Pi+Qj+Rk|da=Pi+Qj+ Rk
grad div rot
grad /]]/ grad diva /]]/
div || divgradu = Au /]]/ divrotd = 0
rot rot gradu =0 /]]/ rot rot @

Definicija 4.8. Neka je u skalarno polje klase C*(Q). Laplacijan od u je

je skalarno polje definirano formulom

0*u N 0*u N 0*u
ox?  Oy? 022

Au = divgradu =

Fizikalna interpretacija Au je odstupanje od srednje vrijednosti.

Definicija 4.9. Funkcija f: Q — R je harmonicka na €2, ako je Af =0
na €.

Harmonicke funkcije su znacajne u matematickoj fizici, termodinamici, mehanici

kontinuuma, itd.

Napomena 4.4. Laplacijan povezuje preostala dva diferencijalna operatora

2. reda 1z gornje tablice. Vrijedi formula:

Ad = grad diva — rot rot .
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Primjer 4.20. Izracunajmo Laplacijan skalarnog polja r:

1 1 1
Ar = divgradr =divry = div -7 = —divr+ 7 grad —
r r r
3 1 . 3 1 2
= -+ |7 |gradr 7= —-——=—.
r r? ) ~— ror or
&_/

r

1
Primjer 4.21. Izracunajmo Laplacijan skalarnog polja —:
r

1 1 1 1
A (—) = div grad (-) = div (——2F0) = div (——37_’))
T T T r

.. 1 3 3. .
= —T—3dlvr—|—r-grad 3 :—ﬁ+r—4ro~r

= 0.

Dakle, funkcija je harmonicka na R®\ {(0,0,0)}.

1
a2y + 22



Poglavlje 5

Krivuljni 1 plos$ni integrali

5.1 Zadavanje krivulje u ravnini i prostoru

Caka na krivulji zadaju kao funkcije neke veli¢ine na nekom intervalu. Tu veli¢inu
nazivamo parametrom. Korisno je o parametru razmisljati kao o vremenu, a
o funkcijama koje opisuju koordinate tocke na krivulji kao o koordinatama vrha

radij-vektora koji se mice i opisuje krivulju. Taj radij-vektor mozemo zapisati kao

7(t) = z(O)i +y(t)] + 2()k,  t € a,b].

(1) r

(1)
()

X

Slika 5.1: Krivulja zadana parametrom

Vektorska funkcija 7 : [a,b] — Xo(F) = R? je, u stvari, uredena trojka
funkcija (z(t),y(t), z(t)), pri cemu je x : [a,b] = R, y : [a,b] = R i z: [a,b] —
R.

123



124 POGLAVLJE 5. KRIVULJNI I PLOSNI INTEGRALI

Uredeni par ([a, b], ) nazivamo parametrizacijom krivulje I'.

Vektorska funkcija 7 je neprekidna ako i samo ako su neprekidne sve tri njene
komponente. Slicno, vektorska funkcija je diferencijabilna (derivabilna) (u nekoj
tocki ili na nekom intervalu) ako i samo ako su (u toj tocki ili na tom intervalu)

derivabilne njene komponente. Vrijedi

d_) - — —
L)+ (0] + £ (OF.

E =

Iz definicije derivacije znamo da je
ar . T(t+ At) —7(t)

= = — =
) = g = A, At ’

pa slijedi da je 7 (t) = ‘;—’; vektorska veli¢ina i da smjer 3—’; odreduje smjer tangente
na krivulju I' u tocki 7(t).

z
r
(1)
r(t+Ar)
y
X
Slika 5.2:

Zelimo li izbjeci neke "patoloske" slucajeve (kao to su neprekidna krivulja
koja nigdje nema tangentu ili krivulja koja popunjava cijelu ravninu ili prostor)
moramo nametnuti jo$ i dodatna ogranicenja na parametrizaciju ([a, b], 7).

Za krivulju I" kazemo da je jednostavna glatka krivulja ili Jordanov luk ako

su zadovoljeni sljede¢i uvjeti:

(J1) Funkcija 7: [a,b] — R3 je injekcija na [a, b];
(J2) Funkcija 7 je klase C[a, b];

(J3) #(t) # 0 na [a,b].

Krivulja I je zatvorena jednostavna glatka krivulja ili zatvoreni Jordanov luk

ako vrijede uvjeti (J2) i (J3), a uvjet (J1) zamijenimo s
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(J1') Funkcija 7 : [a,b] — R? je injekcija na [a,b] osim za a i b gdje imamo
(a) = 7(b).
Gornji uvjeti su nam vazni, jer eliminiraju samopresjeke, lomove i Siljke kod kri-
vulja.
Sve "razumne" (tj. fizikalno zanimljive) krivulje mogu se sloziti iz konacnog

broja Jordanovih lukova i zatvorenih Jordanovih lukova.

Za krivulju u ravnini dovoljne su dvije parametarske funkcije, z(t) i y(t).
Neke krivulje u ravnini mogu se zadati i kao grafovi glatkih funkcija u Kartezije-
vom ili polarnom sustavu, ali parametarski nacin je opcenitiji (x(t) =t, y(t) =

f@).

Primjer 5.1. x(t) = cost, y(t) =sint, te€[0,7]:

yA

\ x
Slika 5.3:
Primjer 5.2. x(t) = cost, y(t) =sint, t € [0,2n]:

yA

Slika 5.4:
Primjer 5.3. x(t) = cos(2t), y(t) = sin(2t), te€[0,7]:

Y

Slika 5.5:
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Iz gornjih primjera vidimo da parametrizacija krivulje nije jedinstvena.
Primjer 5.4. Dana je parametrizacija 7 : [0, 2] — R3, krivulje T s

x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, z(t) = C't.

\ —_—
X R7T
Slika 5.6: Krivulja I' — jedan zavoj helikoide

Sad nas zanima jednadzba tangente na I' u tocki F’(%) Tangenta prolazi
kroz tocku

s T s
(I(§)7y<§)’z(§))_(O’R7 2)
1 1ma vektor smjera
—vZ:/ZT‘ /E‘-’ /E_’:_T’ T
r(2) x(2)z+y(2)]+z(2)k Ri+ Ck.

Iz toga slijedi da jednadzba tangente u tock: F(g) u kanonskom obliku glasi

T _y—R_z—%

-R 0 C

t=
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5.2 Krivuljni integral 1. vrste

5.2.1 Motivacija i definicija

Promatramo (otvorenu) krivulju T" u ravnini s krajnjim tockama A i B. Oznaka:

v = AB. Neka je I zadana parametarskim jednadzbama

— ot
=o)Ly
y =(t)

y
B
r
A
X
Slika 5.7:

(To znadi da je parametrizacija od I' 7(t) : [to, t,] — R2, #(t) = @(t)i+1(t)].)
Neka su o, 1) glatke na [to,1]. Zelimo naci povrsinu cilindricke plohe koju

Cine izvodnice okomite nad ~ Cija je visina nad nekom tockom M € I' dana
funkcijom f(M) = f(x,y).

Slika 5.8:

Kad bi f bila konstanta na I, onda bi ta povrsina bila jednaka duljini krivulje v
pomnozenoj visinom. No sto ako f nije konstanta?
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Podijelimo krivulju I" tockama A = Ag, Ay, As, ..., A, = B nanlukova Aml.
U svakom od njih odaberemo tocku M, € AjAg.q.

y

Slika 5.9:

Pretpostavimo li da se f ne mijenja jako na Aml, velicina f(My)Aly ¢e dobro
aproksimirati doprinos komada iznad A Ay, ukupnom rezultatu. Ovdje je Al

duljina luka Aml. Zbrajanjem svih takvih doprinosa dobivamo

3
—

0

£
Il

To je integralna suma od f(M) po krivulji I'. Uzmimo sve finiju i finiju podjelu
od I' i promatramo ponasanje od o kad Al = max Al — 0. Ako taj limes postoji,

zovemo ga krivuljnim integralom 1. vrste od f po I' i oznacavamo s

[rana=[ s

r AB

Velicina dl zove se diferencijal luka.

Teorem 5.1. Ako je funkcija f(M) neprekidna na glatkoj krivulji T onda

njen krivuljni integral prve vrste po I' postoji.

5.2.2 Svojstva krivuljnog integrala 1. vrste

(1) Integral ne ovisi o smjeru kretanja po krivulji, tj.

/A/Efdl:/B/zfdl.
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(2) Linearnost:
Ako postoje krivuljni integrali 1. vrste funkcija f i g po I', onda postoji i
Jo(af + Bg) dl za bilo koje v, 3 € R i vrijedi

/F(af+ﬁg)dl:aéfdl+ﬁﬁgdz.

(3) Aditivnost po podrucju integracije:
Ako je C tocka na I' izmedu A i B, vrijedi

| fdi= | fdi+ | rd.
AB AC CB

(4) Monotonost:
Ako je f > 0 na I, onda je i /fdl > 0.
r

(5) Ako je f integrabilna po I', onda je i | f| integrabilna na " i vrijedi

‘/Ffdl‘g/rmdl.

(6) Teorem srednje vrijednosti:
Ako je funkcija f neprekidna na I', onda postoji barem jedna tocka M,, € T’
takva da je

/F (M) dl = f(M,,)L.

gdje je L duljina krivulje T'.

Sva gornja svojstva vrijede za krivulje I" i u ravnini i u prostoru.
Jedna od posljedica je i sljede¢i rezultat:

L:/dl.
r

To je ujedno i definicija duljine krivulje.

Duljina krivulje T" racuna se kao

Zanimljivo je napomenuti da neke "nestandarne" krivulje, kao na primjer Kochova

krivulja, uopée ne moraju imati duljinu.
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5.2.3 Racunanje krivuljnih integrala 1. vrste

Neka je glatka krivulja I' zadana parametrizacijom = = ¢(t), y = ¥(t) na
segmentu [tg, t;]. Funkcije i1 su klase C*([tg, t1]) i vrijedi (¢'(t))
0. (Svojstvo (J3)).

Za izraCunati integral /f(M) dl potreban nam je diferencijal luka, dI.
r

+

<
=
vV

y

Slika 5.10: Diferencijal luka

Sa slike vidimo da je
(Al)? ~ (Az)* + (Ay)*.
Zbog Ax = ¢/(t)At i Ay = ¢/(t)At sad dobivamo da je
(AD?* = (¢'(t)* + ¢/ (1)*) (A1)*.
Ako sad pustimo limes kad At — 0 dobijemo

dl = /(' ()* + (U (1))t

Dakle,

(M) dI = / ), B0 PO + (D)t

Ako je I' zadana kao y = g(x) na = € [a, b], gornja se formula svodi na

b
/F F(M) dl = / f (@ g(2)VIT (g (@))dz.

Parametarski oblik se izravno poopéava i na krivulju I" u prostoru. Ako je
' = AB zadana parametarski kao z = o(t), y = ¥(t), z = w(t) na [to,t1],
vrijedi

/F F(M) dl = / Fp(t), (1), w(®) TP + @ 0) + @ ()Pt

- f
AB
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Za slucaj krivulje T u ravnini zadane u polarnim koordinatama jednadzbom

p = p(p), vrijedi

/Ff(M) dl:/w flp(@)V/p* + (p')2de.

5.2.4 Primjene krivuljnog integrala 1. vrste

Duljina i masa krivulje

Duljina i masa krivulje u R? dane su formulama

L=£ﬂ=[\@%W+@@VHmmw,
mzlﬁm=[3@%@¢wmw+wwﬁ+w@ﬂw

Izbacivanjem z-koordinate dobijemo formule za duljinu i masu krivulje u R?.

Teziste (srediSte mase)

Koordinate tezista krivulje dobijemo na slican nacin kao koordinate tezista nekog

tijela mase:

M:ﬁMmZQMM@%mMWW+MMMW®Wt/J‘
_ Jpydm [ v@r(ey 2) V)7 + (v ()7 + (2/(0)dt s
L Jozdm Jia 2Oy 2) V@ OP + GO + COPd

fordm [ Ft)y(x,y, 2)dl [ Fdm
rr = = = .
m m Jrdm
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Y’

Slika 5.11:

Momenti inercije

Momenti inercije s obzirom na z, y i z os dani su sa

L= [0+ am= [ 007 + 00 ) VO T GOF + GO

to

= [ 2 dn = [+ 20w ) EOF T GOF T @R,

to

L= [ tydm = [ @le? + eV @OP + GOP T FOP:

to

| za krivuljne integrale vrijedi Steinerov teorem.

Primjer 5.5. Odredimo tezZiste (homogene) polukruznice polumjera R sa sre-
distem u ishodistu.

Slika 5.12:
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Zbog simetrije s obzirom na y-os, jasno je da je xp = 0. Masa polukruz-

nice iznosi m = vy L =~y Rm. Preostalo nam je jos za izracunati yr.

W LU ﬂy(t) TR R d

m

1 ™
= —7 R2/ sinty/ (cos'( (sin(t))?dt = —~ RQ/ sint dt
0 ¢ W)t =y 1|

2 R2 2~ R? 2
= T _ 2R

m  yRr 7w

Primjer 5.6. Odredimo moment inercije (homogene) kruznice polumjera R

oko promjera.

X

A,
NI

Slika 5.13:

2
I, = /xQdm = R37/ cos? tV sin?t + cos?t dt
r 0 N
1

m R?
2

2
= R27/ cos’tdt = R3n =
0

Primjer 5.7. Odredimo duljinu jednog namotaja helikoide c¢ija je parametri-

zacija dana s © = acost, y = asint, z = bt, t € [0, 27].

Slika 5.14:
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27 27
L:/ dl:/ \/a281n2t+a2cos2t+b2dt
0 0

27
= Va2 +b2dt = 2va? + b2r.

0
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5.3 Krivuljni integral 2. vrste

5.3.1 Orijentacija krivulje

Neka je krivulja I' = AB Jordanov luk. Orijentaciju od I' definiramo kao

pridruzivanje jednog od dvaju mogucih smjerova tangente u svakoj tocki od T'.

B

Slika 5.15: Izbor orijentacije krivulje

Postoji beskonacno mnogo orijentacija krivulje I'; no samo su dvije neprekidne:
jedna odgovara obilasku od A do B, druga od B do A. Samo nas te dvije
orijentacije zanimaju.

Orijentiranu krivulju oznacavamo s T ili 1@ Promjenu orijentacije oznaca-
vamo promjenom predznaka; npr. [ = 1@ ﬂ = —T.

Za zatvoreni Jordanov luk T kazemo da je pozitivno orijentiran ako je
smjer obilaska od I' suprotan smjeru kazaljke na satu. U suprotnom kazemo da
je r negativno orijentiran.

Slika 5.16: Pozitivna i negativna orijentacija

Zasto nam treba orijentacija? Za neke velic¢ine smjer kretanja po krivulji nije
bitan, npr. duljina i masa ne ovise o smjeru obilaska. Za neke druge velicine, kao
Sto je rad, smjer je bitan.
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5.3.2 Motivacija i definicija krivuljnog integrala 2. vrste

Formula za rad sile ' na putu s dana je s W = F - s. Smatramo da je sila
konstantna po iznosu i smjeru i da djeluje u smjeru puta koji je ravni segment.

Ako sila nije konstantna, rad racunamo preko integrala:
b
W = / F(x)dx.

Sto ako put nije ravan?
Treba nam poopcéenje integrala kojim ¢emo integrirajuci vektorsko polje po kri-
vulji dobiti skalar.

Promatramo podrucje D C R? u kojem je definirano vektorsko polje

—

F(M)=P(M)i+ Q(M)j.
Neka je krivulja [= A§ sadrzana u D.
- = -
Podijelimo I' na lukove AjAj; tockama A = Ay, Ay,..., A1, A, = B (ko-

ordinate tocke Ay su (xg,yx)). Sad u svakom ApAg.; uzmimo tocku My i
— —> —
zamijenimo F'(M) na AxAy41 vrijednoséu F'(My).

Slika 5.17:

n—1 n—1

Formiramo sumu

0

b
I
o
b
Il

gdje je Arp = 21 — Tk, AYr = Yrt1 — Y-
Oznacimo s Al najvecu od duljina lukova A, Ay, .
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Ako gornja suma ima konacan limes kad n — oo i Al — 0 koji ne ovisi
ni o subdiviziji Ay,..., A, ni o izboru M) € A, Ai.1, onda taj limes nazivamo

krivuljnim integralom 2. vrste od F' po I' i oznacavamo s

/fﬁﬁ.

Dakle,

n—1

[Fond = [ par+Qay= tm S (POK)AT +QU)AR],

Teorem 5.2. Ako su u podrucju D koje sadrzi krivulju f@ funkcije P 1 Q)

neprekidne, onda postoji krivuljni integral 2. vrste od F po AB.

Potpuno analogno definira se i krivuljni integral 2. vrste po krivulji [ uR3.

/ﬁﬁ:/ Pdw+Qdy+Rdz:/ Fdr
: v v

r

Slika 5.18:

5.3.3 Racunanje krivuljnih integrala 2. vrste

Neka je krivulja T' zadana parametrizacijom = = ¢(t), y = ¥(t), z = w(t),
t € [to,t1]. Tada je do = ¢'(t)dt, dy = ¢'(t) dt, dz = '(t) dt. Uvrstimo li to u

gornju formulu dobijemo:

/f Fnd = / CIP((t), (1), w(B) () + Qio(8), (8), () (1)
T R(p(t) (1), w(t)) ()] dt
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Primjer 5.8. [zracunajmo krivuljni integral 2. vrste vektorskog polja
F= —yz_"—k x}

po duzini 0—121 i po luku parabole y = x* od O do A.

Slika 5.19:

— =

Parametrizacija duzine OA =T'1 dana je s
r=t, y=t, dv=dy = dt,
pa je
~ 1
/ Fdi = [—yd:}c—i—xdy]:/(—tdt+tdt):0.

I r 0

S druge strane, parametrizacija od luka parabole, tj. krivulje I's dana je s

r=t, y=1t* dx=dt, dy=2tdt,

pa krivuljni integral 2. vrste racunamo kao

N 1 1 1
/Fd7: —ydw+xdy]:/(—tht+t-2tdt):/ t2dt = —.
I % 0 0 3

o

Primjer 5.9. Pokazimo da /_é T ﬁ ovist samo o kragnjim tockama krivulje
A
AB.

Neka je I = AB zadana parametrizacijom x = p(t), y = ¥(t), z = w(t),
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t € [to, t1]. Racunamo:

Vidimo da gornji integral ovisi samo o udaljenostima tocaka A i B od isho-

dista.

5.3.4 Svojstva krivuljnih integrala

(i) Ovisi o smjeru (orijentaciji):

/ﬁﬁﬁ:_/ﬂ;—gm7

(i) Linearnost:

¢ syd—a [ Pl [
/A_é(apwc;)d oz_B>Fd+B/A_B>Gd,

A
za bilo koje o, 5 € R.

(iii) Aditivnost po podrucju integracije:

/ﬁﬁﬁ:/mﬁﬁ+/o_éﬁﬁ,

za bilo koju tocku C' izmedu A i B.

5.3.5 Odnos krivuljnih integrala 1. i 2. vrste

Vrijedi sljedeca relacija:

/ﬁﬁ:/ﬁﬂ:/ﬁ-&u,
T r r
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gdje je t jedinicni vektor tangente. Dakle,

Fdl = [ (F-fdl.
E_d/ /F(Ff)dl

2. vrste 1. vrste

Promjena orijentacije krivulje I' manifestira se promjenom predznaka .

5.3.6 Greenova formula

Ako je krivulja T' zatvorena, onda krivuljni integral 2. vrste funkcije F' po I’

zovemo cirkulacija vektorskog polja F'. Oznaka je

]gﬁﬁ.

Teorem 5.3 (Greenova formula). Neka je D zatvoreno podrucje u ravnini

omedeno po dijelovima glatkom krivuljom L. Neka su P(x,y) i Q(z,y) ne-
oQ oP

prekidne na D 1 neka tamo imaju neprekidne parcijalne derivacije — i —

oxr Oy’
B oQ 0P

Gornji 1zraz zovemo Greenova formula.

Tada vrijedi

Uvjet da se rub od D, u oznaci 0D, sastoji od jednog komada zove se uvjet 1 -

povezanosti. Taj uvjet nije ispunjen za podrucje s "rupama".

L L
L=0D oD=L\UL,

Slika 5.20: Podrucje bez "rupa" i podrudje s "rupama"

Greenova formula vrijedi i u visestruko povezanim podrucjima, samo je dokaz
kompliciraniji. Integral po 0D je zbroj integrala po L1 i Lo, onda L i Ly spojimo
rezom po kojem integriramo dvaput, u suprotnim smjerovima, tako da se integrali

po rezu dokinu.
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&
@
L,

Slika 5.21:

Vazan specijalni slucaj Greenove formule daje nam moguénost racunanja po-
vrsine ravninskog lika pomocu krivuljnog integrala 2. vrste: Ako je lik D omeden
po dijelovima glatkom jednostavnom zatvorenom krivuljom L, onda je

S://1dxdy:17{(—ydx+xdy)zlf(xdy—ydx).
D 2JL 2JL

Primjer 5.10. Izracunajmo povrsinu elipse s poluosima a @ b.

N
N

a x

Slika 5.22:

Prvi nacin racunangja povrsine elipse je standardan.

2 2 b
$_2+?;_2:17 N a2y2:a2b2—b2x2 . y:—*/az—ﬂ,
a/ a/

pa povrsinu elipse dobijemo kao
a
b
P = 4/ —Va? — z?dzx.
0 @
Drugi nacin je da povrsinu napisemo kao

P://dxdy,
D

gdje skup D predstavlja danu elipsu.
Parametrizacija elipse dana je s x = acost, y = bsint, t € [0,2x], pa

koristeci Greenovu formulu dobivamo

1 1 2 1 2
P = —]{(xdy—yda:) = —/ (abcos® t + absin®t) dt = —ab/ dt = abr.
2JL 2 Jo 2 0



142 POGLAVLJE 5. KRIVULJNI I PLOSNI INTEGRALI

5.4 Plohe i na¢ini njihovog zadavanja

Slika 5.23: Otvorena i zatvorena ploha u R?

U ovom potpoglavju ne¢emo davati strogo formalnu definiciju plohe. Zanimat
¢e nas samo nacini zadavanja i opisivanja glatkih i po dijelovima glatkih ploha.

Glatka ploha je ona kod koje u svakoj tocki postoji tangencijalna ravnina.

5.4.1 Eksplicitno zadavanje plohe

Plohu eksplicitno zadajemo kao graf (glatke) funkcije na nekom podrucju D C
R? z = f(z,y), (z,y) € D C R%

Primjer 5.11. (a) z = 2* + 3, (z,y) € R?

X

Slika 5.24:

(b) z=—\/22 +y%, (z,y) € R?
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Slika 5.25:

Prednosti eksplicitnog zadavanja ploha su sazetost i 5to je sva informacija dana
u formuli. Nedostatci su problemi sa zadavanjem zatvorenih ploha (npr. sfera),
ploha s vise grana i nekih drugih slozenijih ploha.
Eksplicitni prikaz plohe nije uvijek moguc.

Da bi plohu eksplicitno zadali ne moramo uvijek z-koordinatu zadavati preko
druge dviju, nego mozemo x zadati preko y i z ili y preko x i z.
Tangencijalna ravnina u tocki Py dana je preko svog vektora normale

of - Of -

i(Po) = grad(z = f (2. y)) () = =5 (Fo)i = 5 -(Po)j + 3

5.4.2 Implicitno zadavanje plohe

Dana je formula koja povezuje koordinate toc¢aka na plohi, F'(x,y, z) = 0. Sma-
tramo da je funkcija ' : Q — R klase C*. Po teoremu o implicitnoj funkciji,
mora postojati barem jedna tocka (zg, yo, 20) koja zadovoljava F'(z,y,2) = 0 i

barem jedna od parcijalnih derivacija u (xo, 4o, z0) mora biti razli¢ita od nule. To

Ox oy 0z '

Primjer 5.12. Sfera polumjera R:

sazeto pisSemo

?+y*+ 2 =R
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Tangencijalna ravnina se zadaje kao

S (B = 20) + S (B = o) + S (AN = 20) =0,

a vektor normale u P je

. oF - OF - OF -
i(Py) = 6_x(PO)Z + a—y(Po)J + E(PO)]{:'

5.4.3 Parametarsko zadavanje ploha

Slicno je kao parametarsko zadavanje krivulje, samo sto nam trebaju dva para-

metra.

r(u,v)

Slika 5.26: Ploha zadana parametrima

7D — Xo(E), #(u,v)=a(u,v)i+y(uv)j+ z(u )k,
Y = {r(u,v); (u,v) € D}.
(D, ) je parametrizacija plohe X.

Za u = const, v = const gornja parametrizacija daje dvije familije krivulja.
Primjer 5.13. Parametrizacija sfere polumjera R.
x(¥, ) = Rsinf cos p

y(9,¢) = Rsinfsin ¢ D = [0,7] x [0, 27]
2(V, ) = Rcosb 0 ¢

—~
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z

2i% /i\ ;R >
T 9 xj ’

Slika 5.27: Parametrizacija sfere

Primjer 5.14. Neka je
7(t) = ucosvi + usinvj +bvk, D =][0,00) x R.
Tada parametrizacija (D,7) daje helikoidalnu plohu 3.

z

=< %

SN
vl

Slika 5.28:

Vektor normale se racuna kao vektorski produkt derivacija % X g—i,

- — —

. " i gk

A O O e o 0
ou Ou Ou

Oou  Ov 5 o0 o
ov  Ov  Ov

Nuzan uvjet glatkosti parametarski zadane plohe je

or or -

145
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5.5 Plosni integral 1. vrste

5.5.1 Motivacija i definicija

Neka je ploha X zadana kao podskup od © C R? na kojem je zadano skalarno
polje f : 2 — R. Takvo skalarno polje moze biti, recimo, gusto¢a mase. Kako

racunamo ukupnu masu plohe X7

(1) Prvo podijelimo ¥ na male komadice 31, o, ..., %, €ija je unija cijeli skup
Y. Neka je povrsina (tj. plostina) komadica 3, jednaka ASy.

(2) Odaberemo tocku Mj € 3 za svaki k i zamijenimo vrijednosti f(M) s
f(My) za sve M € Sy. Formiramo sumu

> F(My)AS.

k=1

To je integralna suma funkcije f po plohi ¥ koja odgovara subdiviziji
31,%0,...,%,. Za ocCekivati je da ¢e profinjavanjem subdivizije, tj. uzi-

manjem vise komada X tako da
AS = max AS;, — 0
za n — oo integralna suma sve bolje i bolje aproksimirati masu plohe X.

Ako integralna suma

> F(M)AS,
k=1

ima limes kad n — oo i AS — 0 koji ne ovisi ni o nacinu podjele plohe ¥ na
¥1,...,%,, nioizboru tocaka M, € ¥, onda se taj limes zove plosni integral

1. vrste funkcije f po X i oznacava s

/ /E F(M)dS.

Teorem 5.4. Neka je ¥ glatka ploha sadrZana v omedenom skupu  C R3
na kojem je definirano skalarno polje f. Ako je f meprekidno, onda postoji

plosni integral 1. vrste od f po plohi 3.
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5.5.2 Svojstva plosSnog integrala 1. vrste

(i) Linearnost:

Ako su f i g integrabilne po X, onda je i af + (g integrabilna po X,
Vo, B € R i vrijedi

/L&ﬁ+ﬁ@d§=a/lyd5+ﬂ/éﬁ¢9

(i) Aditivnost po podrucju integracije:
Ako je X = X1 UX5 i X1 N Xy je povrsine 0, onda je

/éﬁw:/zjw+/sz.

(iii) Ako je f > 0na X, ondaje//deZO.
2

(iv) Teorem srednje vrijednosti:

Ako je skalarno polje f neprekidno na plohi X, onda postoji barem jedna
tocka P, na X takva da je

Q/LﬂMmSzﬂ%%S

gdje je S povrsina plohe X
(Velicina ¢ [ [5, f(M)dS je srednja vrijednost funkcije f na X.)

(v) Povrsina (plostina) plohe 3 racuna se kao

[ [ as

5.5.3 Racunanje plosSnog integrala 1. vrste

Neka je X zadana kao graf glatke funkcije f na nekom D C R?, 2 = f(z,y).
Podijelimo, jednostavnosti radi, podrucje D u male pravokutnike i promatrajmo
komad plohe X iznad jednog takvog pravokutnika. Oznacimo taj komad sa ¥;;.
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Ako su Az; i Ay; dovoljno mali, pogre

komadom tangencijalne ravnine u P ¢e biti mala.

Vektor @ ima komponente Ax; i % u smjeru

Sliéno,

Sada je povrsina komada tangencijalne ravnine kojim zamjenjujemo %;; dana
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kao |@ x b|. Vektorski produkt @ x b racunamo kao

ixb=|As, 0 (P)As :( gf( )i — gf( \j +/%‘) Az:Ay;.
x Y
0 Ay F(P)Ay

Duljina ovog vektora iznosi

ssy= s (Leer) s (Lipy) s,

Kad pustimo Az; — 0, Ay; — 0, gornji izraz u limesu ide prema

B of £\’
dS_\/1+(8:B> +(8y) dzx dy.

Sad se integral skalarnog polja h(z,y, z) po 3 racuna kao

‘// M)dS = // xyfxyv/ (f)+(£)¢wy
_ / /D W,y f(x. )|z, )| do dy.

Ako je ploha Y} zadana parametarski, parametrizacijom (D, ), vektor normale je

9 x 9. To daje

// M)dsS = // uv),z(u,v))g—;:x—‘dudv

—,

Sjetimo li se da je |@ x b[2 = |@|2|b|2 — (@)? i uvedemo |i oznake
oF12  (0z\® [oy\® [0z\°
ou ou Ju ou
) ‘ 2 N dy 2 N 02 2
N v ov
_@_87“ 8x8x+8y8y+%%
Ou Ov Oudv  Oudv  Oudv’

mozemo duljinu normale pisati kao

|(uv|—)—x—‘—m

E =
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Konacno,

// M)dS = // u,v), 2(u, v))VEG — F2dudv.

Primjer 5.15. Izracunajmo povrsinu sfere polumgjera R.
Parametrizacija sfere dana je s
x = Rsinfcosp
y = Rsinfsinp 0el0,7], ¢€l0,2r), D=10,7]x[0,2m).
2z = Rcos6

Racunamo
A dy 2 02\ ?
E === - -~ — 2 2 2 2 2 202 2 .2
(86) + (89) + (86> R cos™  cos” ¢ + R cos” fsin” p + R*sin” 0

= R*cos®# + R*sin? 0 = R?,
2 2 2
G = 8_x + @ + % = R%*sin?#sin® ¢ + R?sin®f cos* ¢ = R*sin 6,
d¢ d¢ dp
——

0

@@_i_@y@ij@zaz
00 0p 000p 00 0p
——

0

F = = Rcosfcosy - Rsinf(—sinp)

+ Rcos@sing - Rsinfcosp = 0.

Sada je
VEG — F?2 = R?*sin ¥,

12 cega sligedi da je

us 2
://dS://\/EG—F2d9d<p:/ / R*sinf dy df
) D o Jo

zzﬁw/smew:4mm
0

5.5.4 Primjene plosnog integrala 1. vrste

Povrsina i masa plohe

J [ e f fane f [
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Koordinate tezista

FT:ffEde
ffzdm
S ywyds [ syvads [ [szvds

Tr = —FwF——, = =", 2= .
T fevast T [ fevast 7T [ JoydS

Momenti tromosti

IZ—//E(x2—|—y2)dm, [y—//z(x2+z2)dm, I,E—//E(yQ—l—zQ)dm.
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5.6 Plosni integral 2. vrste

5.6.1 Orijentacija i orijentabilnost plohe

Neka je ¥ glatka ploha. To znaci da u svakoj tocki postoji tangencijalna ravnina

i da se u svakoj tocki P na ¥ mogu postaviti dva jedini¢na vektora normale.

Slika 5.31:

Izborom jednog od tih dvaju vektora dobivamo orijentaciju plohe. To mozemo
napraviti na beskonacno mnogo nacina. Nas zanimaju oni kod kojih je takvo
polje normala neprekidno. Ako ploha ¥ dopusta takvu orijentaciju, kazemo da
je X orijentirana ploha.

Znamo da je svaka glatka krivulja orijentirana. Je li svaka glatka ploha orijenti-
rana?

cilindar
T T > dvostrana
L, —> Mébiusova vrpca
jednostrana

Slika 5.32: Orijentirana ploha i neorijentirana ploha

AN
7
A

Glatka ploha ne mora biti orijentirana, primjer jedne takve neorijentirane plohe
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je Mé&biusova vrpca.
Plohe mogu biti i zatvorene, a neorijentirane - primjer takve plohe je Kleinova

boca koja nastaje lijepljenjem pravokutnika.
U nastavku ¢emo promatrati samo glatke orijentirane plohe.

5.6.2 Motivacija i definicija

X

Slika 5.33: Polje brzina fluida

Promatramo polje brzina nekog fluida. To je vektorsko polje, . Neka je u
podrucju u kojem se giba fluid smjestena (orijentirana) ploha . Neka je polje
¢ stacionarno, tj. neka ¢’ ne ovisi o vremenu. Zanima nas tok fluida u jedinici
vremena kroz plohu Y. Za odrediti tok treba nam i masa fluida. Neka je ona

zadana (stacionarnim) skalarnim poljem p.

Slika 5.34:

Masa koja u jedinici vremena prode kroz mali (pravokutni) element plohe X

povrsine AS jednaka je gusto¢i pomnozenoj volumenom. Volumen koji prode
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dobijemo tako da AS pomaknemo u smjeru ¢(P). Taj volumen mozemo aprok-
simirati volumenom paralelepipeda povrsine osnovice AS i visine 7iy(P) - U(P).

Dakle, tok kroz element povrsine AS iznosi priblizno
Am = p(P)U(P) - 7ig(P)AS.

Za ocekivati je da ¢e profinjavanjem podjele plohe X na sve sitnije elemente i
zbrajanjem njihovih doprinosa aproksimacija teziti prema pravoj vrijednosti toka,
.

> p(P)b(P) - iig(P)AS, — T.

Time nam je motivirana sljedeca definicija.

Definicija 5.1. Neka je orijentirana ploha S sadriana u podrucju 0 C R3
na kojem je zadano vektorsko polje @ : Q — Xo(FE). Podijelimo > u komade
Y1, ..., By povrsina ASy, ..., AS,. Ako postoji limes integralnih suma

n

> " a(My)iio(My) ASy
k=1
zan — 0o, AS — 0, koji ne ovisi o podjeli ¥ na 1, . .., 3%, ni o izboru tocaka

My, € Y, onda taj limes nazivamo plodnt integral 2. vrste vektorskog polja

a po Y i oznacavamo s /[60%. Dakle,
5

n

/ /E a(yas = Oloigs_)OZc‘L’(Mk)ﬁo(M;)ASk.
d

Ako 7iy(M) premjestimo iz d_k)g u podintegralnu funkciju dobivamo vezu izmedu
plosnih integrala 1. i 2. vrste:

//i&(M)ﬁ_//E(ﬂM)'ﬁo(M))dS.

Iz gornje formule vidimo da promjena orijentacije plohe Y rezultira promjenom
predznaka vrijednosti plosnog integrala 2. vrste.

Svojstva plosnog integrala 2. vrste se pomo¢u gornje formule svode na svoj-
stva plosnog integrala 1. vrste. Dakle, vrijedi linearnost i aditivnost po podrucju

integracije. Sto je s teoremom srednje vrijednosti?
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5.6.3 Racunanje plosnih integrala 2. vrste

Vratimo se na vezu izmedu plosnog integrala 2. i 1. vrste:

//ad_é // 0)dS = // |n|dxdy

(Podrugje D C R? je ono nad kojim je zadana X ili na kojem je parametrizirana
3)

Kako je |7i|7lp = 7, konacno imamo

//acﬁ // ) dz dy.

Ako je ¥ zadana eksplicitno kao z = f(x,y), onda je 77 = grad(z — f(z,y)), pa

//acﬁ // Pz+Qg+Rk:)(—a—f —?]4—/{) dzx dy
[ (%% R deay

Ovo je formula za vektor normale 7i koji zatvara Siljasti kut s vektorom k, tj. koji

je

pokazuje prema "gore". Ako za 77 uzmemo vektor koji zatvara s k tupi kut, tj.
pokazuje prema "dolje", onda grad(f(z, y) — z) daje normalu i imamo

//acfs’ //( P—— g—£+R> dz dy.

Primjer 5.16. Neka je a = yzz’ + xzj + :UyE vektorsko polje, a S dio para-
boloida z = 1 — x® — y? iznad xy ravnine orijentirana normalom koja zatvara

siljast kut s k.

X

Slika 5.35:
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Tada je
il = grad(z — f(z,y)) = 221 + 2y + k,
a-n=2xyz+2zxyz 4+ zxy = xy(1 +4z).
Ako je ploha X Y zadana parametarski parametrizacijom (D,7), #(u,v) =
( )+( >+( )k’ d 07‘)(87“ T, 8FX8F
x(u,v)i+y(u,v)j+z(u,v)k, ondaje i = — ajed-n=d- | — X —
L0 =00 BP0 ou " v

dano kao mjeSoviti produkt vektora @, 2° i 9T,

f ot~ o (5 e

Primjer 5.17. Ploha 5 je komad sfere sa sredistem u ishodistu polumgjera
1 u prvom oktantu orijentirana normalom 7 koja zatvara Siljasti kut s k.

LIzracunagmo integral vektorskog polja @ = 7= 2+ yf%— 2k PO 5

Brﬁ
1

Slika 5.36:

z

1

} y

X

Parametrizacija dijela sfere u 1. oktantu dana je s

r(6, ) = sin  cos @i + sin O sin ] + cos Ok, 6 € [0, g], ¢ €0, g]

Sada je
or - - - or

— = cos # cos @i+ cos 0 sin pj —sin Ok, —— = —sinfsin i +sin  cos j,

00 Op
pa iz toga slijedi

sinfcosp sinfsing cosf

i (O X or 0 0'si in 0

a - - - — _

20 < 9, co§ cqs © c.os sing —sin
—sinfsing sinfcosyp 0

= cos f[sin 6 cos 6 cos® i + sin 0 cos 0 sin? @] + sin O[sin” § cos®  + sin® § sin® ¢]

= sinf cos® @ + sin® 6 = sin 6.
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Dakle,

//Fcﬁ:/Q/2sin9dg0d0:z/25m9d9:E.
5 o Jo 2 Jo 2

Je li ovaj rezultat ocekivan? Zasto?



158 POGLAVLJE 5. KRIVULJNI I PLOSNI INTEGRALI

5.7 Teorem o divergenciji i primjene

Slika 5.37:

Promatramo zatvoreno podrugje Q2 C IR3 &iji je rub orijentabilna (po dijelovima)
glatka ploha bez samopresjeka. Neka je 02 = ¥. Kako je X orijentabilna i glatka,
na X je zadano vektorsko polje jedinicnih vanjskih normala 77y. Promatramo
vektorsko polje @ : Q@ — Xo(E), a = Pi+ Qj + Rk. Neka je @ € CL(9).

Zanima nas tok polja d kroz .

Teorem 5.5 (Teorem o divergenciji; Green - Gauss - Ostrogradski). Neka
je vektorsko polje @ klase C' na nekom skupu koji sadrZi zatvoreno podru-
¢je 0 omedeno orijentabilnom po dijelovima glatkom plohom ¥ koja nema

samopresjeka. Tada je tok polja @ kroz ¥ dan formulom

]{j{&ﬁodé’:///div adxdydz.
) Q

(Vektorsko polje 1ig je polje jedinicnih vangskih normala na 33.)

Alternativni zapis je j{ﬁﬁcﬁ: ///div adrdydz.
5 Q

Primjer 5.18. Izracunajmo tok vektorskog polja a = 2w — (z— l)lg kroz rub

cilindra Q omedenog plohama x? +y*> =4, 2 =01iz = 1.

T:}[j{i(zm*—(z—1)%)%:///Qdiv(zxz—(z—nz%)dxdydz

:(diV&':2—1:1):///1dxdydz:V(Q):227r-1:47T.
Q
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Iz gornje formule mozemo izvesti formulu za racunanje volumena tijela Q

pomocu plosnog integrala 2. vrste po rubu od €2

:///1dxdydz:///divﬁd:cdydz.
Q Q

Treba naci vektorsko polje Cija je divergencija jednaka 1. Znamo da je div 7= 3,

. . <o lﬁ.
pa je prirodno uzeti @ = 37 Imamo

]{f{ 7S = jfjffﬁods

Usporedimo gornju formulu s formulom S(D) = 5% (xdy —ydx).

D
Iz teorema o divergenciji mozemo zakljuciti ponesto o fizikalnom smislu di-

?{]{&’ﬁodS:///div adxdydz
) Q

Lijeva strana je tok kroz ¥, razlika onoga sto je iz €2 izaslo i onoga 5to je u 2

vergencije.

uslo. Ako je ta razlika pozitivna, ona je morala nastati u €2, morala je doéi iz
izvora u €). Ako je razlika negativna, nesto je moralo nestati u §2, tj. u 2 mora
biti nekih ponora. Odatle slijedi da div @ mjeri gustocu izvora/ponora u tocki

podrucja €. To se moze i formalno izvesti promatrajuci limes omjera
74% argp dS
JJIE
V()
kad se V(£2) (volumen podrucja oko neke tocke M) sazima u samu tocku M

¢ 7{ 7o dS
aQ ‘

Ovo je invarijantna definicija divergencije, ne ovisi o koordinatnom sustavu.

(tj. volumen tezi u 0).

div a( = lim
QHM

Primjer 5.19. Odredimo tok vektorskog polja 7 kroz rub tijela omedenog

dyjelovima tangencijalnih ravnina na kuglu polumjera R,

= j{j{ T dS.
OB
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X

Slika 5.38: Tangencijalne ravnine na kuglu

Neka se rub tijela B sastoji od m komada, 3, ..., %,,. Onda je

T:Ja{j{ Mo dS = //FﬁdS:R //dS:RO,
B ’ 22:1: 2, ’ ; DN

gdje je O oplosje tijela B. Na primjer, tok polja 7 kroz kocku stranice 3 je

81, jer je O =6 -3 -3, R = 1.5. Primjenom teorema o divergenciji dobijemo

RO:///diVFdxdydz:SV,
B

pa imamo da je omgjer volumena i oploSja takvog tijela jednak %,

QI
v

Na primjeru gornje kocke imamo V = 27, O = b4, % = % = % . %

Vrijedi li nesto slicno za tangencijalne mnogokute u ravnini? Zasto? (Mnogokut
je tangencijalan ako mu se moze upisati kruznica. Ako mu se moze opisati

kruznica, onda je tetivni.)
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Slika 5.39: Tangencijalan mnogokut

5.7.1 Svojstva solenoidalnih polja

Prisjetimo se da je vektorsko polje @ solenoidalno ako i samo ako je diva = 0.

Pogledajmo ravninsko podruéje ¥ u podrucju kojim tece fluid sa solenoidal-
nim poljem brzina @. Rub podrucja X je zatvorena glatka krivulja T". Skup svih
vektorskih krivulja koje prolaze kroz I' zove se vektorska cijev. Podrucje ¥ je
presjek vektorske cijevi.

Slika 5.40:

Teorem 5.6. Tok solenoidalnog vektorskog polja @ kroz bilo koji presjek vek-

torske cijevi je isti.

// c?ﬁldS—// any dS
21 E2



162 POGLAVLJE 5. KRIVULJNI I PLOSNI INTEGRALI

Slika 5.41:

Teorem 5.7. Neka je L zatvorena glatka krivulja. Tok solenoidalnog vektor-

skog polja @ kroz bilo koju plohu ¥ ¢ija je granica L je isti.

L
Slika 5.42:

Teorem 5.8. Vektorske krivulje solenoidalnog vektorskog polja @ su ili za-

tvorene ili su im krajevi na rubovima podrucja u kojem je polje definirano.

5.7.2 Jednadzba kontinuiteta

Promatramo gibanje fluida gusto¢e p(z,y, z,t) € C*(€) u podrugju 2, bez
izvora i ponora. Neka je polje brzina fluida oznaceno s 7. Neka je 7 € C*(€,).

Promatramo podrucje €2 ¢iji je rub ploha 3. Masa fluida u 2 u trenutku ¢ je

m:///pdxdydz.
v

Masa koja u jedinici vremena izade iz € je

]{ }{ pitiio dS.
b
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— —
—) T

h2
'/"/'F’—»

Slika 5.43:

Ta masa mora biti jednaka promjeni mase u €2, a to je

dt /// (x,y,2,t)dedydz = — ///apxy,ztdxdydz.

Izjednacavanjem tih velic¢ina dobijemo jednadzbu

0 Lo .
—///a—fdxdydz:%%pv-nod& tj.
/// dmdydz%—?{]{pv fip dS = 0.

Po teoremu o divergenciji slijedi

///%dxdydz—l—///div(pﬁ)dxdydz:o, odnosno
Q
///{ + div ( pv)] drdydz = 0.

Kako to mora biti istina za svako podrucje €2, i kako je podintegralna funkcija
neprekidna, mora vrijediti

ap
E—i_le( ) 0.

Gornju jednadzbu nazivamo jednadzbom kontinuiteta.
Za nestlaciv (inkompresibilni) fluid (npr. voda) imamo p = const, pa je onda

% =0, div (pv) = p div .

Konacno, jednadzba kontinuiteta postaje
div v = 0.

To znadi da je polje brzina nestlacivog fluida solenoidalno (u podrucju bez izvora

i ponora), pa ima sva svojstva iz prijasnjeg odjeljka.
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5.8 Stokesov teorem i primjene

-

Prisjetimo se da je cirkulacija vektorskog polja @(M) = P(x, vy, 2)i+Q(x, v, z)j+
R(z,y, z)lg po zatvorenoj orijentiranoj krivulji L definirana kao

ﬁaﬁ_f(de+Qdy+Rdz).
L L

Primjer 5.20. Odredimo cirkulaciju vektorskog polja 7 po (pozitivno orijen-
tiranoj) jedinicnoj kruznici, ¥ = x1 + yJ.
Vrijeds
x(t) = cost, y(t) =sint, te€0,2n], dr= —sintdt, dy = costdt,

pa iz toga slijeds
2
ﬁfﬁ = / (cost(—sint) +sintcost)dt = 0.
L 0

Primjer 5.21. Odredimo cirkulaciju vektorskog polja d = —y;—l— x; po (po-

zitivno orijentiranoj) jedinicnoj kruznici L.

2m 2m
ﬁ&ﬁ:/ (—sint(—sint)+costcost)dt:/ dt = 2.
L 0 0

Promatramo glatku plohu X ¢iji je rub glatka zatvorena krivulja L. Kazemo da
su ploha X i njen rub L koherentno orijentirane ako je L pozitivno orijentirana

kad se gleda s vrha vanjske normale 77 na plohu X.

n

L

Slika 5.44:

Teorem 5.9 (Stokes). Cirkulacija vektorskog polja @ klase C? po orijentira-
noj zatvorenoj krivulyi L jednaka je toku rotacije od a@ po bilo kojoj plohi 5

cigi je L rub. (Ploha > njen rub su koherentno orijentirane.)

éaaﬁ://iromcﬁ;.
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Polje rot @ je solenoidalno, pa po teoremu 5.7 iz odjeljka 5.7 njegov tok ne ovisi
0.
Pomocu gornjeg teorema mozemo dati invarijantnu definiciju rotacije, tj.

definiciju neovisnu o koordinatnom sustavu.

1
rotad-ng= lim — j{ JJZ, projekcija na 7.
©)-Mm S J

Slika 5.45:

—

Ovdje je S povrsina plohe ¥ okomita na 77y u tocki M, a limes se gleda kad se

ploha 3 omedena i koherentno orijentirana s rubom L sazima u tocku M.
Rotacija vektorskog polja @ u tocki M je vektor Ciji je modul jednak najvecoj

(povrsinskoj) gustoéi cirkulacije u tocki M, a smjer mu je okomit na plohu na

kojoj se ta najveca gustoca cirkulacije postize.

Prisjetimo se da je fizikalno znacenje rotacije brzine (dvostruka) kutna brzina,

rot v = 24.

k
w | = —wa—k a:wj'.
Z

<y

I

&l

X

=L

I
8 O =
< O

Teorem 5.10. Krivuljni integral 2. vrste vektorskog polja a definiranog na
jednostruko povezanom podrucju £ po krivulji ﬁ ovist samo o krajngim toc-
kama te krivulje ako i samo ako je cirkulacija od @ po svakoj zatvorenoj

krivulyi LuQ jednaka nuli.

Integral polja @ ne ovisi o putu nego samo o pocetnoj i krajnjoj tocki ako i
samo ako je za svaku zatvorenu krivulju integral od @ po njoj jednak nuli. Taj

uvjet nije lako provjeriti. Stokesov teorem nam daje efikasan nacin provjere.
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L,

Slika 5.46:

Teorem 5.11. Krivuljni integral 2. vrste vektorskog polja @ ne ovisi o putu
integracije ako i samo ako je polje a@ bezvrtlozno.
(Ovdje smatramo da je polje @ glatko koliko treba i da je podrucje u kojem

turdngja vrijedi jednostruko povezano.)

Teorem 5.12. Krivulyni integral 2. vrste vektorskog polja @ ne ovisi o putu
integracije ako © samo ako je polje @ potencijalno. Vrijednost krivuljnog inte-
grala po krivulji zﬁ jednaka je razlici potencijala polja @ u krajnjoj i pocetnoj
tockr puta,

/A_é G dl = u(B) — u(A).

Ovdje je u(M) potencijal polja a(M).

Primjer 5.22.

jer je 7= — grad §

Racunanje potencijala u Kartezijevim koordinatama

Neka nam je zadano potencijalno vektorsko polje @. Njegov potencijal u(x,y, 2)
u nekoj tocki M(x,y, z) ratunamo po formuli

M M
u(M)—/ gdl = [ (Pde+Qdy+ Rdz).

Mo Mo
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M(x,y,z)
dz

Y Meyz)
X2,
dx y
X M, o(xofyo;z 0)

Slika 5.47:

Kako gornji integral ne ovisi o krivulji, izaberemo si put koji se sastoji od tri

segmenta na kojima se mijenja samo po jedna koordinata:

M M M- M
u(M):/ idi— [ ad+ | ad+ [ ad

My Mo My Mo

x y z
:/ P(xva)ZO)dx+/ Q(%%Zo) dy+/ R(x,y,z)dz.
Zo Yo

20

Izbor pocetne tocke M nije bitan, promjena M rezultira samo promjenom kons-
tante.

—

Primjer 5.23. Pokazimo da je polje @ = (y + 2)i + (2 + x)j + (z + y)k

potencijalno i nadimo njegov potencijal u(z,y, z).

) J k
7 — 9 9 9 -0
rot a = o oy B =0

y+z z+x x+y

Odaberemo My = (0,0,0). Tada je

x y z
u(a:,y,z):/ Od:c—i—/ (:c—irO)dy—l—/ (z+y)dz=ay+r2+yz+C.
0 0 0
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5.9 Formule Newton - Leibnizovog tipa

Osnovni teorem integralnog racuna je

b
/ f(x)dx = F(b) - F(a),

gdje je F'(x) primitivna funkcija od f(z), tj. F' = f.

/ F(x)dz = F(b) — Fla).

Ova formula ima istu strukturu kao i formule iz Green - Gauss - Ostrogradski
teorema, Stokesovog teorema i Greenove formule. S jedne strane je integral po
podrucju, s druge strane integral po rubu. U integralu po podruju funkcija (po-
lje) se nalazi pod djelovanjem diferencijalnog operatora. U Newton - Leibnizovoj
formuli taj operator je obicna derivacija. U integralima po rubu pojavljuje se
normala. U Newton - Leibnizovoj formuli rub se sastoji od dviju tocaka, (a,0) i
(b,0), a "normala" je predznak, u lijevom rubu negativan, a u desnom pozitivan.
"Integral po rubu" se svodi na zbroj dviju vrijednosti primitivne funkcije.
Postoje i druge formule istog tipa:

///gradapdasdydz:]{]{apﬁocﬁ;
Q )

///rot&dxdydz:%]{ﬁox&’ds;

Q
///Agodxdydz:j{% ago ds;
8710
///Af gdxdydz-ffa_,gdS ///Vngdmdydz
n



