
Poglavlje 1

Obi£ne diferencijalne jednadºbe

1.1 Primjeri diferencijalnih jednadºbi

Primjer 1.1 (Kosi hitac). Tijelo mase m ba£eno je u vis po£etnom brzinom
v0 pod kutem α u polju sile teºe. Odredite trajektoriju gibanja tijela. Prema
drugom Newtonovom zakonu znamo da je

F⃗ = (Fx, Fy) = ma⃗(t) = m
d2s⃗

dt2
(t) = m

(
d2x

dt2
(t),

d2y

dt2
(t)

)
.

Po£etni uvjeti nam daju

x(0) = y(0) = 0

dx

dt
(0) = v0 cosα

dy

dt
(0) = v0 sinα.

Dakle, iz Fx = 0 i Fy = −mg (uz gornje po£etne uvjete), dobivamo

x(t) = (v0 cosα)t

y(t) = −g
2
t2 + (v0 sinα)t,

odnosno
y(x) = − g

v20 cos
2 α

x2 + (tgα)x.

Uo£imo, za y = 0 rje²enja gornje jednadºbe su x1 = 0 (koje nije posebno
zanimljivo) i x2 = (v20/g) sin 2α iz kojeg zaklju£ujemo da se maksimalni domet
postiºe za α = π/4.
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Primjer 1.2 (Produljenje £eli£ne ²ipke pod vlastitom teºinom). �eli£na
²ipka duljine L u£vr²¢ena je na gornjem kraju i visi u ravnoteºnom polo-
ºaju pod utjecajem svoje teºine. Odredite produljenje ²ipke, ako je speci�£na
gusto¢a £elika γ. Napetost T ²ipke ovisi o duljini komada ispod to£ke u ko-
joj gledamo i jednaka je teºini tog komada. Stavimo ishodi²te koordinatnog
sustava u to£ku u£vr²¢enja i uzmimo pozitivni smjer osi x duº ²ipke prema
dolje. Element (mali komadi¢) ²ipke duljine dx na udaljenosti x od to£ke
u£vr²¢enja trpi napetost T koju moºemo na¢i iz omjera T/G = (L − x)/L,
gdje je G teºina cijele ²ipke. Dakle,

T =
G

L
(L− x). (1.1)

Produljenje ∆L ²ipke (u metrima) pod utjecajem sile T je ∆L = kLT/S, gdje
je k koe�cijent produljenja, a S povr²ina popre£nom presjeka. Za rastezanje
elementa dx imamo dL = (kT/S)dx. Uvr²tavaju¢i T iz (1.1) dobivamo

dL =
kG

LS
(L− x)dx.

Znamo da je G = γLS pa imamo

dL = kγ(L− x)dx,

ili

L′(x) = kγ(L− x).

Integriraju¢i gornji izraz, tj. ra£unaju¢i
∫ L
0
kγ(L− x)dx dobivamo kγL2/2.

Primjer 1.3 (Oblik lanca koji drºi kolnik lan£anog mosta). Odredite oblik
krivulje koju poprima lanac lan£anog mosta. Masu lanca smatramo malom
prema masi kolnika. Komad lanca ÂB je u ravnoteºi pod utjecajem triju sila:
horizontalne napetosti

−→
H u to£ki A, napetosti

−→
T u smjeru lanca (tangente

na lanac) u to£ki B i teºine dijela mosta ispod luka ÂB (masu lanca zane-
marujemo). Teºina tog komada je proporcionalna udaljenosti x, jednaka je
kx. Prema osnovnim jednadºbama statike, zborj projekcija svih sila na x i
na y os mora biti jednaka nuli. Za vertikalne sile dobivamo

|T⃗ | sinφ = −kx, (1.2)
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a za horizontalne

|T⃗ | cosφ = −|H⃗|. (1.3)

Dijeljenjem jednadºbe (1.2) jednadºbom (1.3) dobivamo

tgφ =
k

|H⃗|
x.

No tgφ = y′(x) = dy
dx
, pa imamo

y′(x) =
k

|H⃗|
x.

Integracijom gornje jednadºbe dobivamo

y(x) =
k

2|H⃗|
x2 + y(0).

1.2 Osnovni pojmovi i primjeri

Obi£na diferencijalna jednadºba je jednadºba oblika

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0 (1.4)

koja povezuje nezavisnu varijablu x, nepoznatu funkciju y(x) i njene derivacija

y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x). Ovdje F ozna£ava poznatu funkciju vi²e varijabli. Red

diferencijalne jednadºbe je red najvi²e derivacije koja se u njoj pojavljuje. Kod

obi£ne diferencijalne jednadºbe traºimo nepoznatu funkciju jedne varijable y(x).

Diferencijalne jednadºbe u kojima se pojavljuju nepoznate funkcije vi²e varijabli

zovemo parcijalne diferencijalne jednadºbe. Najjednostavnija obi£na dife-

rencijalna jednadºba je jednadºba oblika

y′ = f(x), (1.5)

gdje je f poznata funkcija, neprekidna na nekom intervalu [a, b]. Ako je F

primitivna funkcija od f , onda svaka funkcija oblika y(x) = F (x) + C, C ∈
R, zadovoljava jednadºbu (1.5). Iz toga vidimo da uvjet (1.5) ne odreduje

jedinstveno nepoznatu funkciju y(x).
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Primjer 1.4. Jednadºba y′ = y3 + 2x je primjer obi£ne diferencijalne jed-
nadºbe 1. reda, dok je y′′ + 2y′ + y = sinx primjer obi£ne diferencijalne
jednadºbe 2. reda.

De�nicija 1.1. Rje²enje obi£ne diferencijalne jednadºbe n-tog reda na in-
tervalu (a, b) je svaka funkcija y = φ(x) koja na tom intervalu ima sve deri-
vacije do uklju£ivo n-tog reda i £ije uvr²tavanje u jednadºbu pretvara istu u
identitet na (a, b). Graf rje²enja diferencijalne jednadºbe zove se integralna
krivulja te jednadºbe.

Primjer 1.5. Funkcija y(x) = sinx je rje²enje diferencijalne jednadºbe 2.
reda y′′ + y = 0 na R.

Obi£ne diferencijalne jednadºbe su vrlo bitne jer se mnogi problemi iz prirod-

nih i dru²tvenih znanosti modeliraju pomo¢u njih. Pogledajmo par primjera:

Primjer 1.6. Odredimo krivulju £ija tangenta u svakoj to£ki ima nagib (to
jest koe�cijant smjera) jednak ordinati te to£ke. Neka je y = y(x) jednadºba
traºene krivulje. Iz zadatka vidimo da mora vrijediti uvjet y′(x) = y(x).
Rje²enje te diferencijalne jednadºbe je y(x) = ex. Takoder, funkcija y(x) = 0

je rje²enje. Ova dva rje²enja su sadrºana u rje²enju y(x) = Cex, gdje je
C ∈ R proizvoljna konstanta.

Primjer 1.7 (Pravocrtno gibanje). Odredimo zakon gibanja materijalne to£ke
koja se pravocrtno giba s konstantnim ubrzanjem a. Traºimo formulu za
prijedeni put oblika s = s(t), gdje je t vrijeme. Jednadºba koju trebamo rje-
²iti je s′′ = a i to je obi£na diferencijalna jednadºba 2. reda. Integriranjem
dobivamo s′ = at+C1 i s(t) = 1

2
at2 +C1t+C2. Konstante C1 i C2 odreduju

se iz po£etnih uvjeta s(t0) = s0 i s′(t0) = v0. Uvr²tavanjem tih vrijednosti u
formulu za rje²enje dobivamo C1 = v0 − at0 i C2 = s0 − v0t0 + (a/2)t20. Sada
vratimo C1 i C2 u formulu za rje²enje i imamo rje²enje

s(t) = s0 + v0(t− t0) +
a

2
(t− t0)

2.

Promatramo obi£nu diferencijalnu jednadºbu F (x, y, y′) = 0. Za dvije dife-

rencijalne jednadºbe F1(x, y, y
′) = 0 i F2(x, y, y

′) = 0 kaºemo da su ekviva-

lentne na intervalu (a, b) ako je svako rje²enje jedne na (a, b) ujedno i rje²enje
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druge jednadºbe i obratno. Kod rada s diferencijalnim jednadºbama moramo

paziti da su transformirane jednadºbe ekvivalentne polaznima. Obi£ne diferen-

cijalne jednadºbe mogu imati nijedno (y′2 + 1 = 0) i vi²e rje²enja (y′ = 0).

Vidjeti ¢emo kasnije da, u principu, ako diferencijalna jednadºba ima jedno rje²e-

nje, onda ona ima i beskona£no mnogo rje²enja. Jedinstvenost rje²enja proizlazi

iz tzv. po£etnih uvjeta (po£etni/nulti poloºaj, po£etna brzina,...), kao ²to smo

vidjeli u nekim prija²njim primjerima. Ugrubo govore¢i, za jedinstvenost rje²enja

diferencijalne jednadºbe n-tog reda trebamo imati n po£etnih uvjeta. Medutim,

to nije svaki put dovoljno: jednadºba y′ = 2x uz po£etnim uvjet y(0) = 0 ima

jedinstveno rje²enje y(x) = x2, a jednadºba xy′ = y uz po£etni uvjet y(0) = 0

ima beskona£no mnogo rje²enja y(x) = Cx, C ∈ R.
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1.3 Rje²enje Cauchyjevog problema za jednadºbu

1. reda

Promatramo obi£nu diferencijalnu jednadºbu

y′ = f(x, y) (1.6)

uz po£etni uvjet y(x0) = y0. Ovaj problem se naziva Cauchyjev problem.

Teorem 1.1. Ako postoje intervali (a, b) i (c, d) redom oko to£aka x0 i y0,
t.d. je

(i) f(x, y) neprekidna na Ω := (a, b)× (c, d)

(ii) ∂f
∂y
(x, y) ograni£ena na Ω,

onda postoji h > 0 t.d. na intervalu (x0 − h, x0 + h) Cauchyev problem (1.6)

ima jedinstveno rje²enje.

y

x

Ω
D

x

y = ϕ(  )x

00 0x   +hx   −h0

Slika 1.1:

Geometrijski, Teorem 1.1 kaºe da uz odredene uvjete na f(x, y) kroz to£ku

(x0, y0) prolazi samo jedna integralna krivulja jednadºbe (1.6). �to zna£e ti

uvjeti? Neprekidnost funkcije f(x, y) de�nira se sli£no kao i za funkcije jedne va-

rijable � male promjene u argumentima rezultiraju malim promjenama vrijednosti

funkcije. Prvi uvjet povla£i postojanje rje²enja (rje²avanje obi£nih diferencijal-

nih jednadºbi je poo¢enje integriranja, a sjetimo se da smo integral de�nirali za

neprekidne funkcije). Drugi uvjet, ograni£enost od ∂f
∂y
(x, y), daje nam jedins-

tvenost rje²enja. Veli£ina ∂f
∂y
(x, y) mjeri brzinu promjene vrijednosti f(x, y) u

smjeru y kad je x konstantan. Kada taj drugi uvjet izostavimo, dolazimo do

slabijeg rezultata.
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Teorem 1.2. Ako je funkcija f(x, y) neprekidna na Ω, onda jednadºba (1.6)

ima barem jedno rje²enje y = φ(x) na nekom intervalu oko x0, koje za x = x0

poprima vrijednost y0.

Op¢e rje²enje jednadºbe y′ = f(x, y) na nekoj okolini Ω = (a, b) × (c, d)

gdje postoji jedinstveno rje²enje Cauchyjevog problema je jednoparametarska fa-

milija funkcija y = φ(x,C) ovisna o x i dopustivoj konstanti C, takva da

(i) za svaki izbor dopustive konstante C funkcija y = φ(x,C) je rje²enje od

y′ = f(x, y), odnosno

φ′(x,C) = f(x, φ(x,C)), x ∈ (x0 − h, x0 + h),

za neki h > 0

(ii) za bilo koji po£etni uvjet y(x0) = y0 takav da je (x0, y0) ∈ Ω, moºemo

na¢i C0 takav da rje²enje y = φ(x,C0) zadovoljava po£etni uvjet.

Partikularno rje²enje obi£ne diferencijalne jednadºbe je rje²enje dobiveno iz

op¢eg rje²enja izborom odredene vrijednosti parametra C (uklju£ivo moºda i

±∞). Op¢e rje²enje moºemo gledati kao skup svih partikularnih rje²enja. �esto

do op¢eg rje²enja dolazimo u obliku komplicirane formule koja povezuje x, y i

C, Φ(x, y, C) = 0. Takvu formulu nazivamo op¢i integral jednadºbe y′ =

f(x, y). Partikularni integral je ono ²to dobijemo izborom konkretne vrijednosti

parametra C, Φ(x, y) = 0. Rje²enje y = φ(x) jednadºbe y′ = f(x, y) je

singularno ako nije sadrºano u op¢em rje²enju.

Primjer 1.8. Op¢e rje²enje jednadºbe y′2 − xy′ + y′ = 0 je dano s y(x) =

Cx− C2, C ∈ R, a singularno y(x) = x2/4.

Kod singularnog rje²enja uvjet jedinstvenosti je naru²en u svakoj njegovoj

to£ki, to jest ako kroz svaku to£ku integralne krivulje prolazi neka druga inte-

gralna krivulja.

Primjer 1.9. Op¢e rje²enje jednadºbe y′ =
√

1− y2 je y(x) = sin(x + C),

C ∈ R, a singularna y(x) = ±1. Takoder, kandidati za singularna rje²enja
su krivulje na kojima je ∂f

∂y
(x, y) beskona£no. Singularne integralne krivulje

su ovojnice familije integralnih krivulja. Kako je

∂f

∂y
(x, y) = − y√

1− y2
,
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ponovno imamo y(x) = ±1.

x

y

0

Slika 1.2: Integralne krivulje

Ako rje²enje obuhva¢a sva rje²enja, onda ga nazivamo potpunim.

Primjer 1.10. Potuno rje²enje jednadºbe y′ = y je y(x) = Cex, C ∈ R.
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1.4 Jednadºbe rje²ive u kvadraturama

Obi£na diferencijalna jednadºba je rje²iva u kvadraturama ako se njeno op¢e

rje²enje moºe dobiti kao rezultat kona£nog niza elementarnih operacija nad poz-

natim funkcijama i integriranja tih funkcija. Nisu sve obi£ne diferencijalne jed-

nadºbe rje²ive u kvadraturama. Na primjer, jednadºba nelineariziranog matema-

ti£kog njihala, koja je dana u Primjeru 1.29, nije. To nije iznenaduju¢e, vidjeli

smo to kod integrala.

1.4.1 Jednadºbe sa separiranim varijablama

Promatramo jednadºbe oblika y′ = f2(x)/f1(y). Moºemo ih, pi²u¢i y′ = dy
dx
,

svesti na oblik

f1(y)dy = f2(x)dx. (1.7)

Smatramo da su f1(x) i f2(x) poznate i neprekidne funkcije svojih argumenata.

Integriraju¢i svaku stranu jednadºbe (1.7) zasebno dobijemo jednadºbu koju mora

zadovoljavati svako rje²enje jednadºbe (1.7):∫
f1(y)dy =

∫
f2(x)dx+ C, C ∈ R. (1.8)

Primjer 1.11. Dana je jednadºba (1 + y2)xdx = (1 + x2)ydy. Kako je (1 +

x2)(1 + y2) ̸= 0, dijeljenjem jednadºbe tim izrazom dolazimo do ekvivalentne
jednadºbe

xdx

1 + x2
=

ydy

1 + y2
.

Integriranjem dobivamo

ln(1 + y2) = ln(1 + x2) + C,

odnosno
1 + y2

1 + x2
= eC , C ∈ R.

Moramo biti oprezni kod transformacija koje uklju£uju mnoºenje i dijeljenje.

Primjer 1.12. Imamo jednadºbu y′ = f(ax + by + c). Zamjenom z =

ax + by + c gornja jednadºba postaje jednadºba sa separiranim varijablama
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z′ = a+ by′ = a+ bf(z), koja vodi na

dz

a+ bf(z)
= dx.

Ako uzmemo a = b = 1, c = 0, odnosno gledamo jednadºbu y′ = (x + y)2,
imamo zamjenu z = x+ y, pa jednadºba postaje z′ = 1+ y′ = 1+ z2 ²to vodi
na dz/(1+z2) = dx. Integriranjem dolazimo do arctg z = x+C odnosno z =
tg(x+C), a vra¢anjem supstitucije dolazimo do rje²enja y = tg(x+C)− x,
C ∈ R.

Primjer 1.13. Rije²imo jednadºbu y′ = ky, gdje je k neka konstanta. Me-
todom separacije varijabli kao rje²enje dobivamo y = Cekx, C ∈ R. Ako
imamo po£etni uvjet y(0) = y0, tada imamo rje²enje y = y0e

kx. Ako pak
imamo po£etni uvjet y(x0) = y0, odnosno y0 = Cekx0, tada moºemo izra£u-
nati C = y0e

−kx0 i imamo rje²enje y = y0e
k(x−x0).

Primjer 1.13 opisuje najjednostavniji model populacijske dinamike (za k > 0).

Ista jednadºba opisuje i, recimo, umnoºavanje neutrona pri lan£anoj reakciji (za

k > 0) i radioaktivni raspad (za k < 0). Taj model podrazumijeva da su

resursi potrebni za rast populacije neograni£eni i da nema umiranja. Uzmemo li

k = m−n, pri £emu jem stopa radanja, a n stopa smrtnosti (relativna), moºemo

realisti£nije modelirati populacijsku dinamiku. Realisti£niji model se dobiva kad

se vodi ra£una o ograni£enosti resursa. To se opisuje formulama

m = b1 − b2y, n = b3 + b4y ; bi > 0, i = 1, . . . , 4.

Dakle, stopa radanja pada proporcionalno napu£enosti, a stopa smrtnosti raste.

Odavde je

k = m− n

= b1 − b3 − (b2 + b4)y

= (b2 + b4)(
b1 − b3
b2 + b4

− y)

= α(A− y).

Sad je diferencijalna jednadºba oblika

y′ = α(A− y)y = αA
(
1− y

A

)
y,
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iz koje moºemo zaklju£iti da kada je y(x) malo, y(x) eksponencijalno raste s

koe�cijentom αA. Takva se jednadºba zove logisti£ka jednadºba. Opisuje

²irenje zaraze, glasina i druge pojave u biologiji i dru²tvu. Separacijom varijabli

dobivamo

y =
ACeAαx

1 + CeAαx
.

Uz po£etni uvjet y(0) = y0 imamo

y(x) =
A

1 + ( A
y0

− 1)e−Aαx
.

Za α > 0 i A > 0 imamo limx→∞ y(x) = A. Broj A je kapacitet (grani£ni)

stani²ta.

Primjer 1.14 (Prigu²enje svjetla u staklenoj plo£i). Kako se mijenja inten-
zitet svjetlosti poslije prolaza kroz staklenu plo£u debljine x mm ako se pri
prolazu kroz plo£u debljine 2.5mm smanji sa 100 jedinica na 30? Intenzitet
svjetlosti na dubini x u staklenoj plo£i ozna£imo s I(x). Promatramo kako
se ta veli£ina mijenja ako se veli£ina x pove¢a za ∆x. Pretpostavljamo da se
intenzitet smanjuje proporcionalno prijedenom putu.

dI = −kIdx.

Ovdje je k koe�cijent proporcionalnosti a znak minus kaºe da se intenzitet
smanjuje s debljinom plo£e. Metodom separacije varijabli dobivamo

I(x) = Ce−kx, C ∈ R.

Kona£no, iz I(0) = 100 i I(2.5) = 30 dobivamo

I(x) = 100e−0.481x.

Primjer 1.15 (Razina podzemnih voda). Odredimo krivulju koja predstav-
lja razinu podzemnih voda u blizini kruºnog bunara koji ide do nepropusnog
sloja. Na slici je prikazan bunar uz sljde¢e oznake: AB je povr²ina zemlje,
CD je razina podzemnih voda, EF je nepropusni sloj, r je promjer bunara,
GH je razina vode u bunaru i h je visina vode u bunaru. Treba nam oblik
(jednadºba) krivulje ĤD. Polazimo od empirijskog pravila pa kojem je brzina



12 POGLAVLJE 1. OBI�NE DIFERENCIJALNE JEDNAD�BE

vode (horizontalna komponenta te brzine v) u to£ki P proporcionalna nagibu
tangente u to£ki na povr²ini M ′ iznad to£ke P .

v = k
dy

dx
.

Kroz bo£nu povr²inu cilindra NN ′M ′M radijalno protje£e koli£ina vode

Q = 2πxyv = 2πkxy
dy

dx
, (1.9)

koja je za cijeli cilindar polumjera x jednaka rashodu vode iz zdenca. Inte-
griranjem (1.9) dobivamo (poslije separacije varijabli)

lnx =
πk

Q
y2(x) + C, C ∈ R

Sada, iz uvjeta y(r) = h, imamo

C = ln r − πk

Q
h2.

Kona£no,

y(x) =

√
Q

πk
ln
x

r
+ h2.

Primjer 1.16 (Istjecanje vode iz koni£ne posude). Izra£unajmo vrijeme T
potrebno za istjecanje teku£ine iz koni£ne posude visine H s kutom pri vrhu
2α kroz mali otvor povr²ine S u vrhu konusa. Znamo da je brzina istjecanja
vode dana formulom v = k

√
2gh, gdje je k konstanta (za vodu je k ≈ 0.6), g

ubrzanje sile teºe, a h visina stupca vode iznad otvora. Za vrijeme ∆t kroz
otvor istekne stupac vode volumena

∆V1 = S · v∆t = Sk
√
2gh∆t.

Taj volumen je jednak volumenu krnjeg sto²ca na visini h visine ∆h. Zami-
jenimo taj volumen volumenom valjka polumjera h tgα i visine ∆h:

∆V = πh2 tg2 α∆h.

Iz ∆V = ∆V1 slijedi

πh2 tg2 α∆h = Sk
√
2gh∆t,
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odakle je
∆h

∆t
= −µk−

3
2 ,

gdje je µ = Sk
√
2g/(π tg2 α). Prijelazom na limes kad ∆t → 0 dobivamo

diferencijalnu jednadºbu
dh

dt
= −µk−

3
2 .

Treba nam njeno rje²enje uz po£etni uvjet h(0) = H. Separiranjem varijabli
dobivamo (2/5)h5/2(t) = −µt + C, C ∈ R. Iz po£etnog uvjeta slijedi C =

(2/5)H5/2, pa je
2

5
h

5
2 = −µt+ 2

5
H

5
2 .

Za h = 0 imat ¢emo t = T . Dakle, T = 2/(5µ)H5/2.

1.4.2 Jednadºbe homogene u x i y

Funkcija f(x, y) je homogena n-tog stupnja ako vrijedi f(tx, ty) = tnf(x, y).

Primjer 1.17. Dana je funkcija f(x, y) = x2 − xy + y2. Imam

f(tx, ty) = t2x2 − txty + t2y2 = t2f(x, y)

iz £ega zaklju£ujemo da je f(x, y) homogena drugog stupnja.

De�nicija 1.2. Obi£na diferencijalna jednadºba y′ = f(x, y) je homogena

u x i y ako je f(x, y) homogena nultog stupnja, odnosno

f(tx, ty) = t0f(x, y) = f(x, y).

Kako gornja relacija mora vrijediti za sve t, mora vrijediti i za t = 1/x, pa

imamo

f

(
1

x
x,

1

x
y

)
= f

(
1,
y

x

)
= f(x, y).

Ozna£imo f(1, y/x) = φ(y/x) i iz prethodnog razmatranja slijedi da je obi£na

diferencijalna jednadºba homogena u x i y ako je

y′ = φ
(y
x

)
.
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Jednadºbe homogene u x i y svode se na jednadºbe sa separiranim varijablama.

Uvodimo novu varijablu u = y/x. Odatle je y = ux pa je y′ = u′x + u. Dakle,

iz y′ = φ(y/x) imamo

u+ xu′ = φ(u).

Kona£no, separacijom varijabli dobivamo∫
du

φ(u)− u
= ln |x|+ lnC, C > 0.

Za φ(u) = u imamo y′ = y/x, ²to ve¢ je jednadºba sa separiranim varijablama.

Primjer 1.18. Rije²imo jednadºbu y′ = (x2 + y2)/(xy). Za po£etak preure-
dimo jednadºbu na sljede¢i na£in:

y′ =
x2 + y2

xy
=
x2(1 + y2

x2
)

x2 y
x

=
1 + ( y

x
)2

y
x

.

Nakon supstitucije u = y/x imamo

xu′ =
1 + u2

u
− u =

1

u

iz £ega dobivamo

y2(x) = x2 ln(Cx2), C > 0.

Primjer 1.19 (Izogonalne trajektorije sveºnja pravaca). Odredimo izogo-
nalne trajektorije sveºnja pravaca kroz ishodi²te. Izogonalna trajektorija si-
je£e sve pravce iz sveºnja pod istim kutom α. Pravci sveºnja imaju jednadºbu
y = ax. Ozna£imo tgα = k. Ako je to£ka (x, y) na trajektoriji, koe�cijent
smjera tangente na tu trajektoriju u toj to£ki jednak je y′(x) = dy

dx
. Iz formule

za kut dvaju pravaca imamo

k = tgα =
dy
dx

− a

1 + a dy
dx

.

Kako je a = y/x za svaki pravac iz sveºnja, imamo

k = tgα =
dy
dx

− y
x

1 + y
x
dy
dx

.
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Sredivanjem dobijemo
dy

dx
=

k + y
x

1− k y
x

. (1.10)

Ta je jednadºba homegena u x i u y. Stavimo y = ux. Onda, separacijom
varijabli, imamo

1

k

1− ku

1 + u2
du =

dx

x
,

²to daje

1

k
arctg u+ lnC = lnx+

1

2
ln(1 + u2) = ln[x

√
1 + u2], C > 0. (1.11)

Vratimo u = y/x. Zbog ln e = 1, (1.11) postaje

1

k
arctg

y

x
= ln

√
x2 + y2 − lnC, C > 0,

odnosno √
x2 + y2 = Ce

1
k
arctg y

x , C > 0.

Prijelazom na polarne koordinate dobijemo r = Ceφ/k, jednadºbu logaritam-
ske spirale.

1.4.3 Linearna diferencijalna jednadºba 1. reda

Obi£na diferencijalna jednadºba je linearna ako je linearna u nepoznatoj funkciji

i njenoj derivaciji. Op¢eniti oblik linarne jednadºbe prvog reda je sljede¢i

A(x)y′ +B(x)y = f(x). (1.12)

Funkcije A, B i f su de�nirane na nekom intervalu (a, b). Funkcije A i B

zovemo koe�cijenti linearne jednadºbe. Ako je f(x) = 0 na (a, b), kaºemo da

je jednadºba (1.12) homogena. Ina£e kaºemo da je nehomogena. Funkcija

f(x) se zove jo² i funkcija smetnje. Smatramo da je A(x) ̸= 0 na (a, b).

Dijeljenjem jednadºbe (1.12) s A(x) dobivamo

y′ + p(x)y = q(x), (1.13)

pri £emu je p(x) = B(x)/A(x) i q(x) = f(x)/A(x).
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Teorem 1.3. Ako su funkcije p(x) i q(x) neprekidne i omedene na (a, b),
onda jednadºba (1.13) ima jedinstveno rje²enje koje zadovoljava po£etni uvjet
y(x0) = y0 za sve x0 ∈ (a, b) i y0 ∈ R.

Dokaz. Iz (1.13) izrazimo y′ = −p(x)y + q(x). Desna strana te jednakosti

zadovoljava uvjete Teorema 1.1, tj. funkcija f(x, y) = −p(x)y + q(x) je

neprekidna i ima ograni£enu derivaciju po y na (a, b) × (c, d), za bilo koji

omedeni interval (c, d). Dakle, tvrdnja slijedi iz Teorema 1.1.

U prethodnom teoremu zahtjevamo omedenost koe�cijenata p(x) i q(x) na

danom intervalu (a, b). Medutim, uo£imo da u slu£aju da p(x) i q(x) nisu

omedene na (a, b) (ili ne znamo jesu li omedene), onda zbog njihove neprekidnosti

na (a, b) teorem vrijedi za bilo koji interval (c, d) ⊂ (a, b). U homogenom slu£aju,

kada je f(x) = 0, imamo jednadºbu sa separiranim varijablama y′ + p(x)y = 0

£ije je rje²enje

y(x) = Ce−
∫
p(x)dx, C ∈ R,

(rje²enje y(x) = 0 koje smo izgubili dijeljenjem s y uklju£eno je u rje²enje koje do-

bivamo izborom C = 0). Nehomogenu jednadºbu rje²avamo metodom varijacije

konstanata (parametara). Traºimo njeno rje²enje u obliku

y(x) = C(x)e−
∫
p(x)dx,

pri £emu je C(x) nepoznata funkcija. Ako je y(x) rje²enje jednadºbe (1.12), onda

C(x) mora zadovoljavati odredene uvjete. Te ¢emo uvjete dobiti uvr²tavanjem

pretpostavljenog rje²enja u (1.12). Prvo izra£unamo y′(x),

y′(x) = C ′(x)e−
∫
p(x)dx + C(x)e−

∫
p(x)dx(−p(x))

= (C ′(x)− p(x)C(x)) e−
∫
p(x)dx.

Uvr²tavaju¢i y′(x) u po£etnu jednadºbu dobivamo

q(x) = (C ′(x)− p(x)C(x)) e−
∫
p(x)dx + p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx = C ′(x)e−

∫
p(x)dx.

Dakle,

C(x) =

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C, C ∈ R.
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Vratimo u formulu za rje²enje:

y(x) = Ce−
∫
p(x)dx︸ ︷︷ ︸

op¢e rje²enje
pripadne homogene jednadºbe

+ e−
∫
p(x)dx

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx︸ ︷︷ ︸

partikularno rje²enje nehomogene
jednadºbe koje se dobije za C = 0

y(x) = yh + yp.

Po£etni uvjet y(x0) = y0 takoder ulazi u jednadºbu i imamo

y(x) = e
−

∫ x
x0
p(t)dt

[
C +

∫ x

x0

q(t)e
∫ t
x0
p(u)du

dt

]
, C ∈ R.

Za x = x0 granice u integralima se podudaraju pa su svi integrali 0. Dakle je

y(x0) = y0 = C, pa je

y(x) = e
−

∫ x
x0
p(t)dt

[
y0 +

∫ x

x0

q(t)e
∫ t
x0
p(u)du

dt

]
.

Primjer 1.20. Rije²imo jednadºbu y′ + y cosx = 2 cos x. Prvo gledamo pri-
padnu homogenu jednadºbu y′ + y cosx = 0. Separacijom varijabli dobijemo
njeno op¢e rje²enje y(x) = Ce− sinx, C ∈ R. Zatim radimo varijaciju kons-
tanata y(x) = C(x)e− sinx. Kako je

y′(x) = C ′(x)e− sinx − C(x) cosxe− sinx,

imamo

C ′(x) = 2 cosxesinx.

Dakle,

C(x) = 2

∫
cosxesinxdx = 2esinx + C, C ∈ R.

Kona£no,

y(x) = Ce− sinx + 2, C ∈ R.

Primjer 1.21 (Kosi hitac u sredstvu s otporom). Tijelo mase m se nalazi
u sredstvu koje se opire gibanju silom koja je proporcionalna (s konstantom
proporcionalnosti k > 0) brzini gibanja. Tijelo je ba£eno u vis po£etnom
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brzinom v0 pod kutem α u polju sile teºe. Odredite trajektoriju gibanja tijela.
Ponovno, prema drugom Newtonovom zakonu znamo da je

F⃗ = (Fx, Fy) = m

(
d2x

dt2
(t),

d2y

dt2
(t)

)
.

Po£etni uvjeti nam daju

x(0) = y(0) = 0

dx

dt
(0) = v0 cosα

dy

dt
(0) = v0 sinα.

Prvo, rje²avamo

Fx =
d2x

dt2
= −kdx

dt
.

Uz supstituciju vx(t) = dx
dt
(t), imamo

dvx
dt

= − k

m
vx

²to, uz vx(0) = dx
dt
(0) = v0 cosα i x(0) = 0, daje

x(t) =
mv0 cosα

k

(
1− e−

k
m
t
)
.

Sada rje²avamo

Fy =
d2y

dt2
= −mg − k

dy

dt
.

Uvodenjem supstitucije vy(t) = dy
dt
(t) gornja jednadºba prelazi u

dvy
dt

= − k

m
vy − g.

Kona£no, uzimaju¢i u obzir rubne uvjete vy(0) = dy/dt(0) = v0 sinα i y(0) =
0, dobivamo

y(t) =
mv0 sinα

k

(
1− e−

k
m
t
)
+
mg

k

(m
k

− m

k
e−

k
m
t − t

)
.

Na kraju, uo£imo da kada k −→ 0, primjenom L'Hospitalovog pravila, gornji
izraz prelazi u

y(t) = −g
2
t2 + (v0 sinα)t,

²to i treba biti slu£aj.
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1.5 Diferencijalne jednadºbe vi²eg reda

1.5.1 Cauchyjev problem za diferencijalnu jednadºbu

vi²eg reda

Neka je

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) (1.14)

diferencijalna jednadºba n−tog reda. Koji su uvjeti potrebni da jednadºba (1.14)

ima de�nirano partikularno rje²enje? Kod diferencijalne jednadºbe prvog reda

y′ = f(x, y) vidjeli smo da je uz neke uvjete na funkciju f(x, y) dovoljno zadati

vrijednost y0 partikularnog rje²enja u nekoj to£ki x0. Za diferencijalne jednadºbe

vi²eg reda to ne¢e biti dovoljno, na primjer jednadºba y′′ = 0 ima rje²enje y =

C1x + C2, C1, C2 ∈ R, tako da nam za jedinstvenost rje²enja treba i dodatan

uvjet y′(x0) = y′0. U op¢em slu£aju diferencijalne jednadºbe n−tog reda za

dobivanje partikularnog rje²enja trebamo n uvjeta:

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

n−1(x0) = y
(n−1)
0 (1.15)

gdje su y0, y′0, . . . , y
(n−1)
0 neki realni brojevi. Ovi uvjeti se zovu po£etni uvjeti

diferencijalne jednadºbe (1.14). Cauchyjev problem za diferencijalnu jednadºbu

(1.14) de�niran je na sljede¢i na£in: za zadani x0 nadi rje²enje diferencijalne

jednadºbe (1.14) koje zadovoljava po£etne uvjete (1.15). Mi ¢emo u ovom

kolegiju rje²avati diferencijalne jednadºbe drugog reda, odnosno promatrat ¢emo

sljede¢i Cauchyjev problem:

y′′ = f(x, y, y′) (1.16)

uz po£etne uvjete y(x0) = y0 i y′(x0) = y′0. O egzistenciji i jedinstvenosti

rje²enja ovakvog problema govori sljede¢i teorem.

Teorem 1.4. Ako postoje intervali (a, b), (c, d) i (e, f) redom oko to£aka x0,
y0 i y′0 t.d. f(x, y, y′) neprekidna funkcija na Ω := (a, b) × (c, d) × (e, f),
onda postoji h > 0 takav da na intervalu (x0−h, x0+h) postoji barem jedno
rje²enje y = φ(x) jednadºbe (1.16), koje zadovoljava po£etne uvjete y(x0) =
y0 y

′(x0) = y′0. Nadalje, ako funkcija f(x, y, y′) ima ograni£ene parcijalne
derivacije ∂f

∂y
(x, y, y′) i ∂f

∂y′
(x, y, y′) na Ω, onda je takvo rje²enje jedinstveno.
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Op¢e rje²enje jednadºbe (1.16) na nekoj okolini Ω = (a, b) × (c, d) ×
(e, f) gdje postoji jedinstveno rje²enje Cauchyjevog problema je dvoparametarska

familija funkcija y = φ(x,C1, C2) ovisna o x i dvije dopustive konstante C1 i C2,

takva da

(i) za svaki izbor dopustivih konstanti C1 i C2 funkcija y = φ(x,C1, C2) je

rje²enje od (1.16), odnosno

φ′′(x,C1, C2) = f(x, φ(x,C1, C2), φ
′(x,C1, C2)), x ∈ (x0 − h, x0 + h),

za neki h > 0

(ii) za bilo koje po£etne uvjete y(x0) = y0 i y′(x0) = y′0 takve da je (x0, y0, y
′
0) ∈

Ω, moºemo na¢i C0
1 i C0

2 takve da rje²enje y = φ(x,C0
1 , C

0
2) zadovoljava

po£etne uvjete.

Rje²enje dobiveno iz op¢eg uvr²tavanjem dopustivih konstanti C1 i C2 zove se

partikularno rje²enje, a njegov graf koji je krivulja u xy−ravnini, zove se

integralna krivulja rje²enja. Rje²enje koje nije sadrºanou op¢em naziva se

singularno rje²enje. Ako rje²enje obuhva¢a sva rje²enje, onda ga nazivamo

potpunim. Relacija Φ(x, y, C1, C2) = 0, koja implicitno de�nira op¢e rje²enje,

zove se op¢i ili potpuni integral od (1.16).

1.5.2 Sniºavanje reda diferencijalne jednadºbe

U ovom ¢emo poglavlju pokazati kako u nekim slu£ajevima rje²avamo diferenci-

jalnu jednadºbu 2. reda tako da supstitucijama tu jednadºbu svedemo na dife-

rencijalnu jednadºbu 1. reda.

(1) Promotrimo jednadºbu

y′′ = f(x).

Integriranjem dobivamo

y′ =

∫
f(x) dx + C1, C1 ∈ R,

i

y(x) =

∫ (∫
f(x) dx

)
dx+ C1x+ C2, C1, C2 ∈ R.
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Primjer 1.22. Rije²imo jednadºbu y′′ = 2x Integriramo i dobivamo
jednadºbu y′x2+C1, C1 ∈ R, koju opet integriramo te dobivamo rje²enje

y(x) =

∫
x2 dx+ C1x+ C2 =

x3

3
+ C1x+ C2, C1, C2 ∈ R.

(2) Promotrimo jednadºbu oblika

F (x, y′, y′′) = 0.

Ovdje uvodimo supstituciju y′(x) = p(x), gdje sada p promatramo kao

funkciju od x. Tada je y′′(x) = p′(x), odnosno na²a jednadºba postaje

F (x, p, p′) = 0, ²to je diferencijalna jednadºba 1. reda.

Primjer 1.23. Rije²imo jednadºbu y′′ − y′

x
= 0. Supstitucijom p = y′

dobivamo

p′ =
p

x
= 0

²to je jednadºba sa separiranom varijablama £ije je rje²enje p(x) = C1x,
C1 ∈ R. Kona£no ,dobivamo y(x) = C1x

2 + C2, C1, C2 ∈ R.

(3) Promotrimo jednadºbu oblika

F (y, y′, y′′) = 0.

Ovdje koristimo istu supstituciju y′ = p, ali p promatramo kao funkciju

od y, odnosno imamo y′(x) = p(y(x)). Tada je y′′(x) = p′(y(x)) · y′(x),
odnosno y′ = p, a y′′ = p′p, pa smo na²u jednadºbu ponovno sveli na

diferencijalnu jednadºbu 1. reda F (y, p, p′p) = 0.

Primjer 1.24. Rije²imo jednadºbu yy′′+(y′)2 = 0. Supstitucijom y′ =

p dobivamo yp′p + p2 = 0 ²to je jednadºba sa separiranim barijablama
£ije je rje²enje p(y) = C1

y
, C1 ∈ R. Kona£no dobivamo y2(x) = C1x +

C̃2, C1, C2 ∈ R.

Primjer 1.25 (Lan£anica). Odredite oblik krivulje koju poprima lanac. Ko-
mad lanca ÂB je u ravnoteºi pod utjecajem triju sila: horizontalne napetosti
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H⃗ u to£ki A, napetosti T⃗ u smjeru lanca (tangente na lanac) u to£ki B i
teºine luka lanca ÂB. Dakle, imamo

|H⃗| = −|T⃗ | cosφ i − |T⃗ | sinφ = ρg

∫ x

0

√
1 + y′2(u)du,

gdje je ρ linijska gusto¢a lanca. Dijeljenjem gornje dvije jednadºbe dobivamo

|H⃗|
ρg

tgφ =
|H⃗|
ρg

y′(x) =

∫ x

0

√
1 + y′2(u)du.

Kona£no, deriviranjem pa kvadriranjem, gornja jednadºba prelazi u(
|H⃗|
ρg

)2

y′′2 = 1 + y′2.

Ozna£imo, H̄ = |H⃗|/(ρg).

(i) (Prvi na£in)

Stavimo y′(x) = p(x). Dobivamo p′ =
√

1 + p2/H̄ uz p(0) = 0. Sada,
metodom separacije varijabli, dobivamo

p = y′ = sh
x

H̄
,

²to daje y(x) = y(0)− H̄ + H̄ch (x/H̄).

(ii) (Drugi na£in)

Stavimo y′(x) = p(y(x)). Dobivamo H̄2p′2p2 = 1 + p2, tj.

p′ =

√
1 + p2

H̄p
.

Metodom separacije varijabli zaklju£ujemo,√
1 + p2 =

√
1 + y′2 =

y

H̄
+ C.

Kako je y′(0) = 0, rje²avamo

y′2 =
( y
H̄

+ C
)2

− 1,
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gdje je C = 1− y(0)/H̄. Sada imamo∫
dy√(

y
H̄
+D

)2 − 1
= x+D.

Prvo uz supstituciju u = y/H̄ + C, pa onda u = ch v, dobivamo

v = archu =
x+D

H̄
.

Dakle, u(x) = ch ((x+D)/H̄) pa je

y(x) = y(0)− H̄ + H̄ch
x

H̄
.

1.5.3 Linearna homogena diferencijalna jednadºba 2. reda

Linearna diferencijalna jednadºba drugog reda je jednadºba koja je linearna u

traºenoj funkciji y(x) i njenim derivacijama. Oblika je

a0(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a2(x)y = g(x),

gdje su a0(x), a1(x), a2(x) i g(x) funkcije de�nirane na intervalu (a, b). Ako je

g(x) = 0 na tom intervalu, onda kaºemo da je jednadºba homogena, a ina£e je

nehomogena. Ako je a0(x) ̸= 0, onda moºemo cijelu jednadºbu podijeliti s a0(x)

i dobivamo

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x), (1.17)

gdje su p(x) = a1(x)/a0(x), q(x) = a2(x)/a0(x) i r(x) = g(x)/a0(x).

Teorem 1.5. Ako su funkcije p(x), q(x) i r(x) neprekidne i omedene na
(a, b), onda jednadºba (1.17) ima jedinstveno rje²enje koje zadovoljava po-
£etne uvjete y(x0) = y0 i y′(x0) = y′0 za sve x0 ∈ (a, b) i y0, y′0 ∈ R.

Dokaz. Iz (1.17) izrazimo y′′ = −p(x)y′ − q(x)y+ r(x). Desna strana te jed-

nakosti zadovoljava uvjete Teorema 1.4, tj. funkcija f(x, y, y′) = −p(x)y′ −
q(x)y + r(x) je neprekidna i ima ograni£ene derivacije po y i y′ na (a, b) ×
(c, d)× (e, f), za proizvoljne omedene intervale (a, b) i (c, d). Dakle, tvrdnja

slijedi iz Teorema 1.4.
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U prethodnom teoremu zahtjevamo omedenost koe�cijenata p(x), q(x) i r(x)

na danom intervalu (a, b). Medutim, uo£imo da u slu£aju da p(x), q(x) i r(x)

nisu omedene na (a, b) (ili ne znamo jesu li omedene), onda zbog njihove nepre-

kidnosti na (a, b) teorem vrijedi za bilo koji interval (c, d) ⊂ (a, b). Za po£etak

promatramo linearnu homogenu diferencijalnu jednadºbu:

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. (1.18)

Predstoje¢i teoremi opisuju strukturu rje²enja te jednadºbe.

Teorem 1.6. Ako je funkcija y0(x) rje²enje linearne homogene diferencijalne
jednadºbe (1.18), onda je i funkcija Cy0(x) rje²enje jednadºbe (1.18) za svaku
konstantu C ∈ R.

Dokaz. Ako je y0(x) rje²enje vrijedi y′′0 + p(x)y′0 + q(x)y0 = 0. Kada to

pomnoºimo s C ∈ R slijedi da je Cy0(x) takoder rje²enje i teorem je dokazan.

Teorem 1.7. Ako su y1(x) i y2(x) rje²enja linearne homogene diferencijalne
jednadºbe (1.18), onda je i njihov zbroj y1(x) + y2(x) rje²enje iste jednadºbe.

Dokaz. Neka su y1(x) i y2(x) rje²enja od (1.18), to jest neka vrijedi

y′′1(x) + p(x)y′1(x) + q(x)y1(x) = 0,

y′′2(x) + p(x)y′2(x) + q(x)y2(x) = 0.

Ako ove dvije jednakosti zbrojimo, dobit ¢emo da je i y1(x) + y2(x) rje²enje

iste jednadºbe.

Korolar 1.1. Ako su y1(x), y2(x), . . . , yn(x) rje²enja linearne homogene di-

ferencijalne jednadºbe (1.18), onda je i njihove linearna kombinacija
n∑
i=1

Ciyi(x)

rje²enje te iste jednadºbe za bilo koji izbor konstanti C1, C2, . . . , Cn ∈ R.

Linearna zavisnost i nezavisnost funkcija

Promotrimo sistem funkcija y1(x), y2(x), . . . , yn(x) de�niran na intervalu (a, b).
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De�nicija 1.3. Kaºemo da su funkcije y1(x), y2(x), . . . , yn(x) linearno za-

visne na intervalu (a, b) ako postoje brojevi α1, α2, . . . , αn ∈ R, ne svi 0, t.d.
vrijedi

α1y1(x) + α2y2(x) + · · ·+ αnyn(x) = 0

za sve x ∈ (a, b). Ako jednakost vrijedi samo za α1 = α2 = . . . = αn = 0,

onda kaºemo da su funkcije y1(x), y2(x), . . . , yn(x) linearno nezavisne na
intervalu (a, b).

Primjer 1.26. Funkcije y1(x) = x i y2(x) = 2x su linearno zavisne na
svakom intervalu (a, b). Da bismo to pokazali uzmimo α1 = 2 i α2 = −1.
Tada je α1y1(x) + α2y2(x) = 2x− 2x = 0 za sve x ∈ R.

Primjer 1.27. Funkcije 1, x, x2, . . . , xn su linearno nezavisne na svakom in-
tervalu (a, b).

Pomo¢u sljede¢eg teorema moºemo provjeriti jesu li funkcije linearno neza-

visne kada to nije o£ito kao u prethodnim primjerima.

Teorem 1.8. Neka funkcije y1(x) i y2(x) imaju prve derivacije na intervalu
(a, b).

(i) Ako su y1(x) i y2(x) linearno zavisne na (a, b), onda je determinanta

W (x) =

∣∣∣∣∣ y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ ,
koja se zove determinanta Wronskog (ili kra¢e Wronskijan), iden-
ti£ki jednaka nuli na (a, b).

(ii) Ako postoji to£ka x0 ∈ (a, b) t.d. W (x0) ̸= 0, tj. akoW (x) nije identi£ki
jednak nuli na (a, b), onda su funkcije y1(x) i y2(x) linearno nezavisne
na (a, b).

Dokaz. Prva tvrdnja je o£ita. Dokaºimo drugu. Neka je sada x0 ∈ (a, b)

t.d. W (x0) ̸= 0. Pretpostavimo da je y2(x0) ̸= 0. Ako to nije slu£aj,

onda zbog neprekidnosti od y2(x), y
′
2(x) i W (x) mora postojati x1 ∈ (a, b)
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t.d. y2(x1) ̸= 0 i W (x1) ̸= 0 pa onda zamijenimo x0 s x1. Sada ra£unamo

(y1(x0)/y2(x0))
′,(
y1(x0)

y2(x0)

)′

=
y′1(x0)y2(x0)− y1(x0)y

′
2(x0)

y22(x0)
=
W (x0)

y22(x0)
,

iz £ega slijedi tvrdnja teorema.

Napomenimo da u tvrdnjama (i) i (ii) prethodnog teorem ne vrijedi ekviva-

lencija. Naime, uzmimo y1(x) = x2 i y2(x) = x|x|. Tada je W (x) = 0 za svaki

x ∈ R. Medutim, y1(x) i y2(x) su linearno nezavisne na bilo kojem intervalu

oko 0. Primjenimo sada ovaj rezultat na rje²enja linearne homogene diferencijale

jednadºbe.

Korolar 1.2. Neka su y1(x), y2(x) rje²enja linearne homogene diferencijalne
jednadºbe (1.18). Ako su y1(x) i y2(x) linearno zavisne na (a, b), onda je
W (x) = 0 na (a, b). Ako postoji x0 ∈ (a, b) t.d. W (x0) ̸= 0, onda su y1(x) i
y2(x) linearno nezavisne na (a, b)

Iz dokaza Teorema 1.8 dobivamo sljede¢e.

Korolar 1.3. Neka su funkcije y1(x) i y2(x) derivabilne na (a, b) i neka je
y1(x) ̸= 0 (ili y2(x) ̸= 0) na (a, b). Tada, y1(x) i y2(x) su linearno zavisne
na (a, b) ako i samo ako W (x) = 0 na (a, b). Ekvivalentno, y1(x) i y2(x) su
linearno nezavisne na (a, b) ako i samo ako postoji x0 ∈ (a, b) t.d. W (x0) ̸= 0.

Struktura op¢eg rje²enja linearne homogene diferencijalne jednadºbe

2. reda

Teorem 1.9. Linearna homogena diferencijalna jednadºba (1.18), gdje su
koe�cijenti p(x) i q(x) neprekidne i omedene funkcije na intervalu (a, b), ima
op¢e rje²enje

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x),

pri £emu su y1(x) i y2(x) linearno nezavisna partikularna rje²enja dane jed-
nadºbe na nekom podintervalu I od (a, b), a C1, C2 ∈ R su proizvoljne kons-
tante.
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Dokaz. Fiksirajmo x0 ∈ (a, b) i y1, y
′
1, y2, y

′
2 ∈ R t.d. y1 ̸= y2 ili y′1 ̸= y′2.

Neka su y1(x) i y2(x) rje²enja gornje jednadºbe koja zadovoljavaju po£etne

uvjete y1(x0) = y1, y
′
1(x0) = y′1, y2(x0) = y2 i y′2(x0) = y′2 (ovdje koristimo

Teorem 1.5). Prvo, uo£imo da, kako je W (x0) ̸= 0, y1(x) i y2(x) su linearno

nezavisne na nekom podintervalu I od (a, b). Nadalje, znamo da je za svaki

izbor konstanti C1, C2 ∈ R i funkcija y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) rje²enje od

(1.18) na I. Preostaje pokazati da je y(x) u biti op¢e rje²enje od (1.18), tj.

da za svaki x̄0 ∈ I i sve ȳ0, ȳ
′
0 ∈ R postoje jedinstvene konstante C1, C2 ∈ R

t.d. y(x̄0) = ȳ0 i y
′(x̄0) = ȳ′0. Pogledajmo sustav

C1y1(x̄0) + C2y2(x̄0) = ȳ0

C1y
′
1(x̄0) + C2y

′
2(x̄0) = ȳ′0.

Kako je W (x0) ̸= 0, zaklju£ujemo da sustav ima jedinstveno rje²enje.

De�nicija 1.4. Skup dvaju linearno nezavisnih partikularnih rje²enja line-
arne homogene diferencijalne jednadºbe zove se fundamentalan skup rje-

²enja.

Dakle, da bismo rije²ili ovu jednadºbu dovoljno je na¢i dva linearno nezavisna

partikularna rje²enja, to jest fundamentalan skup rje²enja. Iz Teorema 1.5 znamo

da takav skup postoji ukoliko su koe�cijenti neprekidne funkcije.

Linearna homogena diferencijalna jednadºba 2. reda s konstantnim

koe�cijentima

Najjednostavnije neprekidne funkcije su konstantne funkcije i za njih ¢emo opisati

skup rje²enja linearne homogene diferencijalne jednadºbe drugog reda. Proma-

tramo jednadºbu

y′′ + py′ + qy = 0, (1.19)

gdje su p, q ∈ R. Toj jednadºbi pridruºujemo njenu karakteristi£nu jednadºbu

λ2 + pλ+ q = 0.

To je kvadratna jednadºba s nepoznanicom λ. Fundamentalni skup jednadºbe

(1.19) nalazimo u ovisnosti o korjenima λ1 i λ2 karakteristi£ne jednadºbe na

sljede¢i na£in.
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(i) Ako je λ1, λ2 ∈ R i λ1 ̸= λ2, fundamentalan skup rje²enja £ine y1(x) = eλ1x

i y2(x) = eλ2x. O£ito, y1(x) i y2(x) su doista rje²enja od (1.19). Da su to

dva linearno nezavisna rje²enja provjerimo pomo¢u Wronskijana,

W (x) =

∣∣∣∣∣ y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ eλ1x eλ2x

λ1e
λ1x λ2e

λ2x

∣∣∣∣∣ = eλ1x+λ2x(λ2 − λ1) ̸= 0

za svaki x ∈ R jer je λ1 ̸= λ2.

(ii) Ako je λ = λ1 = λ2 ∈ R, imamo y1(x) = eλx i y2(x) = xeλx. Rje²enje

y1(x) = Ceλ1x, kao i u prvom slu£aju, se pogodi. Drugo rje²enje traºimo

metodom varijacije konstanti, tj. u obliku y2(x) = C(x)eλ1x, i dobijemo

y2(x) = Cxeλ1x.

(iii) Ako je λ1,2 = a ± bi, a, b ∈ R, imamo y1(x) = eax cos(bx) i y2(x) =

eax sin(bx). Uo£imo da je λ1 ̸= λ2. Dakle, u ovom slu£aju postupamo kao

i u prvom slu£aju kosriste¢i dobro poznate indentitete za trigonometrijske

funkcije cosx = (eix + e−ix) /2 i sinx = (eix − e−ix) /2.

Primjer 1.28. Rije²imo diferencijalnu jednadºbu y′′+2y′+5y = 0. Pripadna
karakteristi£na jednadºba je λ2+2λ+5 = 0 i njena rje²enja su λ1,2 = −1±2i.

Op¢e rje²enje diferencijalne jednadºbe dano je s

y(x) = C1e
−x cos(2x) + C2e

−x sin(2x), C1, C2 ∈ R.

Primjer 1.29 (Matemati£ko njihalo). Tijelo mase m nji²e se na tankoj niti
(zanemarive mase) duljine l u polju sile teºe. Odredite jednadºbu gibanja
tijela. Uo£imo da je zbroj svih sila koje djeluju na tijelo (koje je pomaknuto
za kut φ od vertikalne osi) jednak F = −mg sinφ. Dakle,

F = ma(t) = m
d2s

dt2
(t) = −mg sinφ(t),

odnosno, kako je s(t) = lφ(t),

d2φ

dt2
+
g

l
sinφ = 0.

Pretpostavimo da je φ(0) = φ0 i dφ
dt
(0) = 0. Pomnoºimo gornji izraz s 2dφ

dt
(t)

i integrirajmo. Tada dobivamo(
dφ

dt

)2

− 2g

l
(cosφ+ C) = 0,
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za neki C ∈ R. Medutim, iz rubnih uvjeta dobivamo C = − cosφ0. Uo£imo
takoder da je dφ

dt
(t) kutna brzina ω(t). Kona£no, rje²avaju¢i gornju jed-

nadºbu, dobivamo

t− t0 =

√
l

g

∫ φ(t)

0

dϕ√
2(cosϕ− cosφ0)

,

gdje je t0 vrijeme kada je po prvi put φ = 0. Uz supstituciju sinφ(t)/2 =

k sinψ(t) i k = sinφ0/2, imamo

t− t0 =

√
l

g

∫ ψ(t)

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

.

Gornji integral je elipti£ki integral 1. vrste. Pokazuje se da je funkcija ψ(t)
periodi£ka s poluperiodom

2

√
l

g

∫ π/2

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

.

Period ovisi samo o po£etnom otklonu φ0.
Pretpostavimo sada da je otklon mali (φ(t) ≈ 0). Prisjetimo se da je za

male α, sinα/α ≈ 1. Dakle, aproksimacija (linearizacija) po£etne jednadºbe
(u slu£aju malih otklona) glasi

d2φ

dt2
+
g

l
φ = 0.

Ako jo² uzmemo u obzir i sredstvo koje se opire gibanju silom koja je propor-
cionalna (s konstantom proporcionalnosti k > 0) brzini gibanja, imamo

d2φ

dt2
+
k

l

dφ

dt
+
g

l
φ = 0.

Pretpostavimo sljde¢e po£etne uvjete

φ(0) = φ0 i
dφ

dt
(0) = v0.

Pripadna karakteristi£na jednadºba glasi

λ2 +
k

l
λ+

g

l
= 0,

£ija su rje²enja

λ12 =
−k

l
±
√

k2

l2
− 4g

l

2
.
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(i) (Jako trenje k/l > 2
√
g/l)

Rje²enje je dano s

φ(t) =
v0 − λ2φ0√

k2

l2
− 4g

l

eλ1t +

φ0 −
v0 − λ2φ0√

k2

l2
− 4g

l

 eλ2t.

(ii) (Umjereno trenje (k/l > 2
√
g/l)

Rje²enje je dano s

φ(t) = φ0e
λ1t + (v0 − φ0λ1)te

λ1t.

(iii) (Slabo trenje k/l < 2
√
g/l)

Rje²enje je dano s

φ(t) = φ0e
− k

2l
t cos


√
4g
l
− k2

l2
t

2

+
v0 +

kφ0

2l√
4 g

l
− k2

l2

2

e−
k
2l
t sin


√
4g
l
− k2

l2
t

2

 .

x

y

Slika 1.3: Kad je trenje malo, titranje se prigu²uje.

Specijalno, za k −→ 0 imamo

φ(t) = φ0 cos

√
g

l
t+

v0√
g
l

sin

√
g

l
t.
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x

y

Slika 1.4: Stalno titranje.

Primjer 1.30 (Vlak smrti). Materijalna to£ka pod utjrcajem sile teºe klizi bez
trenja po krivulji tako da u to£ki B tangecijalno prelazi u kruºnicu polumjera
l i nastavlja gibanje po kruºnici. Nakon povratka u B napu²ta kruºnicu i
nastavlja tangecijalno po krivulji. Na kruºnici se pona²a kao matemati£ko
njihalo. S koje visine h treba pustiti to£ku da bi u B u²la u kruºnicu s
brzinom v0 dovoljnom za ostanak na kruºnici i u to£ki C? Pad s visine h
daje brzinu v0 =

√
2gh u to£ki B (sva brzina dolazi od razlike u visini; trenja

nema pa moºemo smatrati da je to slobodni pad). Dakle,

v = ωl =
√
gl
√
2(cosφ− cosφ0).

U B je φ = 0, pa imamo

v0 =
√
gl
√
2(1− cosφ0).

U C je φ = π, ²to daje

vπ =
√
gl
√

2(−1− cosφ0).

Dakle, v2π = v20 − 4gl. Da u C ne bi to£ka pala s kruºnice mora biti normalna
komponenta ubrzanja barem jednaka g: v2π/l ≥ g, tj. v2π = v20 − 4gl =

2gh− 4gl ≥ gl. Dakle, h treba biti barem (5/2)l.

Primjer 1.31 (Oscilator). Tijelo mase m pri£vr²¢eno ja na oprugu (zanema-
rive mase) s koe�cijentom elasti£nosti h > 0 i oscilira vertikalno u polju sile
teºe. Oderedite jednadºbu gibanja tijela. Prema Hookeovom zakonu vrijedi
mg = hs0 u ravnoteºnom poloºaju (slika 2) i

ma = mg − hs0 − hs = −hs
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u gibanju (slika 3). Dakle, rje²avamo

d2s

dt2
+
h

m
s = 0

uz po£etne uvjete

s(0) = s0 i
ds

dt
(0) = v0.

Ako jo² uzmemo u obzir i sredstvo koje se opire gibanju silom koja je propor-
cionalna (s konstantom proporcionalnosti k > 0) brzini gibanja, imamo

d2s

dt2
+
k

m

ds

dt
+
h

m
s = 0.

Analognom analizom kao i u slu£aju matemati£kog njihala dolazimo do rje-
²enja. Pretpostavimo sada da na sustav djeluje vanjska sila (smetnja), u
smjeru titranja, oblika F cosωt, F, ω ∈ R. Rje²avamo

d2s

dt2
+
k

m

ds

dt
+
h

m
s = F cosωt

uz
s(0) = s0 i

ds

dt
(0) = v0.

Ozna£imo ω0 =
√
h/m.

(1) Pretpostavimo da ±iω je rje²enje pripadne karakteristi£ne jednadºbe.
Tada je nuºno k = 0 i ω = ω0, tj. nema prigu²enja i vanjska sila i
sustav titraju istom frekvencijom. Problem se svodi na rje²avanje

d2s

dt2
+ ω2

0s = F cosω0t

uz
s(0) = s0 i

ds

dt
(0) = v0.

Znamo da je s(t) = sh(t) + sp(t) i sp(t) je oblika

sp(t) = t(a cosω0t+ b sinω0t)

za neke a, b ∈ R. Kona£no, dobivamo

sp(t) =
F

2mω0

t cosω0t.

Uo£imo, |sp(t)| −→ ∞ kada t −→ ∞. Veli£inu ω0 zovemo rezonantna
frekvencija.
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(2) Neka sada ±iω nije rje²enje pripadne karakteristi£ne jednadºbe. Po-
novno, znamo da je rje²enje jednadºbe oblika s(t) = sh(t)+sp(t) i sp(t)
je oblika

sp(t) = a cosω0t+ sinω0t

za neke a, b ∈ R. Uvr²tavanjem dobivamo

a =
Fm(ω2

0 − ω2)

m2(ω2
0 − ω2)2 + ω2k2

i b =
Fωk

m2(ω2
0 − ω2)2 + ω2k2

.

(i) Ako je k = 0 (nema prigu²enja) i ω2 ̸= ω2
0, onda je a ̸= 0 i b = 0.

Nadalje, kada ω2 −→ ω2
0, onda |a| −→ ∞.

(ii) Ako je k > 0, onda otprije znamo da sh(t) −→ 0 kada t −→ ∞.

Dakle, s(t) = sh(t) + sp(t) ≈ sp(t) za dovoljno velike t, odnosno
nakon dovoljno dugo vremena sustav po£inje titrati frekvencijom
vanjske sile.

1.5.4 Linearna nehomogena diferencijalna jednadºba 2.

reda

Na kraju ¢emo promatrati jednadºbu

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x) (1.20)

i pokazati kako nju rije²iti uz pretpostavku da znamo rije²iti pripadnu homogenu

jednadºbu y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0.

Teorem 1.10. Ako je ỹ(x) rje²enje nehomogene jednadºbe (1.20) i y0(x)
rje²enje pripadne homogene jednadºbe, onda je njihova suma ỹ(x) + y0(x)

takoder rje²enje jednadºbe (1.20).

Teorem 1.11. Op¢e rje²enje jednadºbe (1.20) na intervalu (a, b), gdje su
p(x), q(x) i r(x) neprekidne i omedene na (a, b), je suma op¢eg rje²enja pri-
padne homogene jednadºbe yh(x) = C1y1(x) +C2y2(x) i jednog partikularnog
rje²enja yp(x) = ỹ(x) nehomogene jednadºbe, odnosno

y(x) = yh(x) + yp(x).



34 POGLAVLJE 1. OBI�NE DIFERENCIJALNE JEDNAD�BE

Dokaz. Iz Teorema 1.10 znamo da je y(x) rje²enje od (1.20). Obratno, neka

je ȳ(x) bilo koje drugo rje²enje od (1.20). Tada, y(x) − ȳ(x) je rje²enje

pripadne homogene. Dakle, oblika je C̄1y1(x) + C̄2y2(x) za neke C̄1, C̄2 ∈ R,
tj. ȳ(x) = (C1− C̄1)y1(x)+ (C2− C̄2)y2(x)+ yp(x), ²to dokazuje teorem.

Zna£i, ukoliko znamo rije²iti pripadnu homogenu jednadºbu, za rije²iti neho-

mogenu ostaje nam prona¢i jedno partikularno rje²enje, pa ¢emo pokazati kako

to moºemo uraditi.

Metoda varijacije konstanti

Neka je dana jednadºba

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x)

i njena pripadna homogena jednadºba y′′+p(x)y′+q(x)y = 0 te neka je rje²enje

te homogene jednadºbe dano s

yh(x) = C1y1(x) + C2y2(x).

Tada op¢e rje²enje nehomogene jednadºbe moºemo (sli£no kao i u slu£aju linearne

diferencijalne jednadºbe 1. reda) traºiti u obliku

y(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x).

Uvr²tavanjem u po£etnu jednadºbu dobivamo

r(x) = C1(x)(y
′′
1(x) + p(x)y′1(x) + q(x)y1(x))

+ C2(x)(y
′′
2(x) + p(x)y′2(x) + q(x)y2(x))

+ p(x)(C ′
1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x))

+ (C ′
1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x))
′

+ C ′
1(x)y

′
1(x) + C ′

2(x)y
′
2(x)

= p(x)(C ′
1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x))

+ (C ′
1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x))
′

+ C ′
1(x)y

′
1(x) + C ′

2(x)y
′
2(x).

Uz pretpostavku

C ′
1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x) = 0
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mora biti

C ′
1(x)y

′
1(x) + C ′

2(x)y
′
2(x) = r(x).

Sada, zbog linearne nezavisnosti od y1(x) i y2(x), iz gornjeg sustava moºemo

odrediti C1(x) i C2(x).

Primjer 1.32. Rije²imo jednadºbu y′′ + y = 1/ sinx. Pripadna homogena
jednadºba je y′′+y = 0. Njena karakteristi£na jednadºba je λ2+1 = 0 i ima ko-
rjene λ1,2 = ±i. Rje²enje homogene jednadºbe je yh(x) = C1 cosx+C2 sinx,

C1, C2 ∈ R. Op¢e rje²enje traºimo u obliku y(x) = C1(x) cosx+ C2(x) sinx.

Rje²avaju¢i sustav

C ′
1(x) cosx+ C ′

2(x) sinx = 0

−C ′
1(x) sinx+ C ′

2(x) cosx =
1

sinx

dobivamo C2(x) = ln(sin x) +C2 i C1(x) = −x+C1, C1, C2 ∈ R. Pa je op¢e
rje²enje dano s

y(x) = C1 cosx+ C2 sinx︸ ︷︷ ︸
yh

+−x cosx+ sinx ln(sinx)︸ ︷︷ ︸
yp

, C1, C2 ∈ R.

Nehomogena linearna diferencijalna jednadºba 2. reda s konstant-

nim koe�cijentima

Opi²imo postupak traºenja partikularnog rje²enja za jednadºbe sljede¢eg oblika:

y′′ + py′ + qy = r(x), p, q ∈ R.

(i) Ukoliko je r(x) oblika r(x) = eαxPn(x), gdje je α ∈ R i Pn(x) polinom

n-tog stupnja, partikularno rje²enje traºimo u obliku yp(x) = xreαxQn(x),

gdje je

r =


0; α nije rješenje karakteristične jednadžbe,

1; α je jednostruko rješenje karakteristične jednadžbe,

2; α je dvostruko rješenje karakteristične jednadžbe,

a Qn(x) je nepoznati polinom n-tog stupnja koji treba na¢i.
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(ii) Ukoliko je r(x) oblika r(x) = eαx(Pm(x) cos(βx) + Qn(x) sin(βx)), gdje

su α, β ∈ R, a Pm(x) i Qn(x) polinomi m-tog, odnosno n-tog stupnja (s

tim da moºe neki od njih biti i nul-polinom), partikularno rje²enje traºimo

u obliku yp(x) = xreαx(SN(x) cos(βx) + TN(x) sin(βx)), gdje je

r =

{
0; α + βi nije rješenje karakteristične jednadžbe,

1; α + βi je rješenje karakteristične jednadžbe,

N = max{m,n}, a SN(x) i TN(x) su nepoznati polinomi N -tog stupnja

koje treba na¢i.

Primjer 1.33. Rije²imo jednadºbu y′′ + y′ = sinx. Pripadna homogena jed-
nadºba je y′′ + y′ = 0, njena karakteristi£na je λ2 + λ = 0 i ona ima rje-
²enja λ1 = 0 i λ2 = −1. Rje²enje homogene jednadºbe je yh(x) = C1 +

C2e
−x, C1, C2 ∈ R. Partikularno rje²enje traºimo u obliku yp(x) = A cosx+

B sinx. Uvr²tavaju¢i yp(x) u po£etnu jednadºbu dobivamo −A cosx−B sinx−
A sinx+B cosx = sinx. Dakle, mora biti A−B = 0 i A+B = −1, iz £ega
slijedi da je

yp(x) = −1

2
cosx− 1

2
sinx.

Kona£no, op¢e rje²enje glasi

y(h) = C1 + C2e
−x − 1

2
cosx− 1

2
sinx, C1, C2 ∈ R.



Poglavlje 2

Funkcije vi²e varijabli

2.1 Osnovne de�nicije

Funkcije jedne varijable nisu nam dovoljne da opi²emo ²to se dogada u svijetu

koji nas okruºuje, ve¢ mnoge funkcije koje se pojavljuju u stvarnosti ovise o dvije

ili vi²e varijabli. Npr. volumen kvadra £ije su stranice duljina x, y i z dan je

funkcijom koja ima tri varijable V (x, y, z) = xyz.

Neka je Rn n-dimenzionalni Euklidski prostor, Rn = R× . . .× R︸ ︷︷ ︸
n puta

,

to jest Rn = {(x1, x2, . . . , xn); x1, x2, . . . , xn ∈ R}.
Neka su dane dvije to£ke P (x1, x2, . . . , xn) i Q(y1, y2, . . . , yn) iz Rn. Njihovu

udaljenost de�niramo sa

d(P,Q) =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + · · ·+ (yn − xn)2.

Vidimo da ona odgovara formulama koje smo imali u R,R2 i R3.

De�nicija 2.1. Neka je M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Rn i neka je ε > 0 realan broj.

Skup svih M ∈ Rn takvih da je d(M,M0) < ε zovemo (n-dimenzionalna)

otvorena kugla sa sredi²tem u M0 radijusa ε.
Zapis: K(M0, ε) = {M ∈ Rn; d(M,M0) < ε}.

De�nicija 2.2. Za skup E ⊂ Rn kaºemo da je otvoren ako za svaku to£ku
M ∈ E iz tog skupa postoji ε > 0 takav da je kugla sa sredi²tem u toj to£ki
radijusa ε unutar skupa E, to jest K(M, ε) ⊂ E.

37
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x

y

(   ,  )0x 0y

ε

Slika 2.1: Otvorena kugla

x

y K(P ),d0

x

y
NIJE OTVOREN

x

y

á ñ´a b, á ñc d,

Slika 2.2: Otvoreni skupovi

De�nicija 2.3. Skup E ⊂ Rn je zatvoren, ako je njegov komplement Rn\E
otvoren.

x

y Zatvorena kugla

x

y [ ] [ ]c d,a b, ´

Slika 2.3: Zatvoreni skupovi

Postoje skupovi koji nisu ni otvoreni ni zatvoreni, npr. [a, b⟩ u R.

De�nicija 2.4. Neka je M ∈ Rn. Svaki otvoren skup koji sadrºi to£ku M

zove se okolina od M.

Rub ili granica skupa E ⊂ Rn je skup svih to£aka M ∈ Rn takvih da svaka
okolina to£ke M sadrºi i to£ke koje pripadaju skupu E i to£ke izvan E. Rub
od E ozna£avamo ∂E. Unija skupa E ⊂ Rn i njegovog ruba ∂E zove se
zatvara£ od E u zapisu E = E ∪ ∂E i to je najmanji zatvoren skup koji
sadrºi E.
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De�nicija 2.5. Skup E ⊂ Rn je ograni£en ako postoji otvorena kugla
K(M0, ε) takva da je E ⊂ K(M0, ε).

De�nicija 2.6. Neka su dane dvije to£ke
A(x1, x2, . . . , xn), B(y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn. Spojnica to£aka A i B je skup

AB = {(x1 + t(y1 − x1), x2 + t(y2 − x2), . . . , xn + t(yn − xn)) : t ∈ [0, 1]} .

Vidimo da to odgovara onome ²to smo imali u R2 i R3.

x

y

x xx

B x ,y( )2 2

A x ,y( )1 1

1 2

–x-x1

x2-x1
=–

y-y1

y2-y1
=t e [0,1]

x=x +t x x( - )121

y=y +t y y( - )121

Slika 2.4: Spojnica u R2

De�nicija 2.7. Skup E ⊂ Rn je konveksan ako za svake dvije to£ke A,B ∈
E vrijedi AB ⊂ E.

KONVEKSAN
NEKONVEKSAN

Slika 2.5: Konveksnost

De�nicija 2.8. Skup E ⊂ Rn je povezan ako se svake dvije to£ke
A,B ∈ E mogu spojiti poligonijalnom linijom koja je sadrºana u E (odnosno
unijom kona£nog broja spojnica koje su sadrºane u E).
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POVEZAN

NEPOVEZAN

Slika 2.6: Povezanost

De�nicija 2.9. Otvoren i povezan skup se zove podru£je.

Mi ¢emo promatrati funkcije f : E ⊂ Rn → R. Obi£no ¢e biti zadane formulom

f(x1, x2, . . . , xn) i tada skup svih (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn za koji je ova funkcija

de�nirana zovemo prirodnom domenom funkcije f i ozna£avamo D(f).

Primjer 2.1. Odredimo domenu funkcije f(x, y) = x
√

1− x− y2.
1− x− y2 ≥ 0 ⇒ x ≤ 1− y2 ⇒ D(f) = {(x, y) ∈ R2; x ≤ 1− y2}.

x

y

1

Slika 2.7: Domena od f(x, y) = x
√

1− x− y2

De�nicija 2.10. Neka je f : E ⊂ Rn → R. Graf funkcije f je skup

Γf = {(x1, x2, . . . , xn, f(x1, x2, . . . , xn)); (x1, x2, . . . , xn) ∈ E} ⊆ Rn+1.

Kako gra�£ki moºemo prikazivati samo u R3, crtat ¢emo samo grafove funk-

cija dviju varijabli f(x, y).



2.2. PRIMJERI NEKIH PLOHA 2. REDA 41

2.2 Primjeri nekih ploha 2. reda

SFERA

x2 + y2 + z2 = 1

x

y

z

Slika 2.8: Sfera

2.2.1 Rotacijske plohe

ROTACIJSKI PARABOLOID

z = x2 + y2

x

y

z

Slika 2.9: Paraboloid
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ROTACIJSKI STO�AC

z = 1−
√
x2 + y2

x

y

z

Slika 2.10: Rotacijski stoºac

2.2.2 Cilindri£ne plohe

x2 + y2 = 1

x

y

z

Slika 2.11: Cilindar

De�nicija 2.11. Neka je dana funkcija dvije varijable f(x, y).Nivo-krivulja

funkcije f je skup svih to£aka u xy-ravnini za koje je vrijednost funkcije kons-
tanta, odnosno z = f(x, y) = c.

To je jo² jedan na£in kako moºemo gra�£ki prikazivati grafove funkcija dvije

varijable, ali ovaj puta u xy-ravnini.
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x

y
z=3

z=2

z=1

Slika 2.12: Nivo krivulje
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2.3 Limes i neprekidnost

De�nicija 2.12. Neka je funkcija f(M) de�nirana na nekoj okolini Ω ⊆
Rn to£ke M0, osim moºda u samoj to£ki M0. Realan broj A se zove limes

funkcije f u to£ki M0 ako za svaki ε > 0 postoji δ > 0 takav da za sve to£ke
M ∈ Ω razli£ite od M0 vrijedi |f(M)−A| < ε kad god je 0 < d(M,M0) < δ.

(∀ε > 0)(∃δ > 0)t.d.(0 < d(M,M0) < δ ⇒ |f(M)− A| < ε)

To zapisujemo: A = lim
M→M0

f(M).

Napomena 2.1. Kao i kod funkcija jedne varijable, ako limes postoji, on je
jedinstven.

Primjer 2.2. f(x, y) = x2 + y2

Izra£unajmo lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

Dokaºimo da je lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2) = 0.

Treba pokazati da za svaki ε > 0 moºemo na¢i δ > 0 takav da

0 <
√
x2 + y2 < δ ⇒ |x2 + y2 − 0| < ε,

a za to je dovoljno uzeti δ =
√
ε.

Primjer 2.3. f(x, y) =
2xy

x2 + y2

Poku²ajmo izra£unati lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

Kako promatramo pona²anje funkcije f(x, y) na otvorenoj kugli K((0, 0), δ),

moºemo promatrati restrikciju na pravac y = kx jer ¢e se tu uvijek nalaziti
centar kugle za svaki k.

Tada je f(x, kx) =
2x · kx
x2 + k2x2

=
2k

1 + k2
ako je x ̸= 0.

No f(x, kx) → 2k

1 + k2
kad x → 0, pa bi za razli£ite k-ove dobili druga£ije

pona²anje funkcije u okolini to£ke (0, 0).

Zaklju£ujemo da lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) ne postoji.
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x

y

y=kx

Slika 2.13:

Teorem 2.1. Neka funkcije f(M) i g(M) imaju limese u to£ki M0 ∈ Rn.

Tada u to£ki M0 limese imaju i funkcije f(M)± g(M), f(M) · g(M) i
f(M)

g(M)
ako je lim

M→M0

g(M) ̸= 0 i vrijedi

lim
M→M0

(f(M)± g(M)) = lim
M→M0

f(M)± lim
M→M0

g(M)

lim
M→M0

(f(M) · g(M)) = lim
M→M0

f(M) · lim
M→M0

g(M)

lim
M→M0

f(M)

g(M)
=

lim
M→M0

f(M)

lim
M→M0

g(M)
( lim
M→M0

g(M) ̸= 0)

De�nicija 2.13. Neka je funkcija f(M) de�nirana u to£ki M0 i na nekoj
okolini Ω ⊆ Rn to£ke M0. Za funkciju f kaºemo da je neprekidna u to£ki

M0 ako postoji limes funkcije u toj to£ki i jednak je vrijednosti funkcije u toj
to£ki

lim
M→M0

f(M) = f(M0).

Napomena 2.2. Neka je Ω ⊆ Rn podru£je i f : Ω → R. Tada je f nepre-
kidna u to£ki M0 ∈ Ω ako (∀ε > 0)(∃δ > 0) takvi da za sve M ∈ Ω za koje je
d(M,M0) < δ vrijedi |f(M)− f(M0)| < ε.

Ukoliko je f neprekidna u svakoj to£ki iz Ω, kaºemo da je f neprekidna na
Ω.
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Teorem 2.2. Ako su funkcije f(M) i g(M) neprekidne u to£ki M0 ∈ Rn,

onda su u M0 neprekidne i funkcije f(M)± g(M), f(M) · g(M) i
f(M)

g(M)
ako

je g(M0) ̸= 0.

De�nicija 2.14. Neka je f : Ω ⊆ Rn → R. Za funkciju f kaºemo da je
ograni£ena (na Ω) ako postoji M > 0 takav da vrijedi |f(P )| < M za sve
P ∈ Ω.

Teorem 2.3. Neka je Ω ⊆ Rn podru£je i f : Ω → R funkcija neprekidna u
M0 ∈ Ω. Tada je f ograni£ena na nekoj okolini to£ke M0.

Teorem 2.4. (Bolzano-Weierstrass) Ako je funkcija f(M) neprekidna na
ograni£enom i zatvorenom podru£ju D, tada je f(M) ograni£ena na D, na D
poprima svoj minimum i maksimum i sve meduvrijednosti.
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2.4 Parcijalne derivacije i diferencijali

Neka je funkcija z = f(x, y) de�nirana na nekom podru£ju D ⊆ R2 i neka je

(x, y) ∈ D. Promotrimo prirast ∆x u x tako da je (x+∆x, y) ∈ D.

x

y

( )x,y ( )x+ x,yD

D

Slika 2.14: Prirast varijable x

Prirast ∆xz = f(x+∆x, y)− f(x, y) se zove parcijalni prirast u z.

De�nicija 2.15. Ako kvocijent
∆xz

∆x
ima kona£an limes kad ∆x → 0 taj

limes zovemo parcijalna derivacija funkcije z = f(x, y) u to£ki (x, y) po

varijabli x. To ozna£avamo:
∂z

∂x
(x, y) ili

∂f

∂x
(x, y).

Zna£i
∂f

∂x
(x, y) = lim

∆x→0

f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x
.

Analogno se de�nira parcijalna derivacija u to£ki (x, y) po varijabli y:

∂f

∂y
(x, y) = lim

∆y→0

f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆y
.

Primjer 2.4. Izra£unajte
∂f

∂x
(x, y) i

∂f

∂y
(x, y) ako je f(x, y) = xy2.

∂f

∂x
(x, y) = lim

∆x→0

f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x
= lim

∆x→0

(x+∆x)y2 − xy2

∆x
= lim

∆x→0
y2 = y2.
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∂f

∂y
(x, y) = lim

∆x→0

f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆y
= lim

∆y→0

x(y +∆y)2 − xy2

∆y

= lim
∆y→0

2xy∆y + x(∆y)2

∆y
= lim

∆y→0
(2xy + x∆y) = 2xy + 0 = 2xy.

Primjer 2.5. Primijetimo da nam kod funkcija dviju varijabli postojanje
parcijalnih derivacija ne povla£i neprekidnost kao kod funkcija jedne varijable.
Neka je

f(x, y) =


2xy

x2 + y2
; (x, y) ̸= (0, 0)

0; (x, y) = (0, 0).

Tada f nije neprekidna u (0, 0) jer uop¢e nema limes u toj to£ki, ali

∂f

∂x
(0, 0) = lim

∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0− 0

∆x
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0− 0

∆y
= 0,

pa vidimo da ovdje diferencijabilnost funkcija dviju varijabli moramo nekako
druga£ije de�nirati.

Prisjetimo se da je funkcija f : R −→ R, koja je de�nirana na nekom intervalu

(a, b), derivabilna u x0 ∈ (a, b) ako postoji

lim
h−→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

(kojeg ozna£avamo s f ′(x0)). U tom slu£aju vrijedi

lim
h−→0

f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h

|h|
= 0.

Nadalje, uo£imo da je funkcija l : R −→ R dana sa l(h) = f ′(x0)h linearan operator.

�tovi²e, svaki linearan operator l : R −→ R je nuºno oblika l(h) = ah za neki a ∈ R. Zaista,

zbog linearnosti, l(h) = hl(1) za sve h ∈ R. Takoder, uo£imo da je broj 1 baza vektorskog

prostora R. Pogledajmo ²to se dogada u slu£aju funkcija vi²e varijabli. Neka je l : R2 −→ R
linearan operator. Tada, za h⃗ = (h1, h2) ∈ R2, imamo

l(⃗h) = l(h1⃗i+ h2j⃗) = h1l(⃗i) + h2l(⃗j) = (l(⃗i), l(⃗j))(h1, h2) = Lh⃗t,

gdje je L = (l(⃗i), l(⃗j)). Dakle, za svaki linearan operator l : R2 −→ R postoji matrica L tipa

(1, 2) (koja je nuºno oblika L = (l(⃗i), l(⃗j))) takva da sve h⃗ ∈ R2, l(⃗h) = Lh⃗t. Ponovno,
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uo£imo da je (⃗i, j⃗) baza vektorskog prostora R2. Obratno, svaka funkcija l : R2 −→ R

oblika l(⃗h) = Lh⃗t, gdje je L neka matrica tipa (1, 2), je o£ito linearan oparator. Analognom

argumentacijom, svaki linaran operator l : Rn −→ R je oblika l(⃗h) = Lh⃗t, gdje je L =

(l(e⃗1), . . . , l(e⃗n)) i (e⃗1, . . . , e⃗n) je kanonska ortonorminana baza vektorskog prostora Rn.

De�nicija 2.16. Neka je f : R2 −→ R de�nirana na podru£ju Ω i neka je
P0 ∈ Ω. Funkcija f(P ) je diferencijabilna u P0 ako postoji matrica L tipa
(1,2) (linearan operator l) takva da

lim
h⃗−→0⃗

f(P0 + h⃗)− f(P0)− Lh⃗t

|⃗h|
= 0.

Napomenimo da se moºe pokazati da ako matrica L u gornjoj de�niciji pos-

toji, onda je ona i jedinstvena. U tom slu£aju, zovemo je diferencijalom funkcije

f(P ) u to£ki P0 i ozna£avamo s Df(P0). Uo£imo da je u slu£aju funkcije jedne

realne varijable Df(x0) = f ′(x0). Aanalogno se de�nira diferencijal funkcija vi²e

realnih varijabli (f : Rn −→ R).
Vidjeli smo da postojanje parcijalnih derivacija ne implicira neprekidnost same

funkcije. Medutim, ako je funkcija diferencijabilna u to£ki, onda je ona nuºno i

neprekidna u toj to£ki.

Teorem 2.5. Ako je funkcija f(P ) diferencijabilna u P0, onda je ona i ne-
prekidna u P0.

Dokaz. Prvo, uo£imo da je svaki linearan operator neprekidna funkcija. Zaista, neka je

l : R2 −→ R linearan operator i neka ja L = (l1, l2) njegova pripadna matrica. Fiksirajmo

P0 ∈ R2. Tada, za P ∈ R2, imamo

|l(P0)− l(P )| = |l(P0 − P )| = |L(P0 − P )t| ≤
√
2max{|l1|, |l2|}d(P0, P ).

Dakle, ako su P0 i P blizu, onda su i l(P0) i l(P ). Nadalje, zbog diferencijabilnosti of f(P )

u P0, imamo

lim
h⃗−→0⃗

|r(⃗h)|
|⃗h|

= 0,

gdje je r(⃗h) = f(P0 − h⃗) − f(P0) − Df(P0)⃗h
t. Takoder, uo£imo da je r(⃗0) = 0. Dakle,

dovoljno je pokazati neprekidnost od r(⃗h) u 0⃗. Iz gornjih svojstava od r(⃗h) zaklju£ujemo

da za svaki ε > 0 postoji δ > 0 (bez smanjenja op¢enitosti uzmimo δ < 1) takav da za sve

h⃗ ∈ R2, 0 < |⃗h| < δ, vrijedi

|r(⃗h)|
|⃗h|

< ε.
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Specijalno, za dani ε > 0 i sve h⃗ ∈ R2, |⃗h| < δ,

|r(⃗h)− r(⃗0)| = |r(⃗h)| < ε|⃗h| < εδ < ε,

²to dokazuje tvrdnju.

Postavlja se pitanje kako eksplicitno odrediti Df(P0).

Teorem 2.6. Neka je f(P ) diferencijabilna u P0. Tada, f(P ) ima parcijalne
derivacije u P0 i vrijedi

Df(P0) =

(
∂f

∂x
(P0),

∂f

∂y
(P0)

)
.

Dokaz. Znamo da vrijedi

lim
h⃗−→0⃗

f(P0 + h⃗)− f(P0)−Df(P0)⃗h
t

|⃗h|
= 0.

Specijalno, uzmimo h⃗ = h⃗i za h ∈ R. Tada imamo

lim
h−→0

f(P0 + h⃗i)− f(P0)− hDf(P0)⃗i
t

h
= 0,

tj.

lim
h−→0

f(P0 + h⃗i)− f(P0)

h
= Df(P0)⃗i

t.

Medutim, kako je

∂f

∂x
(P0) = lim

h−→0

f(P0 + h⃗i)− f(P0)

h
,

zaklju£ujemo

Df(P0)⃗i
t =

∂f

∂x
(P0).

Analogno vrijedi

Df(P0)⃗j
t =

∂f

∂y
(P0),

²to dokazuje tvrdnju.

Analogno kao u gornjem teoremu, za funkciju f : Rn −→ R vrijedi

Df(P0) =

(
∂f

∂x1
(P0), . . . ,

∂f

∂xn
(P0)

)
.

Vidjeli smo da postojanje parcijalnih derivacija ne implicira diferencijabilnbost

funkcije (ne implicira niti njenu neprekidnost). Medutim, imamo sljede¢i rezultat

koji navodimo bez dokaza.
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Teorem 2.7. Neka je f : R2 −→ R de�nirana na nekom podru£ju Ω i neka
je P0 ∈ Ω. Ako f(P ) ima parcijalne derivacije na Ω koje su neprekidne u P0,
onda je f(P ) diferencijabilna u P0.

Do sada smo isklju£ivo analizirali realne funkcije vi²e realnih varijabli. Medutim,

postavlja se pitanje kako de�nirati diferencijal vektorske funkcije. Neka je f :

Rn −→ Rm. Prvo, uo£imo da za takvu funkciju postoje (i jedinstvene su) funk-

cije f1, . . . , fm : Rn −→ R takve da f = (f1, . . . , fm). Zaista, za i = 1, . . . ,m,

neka je πi(P ) projekcija prostora Rm na njegovu i-tu koordinatnu os, tj. πi :

Rm −→ R je dana formulom πi(P ) = xi za P = (x1, . . . , xm) ∈ Rm. Sada,

za i = 1, . . . ,m, de�nirajmo fi(P ) = πi(f(P )) za P ∈ Rn. O£ito vrijedi

f = (f1, . . . , fm).

De�nicija 2.17. Neka je f : Rn −→ Rm de�nirana na podru£ju Ω i neka
je P0 ∈ Ω. Za funkciju f(P ) kaºemo da je diferencijabilna u P0 ako su u P0

diferencijabilne sve funkcije f1(P ), . . . , fm(P ) i, u tom slu£aju, diferencijal
od f(P ) u P0, u oznaci Df(P0), de�niramo kao

Df(P0) =

 Df1(P0)
...

Dfm(P0)

 .

Pi²u¢i u terminima parcijalnih derivacija,

Df(P0) =


∂f1
∂x1

(P0) · · · ∂f1
∂xn

(P0)
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(P0) · · · ∂fm
∂xn

(P0)

 .

Gornja matrica naziva se Jacobijeva matrica funkcije f(P ) u to£ki P0. U slu£aju

kada je n = m, detDf(P0) naziva se Jacobijan funkcije f(P ) u to£ki P0.

Jacobijanima ¢emo se vi²e baviti u sljede¢im poglavljima.

Diferencijal realne funkcije dvije varijable se moºe de�nirati i na sljede¢i na£in:

De�nicija 2.18. Neka je z = f(x, y) funkcija de�nirana na nekom podru£ju
D i neka je (x, y) ∈ D. Neka ∆x i ∆y ozna£avaju priraste u varijablama x
i y takve da je (x+∆x, y +∆y) ∈ D. Za funkciju z = f(x, y) kaºemo da je
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diferencijabilna u to£ki (x, y) ∈ D ako je njezin totalni prirast
∆z = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y) prikaziv u obliku

∆z = A∆x+B∆y + α(∆x,∆y)∆x+ β(∆x,∆y)∆y,

gdje A i B ne ovise o ∆x i ∆y (mogu ovisiti o x i y), a α(∆x,∆y) i
β(∆x,∆y) teºe nuli kad ∆x i ∆y teºe nuli.
Ako je funkcija z = f(x, y) diferencijabilna u to£ki (x, y), tada A∆x+ B∆y

zovemo diferencijal od z = f(x, y) u to£ki (x, y).
Diferencijal ozna£avamo: dz = A∆x+B∆y ⇒ ∆z = dz + α∆x+ β∆y.

Primjer 2.6. Izra£unajmo totalni prirast od z = x2 + y2.
Ra£unamo :

∆z = (x+∆x)2 + (y+∆y)2 − x2 − y2 = 2x∆x+2y∆y+∆x ·∆x+∆y ·∆y,

iz £ega vidimo A = 2x, B = 2y, α(∆x,∆y) = ∆x, β(∆x,∆y) = ∆y.

O£ito α i β teºe nuli kad ∆x, ∆y → 0.

Zna£i funkcija z = x2 + y2 je diferencijabilna u svakoj to£ki (x, y) ∈ R2; i
vrijedi dz = 2x∆x+ 2y∆y.

Neka je funkcija z = f(x, y) diferencijabilna u nekoj to£ki. Tada je njezin

totalni prirast oblika

∆z =
∂z

∂x
∆x+

∂z

∂y
∆y + α∆x+ β∆y,

a totalni diferencijal je

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy,

gdje su dx = ∆x, dy = ∆y diferencijali nezavisnih varijabli.

2.4.1 Geometrijska interpretacija parcijalnih derivacija

Promotrimo plohu S zadanu jednadºbom z = f(x, y) u trodimenzionalnom pros-

toru gdje je f(x, y) neprekidna funkcija koja ima parcijalne derivacije na nekom

podru£ju D. �elimo interpretirati parcijalne derivacije funkcije f(x, y) u to£ki

M0(x0, y0) ∈ D, koja odgovara to£ki N0(x0, y0, f(x0, y0)) na plohi S.
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Kad ra£unamo parcijalnu derivaciju ∂z
∂x

u M0 promatramo z = f(x, y) kao

funkciju jedne varijable x, a y tretiramo kao konstantu y = y0, odnosno z =

f(x, y0) = f1(x).

Funkciju z = f1(x) de�nira krivulja L dobivena presjekom plohe S ravninom

y = y0. Jasno je
∂z

∂x
(x0, y0) = f ′

1(x0) ²to je ustvari koe�cijent smjera tangente

na krivulju L u to£ki N0.

x

y

z

M

L

N
0

x
0

y
0

Slika 2.15: Tangente na presje£ne krivulje

Analogno je
∂z

∂y
(x0, y0) koe�cijent smjera tangente na krivulju M dobivenu

kao presjek plohe S i ravnine x = x0, u to£ki N0.

2.4.2 Derivacija kompozicije funkcija

Neka je funkcija z = f(x, y) de�nirana na nekom podru£ju D ⊂ R2 i neka su x

i y funkcije od varijable t takve da je x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ ⟨t0, t1⟩.
Pretpostavimo da je za svaku to£ku t ∈ ⟨t0, t1⟩ odgovaraju¢a to£ka

(x, y) = (x(t), y(t)) sadrºana u D.

Tada je z = f(x, y) = f [φ(t), ψ(t)] funkcija u jednoj varijabli t.

Teorem 2.8. Ako u to£ki t postoji derivacija
dx

dt
= φ′(t) i

dy

dt
= ψ′(t) i ako

je funkcija f(x, y) diferencijabilna u x = φ(t) i y = ψ(t), onda funkcija
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z = f [φ(t), ψ(t)] ima derivaciju i vrijedi

dz

dt
=
∂z

∂x
· dx
dt

+
∂z

∂y
· dy
dt
.

Primjer 2.7. z = x2 + y2, x = sin t, y = t3

∂z

∂x
= 2x,

∂z

∂y
= 2y,

dx

dt
= cos t,

dy

dt
= 3t2

dz

dt
= 2x · cos t+ 2y · 3t2 = 2 sin t cos t+ 2t3 · 3t2 = sin(2t) + 6t5.

Primijetimo sada sljede¢u kompoziciju funkcija.

z = f(x, y), x = φ(ξ, η), y = ψ(ξ, η) pa je z = z(ξ, η) = f(φ(ξ, η), ψ(ξ, η)).

Neka postoje neprekidne parcijalne derivacije
∂x

∂ξ
,
∂x

∂η
,
∂y

∂ξ
,
∂y

∂η
u to£ki (ξ, η) i

neka je f(x, y) diferencijabilna u to£ki (x, y) = (x(ξ, η), y(ξ, η)).

Tada z = z(ξ, η) ima parcijalne derivacije
∂z

∂ξ
,
∂z

∂η
i vrijedi

∂z

∂ξ
=
∂z

∂x
· ∂x
∂ξ

+
∂z

∂y
· ∂y
∂ξ

i
∂z

∂η
=
∂z

∂x
· ∂x
∂η

+
∂z

∂y
· ∂y
∂η
.

Primjer 2.8. z = x2y − xy2, x = ξη, y =
ξ

η

∂z

∂x
= 2xy − y2,

∂z

∂y
= x2 − 2xy,

∂x

∂ξ
= η,

∂x

∂η
= ξ,

∂y

∂ξ
=

1

η
,
∂y

∂η
= − ξ

η2

∂z

∂ξ
= (2xy − y2) · η + (x2 − 2xy) · 1

η

=

(
2ξη

ξ

η
− ξ2

η2

)
· η +

(
ξ2η2 − 2ξη

ξ

η

)
· 1
η

= 2ξ2η − ξ2

η
+ ξ2η − 2

ξ2

η
= 3ξ2η − 3

ξ2

η
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∂z

∂η
= (2xy − y2) · ξ + (x2 − 2xy) ·

(
− ξ

η2

)
=

(
2ξη

ξ

η
− ξ2

η2

)
· ξ +

(
ξ2η2 − 2ξη

ξ

η

)
·
(
− ξ

η2

)
= 2ξ3 − ξ3

η2
− ξ3 + 2

ξ3

η2
= ξ3 +

ξ3

η2
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2.5 Implicitno zadane funkcije

Promatramo funkciju F (x, y) dviju varijabli zadanu na nekom podru£ju G u xy -

ravnini. Ako za svaki x u intervalu ⟨x0− ε, x0+ ε⟩ postoji jedinstveni y takav da

je F (x, y) = 0, onda pridruºivanjem x 7→ y de�niramo funkciju y(x). Kaºemo

da je funkcija y(x) implicitno zadana jednadºbom F (x, y) = 0.

Primjer 2.9. Jednadºbom x2−y = 0 implicitno je zadana funkcija y(x) = x2.

Primjer 2.10. Jednadºbom x2 + y2 + 1 = 0 nije zadana nikakva funkcija,
jer niti za jedan x ta jednadºba nema rje²enje po y.

Ako se jednadºba F (x, y) = 0 moºe rije²iti po y, onda funkciju y = y(x) imamo

u eksplicitnom obliku.

Primjer 2.11. F (x, y) = yey − x.

Na intervalu ⟨0,∞⟩ za svaki x imamo jedinstveni y za koji je x = yey. To
znamo jer je y inverzna funkcija od xex. Ta funkcija postoji jer je xex bijek-
cija s ⟨0,∞⟩ na ⟨0,∞⟩. Funkcija y se ne moºe dobiti u eksplicitnom obliku
preko elementarnih funkcija. Unato£ tome, ona je dobro de�nirana.

x

y

Slika 2.16: Graf implicitno zadane funkcije y

Pitanja:

1 Kada je jednadºbom F (x, y) = 0 implicitno zadana funkcija y = y(x)?

2 Moºemo li o funkciji y(x) implicitno zadanoj jednadºbom F (x, y) = 0 ²togod

zaklju£iti i ako je ne moºemo eksplicitno prikazati?

(Rast, pad, ekstremi,. . . )
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S pojmovima eksplicitno i implicitno smo se susretali kod jednadºbe pravca.

Moºemo li iz tog iskustva izvu¢i neke zaklju£ke?

Primjer 2.12. F (x, y) = Ax+By + C = 0

y = −A
B
x− C

B
za B ̸= 0

x = −B
A
y − C

A
za A ̸= 0

Ako su A,B = 0, jednadºba C = 0 ne opisuje pravac. Dakle, da bi jednadºba
Ax+By+C = 0 opisivala pravac (tj. graf polinoma 1. stupnja), barem jedan
od A,B mora biti razli£it od nule, tj. A2+B2 > 0. Eksplicitno se moºe izraziti
ona koordinata uz koju je koe�cijent razli£it od nule. Koe�cijenti su vezani
uz nagib, nagib je vezan uz derivaciju. Zaista, uz F (x, y) = Ax + By + C

imamo A =
∂F

∂x
, B =

∂F

∂y
.

Ova se opservacija formalizira sljede¢im teoremom.

Teorem 2.9. (O implicitnoj funkciji) Neka je funkcija F (x, y) de�nirana i
neprekidna na ⟨x0 − δ1, x0 + δ1⟩ × ⟨y0 − δ2, y0 + δ2⟩ = D i neka su na D

neprekidne i njene parcijalne derivacije
∂F

∂x
i
∂F

∂y
. Neka je

(i) F (x0, y0) = 0

(ii)
∂F

∂y
(x0, y0) ̸= 0.

Tada postoji okolina I = ⟨x0−δ, x0+δ⟩ to£ke x0 na kojoj je zadana neprekidna
funkcija y = f(x) i F (x, f(x)) = 0 za sve x iz ⟨x0−δ, x0+δ⟩. �tovi²e, funkcija
f(x) je derivabilna na I i vrijedi

f ′(x) =
dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

.
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0

0

0

y f x= ( )
D

á ñ
1

1

0 2

2

F x y( , )=0

Slika 2.17: Implicitno zadana funkcija

Uvjet (i) jam£i postojanje rje²enja, tj. da bar jedna to£ka zadovoljava

F (x, y) = 0, a uvjet (ii) daje jedinstvenost, a time i svojstvo bivanja funkcijom.

Gledamo desnu sliku. U to£ki (x1, y1) su uvjeti zadovoljeni, na nekoj okolini od

x1 je krivulja zadana s F (x, y) = 0 graf funkcije y = f1(x). U to£ki (x2, y2)

je ∂F
∂y

= 0, pa nema okoline od x2 na kojoj je krivulja F (x, y) = 0 graf neke

funkcije y = f2(x).

Dokaz teorema o implicitnoj funkciji:

Prva tvrdnja teorema zahtijeva puno vremena i ne¢emo je dokazivati. Dokazat

¢emo samo tvrdnju o derivaciji. U okolini to£ke (x0, y0) imamo zadan

y(x) = f(x) takav da je F (x, f(x)) ≡ 0. Dakle je i d
dx
F (x, f(x)) = 0 za sve

to£ke iz te okoline. Po pravilu za deriviranje sloºene funkcije,

d

dx
F (x, y(x)) =

∂F

∂x

dx

dx
+
∂F

∂y

dy

dx
= 0. Odatle,

dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

= f ′(x).

Primjer 2.13. F (x, y) = yey − x.

∂F

∂y
= ey + yey = (1 + y)ey > 0 za sve (x, y) ∈ ⟨0,∞⟩ × ⟨0,∞⟩.

Sada imamo y′(x) = −
∂F
∂x
∂F
∂y

= − −1

ey(1 + y)
=

1

x+ ey
.

Primjer 2.14. F (x, y) = x2 + y2 −R.

∂F

∂x
= 2x,

∂F

∂y
= 2y, y′(x) = −x

y
, y ̸= 0.
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Sli£no se moºe dokazati i teorem o uvjetima uz koje jednadºba

F (x, y, z) = 0 implicitno zadaje funkciju z = f(x, y) u okolini to£ke (x0, y0, z0)

za koju je F (x0, y0, z0) = 0. Glavno je da vrijedi
∂F

∂z
(x0, y0, z0) ̸= 0. (Prisjetimo

se implicitne i eksplicitne jednadºbe ravnine.)

Tada imamo:
∂z

∂x
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

,
∂z

∂y
= −

∂F
∂y

∂F
∂z

.
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2.6 Tangencijalna ravnina i normala na plohu

Neka je S ploha zadana jednadºbom F (x, y, z) = 0. To£ka M na plohi S je

regularna (nesingularna) to£ka ako sve tri parcijalne derivacije ∂F
∂x
, ∂F
∂y

i ∂F
∂z

postoje i neprekidne su u to£ki M i barem jedna od njih je razli£ita od nule. Ako

sve tri parcijalne derivacije i²£ezavaju u M ili barem jedna od njih ne postoji,

to£ka M je singularna.

Uvjet regularnosti to£ke je
(
∂F

∂x

)2

+

(
∂F

∂y

)2

+

(
∂F

∂z

)2

> 0.

Primjer 2.15. Promatramo plohu zadanu s F (x, y, z) = x2 + y2 − z2 = 0.

To je stoºac s vrhom u ishodi²tu.

∂F

∂x
= 2x,

∂F

∂y
= 2y,

∂F

∂z
= −2z.

Jedina singularna to£ka je (0, 0, 0), tj. ishodi²te.

Slika 2.18: Stoºac

Primjer 2.16. Ravnina zadana s Ax+By +Cz +D = 0 nema singularnih
to£aka.
Kao prvo, znamo da je A2 + B2 + C2 > 0 uvjet da bi gornja jednadºba
de�nirala ravninu. Tada ravninu moºemo shvatiti kao plohu S de�niranu
jednadºbom F (x, y, z) = 0, pri £emu je F (x, y, z) = Ax + By + Cz + D.
Lagano vidimo da je ∂F

∂x
= A, ∂F

∂y
= B, ∂F

∂z
= C pa nam gornji uvjet na

koe�cijente daje nesingularnost svih to£aka ravnine.

Koje je zna£enje koe�cijenata A,B,C u op¢oj jednadºbi ravnine? Prisjetimo se
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da je vektor normale na ravninu Ax+By + Cz +D = 0 vektor

n⃗ = A⃗i+Bj⃗ + Ck⃗ =
∂F

∂x
i⃗+

∂F

∂y
j⃗ +

∂F

∂z
k⃗.

Vidjet ¢emo da isto vrijedi za plohe S de�nirane funkcijom F (x, y, z).

00

y f x= ( )

t
n
®

Slika 2.19:

U svakoj to£ki grafa glatke funkcije y = f(x) imamo jedinstvenu tangentu i

normalu. Za razliku od toga, u svakoj regularnoj to£ki plohe S ima beskona£no

mnogo tangenata. Moºe se pokazati da su one sve okomite na isti pravac, tj.

njihovi vektori smjera su okomiti na vektor smjera tog pravca. To posebno zna£i

da sve tangente na plohu S u njenoj regularnoj to£ki M leºe u istoj ravnini.

Tangencijalna ravnina na plohu S u regularnoj to£ki P je skup svih tangenata

na S u to£ki P . Pravac kroz P okomit na tangencijalnu ravninu zove se normala

na S u to£ki P .

Vektor n⃗ dan sa n⃗ =
∂F

∂x

∣∣∣
P
i⃗+

∂F

∂y

∣∣∣
P
j⃗ +

∂F

∂z

∣∣∣
P
k⃗ je vektor normale na plohu S

u njenoj regularnoj to£ki P .

Jednadºba tangencijalne ravnine na plohu S zadanu jednadºbom F (x, y, z) = 0

u njenoj regularnoj to£ki P (x0, y0, z0) dana je s

∂F

∂x

∣∣∣
(x0,y0,z0)

(x− x0) +
∂F

∂y

∣∣∣
(x0,y0,z0)

(y − y0) +
∂F

∂z

∣∣∣
(x0,y0,z0)

(z − z0) = 0.

Jednadºba normale u toj to£ki je

x− x0
∂F
∂x

∣∣∣
(x0,y0,z0)

=
y − y0

∂F
∂y

∣∣∣
(x0,y0,z0)

=
z − z0

∂F
∂z

∣∣∣
(x0,y0,z0)

.
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Ako je ploha S zadana eksplicitno kao z = f(x, y), jednadºbe tangencijalne

ravnine i normale u regularnoj to£ki P (x0, y0, z0) postaju

z = f(x0, y0) +
∂f

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

(x− x0) +
∂f

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

(y − y0),

x− x0
∂f
∂x
(x0, y0)

=
y − y0

∂f
∂y
(x0, y0)

=
z − z0
−1

.

Za²to nas uop¢e zanima tangencijalna ravnina? Kao ²to je tangenta na graf

realne funkcije realne varijable f : R → R u to£ki (x0, y0) najbolja linearna

aproksimacija te krivulje oko to£ke (x0, y0) (pravac najbliºi krivulji), tako i tan-

gencijalna ravnina na plohu z = f(x, y) u to£ki M najbolje aproksimira plohu u

toj to£ki. To je linearna aproksimacije te plohe u okolini to£ke M .
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2.7 Potpuni diferencijal

Gledamo plohu S i tangencijalnu ravninu u njenoj regularnoj to£kiM0 = (x0, y0, z0).

Neka je S zadano kao z = f(x, y). Stavimo li u jednadºbi tangencijalne ravnine

x− x0 = ∆x, y − y0 = ∆y imamo

z − z0 =
∂f

∂x
(x0, y0)∆x+

∂f

∂y
(x0, y0)∆y.

Izraz na desnoj strani je promjena z-koordinate to£ke na tangencijalnoj ravnini

kad se iz (x0, y0) maknemo za ∆x po x i za ∆y po y. To je linearna funkcija dviju

varijabli, ∆x i∆y, a koe�cijenti su joj vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije f u

to£ki (x0, y0). Prirast po tangencijalnoj ravnini je aproksimacija prirasta po plohi.

Polinom u dvjema varijablama h i k s koe�cijentima ∂f
∂x
(x0, y0) i ∂f

∂y
(x0, y0) se

zove potpuni diferencijal funkcije f u to£ki (x0, y0). To je polinom 1. stupnja

u svojim varijablama.

df(x0, y0)︸ ︷︷ ︸
ime

(h, k)︸ ︷︷ ︸
argumenti

=
∂f

∂x
(x0, y0)︸ ︷︷ ︸

koeficijent

h+
∂f

∂y
(x0, y0)︸ ︷︷ ︸

koeficijent

k

df(x0, y0)(dx, dy) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx+

∂f

∂y
(x0, y0)dy

=

(
∂f

∂x
(x0, y0)⃗i+

∂f

∂y
(x0, y0)⃗j

)
· (dx⃗i+ dyj⃗).

Prisjetimo se situacije iz jedne dimenzije: df(x0)(dx) = f ′(x0)dx.

00

Df}

0+Dx

Slika 2.20:
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2.8 Derivacije i diferencijali vi²eg reda

Neka funkcija z = f(x, y) ima parcijalne derivacije ∂f
∂x

i ∂f
∂y
. Te su derivacije i

same funkcije dviju varijabli, pa i one mogu imati svoje parcijalne derivacije u

nekim (ili u svim) to£kama.

Ako postoji ∂
∂x

(
∂f
∂x

)
onda kaºemo da f ima drugu parcijalnu derivaciju po x i

pi²emo
∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=
∂2f

∂x2
.

Sli£no,
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
i
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
.

Funkcije
∂2f

∂x∂y
i
∂2f

∂y∂x
su mje²ovite parcijalne derivacije.

Primjer 2.17. f(x, y) = x3y2 − xy3.

∂f

∂x
= 3x2y2 − y3,

∂f

∂y
= 2x3y − 3xy2

∂2f

∂x2
= 6xy2,

∂2f

∂y∂x
= 6x2y − 3y2

∂2f

∂y2
= 2x3 − 6xy,

∂2f

∂x∂y
= 6x2y − 3y2

U gornjem primjeru je ∂2f
∂y∂x

= ∂2f
∂x∂y

. Je li to slu£ajno?

Teorem 2.10. (Schwarz)
Neka funkcija f(x, y) ima parcijalne derivacije ∂f

∂x
, ∂f

∂y
, ∂2f

∂y∂x
i ∂2f
∂x∂y

u nekoj

okolini to£ke M0 = (x0, y0) i neka su ∂2f
∂y∂x

i ∂2f
∂x∂y

neprekidne u M0.

Tada je
∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
u M0.

Analogno se de�niraju i parcijalne derivacije vi²ih redova. Za mje²ovite par-

cijalne derivacije vrijedi analogon Schwarzovog teorema.

Neka je sada f : R2 −→ R diferencijabilna na nekom podru£ju Ω. Dakle, za

svaki P ∈ Ω postoji Df(P ). Uo£imo, Df : R2 −→ R2. Sada, kao i za realne

funkcije, postavljaju se pitanja neprekidnosti i diferencijabilnosti od Df(P ).

De�nicija 2.19. Neka je f : R2 −→ R diferencijabilna na podru£ju Ω. Za
funkciju f(P ) kaºemo da je klase C1 na Ω, i pi²emo f ∈ C1(Ω), ako je
funkcija Df(P ) neprekidna na Ω.
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Moºe se pokazati da je f ∈ C1(Ω) ako i samo ako f(P ) ima parcijalne

derivacije koje su neprekidne na Ω. Analogno kao i uslu£aju realnih funkcije

jedne realne varijable postavlja se pitanje diferencijabilnosti vi²eg reda.

De�nicija 2.20. Neka je f : R2 −→ R klase C1 na podru£ju Ω i neka je
P0 ∈ Ω. Ukoliko je funkcija Df : R2 −→ R2 diferencijabilna u P0 (dakle
postoji D(Df)(P0)) onda kaºemo da funkcija f(P ) ima drugi diferencijal u
P0, kojeg ozna£avamo s D2f(P0) i de�niramo kao D2f(P0) = D(Df)(P0).

Pi²u¢i u terminima parcijalnih derivacija,

D2f(P0) = D(Df)(P0) =

(
D
∂f

∂x
(P0), D

∂f

∂y
(P0)

)
=

(
∂2f
∂x2

(P0)
∂2f
∂y∂x

(P0)
∂2f
∂x∂y

(P0)
∂2f
∂2y

(P0)

)
.

Uo£imo da D2f : R2 −→ R4.

De�nicija 2.21. Neka je f : R2 −→ R de�nirana na podru£ju Ω. Ako za
svaki P ∈ Ω postoji D2f(P ) i ako je D2f : R2 −→ R4 neprekidno na Ω, onda
kaºemo da je f(P ) klase C2 na Ω i pi²emo f ∈ C2(Ω).

Moºe se pokazati da je f ∈ C2(Ω) ako i samo ako parcijalne derivacije drugog

reda od f(P ) postoje i neprekidne su na Ω. Induktivno de�niramo diferencijale

vi²ih redova funkcije f : R2 −→ R u to£ki P0: Dmf(P0) = D(Dm−1f)(P0) za

m ≥ 1. Uo£imo, Dmf : R2 −→ R2m . Op¢enito, za funkciju f : Rn −→ R,
Dmf : Rn −→ Rnm

.

De�nicija 2.22. Neka je m ≥ 1 i neka je f : R2 −→ R de�nirana na
podru£ju Ω. Ako za svaki P ∈ Ω postoji Dmf(P ) i ako je Dmf : R2 −→ R2m

neprekidno na Ω, onda kaºemo da je f(P ) klase Cm na Ω i pi²emo f ∈
Cm(Ω).

Moºe se pokazati da je f ∈ Cm(Ω) ako i samo ako parcijalne derivacije m-

tog reda od f(P ) postoje i neprekidne su na Ω. Napomenimo da je parcijalna

derivacija m-tog reda, m ≥ 2, od f : R2 −→ R dana s

∂mf

∂kx∂ly
(P )

za k, l ≥ 0 takve da k + l = m. Takoder napomenimo da za f ∈ Cm(Ω) vrijedi

Schwarzov teorem vi²eg reda koji kaºe da su parcijalne derivacijem-tog (ili niºeg)
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reda po istim varijablama jednake, bez obzira kojim se redom derivira. Uo£imo

sljede¢e: za f : R2 −→ R koja je klase C2 na podru£ju Ω vrijedi

Df(P )⃗h : = Df(P )⃗ht =

(
∂f

∂x
h1 +

∂f

∂y
h2

)
(P )

Df(P )⃗h2 : = h⃗
(
D2f(P )⃗ht

)
= (h1, h2)

(
∂2f
∂x2

(P ) ∂2f
∂y∂x

(P )
∂2f
∂x∂y

(P ) ∂2f
∂2y

(P )

)(
h1

h2

)

=

(
∂f

∂x
h1 +

∂f

∂y
h2

)2

(P ).

Analogno, ako je f ∈ Cm(Ω), moºe se pokazati da vrijedi

Df(P )⃗hm := h⃗
(
. . .
((
Dmf(P )⃗ht

)
h⃗t
)
. . . h⃗t

)
=

(
∂f

∂x
h1 +

∂f

∂y
h2

)m
(P ),

gdje se Dmf(P ) mnoºi s h⃗t, zdesna, m− 1 puta.
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2.9 Taylorov teorem

Neka funkcija z = f(x, y) ima neprekidne parcijalne derivacije do reda uklju£ivo

n na nekoj okolini to£ke (x0, y0) i neka je to£ka (x0+∆x, y0+∆y) u toj okolini.

Zanima nas kako se mijenja vrijednost funkcije f ako se iz (x0, y0) pomaknemo

u (x0 +∆x, y0 +∆y). �to vi²e informacija imamo o funkciji u M0 (tj. ²to vi²e

njenih derivacija znamo), to bolju informaciju moºemo dobiti o vrijednosti u M .

Postupamo po analogiji sa slu£ajem funkcije jedne varijable, samo ²to umjesto

vrijednosti derivacija u x0 moramo uzimati diferencijale.

M =0
( )x ,y0 0

M=( )x+ x,y+ yD D0 0

M’

Slika 2.21: Spojnica M0M

Teorem 2.11.

f(x0 +∆x, y0 +∆y) = f(x0, y0) +

(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y

)
f
∣∣∣
(x0,y0)

+
1

2!

(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y

)2

f
∣∣∣
(x0,y0)

+ . . .

+
1

(n− 1)!

(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y

)n−1

f
∣∣∣
(x0,y0)

+
1

n!

(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y

)n
f
∣∣∣
(x′,y′)

pri £emu je to£ka M ′ = (x′, y′) na spojnici to£aka M0M.

Ovo je Taylorova formula za funkciju dviju varijabli. Sastoji se od polino-

mijalnog komada tzv. Taylorovog polinoma i ostatka.

Taylorov polinom je polinom u varijablama ∆x i ∆y, koe�cijenti su mu vrijed-

nosti parcijalnih derivacija funkcije z = f(x, y) u to£ki M0 = (x0, y0).

Ostatak je vrijednost n−tog diferencijala, no njegovi su koe�cijenti vrijednosti
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parcijalnih derivacija funkcije f u nepoznatoj to£kiM ′. Kako se to£kaM ′ nalazi

izmedu M0 i M , gornji se teorem jo² zove i Taylorov teorem srednje vrijednosti.

Primjer 2.18. Taylorov polinom 2. stupnja funkcije f(x, y) u to£ki (x0, y0)
je

(T2f(x0, y0))(∆x,∆y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)∆x+

∂f

∂y
(x0, y0)∆y

+
1

2

(
∂2f

∂x2
(x0, y0)∆x

2 + 2
∂2f

∂x∂y
(x0, y0)∆x∆y

+
∂2f

∂y2
(x0, y0)∆y

2

)
Sada imamo f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) = (T2f(x0, y0))(∆x,∆y) + R3, gdje R3

uklju£uje vrijednosti tre¢ih parcijalnih derivacija funkcije f(x, y) u nepoznatoj
to£ki koja se nalazi izmedu (x0, y0) i (x0 +∆x, y0 +∆y).

Taylorov polinom funkcije f(x, y) u to£ki (0, 0) zove se Maclaurinov polinom.

Za dovoljno glatke funkcije imamo i razvoj u Taylorov (Maclaurinov) red.
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2.10 Ekstremi funkcija vi²e varijabli

Promatramo funkciju z = f(x, y) de�niranu na podru£ju D i to£ku

M0 = (x0, y0) u tom podru£ju.

Ako postoji okolina Ω to£ke M0 takva da je

∆f(x0, y0) = f(x, y)− f(x0, y0) ≤ 0, ∀(x, y) ∈ Ω,

kaºemo da u to£ki M0 funkcija ima lokalni maksimum.

Ako za sve (x, y) ∈ Ω vrijedi

∆f(x0, y0) = f(x, y)− f(x0, y0) ≥ 0,

kaºemo da funkcija u M0 ima lokalni minimum. Lokalni maksimum i lokalni

minimum su lokalni ekstremi.

Ako su nejednakosti stroge, govorimo o strogim lokalnim ekstremima.

Dakle, to£ka M0 = (x0, y0) je to£ka lokalnog ekstrema ako postoji okolina Ω od

M0 tako da za sve to£ke (x, y) ∈ Ω prirast ∆f(x0, y0) = f(x, y)−f(x0, y0) ima

konstantan predznak.

Primjer 2.19. f(x, y) = x2 + y2 ima (strogi) lokalni minimum u (0, 0).

Primjer 2.20. f(x, y) = −x2 − y2 ima (strogi) lokalni maksimum u (0, 0).

Primjer 2.21. f(x, y) = y2 ima lokalni minimum u svakoj to£ki oblika (x, 0).

Sljede¢i teorem je dvodimenzionalni analogon Fermatove leme.

Teorem 2.12. (Nuºan uvjet ekstrema)
Ako glatka funkcija f(x, y) ima lokalni ekstrem u to£ki M0 = (x0, y0) tada se
sve prve parcijalne derivacije poni²tavaju u toj to£ki:

∂f

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

Dokaz: Znamo da f ima lokalni ekstrem u M0 = (x0, y0) pa zaklju£ujemo

da kad �ksiramo y = y0, funkcija jedna varijable f(x, y0) ima lokalni ekstrem u

x0. Po Fermatovoj lemi slijedi da je f ′(x, y0)
∣∣∣
x=x0

= ∂f
∂x
(x0, y0) = 0. Tvrdnja za

parcijalnu derivaciju po drugoj varijabli slijedi analogno i teorem je dokazan.
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To£ka u kojoj se sve prve parcijalne derivacije poni²tavaju zove se staci-

onarna to£ka.

Geometrijski, stacionarna to£ka je to£ka u kojoj je tangencijalna ravnina na graf

funkcije horizontalna.

x

y

z

Slika 2.22: Tangencijalna ravnina u to£ki globalnog maksimuma

Gornji teorem ne daje dovoljne uvjete, tj. ne mora svaka stacionarna to£ka

biti to£ka lokalnog ekstrema.

Primjer 2.22. Pogledajmo funkciju f(x, y) = xy. Ra£unamo parcijalne de-
rivacije: ∂f

∂x
= y, ∂f

∂y
= x. Zaklju£ujemo da je (0, 0) stacionarna to£ka. No

kada pogledamo priraste:

∆f(0, 0) = xy − 0 = xy

> 0 za x i y istog predznaka

< 0 za x i y različitog predznaka

vidimo da se graf penje dok se udaljava od ishodi²ta u 1. i 3. kvadrantu, a
spu²ta u 2. i 4. kvadrantu. Zaklju£ak je da (0, 0) nije lokalni ekstrem od f .
Ishodi²te je za ovu plohu sedlasta to£ka.

Sedlasta to£ka funkcije f je stacionarna to£ka koja nije ekstrem funkcije f .

Jedna od pretpostavki gornjeg teorema je glatko¢a funkcije. Ukoliko tu pret-

postavku izbacimo, teorem se modi�cira na sljede¢i na£in:

Teorem 2.13. Ako funkcija f(x, y) ima lokalni ekstrem u (x0, y0), onda se
svaka prva parcijalna derivacija ili poni²tava u (x0, y0) ili ne postoji u (x0, y0).
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Primjer 2.23. z =
√
x2 + y2

∂z

∂x
=

x√
x2 + y2

,
∂z

∂y
=

y√
x2 + y2

.

Parcijalne derivacije nisu de�nirane u (0, 0), a u toj to£ki f ima lokalni
minimum. Ishodi²te zbog nepostojanja parcijalnih derivacija nije regularna
to£ka pa u toj to£ki nema normale ni tangencijalne ravnine.

Dovoljni uvjeti za postojanje ekstrema dani su sljede¢im teoremom.

Teorem 2.14. Neka je M0 = (x0, y0) stacionarna to£ka funkcije f(x, y), pri
£emu je f ∈ C2(Ω). Neka je D determinanta de�nirana s

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f

∂x2
(x0, y0)

∂2f

∂x∂y
(x0, y0)

∂2f

∂x∂y
(x0, y0)

∂2f

∂y2
(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
(i) Ako je D > 0 tada:

a) Za
∂2f

∂x2
(x0, y0) > 0 f ima u M0 lokalni minimum.

b) Za
∂2f

∂x2
(x0, y0) < 0 f ima u M0 lokalni maksimum.

(ii) Ako je D < 0, onda f u M0 nema lokalni ekstrem.

(iii) Ako je D = 0, ne moºemo zaklju£iti ima li f u M0 lokalni ekstrem bez
dodatnih razmatranja.

Skica dokaza.

f(x0 +∆x, y0 +∆y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)∆x+

∂f

∂y
(x0, y0)∆y︸ ︷︷ ︸

0

+
1

2

[
∂2f

∂x2
(x′, y′)(∆x)2 + 2

∂2f

∂x∂y
(x′, y′)∆x∆y +

∂2f

∂y2
(x′, y′)(∆y)2

]
,

pri £emu je M ′(x′, y′) to£ka negdje na spojnici to£aka M0 = (x0, y0) i

M = (x0 +∆x, y0 +∆y).
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M
0

M
M’

Slika 2.23: Spojnica M0M

Sada je

∆f = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)

=
1

2

∂2f∂x2 (M ′)︸ ︷︷ ︸
A

(∆x)2 + 2
∂2f

∂x∂y
(M ′)︸ ︷︷ ︸

B

∆x∆y +
∂2f

∂y2
(M ′)︸ ︷︷ ︸
C

(∆y)2

 .
Ako je u M0 zadovoljeno AC − B2 > 0, onda, zbog neprekidnosti drugih

parcijalnih derivacija (f ∈ C2(Ω)) mora biti AC −B2 > 0 i na nekoj okolini

od M0.

Ako je A > 0 u M0, onda mora biti pozitivno i na nekoj okolini.

Mi ºelimo ocijeniti predznak izraza A(∆x)2 + 2B∆x∆y +C(∆y)2. Taj izraz

moºemo pisati kao

A(∆x)2 + 2B∆x∆y + C(∆y)2 =
1

A
[(A∆x+B∆y)2︸ ︷︷ ︸

≥0

+(AC −B2)︸ ︷︷ ︸
>0

(∆y)2

︸ ︷︷ ︸
>0

]

︸ ︷︷ ︸
>0

.

No predznak od ∆f je isti kao i predznak gornjeg izraza, dakle u M0 f ima

lokalni minimum.

Ostale se tvrdnje dokazuju analogno.

Glatka funkcija dviju varijabli u okolini stacionarne to£ke (lokalno) izgleda ili kao

elipti£ki paraboloid (D > 0) okrenut prema gore (A > 0) ili dolje (A < 0) ili kao

hiperboli£ki paraboloid (D < 0), ili ima D = 0.

�to ako je D = 0? Pogledajmo funkcije f1(x, y) = x4 + y4, f2(x, y) = x3y3.

Funkcija f1 ima lokalni minimum u 0, a f2 ima sedlo. Dobra je ideja gledati
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pona²anje na zrakama y = kx. Za x4 + y4 gledamo

∆f(0, 0) = f(x, y)− f(0, 0) = x4 + y4 > 0

pa vidimo da f ima u (0, 0) strogi lokalni minimum.

2.10.1 Uvjetni (vezani) ekstremi

�esto se pojavljuje potreba odredivanja ekstrema funkcije vi²e varijabli ne na

cijelom podru£ju de�nicije nego na nekom podskupu de�niranom dodatnim uvje-

tima.

Promatrat ¢emo situaciju u kojoj su ti dodatni uvjeti opisani krivuljom u podru£ju

de�nicije funkcije £ije ekstreme traºimo.

f(x, y) → extr.

φ(x, y) = 0

}
problem uvjetnog ekstrema

Jedan takav problem je sljede¢i:

Primjer 2.24. Zanimaju nas najvi²a i najniºa to£ka na stazi opisanoj kri-
vuljom φ(x, y) = 0 koja se nalazi na terenu £ija je nadmorska visina opisana
funkcijom f(x, y).

+ -

f(x,y)j(x,y)

Slika 2.24: Slika terena

U jednostavnim slu£ajevima problem se moºe svesti na nalaºenje ekstrema

funkcije jedne varijable.

Primjer 2.25. Nadimo ektreme funkcije f(x, y) = x2 + y2 na krivulji u
ravnini zadanoj sa φ(x, y) = x+ y − 1 = 0.
Izrazimo y iz φ(x, y) preko x, y = 1− x, uvrstimo u funkciju

f(x, y) = x2 + (1− x)2 = 1− 2x+ 2x2
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i nademo ekstreme od f(x). f ′(x) = −2 + 4x ⇒ x = 1
2
je stacionarna

to£ka, f ′′(1
2
) = 2 > 0 ⇒ x = 1

2
je lokalni minimum, pa je rje²enje na²eg

problema to£ka (1
2
, 1
2
), i fmin = 1

2
.

�to ako se φ(x, y) ne moºe rije²iti po x ili y? Vratimo se Primjeru 2.24. �to

moºemo o£itati sa slike terena?

Ekstremalne vrijednosti na stazi se postiºu tamo gdje ona dira izohipse, tj. tamo

gdje je paralelna s njima. Paralelnost krivulja zna£i paralelnost tangenata, a kom-

ponente vektora smjera tangenata su parcijalne derivacije. Dakle, traºimo to£ke

u kojima su parcijalne derivacije od f(x, y) i φ(x, y) proporcionalne.

Ova metoda zove se metoda Lagrangeovih multiplikatora. Po£injemo uvodenjem

veli£ine λ koju zovemo Lagrangeov multiplikator (mnoºitelj) i formiramo La-

grangeovu funkciju:

F (x, y) = f(x, y) + λφ(x, y).

Nakon toga traºimo stacionarne to£ke funkcije F (x, y) koje zadovoljavaju traºeni

uvjet:

∂F

∂x
=
∂f

∂x
+ λ

∂φ

∂x
= 0

∂F

∂y
=
∂f

∂y
+ λ

∂φ

∂y
= 0

∂F

∂λ
= φ(x, y) = 0


Iz ovoga nademo λ i koordinate (x0, y0) mogu¢e to£ke ekstrema. Postojanje i

prirodu ekstrema provjeravamo ispituju¢i predznak drugog diferencijala Lagran-

geove funkcije,

d2F (x, y) =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2,

u okolini to£ke (x0, y0) i λ, uz uvjet
∂φ
∂x
dx+ ∂φ

∂y
dy = 0.

Ako je d2F < 0 imamo uvjetni maksimum, ako je d2F > 0 imamo uvjetni

minimum.

Ako je u stacionarnoj to£ki (x0, y0) determinanta

D(x0, y0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2F

∂x2
(x0, y0)

∂2F

∂x∂y
(x0, y0)

∂2F

∂x∂y
(x0, y0)

∂2F

∂y2
(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,
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onda imamo uvjetni ekstrem, uvjetni maksimum za ∂2F
∂x2

(x0, y0) < 0, odnosno

uvjetni minimum za ∂2F
∂x2

(x0, y0) > 0.

Pogledajmo traºenje uvjetnih ekstrema metodom Lagrangeovih multiplikatora na

konkretnim primjerima:

Primjer 2.26.
x2 + y2 → extr.

x+ y = 1

}
F (x, y, λ) = x2 + y2 + λ(x+ y − 1)

∂F

∂x
= 2x+ λ = 0

∂F

∂y
= 2y + λ = 0

∂F

∂λ
= x+ y − 1 = 0


⇒

x = −λ
2

y = −λ
2

 ⇒ y = x ⇒ 2x = 1 ⇒

x = y = 1
2
, λ = −1 ⇒ F (x, y,−1) = x2 + y2 − x− y + 1.

∂2F

∂x2
= 2,

∂2F

∂y2
= 2,

∂2F

∂x∂y
= 0; D =

∣∣∣∣∣ 2 0

0 2

∣∣∣∣∣ = 4 > 0.

D > 0 &
∂2F

∂x2
> 0 ⇒ to£ka M0(

1

2
,
1

2
) je to£ka lokalnog minimuma.

Ako Lagrangeova funkcija ima bezuvjetni ekstrem, onda f ima uvjetni eks-

trem. Postupak koji smo opisali daje dovoljne uvjete; no moºe se dogoditi da

Lagrangeova funkcija nema bezuvjetni ekstrem, a da f(x, y) ima uvjetni ekstrem.

Primjer 2.27.
f(x, y) = xy → extr.

φ(x, y) = y − x = 0

}

F (x, y, λ) = xy + λy − λx,
∂F

∂x
= y − λ,

∂F

∂y
= x+ λ,

∂F

∂λ
= y − x

Izjedna£avanjem s 0 dobijemo x+y = 0. Zajedno s tre¢om jednadºbom to daje
x = y = 0. Odavde je i λ = 0. Lagrangeova funkcija je onda F (x, y, 0) = xy.

Znamo da ta funkcija u (0, 0) nema ekstrem. No iz φ(x, y) = y − x = 0

dobivamo y = x, pa funkcija f(x, y)
∣∣∣
x=y

= x2 ima ekstrem (minimum) za

x = 0.
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Metoda Lagrangeovih mnoºitelja moºe se primijeniti i na funkcije vi²e od dva

argumenta.

z = f(x1, . . . , xn) → extr.

φ1(x1, . . . , xn) = 0

. . . . . .

φm(x1, . . . , xn) = 0

 ograničenja m < n.

F (x1, x2, . . . , xn;λ1, . . . , λm) = f(x1, . . . , xn) + λ1φ1 + · · ·+ λmφm.

Izjedna£imo s nulom sve parcijalne derivacije od F . Dobijemo sustav od n +m

jednadºbi iz kojih nademo λ1, . . . , λm i x1, . . . , xn.

Dovoljni uvjeti ekstrema daju se u terminima determinante sloºene od drugih

derivacija funkcije u stacionarnoj to£ki.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2f

∂x21

∂2f

∂x1∂x2
. . .

∂2f

∂x1∂xn

∂2f

∂x1∂x2

∂2f

∂x22
. . .

∂2f

∂x2∂xn
. . . . . . . . . . . .
∂2f

∂x1∂xn

∂2f

∂x2∂xn
. . .

∂2f

∂x2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ozna£imo s δ1, δ2, . . . , δn vode¢e determinante reda 1, 2, . . . , n u D.

Ako je f derivabilna u nekoj okolini stacionarne to£ke M0 i dvaput derivabilna u

M0, onda

(i) za δ1 > 0, δ2 > 0, . . . , δn > 0 f ima lokalni minimum u M0,

(ii) za δ1 < 0, δ2 > 0, δ3 < 0, δ4 > 0, . . . f ima lokalni maksimum u M0.

2.10.2 Globalni ekstremi neprekidne funkcije

Promatramo zatvoreno podru£je D ⊂ R2 na kojem je de�nirana neprekidna

funkcija f : D → R2. Po Bolzano-Weierstrassovom teoremu znamo da f na

D poprima najve¢u i najmanju vrijednost. Ako je funkcija f glatka i ako se

maksimum (minimum) postiºe u unutra²njosti podru£ja, onda ¢e se on postizati

u stacionarnoj to£ki. (Ako f nije glatka, onda se postiºe ili u stacionarnoj ili u

singularnoj to£ki.) No ekstrem se moºe postizati i na rubu, a takve to£ke ne

moºemo na¢i preko stacionarnih to£aka.
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Primjer 2.28. Pogledajmo situaciju u R. Tu je potrebno na¢i sve stacio-
narne to£ke i ispitati ih te jo² provjeriti vrijednosti na rubovima. Gledamo
sljede¢u funkciju f(x) = 2x, D = [3, 5].

x

y

10

6

53

Slika 2.25: Graf funkcije f(x) = 2x

Sa grafa vidimo da se minimum postiºe u lijevom, a maksimum u desnom
rubu.

Za nalaºenje globalnih ekstrema funkcije f(x, y) na zatvorenom i ograni£e-

nom skupu D moramo na¢i sve lokalne ekstreme u D i sve ekstreme na rubu

∂D. Najve¢a (najmanja) od tih vrijednosti je globalni maksimum (minimum) na

D.

Primjer 2.29. Na¢i globalne ekstreme funkcije z = f(x, y) = x2 + y2 na
D = [−1, 1]× [−1, 1].

x

y

z

Slika 2.26: Ploha z = x2 + y2
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∂f

∂x
= 2x = 0

∂f

∂y
= 2y = 0

 (0, 0) je stacionarna točka

∂2f

∂x2
= 2,

∂2f

∂y2
= 2,

∂2f

∂x∂y
= 0 ⇒ D =

∣∣∣∣∣ 2 0

0 2

∣∣∣∣∣ > 0,

⇒ (0, 0) je lokalni minimum.

Dalje gledamo rub. Za x = 1 imamo f(1, y) = 1 + y2. Na [−1, 1] ta funkcija
ima minimum u y = 0 (lokalni), a maksimum za y = 1 i y = −1. Vidimo da
u to£kama (1, 1) i (1,−1) funkcija f ima maksimume, f(1, 1) = f(1,−1) = 2.
Sli£no i za x = −1, y = 1, y = −1.

Dakle, f na [−1, 1] × [−1, 1] ima globalni minimum £ija je vrijednost 0 u
(0, 0) i 4 globalna maksimuma koja iznose 2 u to£kama (±1,±1).



Poglavlje 3

Vi²estruki integrali

3.1 Dvostruki integral

3.1.1 Motivacija i de�nicija

Motivacija - problem volumena cilindri£kog tijela.

Cilindri£ko tijelo je tijelo omedeno podskupom D ravnine xy, plohom koja je

graf neprekidne funkcije z = f(x, y) za (x, y) ∈ D i cilindri£kom plohom £ije

izvodnice prolaze rubom od D i paralelne su s osi z. D nazivamo osnovicom ili

bazom tijela.

x
y

z

D

f(x,y)

Slika 3.1: Cilindri£ko tijelo

Pri ra£unanju volumena kre¢emo od dvaju osnovnih na£ela:

79
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(1) razlomimo li tijelo u dijelove, volumen tijela mora biti jednak zbroju volu-

mena dijelova;

(2) volumen uspravnog cilindri£kog tijela omedenog ravninom z = c (gdje je c

neka konstanta iz R) jednak je povr²ini osnovice D pomnoºenoj s visinom

tijela.

Nadalje, smatramo da je osnovicaD omedena (tj. da leºi u krugu sa sredi²tem

u (0, 0) zadanog kona£nog polumjera) i da ima povr²inu koja se moºe izra£unati.

(Postoje skupovi u R2 za koje nije mogu¢e izra£unati povr²inu.) Funkcija f(x, y)

je neprekidna na D, a zbog jednostavnosti ¢emo dodatno pretpostaviti i da je

f(x, y) ≥ 0 na D.

Ozna£imo sad traºeni volumen cilindri£kog tijela s V . Postupak njegovog

ra£unanja je slijede¢i:

1) Podijelimo osnovicu D na komade. Oni mogu biti proizvoljnog oblika sve

dok imaju povr²inu, ali presjek bilo koja dva komada ne smije imati pozi-

tivnu povr²inu. Obi£no se uzima da je D podijeljeno u pravokutnike (osim

blizu ruba), no to nije ni bitno. Takva podjela naziva se subdivizija.

2) Ozna£imo komade na koje smo podijelili D s D1, D2, . . . , Dn, a njihove

povr²ine s ∆S1, ∆S2, . . . ,∆Sn. De�niramo dijametar skupa Dk kao

diam Dk = sup d(P,Q), pri £emu su P,Q ∈ Dk, i neka je d = maxk diam Dk.

3) U svakom Dk odaberemo jednu to£ku Pk = (xk, yk) i nad njome konstru-

iramo cilindar visine f(Pk). Njegov volumen je tada ∆Vk = ∆Sk ·f(Pk) =
f(Pk)∆Sk. Zbrajaju¢i volumene svih tako konstruiranih cilindara dobijemo

Vn =
n∑
k=1

f(Pk)∆Sk.

Intuitivno je jasno da je Vn to bolja aproksimacija traºenog volumena V

²to je �nija podjela D na D1, D2, . . . , Dn, tj. ²to je manji d (najve¢i od

dijametara subdivizije).

4) Po de�niciji, smatramo da je volumen V limes od Vn kad n → ∞ i kad d

teºi u 0. Prirodno je o£ekivati da V ne ovisi o podjeli ni o izboru Pk.
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Razmatranja ovog tipa moºemo provesti i za op¢enitu funkciju f . Izraz

Vn =
n∑
k=1

f(Pk)∆Sk zovemo integralna suma koja odgovara subdiviziji

D1, D2, . . . , Dn i izboru to£aka P1, P2, . . . , Pn, gdje je Pk ∈ Dk.

De�nicija 3.1. Ako postoji limes integralnih suma σ =
n∑
k=1

f(Pk)∆Sk kad

n → ∞ i d → 0 koji ne ovisi ni o subdiviziji D = D1 ∪ · · · ∪Dn ni o izboru
to£aka Pk ∈ Dk, onda taj limes zovemo dvostrukim integralom od f po

D i pi²emo ∫ ∫
D

f(x, y) dx dy.

Dakle, ∫ ∫
D

f(x, y) dx dy = lim
n→∞,d→0

n∑
k=1

f(Pk)∆Sk.

Ako integral
∫ ∫

D
f(x, y) dx dy postoji kaºemo da je funkcija f integrabilna

na D.

Podijelimo li pravokutnik P na m × n malih pravokutnika, integralna suma

poprima oblik
m∑
j=1

n∑
i=1

f(xi, yj)∆xi∆yj. Pri prelasku na limes za m→ ∞, n→

∞, ∆xi → 0, ∆yi → 0 sume prelaze u integral, a povr²ine malih komada u

dx dy.

Vratimo li se na problem ra£unanja volumena cilindri£kog tijela, vidimo da je

V =

∫ ∫
D

f(P ) dP =

∫ ∫
D

f(x, y) dx dy.

(Ako je f(x, y) ≤ 0 na D, onda je V = −
∫ ∫

D
f(x, y) dx dy. Ako funkcija

f(x, y) mijenja predznak na D, onda je volumen algebarska suma volumena; oni

iznad xy ravnine se uzimaju s predznakom +, a oni ispod s predznakom -.)

Postavlja se pitanje za kakve funkcije f moºemo izra£unati
∫ ∫

D
f dx dy?

Samo ograni£enost nije dovoljna - primjer za to je Dirichletova funkcija koja

je ograni£ena, ali nije integrabilna. Moºe se pokazati da je neprekidnost ipak

dovoljna.

Teorem 3.1. Svaka funkcija f(x, y) koja je neprekidna na ograni£enom i
zatvorenom skupu D je integrabilna na D.
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Uvjet neprekidnosti se moºe i oslabiti.

Teorem 3.2. Ako je funkcija f ograni£ena na omedenom zatvorenom skupu
D ⊂ R2 i neprekidna na D osim na skupu povr²ine nula, onda je f i inte-
grabilna na D.

(Za skup kaºemo da je povr²ine nula ako ga moºemo omediti mnogokutom

proizvoljno male povr²ine.)

3.1.2 Osnovna svojstva dvostrukog integrala

Svojstva dvostrukog integrala sli£na su svojstvima odredenog integrala funkcije

jedne varijable.

(1) Linearnost:

Ako su f i g integrabilne na D i ako su α, β ∈ R, onda vrijedi∫ ∫
D

(αf(x, y)+βg(x, y)) dx dy = α

∫ ∫
D

f(x, y) dx dy+β

∫ ∫
D

g(x, y) dx dy.

(2) Monotonost:

Ako je f(x, y) ≤ g(x, y) na D, onda je∫ ∫
D

f(x, y) dx dy ≤
∫ ∫

D

g(x, y) dx dy.

Posebno, uz −|f(x, y)| ≤ f(x, y) ≤ |f(x, y)| slijedi

−
∫ ∫

D

|f(x, y)| dx dy ≤
∫ ∫

D

f(x, y) dx dy ≤
∫ ∫

D

|f(x, y)| dx dy,

tj. ∣∣∣ ∫ ∫
D

f(x, y) dx dy
∣∣∣ ≤ ∫ ∫

D

|f(x, y)| dx dy.

(3) Aditivnost po podru£ju integracije:

Ako je f integrabilna na D i ako je D = D1 ∪ D2, pri £emu je D1 ∩ D2

povr²ine 0, tj. D1 i D2 nemaju zajedni£kih unutarnjih to£aka, onda je∫ ∫
D

f(x, y) dx dy =

∫ ∫
D1

f(x, y) dx dy +

∫ ∫
D2

f(x, y) dx dy
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D1
D

2

D

Slika 3.2: D1 i D2 nemaju zajedni£kih unutarnjih to£aka

(4) Ograde:

Neka je f neprekidna na omedenom i zatvorenom skupu D. Tada postoje

m i M takvi da je m ≤ f(x, y) ≤M, za sve (x, y) ∈ D. Vrijedi:

m · S ≤
∫ ∫

D

f(x, y) dx dy ≤M · S,

gdje je S povr²ina od D.

(5) Povr²ina:

Povr²ina omedenog i zatvorenog skupa D u ravnini jednaka je integralu

funkcije f(x, y) ≡ 1 po D. Dakle,

S =

∫ ∫
D

1 dx dy

(
S = µ(D) =

∫ ∫
D

dx dy.

)

(6) Teorem srednje vrijednosti:

Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom i omedenom skupu D. Tada

postoji barem jedna to£ka P0 u D takva da je∫ ∫
D

f(x, y) dx dy = f(P0) · S.

Veli£ina 1
S

∫ ∫
D
f(x, y) dx dy se zove srednja vrijednost funkcije f na

D. Teorem kaºe da za neprekidnu funkciju f postoji to£ka P0 u kojoj se

srednja vrijednost postiºe.

Geometrijska interpretacija: f(P0) je visina cilindra s osnovicom D istog

volumena kao i cilindri£ko tijelo pokriveno plohom f(x, y).
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x
y

z

P
0

Slika 3.3:

3.1.3 Ra£unanje dvostrukog integrala

Prvo ¢emo razmotriti slu£aj kad je D pravokutnik, tj. D = [a, b]× [c, d].

Promatramo presjek cilindri£kog tijela nad D pokrivenog plohom f(x, y) (f je

neprekidna funkcija na D) i ravnine y = y0. Taj presjek je krivolinijski trapez, a

njegova povr²ina dana je s
∫ b
a
f(x, y0)dx.

Ova veli£ina nam daje povr²inu presjeka cilindri£kog tijela kao funkciju od y.

Pi²emo S(y) =
∫ b
a
f(x, y)dx. Odavde je V =

∫ d
c
S(y)dy, odnosno

V =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy.

x

y

z

a

b

c d

y
0

Slika 3.4:

Moºe se pokazati da za svaku funkciju integrabilnu na D vrijedi∫ ∫
D

f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy

=

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.
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Ponekad se jo² pi²e∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y) dx.

Dakle, ra£unanje dvostrukog integrala po pravokutniku se svodi na ra£unanje

dva jednostruka integrala. Desnu stranu gornjih formula jo² zovemo iterirani ili

ponovljeni integrali.

Primjer 3.1.∫ 1

0

∫ 1

0

(x2 + y2) dx dy =

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

(x2 + y2) dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 dx+

∫ 1

0

y2 dx

)
dy

=

∫ 1

0

(
x3

3
+ xy2

) ∣∣∣1
x=0

dy =

∫ 1

0

(
1

3
+ y2

)
dy

=

(
1

3
y +

y3

3

) ∣∣∣1
y=0

=
1

3
+

1

3
=

2

3
.

Pogledajmo sada op¢enito podru£je D. Ponovno, jednostavnosti radi, ogra-

ni£imo D na slu£aj kad svaki pravac x = x0 (za a ≤ x0 ≤ b) sije£e rub od D u

najvi²e dvije to£ke ili u cijelom (jednom) segmentu.

Stavimo D u neki pravokutnik [a, b]× [c, d]. Segmenti [a, b] i [c, d] su ortogonalne

projekcije skupa D na koordinatne osi.

x

y

DA

B’

B’’

C’ C’’

E

a b

c

d

Slika 3.5: Skup D u pravokutniku

To£kama AC ′C ′′B′ odredena je krivulja koja je graf neke neprekidne funkcije

φ1(x). Sli£no, s AEB′′ odredena je krivulja koja je graf neprekidne funkcije φ2(x).

Presijecimo tijelo ravninom x = x0. Povr²ina tog presjeka je dana jednostrukim
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integralom po y, u granicama od φ1(x0) do φ2(x0):

S(x0) =

∫ φ2(x0)

φ1(x0)

f(x0, y)dy.

x

y

z

a

b

c d

Slika 3.6:

Sada se volumen dobije integriranjem funkcije S(x) od a do b:

∫ ∫
D

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

S(x) dx =

∫ b

a

(∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y) dy

)
dx.

Ako je podru£je D takvo da umjesto "gornje" i "donje" ima "lijevu" i "desnu"

granicu koje se daju izraziti kao funkcije x = ψ1(y) i x = ψ2(y), onda imamo

∫ ∫
D

f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y) dx

)
dy.

U oba slu£aja je povr²ina od D dana kao

S =

∫ b

a

∫ φ2(x)

φ1(x)

dy dx =

∫ d

c

∫ ψ2(y)

ψ1(y)

dx dy.

Ako je granica podru£ja komplicirana, rasije£emo ga na podru£ja gornjeg tipa i

koristimo aditivnost po podru£ju integracije.
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3.1.4 Zamjena varijabli u dvostrukom integralu

u

v

D*

M*

u

v

x

y

D

M

x

y0

0

>

( , )j y

0

0

u=u

v=v

0

0

Slika 3.7: Zamjena varijabli

Promatramo skup D∗ u uv-ravnini i skup D u xy-ravnini. Neka je na D∗ zadan

par funkcija

x = φ(u, v) i y = ψ(u, v)

koje preslikavaju D∗ na D, neprekidne su i imaju neprekidne parcijalne derivacije.

Ako razli£itim to£kama (u, v) ∈ D∗ odgovaraju razli£ite to£ke (x, y) ∈ D, to

zna£i da se gornje jednadºbe mogu rije²iti po u i v:

u = g(x, y) i v = h(x, y).

U tom slu£aju preslikavanje (φ, ψ) je bijekcija s D∗ u D. Tada se neprekidna

krivulja L∗ u D∗ preslikava u neprekidnu krivulju L u D. Ako su funkcije g(x, y)

i h(x, y) neprekidne, onda se neprekidna krivulja L u D preslikava u neprekidnu

krivulju L∗ u D∗.

Kako uz gornje uvjete svakoj to£kiM∗ u D∗ odgovara jedinstvena to£kaM ∈ D,

to par brojeva (u0, v0) jedinstveno odreduje i to£ku

M(x0, y0) = (φ(u0, v0), ψ(u0, v0)) ∈ D.

Time dobivamo nove koordinate (u, v) to£aka u xy- ravnini. To su krivolinijske

koordinate to£ke M .

Skup to£aka u D za koje je jedna koordinata konstantna zovemo koordinatna

krivulja (koordinatna linija). x = φ(u, v0), y = ψ(u, v0) su jednadºbe (para-

metarske) koordinatne krivulje. Za razne vrijednosti v = const dobivamo razne
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koordinatne krivulje, one £ine jednu familiju. Sli£no, koordinatne krivulje koje

dobijemo za razne vrijednosti u = const £ine drugu familiju koordinatnih krivu-

lja.

Ako je preslikavanje D∗ → D bijekcija, onda kroz svaku to£ku iz D prolazi

to£no jedna krivulja iz svake familije, i krivulje iz iste familije se ne sijeku. Mreºa

krivolinijskih koordinata u D je slika mreºe pravokutnih koordinata u D∗.

u

v

D*

DS*

u

v

x

y

D>

( , )j y

0* 0u+ uD

v+ vD P*4

P*3

P*2
P*1 P1

P2

P3P4

DS

Slika 3.8: Element povr²ine

Vaºnu ulogu u de�niciji dvostrukog intergrala ima element povr²ine ∆S. U

pravokutnim koordinatama to se lako ra£una, ∆S = ∆x∆y. Ideja kod zamjene

varijabli je prije¢i u koordinate u kojima se granice podru£ja i/ili podintegralna

funkcija zapisuju jednostavnije nego u originalnom koordinatnom sustavu. Iz

slu£aja jednostrukog integrala znamo da se osim granica i podintegralne funkcije

transformira i diferencijal dx. Za uspje²nu zamjenu varijabli moramo biti u stanju

transformirati ∆S, tj. element povr²ine.

P3

DS

P=1 P1

~

P2

~
P2

~

P4

~

P3

P4

Slika 3.9:
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P ∗
1 = (u, v), P1 = (φ(u, v), ψ(u, v))

P ∗
2 = (u+∆u, v), P2 = (φ(u+∆u, v), ψ(u+∆u, v))

P ∗
3 = (u+∆u, v +∆v), P3 = (φ(u+∆u, v +∆v), ψ(u+∆u, v +∆v))

P ∗
4 = (u, v +∆v), P4 = (φ(u, v +∆v), ψ(u, v +∆v))

∆S∗ = ∆u∆v

Zamijenimo to£ne izraze za koordinate to£aka P1, P2, P3, P4 pribliºnim izra-

zima dobivenima linearizacijom preslikavanja φ i ψ:

P̃1 = (φ, ψ)

P̃2 = (φ+
∂φ

∂u
∆u, ψ +

∂ψ

∂u
∆u)

P̃3 = (φ+
∂φ

∂u
∆u+

∂φ

∂v
∆v, ψ +

∂ψ

∂u
∆u+

∂ψ

∂v
∆v)

P̃4 = (φ+
∂φ

∂v
∆v, ψ +

∂ψ

∂v
∆v).

Iz gornjih izraza vidimo da je
−−→
P̃1P̃2 =

−−→
P̃4P̃3. Dakle, £etverokut P̃1P̃2P̃3P̃4 je

paralelogram. Za male vrijednosti ∆u, ∆v povr²ina tog paralelograma je blizu

povr²ine ∆S. Vrijedi

−−→
P̃1P̃2 =

∂φ

∂u
∆u⃗i+

∂ψ

∂u
∆u⃗j

−−→
P̃1P̃4 =

∂φ

∂v
∆v⃗i+

∂ψ

∂v
∆vj⃗.

Sada je ∆S ≈ |
−−→
P̃1P̃2 ×

−−→
P̃1P̃4|, pa je

∆S = |

∣∣∣∣∣∣∣
∂φ

∂u

∂ψ

∂u
∂φ

∂v

∂ψ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣|∆u∆v.

Determinanta J(u, v) =

∣∣∣∣∣ ∂φ
∂u

∂ψ
∂u

∂φ
∂v

∂ψ
∂v

∣∣∣∣∣ se zove Jacobijan funkcija od (φ, ψ).

Dakle,

∆S = |J(u, v)|∆u∆v.
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Izraz |J(u, v)|∆u∆v je element povr²ine u krivolinijskim koordinatama.

Iz ∆S∗ = ∆u∆v imamo |J(u, v)| ≈ ∆S
∆S∗ .

Odatle slijedi geometrijska interpretacija Jacobijana kao koe�cijenta "rasteza-

nja" (lokalnog) elementa povr²ine pri transformaciji (u, v) 7→ (x, y). Relacija je

pribliºna za kona£ne ∆u, ∆v i postaje to£na u limesu:

|J(u, v)| = lim
diam ∆S∗→0

∆S

∆S∗ .

Idemo sad to primijeniti na zamjenu varijabli u dvostrukom integralu. Ho¢emo

s koordinata (x, y) prije¢i na koordinate (u, v). Varijable (x, y) se preko (u, v)

izraºavaju kao x = φ(u, v), y = ψ(u, v). Smatramo da je (φ, ψ) neprekidna

bijekcija s D∗ na D, da ima neprekidne parcijalne derivacije i da je podintegralna

funkcija f(x, y) neprekidna na D. Uvr²tavanjem izraza za x i y preko u i v po-

dintegralna funkcija f(x, y) postaje neka funkcija F (u, v) = f(φ(u, v), ψ(u, v)).

Promatrajmo integralne sume

∑
Dk

f(x, y)∆S ≈
∑
D∗

k

F (u, v)|J |∆S∗.
/

lim
d→0

Pu²atnjem limesa kad d→ 0 (d je najve¢i dijametar subdivizije) dobijemo formulu

zamjene varijabli u dvostrukom integralu:

∫ ∫
D

f(x, y) dx dy =

∫ ∫
D∗
F (u, v)|J(u, v)| du dv,

gdje je J(u, v) =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣ Jacobijan.
Uvjet J(u, v) ̸= 0 zna£i da je preslikavanje (u, v) 7→ (x, y) lokalna bijekcija.

Geometrijski : nema lijepljenja to£aka, tj. nema "uni²tavanja" povr²ine.

Primjer 3.2. Nadimo povr²inu podru£ja D omedenog hiperbolama xy = a2,
xy = b2 i pravcima y = αx, y = βx (a2 < b2, 0 < α < β).

Zanima nas u kojim koordinatama bi podru£je D imalo lijepe granice, na
primjer konstante?
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u

v

x

y

00

D*

b
2a2

a

b
y= xb

y= xa

xy=a
2

xy=b
2

Slika 3.10: Promjena koordinata

a2 ≤ xy ≤ b2

α ≤ y
x
≤ β

}
⇒ u = xy, v = y

x

Trebaju nam izrazi za x i y preko u i v i treba nam Jacobijan.
x =

√
u
v
, y =

√
uv (iz uv = y2, u

v
= x2).

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

2
√
uv

−
√
u

2v
√
v

1

2

√
v

u

1

2

√
u

v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2v
.

Integriramo f(x, y) ≡ 1, pa je i F (u, v) ≡ 1. Dakle,

µ(D) =

∫ ∫
D

dx dy =

∫ ∫
D∗

|J(u, v)| du dv =

∫ b2

a2

∫ β

α

1

2v
dv du

=
1

2

∫ b2

a2
du

∫ β

α

dv

v
=

1

2
(b2 − a2) ln

β

α
.

3.1.5 Polarne koordinate u ravnini

x

y

x

y

φ

ρ

Slika 3.11: (x, y) ↔ (ρ, φ)
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x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

}
, 0 ≤ ρ ≤ ∞, 0 ≤ φ ≤ 2π.

J(ρ, φ) =

∣∣∣∣∣ cosφ −ρ sinφ
sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣∣ = ρ(cos2 φ+ sin2 φ) = ρ.

dS = ρ dρ dφ - element povr²ine u polarnim koordinatama.

Iz formule o zamjeni varijabli u dvostrukom integralu slijedi:∫ ∫
D

f(x, y) dx dy =

∫ ∫
D∗
f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρ dφ.

φ=const

ρ=const

ρ ρ+ =constΔ
φ φ+ =constΔ

ΔS

Slika 3.12: Geometrijska interpretacija

Za male ∆ρ i ∆φ element ∆S je blizu pravokutnika, £ija je povr²ina jednaka

produktu stranica. Jedna stranica mu je ∆ρ, a duljina druge ovisi o ∆φ i o tome

koliki je tamo ρ; isti ∆φ daje razli£ite duljine na razli£itim udaljenostima od 0,

tj. za razli£ite ρ. Duljina druge stranice je ρ∆φ, pa je ∆S = ρ∆φ∆ρ. U limesu

to ide u dS = ρdρdφ.

Tehnika ra£unanja dvostrukog integrala je ista kao i za Kartezijeve koordinate,

tj. svodi se na iterirane integrale.

Na polarne koordinate se prelazi kad granice i/ili podintegralna funkcija sadrºe

izraze tipa x2 + y2 koji ukazuju na rotacijsku simetriju.

Primjer 3.3.∫ ∫
D

dx dy√
1 + x2 + y2

=

∫ 1

0

∫ π
2

0

ρ dφ dρ√
1 + ρ2

=
π

2

∫ 1

0

ρ dρ√
1 + ρ2

=
π

2

∫ 2

1

1
2
du

√
u

=
π

2

∫ 2

1

du

2
√
u
=
π

2

√
u
∣∣∣2
1
=

√
2− 1

2
π.
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x

y

0 1

1

D

Slika 3.13:

Napomena 3.1. Bijektivnost preslikavanja (ρ, φ) 7→ (x, y) je naru²ena za
ρ = 0. To se vidi iz J(0, φ) = 0 za bilo koji φ. Unato£ tome preslikavanje je
bijekcija na svakoj okolini oko ishodi²ta koja ne sadrºi ishodi²te.
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3.2 Trostruki integral

3.2.1 Motivacija i de�nicija

Promatramo materijalno tijelo koje zauzima skup Ω ⊂ R3. Skup Ω je omeden

i zatvoren. U svakoj to£ki skupa Ω poznata je vrijednost funkcije gusto¢e mase

koju ozna£avamo s µ(P ) = µ(x, y, z). �elimo odrediti ukupnu masu tijela Ω.

x

y

z

Ω

Slika 3.14: Materijalno tijelo

Provodimo sljede¢i postupak:

1) Podijelimo skup Ω na nepreklapaju¢e komade Ω1, Ω2, . . . ,Ωn £ija je unija

cijeli Ω i koji imaju volumene ∆V1, ∆V2, . . . ,∆Vn.

2) U svakom komadu Ωk izaberemo to£ku Pk ∈ Ωk i smatramo da je gusto¢a

cijelog komada Ωk konstantna i jednaka µ(Pk). Tada je masa komada Ωk

jednaka ∆mk = µ(Pk)∆Vk. Zbroj svih takvih masa bit ¢e pribliºno jednak

masi cijelog tijela Ω,

m =
n∑
k=1

µ(Pk)∆Vk.

3) Ozna£imo s d najve¢i od dijametara komada Ωk. Ako gornji izraz ima limes

kad n → ∞ i d → 0 koji je neovisan o podjeli Ω1, . . . ,Ωn i izboru to£aka

Pk ∈ Ωk, onda za masu tijela Ω uzimamo upravo taj limes.

Moºemo provesti ovakvo razmatranje i za op¢enite funkcije f . Uzmimo za-

tvoreni, omedeni skup Ω koji ima volumen i na njemu de�niranu ograni£enu

funkciju f . Podijelimo Ω u n komada Ω1, . . . ,Ωn koji se ne preklapaju i £ija
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unija je cijeli Ω. Njihovi volumeni su ∆V1, . . . ,∆Vn. Izaberimo proizvoljne to£ke

Pk ∈ Ωk i formiramo integralnu sumu

σ =
n∑
k=1

f(Pk)∆Vk.

Neka je d najve¢i od dijametara od komada Ωk, k = 1, . . . , n.

De�nicija 3.2. Ako postoji limes integralnih suma za n → ∞ i d → 0 koji
ne ovisi ni o podjeli Ω1, . . . ,Ωn ni o izboru to£aka Pk ∈ Ωk, onda se taj limes
naziva trostruki integral funkcije f po Ω i ozna£ava s∫ ∫ ∫

Ω

f(x, y, z) dV ili

∫ ∫ ∫
Ω

f(x, y, z) dx dy dz.

Funkcija f je tada integrabilna na Ω.∫ ∫ ∫
Ω

f(x, y, z) dV = lim
n→∞,d→0

n∑
k=1

f(xk, yk, zk)∆Vk.

Teorem 3.3. Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom omedenom skupu
Ω koji ima volumen, onda je f i integrabilna na Ω.

Teorem 3.4. Ako je funkcija f ograni£ena na zatvorenom omedenom skupu
Ω (koji ima volumen) i ako je neprekidna na Ω svuda osim na skupu volumena
0, onda je f i integrabilna na Ω.

Skup S ⊂ R3 je volumena 0 ako ga se moºe smjestiti u tijelo (poliedar) po

volji malog volumena.

3.2.2 Svojstva trostrukog integrala

(1) Linearnost:

Ako su f i g integrabilne na Ω, onda je i αf +βg integrabilna na Ω za sve

α, β ∈ R i vrijedi∫ ∫ ∫
Ω

(αf + βg) dV = α

∫ ∫ ∫
Ω

f dV + β

∫ ∫ ∫
Ω

g dV.
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(2) Monotonost:

Ako su f i g integrabilne na Ω i vrijedi f(P ) ≤ g(P ), ∀P ∈ Ω, onda je∫ ∫ ∫
Ω

f(x, y, z) dx dy dz ≤
∫ ∫ ∫

Ω

g(x, y, z) dx dy dz.

Posebno, ∣∣∣ ∫ ∫ ∫
Ω

f(P ) dV
∣∣∣ ≤ ∫ ∫ ∫

Ω

|f(P )| dV.

(3) Aditivnost po podru£ju integracije:

Ako je f integrabilna na Ω i Ω = Ω1 ∪ Ω2, tako da je Vol(Ω1 ∩ Ω2) = 0,

onda je∫ ∫ ∫
Ω

f(P ) dV =

∫ ∫ ∫
Ω1

f(P ) dV +

∫ ∫ ∫
Ω2

f(P ) dV.

(4) Ograde:

Neka je f neprekidna na omedenom i zatvorenom skupu Ω. Tada f na Ω

postiºe svoj minimum m i maksimum M i vrijedi

mV ≤
∫ ∫ ∫

Ω

f(P ) dV ≤M V,

gdje je V volumen od Ω.

(5) Volumen:

Volumen skupa Ω ra£unamo kao

V =

∫ ∫ ∫
Ω

1 dV =

∫ ∫ ∫
Ω

dx dy dz.

(6) Teorem srednje vrijednosti:

Neka je funkcija f neprekidna na omedenom zatvorenom skupu Ω ⊂ R3.

Tada postoji barem jedna to£ka P0 ∈ Ω za koju vrijedi∫ ∫ ∫
Ω

f(P ) dV = f(P0) · V.

Veli£ina
1

V

∫ ∫ ∫
Ω

f(P ) dV se zove srednja vrijednost funkcije f na

Ω. Teorem kaºe da se za neprekidnu funkciju njezina srednja vrijednost i

postiºe u nekoj to£ki P0 iz Ω.
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3.2.3 Ra£unanje trostrukog integrala

Promatramo prvo slu£aj kad je skup Ω omeden plohom S koja se moºe prikazati

kao unija dviju ploha S1 i S2, od kojih je svaka graf neke neprekidne funkcije

φ1(x, y) i φ2(x, y) de�nirane na projekciji D skupa Ω u xy ravnini. Ozna£imo

rub od D s L. (Sva razmatranja ostaju valjana i ako su S1 i S2 odvojene

cilindri£kom plohom kojoj je L ravnalica, a izvodnice su joj paralelne s osi z.)

x

y

z
Ω

D Ψ2

Ψ1

L

S2

S1

b

a

x

y

z

D

S2

S1

Slika 3.15:

Neka je na Ω zadana neka integrabilna funkcija f . Za �ksni (x, y) ∈ D,

presjek pravca kroz (x, y) paralelnog s osi z i skupa Ω je duºina koja u Ω ulazi

u to£ki φ1(x, y) ∈ S1 i izlazi iz Ω u to£ki φ2(x, y) ∈ S2. Na toj duºini su x i y

�ksni, mijenja se z i to od φ1(x, y) do φ2(x, y) . Doprinos te duºine integralu∫ ∫ ∫
Ω
f(x, y, z) dx dy dz je dan kao integral od f(x, y, z) po z u granicama od

φ1(x, y) do φ2(x, y). Dakle,∫ ∫ ∫
Ω

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫
D

[∫ φ2(x,y)

φ1(x,y)

f(x, y, z) dz

]
dx dy,

jer se ukupni integral dobije uzimaju¢i sve doprinose za �ksne (x, y). Ako je skup

D takav da se njegov rub L moºe prikazati kao unija dviju krivulja od kojih je

svaka graf neprekidne funkcije, recimo ψ1(x) i ψ2(x), desnu stranu moºemo dalje

raspisati:∫ ∫ ∫
Ω

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

∫ ψ2(x)

ψ1(x)

∫ φ2(x,y)

φ1(x,y)

f(x, y, z) dz dy dx.
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Analogno se mogu dobiti i formule za slu£aj kad je zgodnije prvo integrirati po

x ili po y. Za kompliciranije skupove razbijemo skup na jednostavnije komade

gornjeg tipa i primijenimo aditivnost po podru£ju integracije.

Primjer 3.4. Izra£unajmo volumen tetraedra omedenog ravninama x = 0, y =

0, z = 0 i x+ 2y + z − 6 = 0.

x

y

z

6

6

3

Slika 3.16:

V =

∫ ∫ ∫
T

dx dy dz =

∫ 6

0

∫ 3−x
2

0

∫ 6−x−2y

0

dz dy dx

=

∫ 6

0

∫ 3−x
2

0

(6− x− 2y) dy dx =

∫ 6

0

(6− x)y
∣∣∣3−x

2

0
dx−

∫ 6

0

y2
∣∣∣3−x

2

0
dx

=

∫ 6

0

(6− x) (3− x

2
)︸ ︷︷ ︸

6−x
2

dx−
∫ 6

0

(3− x

2
)2︸ ︷︷ ︸

(6−x)2

4

dx =
1

4

∫ 6

0

(6− x)2dx

= −1

4

∫ 6

0

(6− x)2d(6− x) = −(6− x)3

12

∣∣∣6
0
= 18.

U ovom slu£aju volumen tijela moºemo i lak²e izra£unati kao 1
6
(6 ·6 ·3) = 18.

3.2.4 Krivolinijske koordinate i zamjena varijabli u tros-

trukom integralu

U brojnim primjenama prakti£nije je to£ku u prostoru umjesto Kartezijevim ko-

ordinatama (x, y, z) ozna£iti nekim drugim veli£inama (u, v, w) koje su prikladne
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u danom slu£aju. Pretpostavimo da je svaka to£ka M u prostoru jedinstveno

odredena tim veli£inama (u, v, w). Tada se (u, v, w) nazivaju krivolinijskim

koordinatama to£ke M .

Skup to£aka u kojima je jedna koordinata konstantna (u = const, v = const,

w = const) zovemo koordinatna ploha. Presjek dvije koordinatne plohe zo-

vemo koordinatna krivulja.

�esto nam je neku funkciju lak²e integrirati po krivolinijskim koordinatama

(u, v, w), nego po Kartezijevim (x, y, z). Takva zamjena varijabli u trostrukom

integralu provodi se na sli£an na£in kao zamjena varijabli u dvostrukom integralu.

Promatramo skup Ω ⊂ R3 u xyz-prostoru i skup Ω∗ ⊂ R3 u uvw-prostoru. Neka

su na Ω∗ zadane funkcije

x = φ(u, v, w),

y = ψ(u, v, w),

z = ζ(u, v, w),

koje preslikavaju Ω∗ na Ω, neprekidne su i imaju neprekidne parcijalne derivacije.

Neka je dodatno preslikavanje Ω∗ → Ω bijekcija.

De�niramo Jacobijan funkciju od (φ, ψ, ζ) na sljede¢i na£in:

J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w

∣∣∣∣∣∣∣ .
Pretpostavimo sad da je f funkcija koja je neprekidna i integrabilna na Ω.

Ako je J(u, v, w) ̸= 0, za svaki (u, v, w) ∈ Ω∗, onda se analogno kao u slu£aju

dvostrukog integrala pokaºe da vrijedi formula zamjene varijabli∫ ∫ ∫
Ω

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫ ∫
Ω∗
F (u, v, w)|J(u, v, w)| du dv dw,

gdje je F (u, v, w) = f(φ(u, v, w), ψ(u, v, w), ζ(u, v, w)).

3.2.5 Cilindri£ne koordinate u prostoru

U cilindri£nim koordinatama pozicija to£ke M u prostoru odredena je s ρ, φ i z,

gdje je 0 ≤ ρ <∞, 0 ≤ φ ≤ 2π i −∞ < z <∞.
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zzz

x

y

z = const  = const = constρ ϕ

ρ

ϕ

Slika 3.17: Koordinatne plohe u cilindri£nim koordinatama

(x, y, z) ↔ (ρ, φ, z)

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

z = z

 0 ≤ ρ <∞, 0 ≤ φ ≤ 2π, −∞ < z <∞.

J(ρ, φ, z) =

∣∣∣∣∣∣∣
cosφ −ρ sinφ 0

sinφ ρ cosφ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ cosφ −ρ sinφ
sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣∣
= ρ(cos2 φ+ sin2 φ) = ρ.

dV = ρ dρ dφ dz - element volumena u cilindri£nim koordinatama.

Iz formule o zamjeni varijabli u trostrukom integralu slijedi:∫ ∫ ∫
Ω

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫ ∫
Ω∗
f(ρ cosφ, ρ sinφ, z)ρ dρ dφ dz.

Tehnika ra£unanja trostrukog integrala je ista kao i za Kartezijeve koordinate,

tj. svodi se na iterirane integrale.

3.2.6 Sferne koordinate ili prostorne polarne koordinate

U sfernim koordinatama pozicija to£ke M u prostoru odredena je s r, θ i φ, gdje

je 0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ ≤ π i 0 ≤ φ ≤ 2π.
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  = constϕ

ϕ

r = const  = constθ

θ

Slika 3.18: Koordinatne plohe u sfernim koordinatama

(x, y, z) ↔ (r, θ, φ)

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

 0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π.

J(r, θ, φ) =

∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣
= cos θ

∣∣∣∣∣ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
r cos θ sinφ r sin θ cosφ

∣∣∣∣∣+ r sin θ

∣∣∣∣∣ sin θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r sin θ cosφ

∣∣∣∣∣
= r2 cos2 θ sin θ + r2 sin3 θ = r2sinθ.

Budu¢i da je θ ∈ [0, π] vrijedi sin θ ≥ 0, pa je |J(r, θ, φ)| = r2 sin θ.

Sada je dV = r2 sin θ dr dθ dφ element volumena u sfernim koordinatama.

Iz formule o zamjeni varijabli u trostrukom integralu slijedi:∫ ∫ ∫
Ω

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫ ∫
Ω∗
f(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)r2 sin θ dr dθ dφ.

Opet se integrali ovakvog tipa ra£unaju svodenjem na iterirane integrale.
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3.3 Nepravi vi²estruki integrali na neomedenim

podru£jima

Do sada smo vi²estruke integrale uvijek promatrali na omedenim podru£jima.

�to ako je prodru£je integracije D neomedeno?

Ideja je: uzmimo niz ograni£enih domena D1, . . . , Dn koje na monoton na£in

pokrivaju podru£je D kad n → ∞. Dakle, D1 ⊂ D2 ⊂ D3 ⊂ · · · ⊂ Dn ⊂ D,

Dn → D za n → ∞. Sad promatramo ²to se zbiva s
∫ ∫

Dn
f(x, y) dx dy kad

Dn → D.

x

y

D1

D

D2

D3

D4

. 
. 
.

Slika 3.19:

De�nicija 3.3. Nepravi integral funkcije f(x, y) po neomedenom podru£ju D
de�nira se kao limes niza integrala

∫ ∫
Dn
f(x, y) dx dy koji ne ovisi o izboru

niza Dn. Dakle,∫ ∫
D

f(x, y) dx dy = lim
n→∞

∫ ∫
Dn

f(x, y) dx dy.

Ako gornji limes postoji i kona£an je, kaºemo da nepravi integral konvergira.
U suprotnom nepravi integral divergira.

Nepravi trostruki integrali se de�niraju analogno.

Primjer 3.5. �elimo izra£unati nepravi integral∫ ∫
R2

dx dy

(1 + x2 + y2)2
.

De�nirajmo Dn := {(x, y); x2 + y2 ≤ n2}.
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x

y

1 2 3

Slika 3.20: D1, D2, D3

∫ ∫
Dn

dx dy

(1 + x2 + y2)2
=

∫ 2π

0

∫ n

0

ρ dρ

(1 + ρ2)2
dφ = 2π

∫ n

0

ρ dρ

(1 + ρ2)2

= 2π

∫ n

0

1
2
d(1 + ρ2)

(1 + ρ2)2
= 2π

(
−1

2

1

1 + ρ2

∣∣∣n
0

)
= 2π

(
1

2
− 1

2(1 + n2)

)
.

Sada je

∫ ∫
R2

dx dy

(1 + x2 + y2)2
= lim

n→∞

∫ ∫
Dn

dx dy

(1 + x2 + y2)2

= lim
n→∞

[
2π

(
1

2
− 1

2(1 + n2)

)]
= π − lim

n→∞

π

1 + n2
= π.

Primjer 3.6. Izra£unajmo sad nepravi integral

∫ ∞

0

e−x
2

dx.

Taj integral konvergira. Za²to?
Za x ≥ 1 je e−x

2 ≤ e−x, a znamo da nepravi integral
∫∞
0
e−x dx konvergira i

da je jednak 1. Po kriteriju usporedivanja, onda i
∫∞
0
e−x

2
dx konvergira.

Taj integral ne moºemo izraziti preko elementarnih funkcija, ali ga moºemo
izra£unati na sljede¢i na£in.
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Ozna£imo
∫ ∞

0

e−x
2

dx = I. Ra£unamo I2 :

I2 =

∫ ∞

0

e−x
2

dx ·
∫ ∞

0

e−x
2

dx =

∫ ∞

0

e−x
2

dx

∫ ∞

0

e−y
2

dy

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−x
2

e−y
2

dx dy =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+y2)dx dy

=

∫ π
2

0

∫ ∞

0

e−ρ
2

ρ dρ dφ =
π

2

∫ ∞

0

e−ρ
2

ρ dρ =
π

4

∫ ∞

0

e−udu

=
π

4

(
−e−u

∣∣∣∞
0

)
=
π

4
.

Dakle, I =
√
π
2
. Odavde dobivamo da je∫ ∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π.

Funkcija F (x) =
∫ x

−∞
e−t

2

dt je posebno vaºna u vjerojatnosti i statistici, jer

prestavlja distribuciju normalne razdiobe.
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3.4 Primjene vi²estrukih integrala

3.4.1 Masa ravninskog lika

Promatramo ravninski lik D na kojem je zadana gusto¢a mase γ(x, y). Uzmimo

da je γ neprekidna funkcija na D. Podijelimo podru£je D na manja podru£ja

D1, D2, . . . , Dn s povr²inama ∆S1, ∆S2, . . . ,∆Sn.

D

x

y

Slika 3.21:

U svakom Dk odaberemo to£ku Pk = (xk, yk) i aproksimiramo masu svakog

komadi¢a Dk s γ(Pk)∆Sk. Zbrajaju¢i sve takve doprinose dobivamo aproksima-

ciju mase podru£ja D. Dakle,

m ≈
n∑
k=1

γ(xk, yk)∆Sk.

Ovaj izraz ima strukturu integralne sume. Za n → ∞ i d = maxk∆Sk → 0

dobivamo

m =

∫ ∫
D

γ(x, y) dx dy.

Za homogeni lik, γ(x, y) = const = γ, imamo

m = γ

∫ ∫
D

dx dy = γS.

3.4.2 Stati£ki momenti i sredi²te mase ravninskog lika

Stati£ki moment materijalne to£ke s masom m u odnosu na os x je umnoºak

mase i udaljenosti od osi x, tj. Mx = m · y. Sli£no, stati£ki moment te to£ke s

obzirom na os y je My = m · x.
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D

x

y

m

x

y

Slika 3.22:

Imamo li kona£an broj materijalnih to£aka, njihovi se stati£ki momenti zbrajaju.

Op¢enito, ravninski lik D podijelimo u komade D1, D2, . . . , Dn, uzmemo da je

masa svakog od njih jednaka γ(Pk)∆Sk za neki Pk = (xk, yk) ∈ Dk i da je sva

masa koncentrirana u to£ki Pk. Onda je stati£ki moment komada Dk s obzirom

na os x dan kao ykγ(xk, yk)∆Sk. Zbrajaju¢i po svim komadi¢ima dobivamo

aproksimaciju

Mx ≈
n∑
k=1

ykγ(xk, yk)∆Sk,

a prelaskom na limes dobivamo

Mx =

∫ ∫
D

yγ(x, y) dx dy.

Sli£no,

My =

∫ ∫
D

xγ(x, y) dx dy.

Pomo¢u stati£kih momenata moºemo izra£unati koordinate sredi²ta mase (teºi-

²ta) ravninskog lika D.

xS =
My

m
=

∫ ∫
D
xγ(x, y) dx dy

m
=

∫ ∫
D
xγ(x, y) dx dy∫ ∫

D
γ(x, y) dx dy

.

yS =
Mx

m
=

∫ ∫
D
yγ(x, y) dx dy

m
=

∫ ∫
D
yγ(x, y) dx dy∫ ∫

D
γ(x, y) dx dy

.

Za homogeni lik (γ = const) imamo

xS =

∫ ∫
D
x dx dy

S
, yS =

∫ ∫
D
y dx dy

S
.
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U polarnim koordinatama je

xS =

∫ ∫
ρ2 cosφγ(ρ, φ) dρ dφ∫ ∫

ργ(ρ, φ) dρ dφ
, yS =

∫ ∫
ρ2 sinφγ(ρ, φ) dρ dφ∫ ∫

ργ(ρ, φ) dρ dφ
.

Digresija: �to ako je lik kompliciran? Recimo, sastavljen od vi²e komada?

Primjer 3.7. Zadan je homogeni T -pro�l s dimenzijama (u metrima) ozna-
£enim na slici. Odredimo mu koordinate teºi²ta.

x

y

-1 0 1 2

4

6

T

T1

T2

Slika 3.23:

Zbog simetri£nosti je o£ito xT = 0.5m.
Za odrediti yT ra£unamo y-koordinatu teºi²ta (yT ) svakog od dva pravokutnika
posebno. Za donji pravokutnik je yT1 = 2, za gornji je yT2 = 5. Masa donjeg
je 4, masa gornjeg je 6. Dakle,

yT =
4 · 2 + 6 · 5

10
= 3.8.

(Provjera jedinica: masa pravokutnika je 4ρm2 za donji i 6ρm2 za gornji;
onda je yT = (2·4ρ+5·6ρ)m3

10ρm2 = 3.8m.)

Primjer 3.8. Odredimo teºi²te (homogenog) lika na slici.
Zbog simetri£nosti je jasno da je xT = 0, a y - koordinatu teºi²ta ¢emo

dobiti tako da lik nadopunimo do polukruga.
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x

y

0-R R

R

R/2-R/2

R/2

Slika 3.24:

Masa cijelog polukruga iznosi m = 1
2
R2πρ. Masa dijela koji nedostaje

je m1 = R2

2
ρ, a preostalu masu ozna£imo s m2 (to je masa lika £ije teºi²te

traºimo). Sada je

yT =
m1yT1 +m2yT2

m
,

pa iz toga slijedi da je

yT2 =
myT −m1yT1

m2

.

Znamo da je yT1 =
R
4
i

yT =

∫ ∫
D
y dx dy

1
2
R2π

=
2
∫ R
0

∫ √
R2−x2

0
y dy dx

1
2
R2π

=
2
∫ R
0
(1
2
y2)
∣∣∣√R2−x2

0
dx

1
2
R2π

=
2
∫ R
0
(R2 − x2) dx

R2π
=

2(R2x− x3

3
)
∣∣∣R
0

R2π
=

4
3
R3

R2π
=

4R

3π
,

pa kad to uvrstimo u gornju formulu dobijemo da je

yT2 =
2R3ρ
3

− R3ρ
8

1
2
R2ρ(π − 1)

=
13R

12(π − 1)
.

Primjer 3.9. Odredimo teºi²te (homogenog) lika na slici.
Zbog simetri£nosti je jasno da je yT = 4, a x - koordinatu teºi²ta ¢emo

dobiti tako da lik nadopunimo do pravokutnika.
Masa cijelog pravokutnika je m = 200ρ, a masa dijela koji nedostaje je m1 =

4πρ. Vidimo da je xT = 12.5, a xT1 = 19. Sada kao u prethodnom zadatku
dobijemo da je x-koordinata lika £ije teºi²te traºimo

xT2 =
mxT −m1xT1
m−m1

= 12.06.
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x

y

0 4

4

25

8

Slika 3.25:

3.4.3 Momenti inercije ravninskog lika

Moment inercije (ustrajnosti, tromosti) materijalne to£ke mase m s obzirom

na os od koje je to£ka udaljena za r dan je formulom I = mr2.

D

x

y

P

Slika 3.26:

Za ravninski lik D ra£unamo momente inercije s obzirom na koordinatne osi

zbrajaju¢i (integriraju¢i) doprinose svih njegovih to£aka. U to£ki P = (x, y) je

gusto¢a dana funkcijom γ(x, y), a udaljenosti od koordinatnih osi s y, x, redom.

Doprinos to£ke P = (x, y) je dan kao

dIx = y2dm = y2γ(x, y) dx dy, dIy = x2dm = x2γ(x, y) dx dy

Odavde,

Ix =

∫ ∫
D

y2γ(x, y) dx dy, Iy =

∫ ∫
D

x2γ(x, y) dx dy.

Sli£no, moment inercije s obzirom na ishodi²te ra£una se kao

I0 =

∫ ∫
D

(x2 + y2)γ(x, y) dx dy.
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Moment inercije pri rotacijskom gibanju igra ulogu sli£nu ulozi mase kod

ravninskog gibanja. Npr. kineti£ka energija materijalne to£ke mase m koja se

rotira oko osi/to£ke na udaljenosti r je 1
2
mr2ω2 (ω je kutna brzina.)

Moment inercije je uvijek pozitivan.

Primjer 3.10. Odredimo moment inercije (homogenog) kruga s obzirom na
njegov promjer.

x

y

0

̶ R

R

R

D

Slika 3.27:

Ra£unat ¢emo moment inercije s obzirom na promjer na osi y.

Iy =

∫ ∫
D

x2 dm = γ

∫ ∫
D

x2 dx dy = γ

∫ 2π

0

∫ R

0

ρ2 cos2 φρ dρ dφ

= γ

∫ 2π

0

cos2 φdφ

∫ R

0

ρ3 dρ =
γR4

4

∫ 2π

0

cos2 φdφ =
γR4

4

∫ 2π

0

1 + cos 2φ

2
dφ

=
γR4

8
(φ+

1

2
sin 2φ)

∣∣∣2π
0

=
2πγR4

8
=
γR2πR2

4
=
mR2

4
.

Primjer 3.11. Odredimo moment inercije kruga s obzirom na os kroz sredi²te
okomitu na ravninu kruga.

I0 =

∫ ∫
D

(x2 + y2)γ dx dy = γ

∫ ∫
D

ρ2ρ dρ dφ = γ

∫ 2π

0

dφ

∫ R

0

ρ3dρ

= 2γπ
R4

4
=
γR2πR2

2
=
mR2

2
.

Primjer 3.12. Odredimo moment inercije (homogenog) kruga polumjera R
s obzirom na njegovu tangentu.
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x

y

0

̶ R

R

R

x

y

0 2R

Slika 3.28:

Sad medu polarnim koordinatama vrijede relacije −π
2
≤ φ ≤ π

2
i 0 ≤ ρ ≤

2R cosφ.

It =

∫ ∫
D

x2γ dx dy = γ

∫ ∫
D

ρ2 cos2 φρ dρ dφ = γ

∫ π
2

−π
2

cos2 φdφ

∫ 2R cosφ

0

ρ3dρ

= γR4

∫ π
2

−π
2

16 cos4 φ

4
cos2 φdφ = 4γR4

∫ π
2

−π
2

cos6 φdφ︸ ︷︷ ︸
5π
16

= 5
γR4π

4
= 5

mR2

4
= 5Iy.

Gornji rezultat jo² moºemo pisati kao

It =
mR4

4
+mR2 = Iy +mR2.

To je manifestacija op¢eg pravila koje se zove Steinerov teorem.

Teorem 3.5. Neka je D ravninski lik, p pravac kroz njegovo teºi²te i p′

pravac paralelan s p udaljen za d od p. Tada je

Ip′ = Ip +md2,

gdje je m masa lika D.

Primjer 3.13. Odredimo sad moment inercije (homogenog) kruga polumjera
R s obzirom na os kroz to£ku na rubu okomitu na ravninu kruga.

Znamo da je Ip = I0 =
mR2

2
, d = R i m = R2πγ.

Prema gornjem teoremu sada vrijedi

Ip′ =
mR2

2
+m ·R2 =

3

2
mR2 = 3I0.
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R

p p’

Slika 3.29: Primjena Steinerovog teorema

Primjer 3.14. Odredimo moment inercije s obzirom na os kroz teºi²te (ho-
mogenog) pravokutnika paralelnu jednoj stranici.

x

y

0

b

–a
2

- –a
2

D

x

y

0

b

a

D

Slika 3.30:

IT = γ

∫ ∫
D

x2 dx dy = γ

∫ b

0

dy

∫ a
2

−a
2

x2dx = γ b
1

3
x3
∣∣∣a2
−a

2

=
1

12
γ a3b =

1

12
ma2.

Stranice ne ulaze simetri£no!

Moment inercije homogenog pravokutnika s obzirom na stranicu moºemo
izra£unati preko Steinerovog teorema:

Ib = IT +m
(a
2

)2
= m

(
a2

12
+
a2

4

)
=
ma2

3
.

Moment inercije je aditivan (po dijelovima lika). To zna£i da za sloºene

likove moºemo ra£unati momente inercije za jednostavnije komponente i onda ih

pozbrajati.
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5 7 8
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Slika 3.31:

Primjer 3.15. Odredimo moment inercije nacrtanog (homogenog) lika s ob-
zirom na ozna£enu os.

Razbijemo pro�l na tri pravokutnika sa stranicama (ai, bi), gdje je

a1 = 1, b1 = 5

a2 = 6, b2 = 1

a3 = 1, b3 = 4.

Udaljenost osi p od s njom paralelne osi kroz teºi²te pravokutnika i ozna£imo
s di. Sada je d1 = 4.5, d2 = 1, d3 = 2.5.

Znamo da je IT = 1
12
γ a3b, pa je

IT1 =
1

12
γ · 5, IT2 =

1

12
γ · 216, IT3 =

1

12
γ · 4.

Na kraju (iz Steinerovog teorema) dobivamo

Ip =
5

12
γ + (4.5)2 · γ · 5︸︷︷︸

m1

+18γ + γ · 1 · 6︸ ︷︷ ︸
m2

+
γ

3
+ (2.5)2 · 1 · 4 · γ︸ ︷︷ ︸

m3

= γ

[
5

12
+ 101.25 + 18 + 6 +

4

12
+ 6.25 · 4

]
= γ [102 + 24 + 25] = 151γ.
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3.4.4 Masa tijela

Ako je tijelo smje²teno u podru£ju Ω ⊂ R3 sa zadanom raspodjelom gusto¢e

mase γ(x, y, z), onda je ukupna masa tijela dana kao

m =

∫ ∫ ∫
Ω

γ(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫ ∫
Ω

dm.

Za homogeno tijelo imamo m = γ
∫ ∫ ∫

Ω
dx dy dz = γV .

x

y

z

Ω

Slika 3.32:

Primjer 3.16. Izra£unajmo masu tetraedra omedenog ravninama x = 0, y =

0, z = 0 i x+ 2y + z − 6 = 0 ako mu je zadana gusto¢a γ(x, y, z) = 6− z.

m =

∫ ∫ ∫
T

γ(x, y, z)dx dy dz =

∫ 6

0

∫ 3−x
2

0

∫ 6−x−2y

0

(6− z)dz dy dx

=

∫ 6

0

∫ 3−x
2

0

(6z − z2

2
)
∣∣∣6−x−2y

0
dy dx =

∫ 6

0

∫ 3−x
2

0

(18− x2

2
− 2xy − 2y2) dy dx

=

∫ 6

0

(18− x2

2
)y
∣∣∣3−x

2

0
dx−

∫ 6

0

xy2
∣∣∣3−x

2

0
dx−

∫ 6

0

2y3

3

∣∣∣3−x
2

0
dx

=

∫ 6

0

(18− x2

2
) (3− x

2
)︸ ︷︷ ︸

6−x
2

dx−
∫ 6

0

x (3− x

2
)2︸ ︷︷ ︸

(6−x)2

4

dx−
∫ 6

0

x (3− x

2
)3︸ ︷︷ ︸

(6−x)3

8

dx

=
1

8

∫ 6

0

(6− x)(−2x2

3
− 4x+ 48)dx =

1

8

∫ 6

0

(
2x3

3
− 72x+ 288)

=
1

8
(
x4

6
− 36x2 + 288x)

∣∣∣6
0
=

1

8
(216− 1296 + 1728) = 81.
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Slika 3.33:

3.4.5 Stati£ki momenti i koordinate sredi²ta mase tijela

Sli£no kao i u slu£aju dviju dimenzija imamo:

Mxy =

∫ ∫ ∫
Ω

z dm =

∫ ∫ ∫
Ω

zγ(x, y, z) dx dy dz,

Myz =

∫ ∫ ∫
Ω

x dm =

∫ ∫ ∫
Ω

xγ(x, y, z) dx dy dz,

Mxz =

∫ ∫ ∫
Ω

y dm =

∫ ∫ ∫
Ω

yγ(x, y, z) dx dy dz.

x

y

z

Ω

T

Slika 3.34:
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Sada su koordinate teºi²ta dane preko stati£kih momenata

xT =
Myz

m
=

∫ ∫ ∫
Ω
x dm∫ ∫ ∫

Ω
dm

=

∫ ∫ ∫
Ω
x γ(x, y, z) dx dy dz∫ ∫ ∫

Ω
γ(x, y, z) dx dy dz

,

yT =
Mxz

m
=

∫ ∫ ∫
Ω
y dm∫ ∫ ∫

Ω
dm

=

∫ ∫ ∫
Ω
y γ(x, y, z) dx dy dz∫ ∫ ∫

Ω
γ(x, y, z) dx dy dz

,

zT =
Mxy

m
=

∫ ∫ ∫
Ω
z dm∫ ∫ ∫

Ω
dm

=

∫ ∫ ∫
Ω
z γ(x, y, z) dx dy dz∫ ∫ ∫

Ω
γ(x, y, z) dx dy dz

.

Primjer 3.17. Odredimo koordinate teºi²ta (homogenog) tijela omedenog
ravninom z = H i paraboloidom z = x2 + y2.

H

R

T Ω

Slika 3.35:

O£ito je zbog simetrije xT = yT = 0.

zT =

∫ ∫ ∫
Ω
z dm∫ ∫ ∫

Ω
dm

=
γ
∫ ∫ ∫

Ω
z dx dy dz

γ
∫ ∫ ∫

Ω
dx dy dz

=

∫ ∫ ∫
Ω
z dx dy dz

V
.

0 ≤ R ≤
√
H, pa prelaskom na cilindri£ne koordinate dobivamo

V =

∫ ∫ ∫
Ω

dV =

∫ √
H

0

∫ 2π

0

∫ H

ρ2
ρ dz dφ dρ = 2π

∫ √
H

0

ρ

∫ H

ρ2
dz dρ

= 2π

∫ √
H

0

(ρH − ρ3)dρ = 2π

(
H2

2
− H2

4

)
=
H2π

2
,

Mxy =

∫ ∫ ∫
Ω

z dV =

∫ √
H

0

∫ 2π

0

∫ H

ρ2
z dz dφ ρ dρ = 2π

∫ √
H

0

ρ

(
H2

2
− ρ4

2

)
dρ

= πH2H

2
− π

ρ6

6

∣∣∣√H
0

=
H3π

2
− H3π

6
=

1

3
H3π.
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Kona£no,

zT =
1
3
H3π
H2π
2

=
2

3
H.

Na£elo aditivnosti vrijedi i za teºi²ta.

Primjer 3.18. Odredimo koordinate teºi²ta (homogenog) tijela koje ostaje
kad iz valjka polumjera osnovice R i visine H izvadimo stoºac iste osnovice
i visine H

2
(kao na slici).

R

H

Slika 3.36:

Masa cijelog valjka iznosi m = γR2Hπ, a masa sto²ca koji nedostaje
je m1 = 1

6
γR2Hπ. Ozna£imo masu preostalog tijela s m2, m2 = m −m1 =

5
6
γR2Hπ (to je masa tijela £ije teºi²te traºimo). O£ito je zbog simetrije xT2 =
yT2 = 0. Preostaje nam jo² izra£unati z-koordinatu teºi²ta. Vrijedi

zT =
m1zT1 +m2zT2

m
⇒ zT2 =

mzT −m1zT1
m−m1

.

Znamo da je zT = H
2
i prelaskom na cilindri£ne koordinate dobivamo

zT1 =

∫ ∫ ∫
Ω1
z dm

m1

=
6

γR2Hπ
γ

∫ 2π

0

∫ R

0

∫ H

H
2
+ H

2R
ρ

zρ dz dρ dφ

=
6

R2Hπ
2π

∫ R

0

ρ(
H2

2
− 1

2
(
H

2
+
H

2R
ρ)2) dρ

=
12

R2H

∫ R

0

(
3H2

8
ρ− H2

4R
ρ2 − H2

8R2
ρ3) dρ =

12

R2H
(
3H2R2

16
− H2R2

12
− H2R2

32
)

=
12

R2H

7H2R2

96
=

7H

8
.

Sada je

zT2 =
γR2HπH

2
− 1

6
γR2Hπ 7H

8
5
6
γR2Hπ

=
H
2
− 7H

48
5
6

=
17

40
H.
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3.4.6 Momenti inercije tijela

Moment inercije tijela s obzirom na os p de�nira se kao integral doprinosa svih

njegovih to£aka:

Ip =

∫ ∫ ∫
Ω

d2dm =

∫ ∫ ∫
Ω

d((x, y, z), p)2γ(x, y, z) dx dy dz.

x

y

z

Ω

Slika 3.37:

Posebno, za koordinatne osi imamo

Iz =

∫ ∫ ∫
Ω

(x2 + y2)γ(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫ ∫
Ω

(x2 + y2) dm,

Iy =

∫ ∫ ∫
Ω

(x2 + z2)γ(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫ ∫
Ω

(x2 + z2) dm,

Ix =

∫ ∫ ∫
Ω

(y2 + z2)γ(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫ ∫
Ω

(y2 + z2) dm.

Primjer 3.19. Izra£unajmo moment inercije homogenog sto²ca polumjera
osnovice R i visine H oko njegove osi.

Budu¢i da je z = H
R

√
x2 + y2, prelaskom na cilindri£ne koordinate dobi-

jemo

Iz = γ

∫ ∫ ∫
Ω

(x2 + y2) dx dy dz = γ

∫ 2π

0

dφ

∫ H

H
R
ρ

dz

∫ R

0

ρ2 · ρ dρ

= γ · 2π
∫ R

0

∫ H

H
R
ρ

dzρ3dρ = 2πγ

∫ R

0

(
H − H

R
ρ

)
ρ3dρ

= 2πγ

(
HR4

4
− H

R

R5

5

)
=
HR4πγ

10
=
R2πH

3
γ · 3R

2

10
=

3

10
mR2.
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Slika 3.38:

Za tijela takoder vrijedi Steinerov teorem.

Teorem 3.6. Neka je Ω tijelo mase m u prostoru, p os kroz njegovo teºi²te i
p′ pravac paralelan s p na udaljenosti d od p. Tada za moment inercije tijela
Ω s obzirom na p′ vrijedi

Ip′(Ω) = Ip(Ω) + d2m.

Primjer 3.20. Izra£unati moment inercije homogenog valjka polumjera os-
novice R i visine H oko njegove osi i oko izvodnice.

p

Slika 3.39:

Sli£no kao u prethodnom primjeru prelaskom na cilindri£ne koordinate
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dobijemo

Iz = γ

∫ ∫ ∫
Ω

(x2 + y2) dx dy dz = γ

∫ 2π

0

dφ

∫ H

0

dz

∫ R

0

ρ2 · ρ dρ

= γ · 2πH
∫ R

0

ρ3 dρ = 2πγH · R
4

4
= R2πγH · R

2

2
=

1

2
mR2.

Sada prema Steinerovom teoremu moment inercije s obzirom na izvodnicu p
iznosi

Ip = Iz + d2m = (d = R) =
mR2

2
+mR2 =

3

2
mR2 = 3Iz.



Poglavlje 4

Skalarna i vektorska polja

4.1 Skalarna polja

4.1.1 Motivacija i de�nicija

Funkcija koja svakoj to£ki prostora/ravnine (ili nekog podru£ja u prostoru/ravnini)

pridruºuje neku vrijednost naziva se polje. Ako je ta vrijednost skalarna, imamo

skalarno polje. Primjerice temperatura, tlak, koncentracija, osvijetljenost, gus-

to¢a...

u = f(M) = f(x, y, z), za M = (x, y, z) ∈ Ω ⊆ R3

Nivo-ploha skalarnog polja je skup to£aka u prostoru za koje to polje poprima

istu vrijednost, dakle ploha zadana jednadºbom

f(x, y, z) = C,

za odredenu konstantu C. Nivo-ploha je poop¢enje pojma nivo-krivulje.

Primjer 4.1. Odredimo nivo-plohe polja u =
√
x2 + y2 + z2:

u = C ⇒
√
x2 + y2 + z2 = C ⇒ x2 + y2 + z2 = C2.

Vidimo da su nivo-plohe zadanog polja koncentri£ne sfere sa sredi²tem u is-
hodi²tu koordinatnog sustava.

Skalarno polje je ravninsko, ako je jednako u svim ravninama paralelnim s nekom

�ksnom ravninom. Primjerice, ako je to (x, y)-ravnina, takvo ravninsko polje ne

121
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ovisi o koordinati z, tj. u = f(x, y). Ravninska polja su karakterizirana nivo-

krivuljama.

Primjer 4.2. Odredimo nivo-krivulje skalarnog polja u = x2 − y2.
Iz jednadºbe x2 − y2 = C dobivamo par pravaca y = ±x za C = 0 i dvije
familije hiperbola za C > 0 i C < 0.

x

y C<0

C<0

C>0

C>0

Slika 4.1: Nivo-krivulje

Nivo-plohe popunjavaju cijelo podru£je na kojem je zadano polje. Dvije nivo-

plohe f(M) = C1 i f(M) = C2 nikad se ne sijeku za C1 ̸= C2. Tamo gdje su

nivo-plohe gu²¢e, polje se brºe mijenja.

4.1.2 Usmjerena derivacija

Promatrajmo skalarno polje u = f(M). Fiksirajmo to£ku M0 i vektor l⃗. Pomak-

nimo se iz M0 za vektor l⃗ i nazovimo to£ku u koju smo stigli M , dakle

∆l = |
−−−→
M0M | = |⃗l|.

Zanima nas promjena polja u u to£ki M0 u smjeru vektora l⃗. Uvedimo oznaku

∆u = f(M)− f(M0) i promotrimo

∆u

∆l
=
f(M)− f(M0)

∆l
.

Taj kvocijent je srednja brzina promjene skalarnog polja u (po jedinici duljine)

u smjeru vektora l⃗. Pustimo li da ∆l → 0 dok vektor
−−−→
M0M ostaje paralelan s

l⃗, dobit ¢emo pravu vrijednost brzine promjene skalarnog polja u u to£ki M0 u

smjeru vektora l⃗.
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Slika 4.2:

De�nicija 4.1. Derivacija skalarnog polja u = f(M) u smjeru vektora

l⃗ (odnosno usmjerena derivacija) u to£ki M0 je limes (ako postoji)

∂u

∂l⃗
(M0) = lim

∆l→0

∆u

∆l
= lim

∆l→0

f(M)− f(M0)

|
−−−→
M0M |

uz uvjet
−−−→
M0M ∥ l⃗, te da su iste orjentacije.

Usmjerena derivacija je skalarna veli£ina, te ne ovisi o izboru koordinatnog sus-

tava.

Kako se ra£una
∂u

∂l⃗
? Uzmimo jedini£ni vektor l⃗0 u smjeru vektora l⃗, tj. l⃗0 =

l⃗

|⃗l|
.

Vektor l⃗0 je odreden svojim kosinusima smjera l⃗0 = (cosα)⃗i+(cos β)⃗j+(cos γ)k⃗,

gdje su α, β i γ kutovi koje vektor l⃗ zatvara s pozitivnim smjerovima osi x, y i z

redom.

Iz Taylorovog teorema znamo

∆u = f(x0 +∆x, y0 +∆y, z0 +∆z)− f(x0, y0, z0)

=
∂u

∂x
(M0)∆x+

∂u

∂y
(M0)∆y +

∂u

∂z
(M0)∆z + ε∆l,

pri £emu ε→ 0 kad ∆l → 0, ∆l =
√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2.

∂u

∂l⃗
= lim

∆l→0

∆u

∆l

=
∂u

∂x
(M0) lim

∆l→0

∆x

∆l︸ ︷︷ ︸
cosα

+
∂u

∂y
(M0) lim

∆l→0

∆y

∆l︸ ︷︷ ︸
cosβ

+
∂u

∂z
(M0) lim

∆l→0

∆z

∆l︸ ︷︷ ︸
cos γ

=
∂u

∂x
(M0) cosα +

∂u

∂y
(M0) cos β +

∂u

∂z
(M0) cos γ.
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Primjer 4.3. Izra£unajmo usmjerenu derivaciju skalarnog polja u = arctg xy

u to£ki M0 = (1, 1) u smjeru tangente na parabolu y = x2 u toj to£ki (gdje je
x varijabla).

x

y

M
0

l
®

Slika 4.3:

Prvo odredimo kosinuse smjera. Tangenta ima jednadºbu y − 1 = 2(x − 1),

tj. y = 2x− 1. Vektor smjera ima komponente i⃗+2⃗j, jedini£ni vektor smjera
je

l⃗0 =
1√
5︸︷︷︸

cosα

i⃗+
2√
5︸︷︷︸

cosβ

j⃗.

Ra£unamo parcijalne derivacije:

∂u

∂x
(M0) =

y

1 + x2y2

∣∣∣
(1,1)

=
1

2
,

∂u

∂y
(M0) =

x

1 + x2y2

∣∣∣
(1,1)

=
1

2
,

te na kraju:
∂u

∂l⃗
(M0) =

1

2

1√
5
+

1

2

2√
5
=

3

2
√
5
=

3
√
5

10
.

Primjer 4.4. Izra£unajmo derivaciju polja u =
√
x2 + y2 + z2 u to£ki (0, 0, 1)

u smjeru vektora (1, 1, 0).

l⃗ = i⃗+ j⃗, |⃗l| =
√
2, l⃗0 =

1√
2
i⃗+

1√
2
j⃗.

∂u

∂l⃗
(0, 0, 1) =

2x

2
√
x2 + y2 + z2

∣∣∣
(0,0,1)︸ ︷︷ ︸

0

· 1√
2
+

2y

2
√
x2 + y2 + z2

∣∣∣
(0,0,1)︸ ︷︷ ︸

0

· 1√
2

+
2z

2
√
x2 + y2 + z2

∣∣∣
(0,0,1)︸ ︷︷ ︸

1

·0 = 0.



4.1. SKALARNA POLJA 125

Postoji intuitivno obja²njenje za²to smo u ovom slu£aju dobili nula. Smjer
l⃗ leºi u tangencijalnoj ravnini na nivo-plohu polja u u to£ki M0. Nema pro-
mjene polja na nivo-plohi!

Sli£no, derivacija u smjeru tangente na nivo-krivulju ravninskog skalarnog polja

je 0, u tom smjeru nema promjene polja.

U kojem smjeru je usmjerena derivacija u danoj to£ki najve¢a?

x

y

0

u=const.M
0

M
0

u=const.

l
!®l

!!®

Slika 4.4:

Izraz
∂u

∂l⃗
=
∂u

∂x
cosα +

∂u

∂y
cos β +

∂u

∂z
cos γ ima strukturu skalarnog produkta.

Za �ksnu to£ku M0 variramo smjer l⃗. Veli£ina
∂u

∂l⃗
¢e biti najve¢a kad je l⃗

paralelan s vektorom £ije su komponente parcijalne derivacije polja u u to£kiM0.

4.1.3 Gradijent skalarnog polja

De�nicija 4.2. Gradijent skalarnog polja u = f(M) u to£ki M0 je vektor

gradu =
∂u

∂x

∣∣∣
M0

i⃗+
∂u

∂y

∣∣∣
M0

j⃗ +
∂u

∂z

∣∣∣
M0

k⃗.

Gradijent ovisi i o f i o M0. Uz ovu oznaku imamo

∂u

∂l⃗
= (gradu) · l⃗0.

Dakle, derivacija skalarnog polja u to£kiM0 u smjeru vektora l⃗ je skalarni produkt

gradijenta tog polja u M0 i jedini£nog vektora smjera l⃗0.

Teorem 4.1. Gradijent skalarnog polja u u to£ki M0 je okomit na nivo-plohu
tog polja u M0 (ili na nivo-krivulju ako je polje ravninsko).
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Dokaz. Kroz to£kuM0 prolazi to£no jedna nivo-ploha u = C. Za svaki smjer

l⃗ iz tangencijalne ravnine na plohu u = C u M0 imamo
∂u

∂l⃗
= 0 (jer nema

promjene polja u smjeru nivo-plohe). No zbog
∂u

∂l⃗
= (gradu) · l⃗0 slijedi da je

(gradu) · l⃗0 = 0 za sve l⃗ iz te tangencijalne ravnine, pa je gradu okomit na

tu ravninu. To po de�niciji zna£i i da je okomit na nivo-plohu.

Teorem 4.2. Gradijent pokazuje u smjeru porasta polja.

Dokaz. Znamo iz dokaza teorema 4.1 da gradijent pokazuje u smjeru normale.

U to£ki M0 imamo dvije jedini£ne normale na krivulju u = const, ozna£imo

ih s n⃗1 i n⃗2. U smjeru jedne od njih funkcija raste, u smjeru druge pada.

Neka raste u smjeru n⃗1.

M
0

u=const.

M
1

M
2

n
!®

1

n
!!

2

®

M
0

gra
d u

n
!!

1

®

Slika 4.5:

Izra£unajmo
∂u

∂n⃗1

u to£ki M0:

∂u

∂n⃗1

∣∣∣
M0

= lim
∆l→0
l⃗∥
−−−−→
M0M1

f(M)− f(M0)

∆l
≥ 0,

jer je brojnik pozitivan.

Sada iz
∂u

∂n⃗1

∣∣∣
M0

= gradu(M0) · n⃗1 ≥ 0 slijedi da je projekcija od gradu(M0)

na n⃗1 nenegativna, pa zaklju£ujemo da gradu pokazuje na istu stranu kao i

normala u smjeru koje funkcija raste.

Teorem 4.3. Duljina gradijenta skalarnog polja u to£ki jednaka je najve¢oj
usmjerenoj derivaciji skalarnog polja u toj to£ki, tj.

| gradu| =

√(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

= max
l⃗

∂u

∂l⃗
.
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Dokaz. Vrijedi
∂u

∂l⃗
= (gradu) · l⃗0 = | gradu| · 1 · cosφ, gdje je φ kut izmedu

gradu i l⃗. Taj se produkt o£ito maksimizira kad je cosφ = 1, tj. φ = 0,

dakle kada su l⃗ i gradu paralelni.

Iz teorema 4.2 i 4.3 zaklju£ujemo da gradijent skalarnog polja u nekoj to£ki

pokazuje smjer najbrºeg porasta polja u toj to£ki.

Primjer 4.5. U kojem smjeru skalarno polje u(x, y, z) = xy+yz+zx najbrºe
raste iz to£ke M0 = (1, 1, 1)?
Imamo gradu = (y+z)⃗i+(x+z)⃗j+(y+x)k⃗, pa je gradu(M0) = 2⃗i+2⃗j+2k⃗.
Stoga je smjer najbrºeg porasta 2⃗i+ 2⃗j + 2k⃗, a iznos je

max
l⃗

∂u

∂l⃗
(1, 1, 1) = | gradu(1, 1, 1)| = 2

√
3.

Gradijent skalarnog polja moºemo de�nirati i bez pozivanja na koordinatni sustav

kao vektor u smjeru normale na nivo-plohu polja orijentiran u smjeru porasta

polja. To je invarijantna de�nicija � ne ovisi o koordinatnom sustavu.

Teorem 4.4 (Svojstva gradijenta). Vrijedi:

(a) grad(C · u) = C gradu za C ∈ R,

(b) grad(u+ v) = gradu+ grad v,

(c) grad(u · v) = u · grad v + v · gradu,

(d) grad
(u
v

)
=
u · grad v − v · gradu

v2
, za v ̸= 0,

(e) gradF (u) = F ′(u) gradu, gdje je F funkcija jedne varijable.

Svojstva (a) i (b) zajedno zovemo linearnost gradijenta.

Dokaz. Svojstva (a)-(d) slijede izravno iz svojstava parcijalnih derivacija.

Dokaºimo preostalo svojstvo (e):

gradF (u) =
∂F (u)

∂x
i⃗+

∂F (u)

∂y
j⃗ +

∂F (u)

∂z
k⃗

= F ′(u)
∂u

∂x
i⃗+ F ′(u)

∂u

∂y
j⃗ + F ′(u)

∂u

∂z
k⃗

= F ′(u)

(
∂u

∂x
i⃗+

∂u

∂y
j⃗ +

∂u

∂z
k⃗

)
= F ′(u) gradu.
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Primjer 4.6. Iz r =
√
x2 + y2 + z2 slijedi

grad r =
x√

x2 + y2 + z2
i⃗+

y√
x2 + y2 + z2

j⃗ +
z√

x2 + y2 + z2
k⃗

=
1√

x2 + y2 + z2
(x⃗i+ yj⃗ + zk⃗) =

1

|r⃗|
· r⃗ = r⃗0.

Primjer 4.7. Odredimo derivaciju skalarnog polja u = sin |r⃗| u smjeru radij-
vektora r⃗:

∂u

∂r⃗
= (gradu) · r⃗0 = (grad(sin r)) · r⃗0 = (cos r · r⃗0) · r⃗0 = cos r.

Primjer 4.8. Neka su u ravnini dane dvije to£ke, F1 i F2. Promatrajmo
skalarno polje u = r1 + r2, gdje su r1 i r2 udaljenosti varijabilne to£ke P od
F1 i F2, redom. �to su nivo-krivulje polja u?
Sjetimo se da je r1 + r2 = C = 2a jednadºba elipse sa ºari²tima F1 i F2. Iz
teorema 4.4(b) i primjera 4.6, zaklju£ujemo grad(r1 + r2) = r⃗1,0 + r⃗2,0.

P

F
1

F
2

r
1 r

2

r
1,0

→r
2,0

→

grad u

Slika 4.6:

Prema teoremu 4.1, taj je vektor okomit na elipsu u to£ki P , te raspolavlja
kut izmedu vektora r⃗1 i r⃗2. Budu¢i da za re�eksiju valova znamo da upadni
kut mora biti jednak kutu odraza, to zna£i da ¢e zraka svjetlosti s izvorom u
F1 pro¢i kroz F2 nakon odraza na elipsi.
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4.2 Vektorska polja

4.2.1 De�nicija

Ako u svakoj to£ki M = (x, y, z) ∈ Ω ⊆ R3 imamo de�niranu vektorsku veli£inu

a⃗(M) = P (x, y, z)⃗i+Q(x, y, z)⃗j+R(x, y, z)k⃗, onda je time zadano vektorsko

polje na Ω. Primjeri vektorskih polja su polje sila, polje brzina, polje �uida...

Vektorsko polje je zadano trima skalarnim funkcijama, P (x, y, z), Q(x, y, z) i

R(x, y, z). Vektorsko polje je klase Ck(Ω) ako su P , Q i R klase Ck(Ω).

Vektorsko polje vizualiziramo strelicama:

x

z
a
→

y

Slika 4.7: Vizualizacija vektorskog polja

Vektorsko polje je ravninsko ako je jednako u svim ravninama paralelnima nekoj

zadanoj ravnini i ako su svi vektori tog polja paralelni nekoj ravnini.

Primjer 4.9. Skicirajmo sljede¢a vektorska polja:

a⃗ = y⃗i− x⃗j a⃗ = x⃗i+ yj⃗

x

y

x

y

Slika 4.8: Primjeri vektorskih polja
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4.2.2 Vektorske krivulje

Vektorska krivulja (vektorska linija) vektorskog polja a⃗ je krivulja kojoj u

svakoj to£ki tangenta ima smjer vektorskog polja a⃗ u toj to£ki.

Slika 4.9: Vektorska krivulja

Ako je a⃗ polje sila, vektorske krivulje se zovu silnice.

Ako je a⃗ polje brzina, njegove vektorske krivulje se zovu strujnice.

Primjer 4.10.

x

y

x

y y

x

Slika 4.10: Vektorske krivulje nekih vektorskih polja

Napomena 4.1. Kako opisujemo/zadajemo krivulje u prostoru? Jedan na-
£in je parametarski, tako da se zadaju funkcije x(t), y(t) i z(t) koje opisuju
koordinate vrha radij-vektora to£ke na krivulji: r⃗(t) = x(t)⃗i + y(t)⃗j + z(t)k⃗.
O parametru t moºemo razmi²ljati kao o vremenu.
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x

z

y

r t( )1
→

r t( )2
→

Slika 4.11: Krivulja zadana parametrom

Drugi na£in je zadavanje krivulje kao presjeka dviju ploha:

φ1(x, y, z) = C1

φ2(x, y, z) = C2.

}

x

z

y

φ ( )x,y,z
1

φ ( )x,y,z
2

Slika 4.12: Krivulja zadana presjekom dvije plohe

Tangenta na krivulju r⃗(t) = x(t)⃗i+y(t)⃗j+z(t)k⃗ dana je s
dr⃗

dt
=
dx

dt
i⃗+

dy

dt
j⃗ +

dz

dt
k⃗.

Sada se £injenica da je r⃗(t) vektorska krivulja polja a⃗ iskazuje preko paralel-
nosti a⃗ i tangente na r⃗(t):

dx

P (x, y, z)
=

dy

Q(x, y, z)
=

dz

R(x, y, z)

Dva nezavisna rje²enja ovog sustava u presjeku nam daju traºenu krivulju.

Primjer 4.11. Nadimo vektorske krivulje polja a⃗ = x⃗i+ yj⃗ + 2zk⃗.

Iz jednadºbi dx
x
= dy

y
= dz

2z
dobivamo:

dx

x
=
dy

y

dx

x
=
dz

2z

 ⇒
y = C1x

z = C2x
2

}
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Dakle, vektorske krivulje su presjeci ravnina y = C1x i paraboli£kih cilindara
z = C2x

2.

x

z

y

z=C x2

2

y=C x
1

Slika 4.13:

4.2.3 Potencijalno polje

Vidjeli smo da je gradijent skalarnog polja vektorsko polje. No, ne moºe se svako

vektorsko polje dobiti kao gradijent nekog skalarnog polja.

De�nicija 4.3. Vektorsko polje a⃗ je potencijalno ako postoji glatko (deri-
vabilno) skalarno polje u takvo da je gradu = a⃗. Skalarno polje u se zove
potencijal vektorskog polja a⃗. Nivo-plohe potencijala zovu se ekvipotenci-
jalne plohe.

Uvjet potencijalnosti a⃗ = gradu ekvivalentan je uvjetima

∂u

∂x
= P (x, y, z),

∂u

∂y
= Q(x, y, z),

∂u

∂z
= R(x, y, z).

Napomena 4.2. �esto se u literaturi iz tehni£kih razloga potencijal vektor-
skog polja a⃗ de�nira uvjetom a⃗ = − gradu. To je stvar dogovora.

Primjer 4.12. Odredimo ekvipotencijalne plohe potencijala vektorskog polja
a⃗ = −k⃗.
Iz a⃗ = gradu imamo ∂u

∂x
= 0, ∂u

∂y
= 0, ∂u

∂z
= −1, a odavde slijedi u =

−z + C. Vidimo da je potencijal odreden do na konstantu. Iz u = const

dobijemo z + C = C ′, odnosno z = const kao jednadºbu ekvipotencijalne
plohe. Primijetimo da je gradijent okomit na ekvipotencijalne plohe.
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x

z

y

z=C2

z=C3

z=C1

Slika 4.14:

Primjer 4.13. Da li je vektorsko polje a⃗ = r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗ potencijalno?
Iz uvjeta ∂u

∂x
= x, ∂u

∂y
= y, ∂u

∂z
= z dobivamo

u =
x2

2
+ C1 +

y2

2
+ C2 +

z2

2
+ C3 =

x2 + y2 + z2

2
+ C =

r2

2
+ C.

Dakle, potencijal od r⃗ jednak je r2

2
+ C, tj. vrijedi r⃗ = grad r2

2
.

Primjer 4.14. Pokaºimo da je svako vektorsko polje oblika a⃗ = f(r)r⃗ poten-
cijalno.
Pretpostavimo da je f(r)r⃗ = gradφ(r) za neku funkciju φ(r), te pronadimo
takvu. Vrijedi gradφ(r) = φ′(r) grad r = φ′(r)r⃗0, pa je φ′(r)r⃗0 = f(r)rr⃗0.
Odavde vidimo da mora biti φ′(r) = f(r)r, pa je φ(r) =

∫
f(r)rdr potencijal

polja f(r)r⃗.

Napomena 4.3. Gradijent moºemo opisati simboli£ki kao djelovanje vek-
torskog diferencijalnog operatora ∇ na skalarno polje u:

∇ = i⃗
∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z
= Hamiltonov operator nabla,

∇u =

(⃗
i
∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z

)
u = i⃗

∂u

∂x
+ j⃗

∂u

∂y
+ k⃗

∂u

∂z
= gradu.

Operator ∇ je simboli£ki vektor s kojim moºemo ulaziti u skalarni i vektorski
produkt. To nam daje dvije nove operacije nad vektorskim poljima.

�esto se susre¢emo sa sljede¢im problemima:

(1) Je li zadano vektorsko polje potencijalno?

(2) Ako jest, ²to mu je potencijal?

U nastavku ovog poglavlja ¢emo dati neke odgovore na gornja pitanja.
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4.2.4 Divergencija vektorskog polja

De�nicija 4.4. Neka je a⃗ = P i⃗+Qj⃗+Rk⃗ glatko vektorsko polje na Ω ⊆ R3.

Njegova diveregencija je skalarno polje div a⃗ de�nirano kao

div a⃗ =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
.

Divergencija vektorskog polja je skalarno polje. Do sada smo upoznali dva dife-

rencijalna operatora:

grad : skalarno polje 7→ vektorsko polje

div : vektorsko polje 7→ skalarno polje.

Divergenciju takoder moºemo simboli£ki pisati kao

div a⃗ = ∇ · a⃗, jer div a⃗ =

(⃗
i
∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z

)
· (P i⃗+Qj⃗ +Rk⃗).

Primjer 4.15. Izra£unajmo divergenciju polja r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗:

div r⃗ =
∂

∂x
x+

∂

∂y
y +

∂

∂z
z = 1 + 1 + 1 = 3.

Primjer 4.16. Izra£unajmo divergenciju polja a⃗ = y⃗i− x⃗j:

div a⃗ =
∂

∂x
y +

∂

∂y
(−x) = 0.

Teorem 4.5 (Svojstva divergencije). Vrijedi:

(a) div c⃗ = 0, za konstantno vektorsko polje c⃗,

(b) div(αa⃗+ βb⃗) = α div a⃗+ β div b⃗, za kontante α i β ( linearnost),

(c) div(ua⃗) = u div a⃗+ a⃗ · gradu, za skalarno polje u.

Dokaz. Direktno iz svojstava parcijalnih derivacija.

Primjer 4.17. Odredimo divergenciju polja a⃗ = φ(r)r⃗0 = φ(r)
r⃗

r
:

div a⃗ =
φ(r)

r
div r⃗ + r⃗ · grad φ(r)

r
= 3

φ(r)

r
+
φ′(r)r − φ(r)

r2
r⃗0 · r⃗︸︷︷︸
r

=
3φ(r)

r
+ φ′(r)− φ(r)

r
= 2

φ(r)

r
+ φ′(r).
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4.2.5 Rotacija vektorskog polja

De�nicija 4.5. Neka je a⃗ = P i⃗ + Qj⃗ + Rk⃗ vektorsko polje klase C1(Ω).
Rotacija polja a⃗ je vektorsko polje rot a⃗ de�nirano formulom

rot a⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣ = ∇× a⃗, tj.

rot a⃗ =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i⃗+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j⃗ +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗.

Istaknimo poseban slu£aj kada je a⃗ dvodimenzionalno vektorsko polje; u tom

slu£aju je rot a⃗ =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗.

Primjer 4.18. Izra£unajmo rotaciju vektorskog polja r⃗:

rot r⃗ = rot(x⃗i+ yj⃗ + zk⃗) =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x y z

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⃗.

Primjer 4.19. Izra£unajmo rotaciju vektorskog polja a⃗ = y⃗i− x⃗j:

rot(y⃗i− x⃗j) = (−1− 1)k⃗ = −2k⃗.

De�nicija 4.6. Ako u nekom podru£ju Ω vrijedi rot a⃗ = 0⃗, onda kaºemo da
je polje a⃗ tamo bezvrtloºno.

De�nicija 4.7. Vektorsko polje a⃗ je solenoidalno ako postoji (dovoljno
glatko) vektorsko polje b⃗ takvo da je a⃗ = rot b⃗.

Otkud nativ rotacija? Ako se to£kaM rotira oko osi z, vektor njene kutne brzine

je ω⃗ = ωk⃗. Linearna brzina v⃗ je v⃗ = ω⃗ × r⃗ = −yω⃗i+ xωj⃗. Izra£unajmo rot v⃗:

rot v⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−ωy ωx 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 2ωk⃗ = 2ω⃗.
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x

z

y

r
→ω→
M

Slika 4.15:

Teorem 4.6 (Svojstva rotacije). Vrijedi:

(a) rot c⃗ = 0, za konstantno vektorsko polje c⃗,

(b) rot(αa⃗+ βb⃗) = α rot a⃗+ β rot b⃗, za kontante α i β ( linearnost),

(c) rot(ua⃗) = u rot a⃗+ (gradu)× a⃗, za skalarno polje u.

Dokaz. Direktno iz svojstava parcijalnih derivacija.

4.2.6 Teorem o rastavu vektorskog polja

Teorem 4.7. Svako vektorsko polje klase C2(Ω) moºe se rastaviti na zbroj
potencijalnog i solenoidalnog vektorskog polja.

Teorem 4.8. Vektorsko polje a⃗ klase C2(Ω) je potencijalno ako i samo ako
je bezvrtloºno.

Dokaz. Dokazujemo samo jedan smjer. Neka je a⃗ = gradu. Tada koriste¢i

Schwarzov teorem vidimo:

rot a⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⃗.

Teorem 4.9. Vektorsko polje a⃗ klase C2(Ω) je solenoidalno ako i samo ako
je div a⃗ = 0.
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Dokaz. Ponovo dokazujemo samo jedan smjer. Neka je polje a⃗ solenoidalno,

tj. a⃗ = rot b⃗. Tada je div a⃗ = div(rot b⃗) = ∇ · (∇ × a⃗) = 0, gdje u zadnjoj

jednakosti opet koristimo Schwarzov teorem.

Solenoidalna polja vizualno predo£avamo kao polja koja nemaju izvora ni ponora.

4.2.7 Diferencijalni operatori 2. reda. Laplacijan.

Diferencijalne operatore grad, div i rot moºemo u odredenim poretcima kompo-

nirati, ako su polja dovoljno glatka:

u(x, y, z) a⃗ = P i⃗+Qj⃗ +Rk⃗ a⃗ = P i⃗+Qj⃗ +Rk⃗

grad div rot

grad //// grad div a⃗ ////

div div gradu = ∆u //// div rot a⃗ = 0

rot rot gradu = 0 //// rot rot a⃗

De�nicija 4.8. Neka je u skalarno polje klase C2(Ω). Laplacijan od u je
je skalarno polje de�nirano formulom

∆u = div gradu =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
.

Fizikalna interpretacija ∆u je odstupanje od srednje vrijednosti.

De�nicija 4.9. Funkcija f : Ω → R je harmoni£ka na Ω, ako je ∆f = 0

na Ω.

Harmoni£ke funkcije su zna£ajne u matemati£koj �zici, termodinamici, mehanici

kontinuuma, itd.

Napomena 4.4. Laplacijan povezuje preostala dva diferencijalna operatora
2. reda iz gornje tablice. Vrijedi formula:

∆a⃗ = grad div a⃗− rot rot a⃗.
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Primjer 4.20. Izra£unajmo Laplacijan skalarnog polja r:

∆r = div grad r = div r⃗0 = div
1

r
r⃗ =

1

r
div r⃗ + r⃗ · grad 1

r

=
3

r
+

(
− 1

r2

)
grad r︸ ︷︷ ︸

r⃗0

·r⃗

︸ ︷︷ ︸
r

=
3

r
− 1

r
=

2

r
.

Primjer 4.21. Izra£unajmo Laplacijan skalarnog polja
1

r
:

∆

(
1

r

)
= div grad

(
1

r

)
= div

(
− 1

r2
r⃗0

)
= div

(
− 1

r3
r⃗

)
= − 1

r3
div r⃗ + r⃗ · grad

(
− 1

r3

)
= − 3

r3
+

3

r4
r⃗0 · r⃗

= 0.

Dakle, funkcija
1√

x2 + y2 + z2
je harmoni£ka na R3 \ {(0, 0, 0)}.



Poglavlje 5

Krivuljni i plo²ni integrali

5.1 Zadavanje krivulje u ravnini i prostoru

Naj£e²¢i na£in zadavanja krivulje je parametarski. To zna£i da se koordinate to-

£aka na krivulji zadaju kao funkcije neke veli£ine na nekom intervalu. Tu veli£inu

nazivamo parametrom. Korisno je o parametru razmi²ljati kao o vremenu, a

o funkcijama koje opisuju koordinate to£ke na krivulji kao o koordinatama vrha

radij-vektora koji se mi£e i opisuje krivulju. Taj radij-vektor moºemo zapisati kao

r⃗(t) = x(t)⃗i+ y(t)⃗j + z(t)k⃗, t ∈ [a, b].

x

z

y

r t( )1
→

r t( )2
→

r t( )3
→

Γ

Slika 5.1: Krivulja zadana parametrom

Vektorska funkcija r⃗ : [a, b] → X0(E) = R3 je, u stvari, uredena trojka

funkcija (x(t), y(t), z(t)), pri £emu je x : [a, b] → R, y : [a, b] → R i z : [a, b] →
R.

139
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Uredeni par ([a, b], r⃗) nazivamo parametrizacijom krivulje Γ.

Vektorska funkcija r⃗ je neprekidna ako i samo ako su neprekidne sve tri njene

komponente. Sli£no, vektorska funkcija je diferencijabilna (derivabilna) (u nekoj

to£ki ili na nekom intervalu) ako i samo ako su (u toj to£ki ili na tom intervalu)

derivabilne njene komponente. Vrijedi

dr⃗

dt
= x′(t)⃗i+ y′(t)⃗j + z′(t)k⃗.

Iz de�nicije derivacije znamo da je

r⃗′(t) =
dr⃗

dt
= lim

∆t→0

r⃗(t+∆t)− r⃗(t)

∆t
,

pa slijedi da je r⃗′(t) = dr⃗
dt

vektorska veli£ina i da smjer dr⃗
dt

odreduje smjer tangente

na krivulju Γ u to£ki r⃗(t).

x

z

y

r t( )
→

r t+( )Δt
→

Γ

Slika 5.2:

�elimo li izbje¢i neke "patolo²ke" slu£ajeve (kao ²to su neprekidna krivulja

koja nigdje nema tangentu ili krivulja koja popunjava cijelu ravninu ili prostor)

moramo nametnuti jo² i dodatna ograni£enja na parametrizaciju ([a, b], r⃗).

Za krivulju Γ kaºemo da je jednostavna glatka krivulja ili Jordanov luk ako

su zadovoljeni sljede¢i uvjeti:

(J1) Funkcija r⃗ : [a, b] → R3 je injekcija na [a, b];

(J2) Funkcija r⃗ je klase C1[a, b];

(J3) r⃗′(t) ̸= 0⃗ na [a, b].

Krivulja Γ je zatvorena jednostavna glatka krivulja ili zatvoreni Jordanov luk

ako vrijede uvjeti (J2) i (J3), a uvjet (J1) zamijenimo s
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(J1') Funkcija r⃗ : [a, b] → R3 je injekcija na [a, b] osim za a i b gdje imamo

r⃗(a) = r⃗(b).

Gornji uvjeti su nam vaºni, jer eliminiraju samopresjeke, lomove i ²iljke kod kri-

vulja.

Sve "razumne" (tj. �zikalno zanimljive) krivulje mogu se sloºiti iz kona£nog

broja Jordanovih lukova i zatvorenih Jordanovih lukova.

Za krivulju u ravnini dovoljne su dvije parametarske funkcije, x(t) i y(t).

Neke krivulje u ravnini mogu se zadati i kao grafovi glatkih funkcija u Kartezije-

vom ili polarnom sustavu, ali parametarski na£in je op¢enitiji (x(t) = t, y(t) =

f(t)).

Primjer 5.1. x(t) = cos t, y(t) = sin t, t ∈ [0, π]:

x

y

Slika 5.3:

Primjer 5.2. x(t) = cos t, y(t) = sin t, t ∈ [0, 2π]:

x

y

Slika 5.4:

Primjer 5.3. x(t) = cos(2t), y(t) = sin(2t), t ∈ [0, π]:

x

y

Slika 5.5:
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Iz gornjih primjera vidimo da parametrizacija krivulje nije jedinstvena.

Primjer 5.4. Dana je parametrizacija r⃗ : [0, 2π] → R3, krivulje Γ s

x(t) = R cos t, y(t) = R sin t, z(t) = C t.

x

z

yR
R

2π

Slika 5.6: Krivulja Γ � jedan zavoj helikoide

Sad nas zanima jednadºba tangente na Γ u to£ki r⃗
(
π
2

)
. Tangenta prolazi

kroz to£ku
(x(

π

2
), y(

π

2
), z(

π

2
)) = (0, R,

Cπ

2
)

i ima vektor smjera

r⃗′(
π

2
) = x′(

π

2
)⃗i+ y′(

π

2
)⃗j + z′(

π

2
)k⃗ = −R⃗i+ Ck⃗.

Iz toga slijedi da jednadºba tangente u to£ki r⃗
(
π
2

)
u kanonskom obliku glasi

t ≡ x

−R
=
y −R

0
=
z − Cπ

2

C
.
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5.2 Krivuljni integral 1. vrste

5.2.1 Motivacija i de�nicija

Promatramo (otvorenu) krivulju Γ u ravnini s krajnjim to£kama A i B. Oznaka:

γ = ÂB. Neka je Γ zadana parametarskim jednadºbama

x = φ(t)

y = ψ(t)

}
t0 ≤ t ≤ t1.

x

y

A

B

Γ

Slika 5.7:

(To zna£i da je parametrizacija od Γ r⃗(t) : [t0, t1] → R2, r⃗(t) = φ(t)⃗i+ψ(t)⃗j.)

Neka su φ, ψ glatke na [t0, t1]. �elimo na¢i povr²inu cilindri£ke plohe koju

£ine izvodnice okomite nad Γ £ija je visina nad nekom to£kom M ∈ Γ dana

funkcijom f(M) = f(x, y).

x

z

A
B

y

Slika 5.8:

Kad bi f bila konstanta na Γ, onda bi ta povr²ina bila jednaka duljini krivulje Γ

pomnoºenoj visinom. No ²to ako f nije konstanta?
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Podijelimo krivulju Γ to£kamaA = A0, A1, A2, . . . , An = B na n lukova ÂkAk+1.

U svakom od njih odaberemo to£ku Mk ∈ ÂkAk+1.

x

y

A=A

B=A

0

n

A1

A2
A3

M
2

. . 
.

Slika 5.9:

Pretpostavimo li da se f ne mijenja jako na ÂkAk+1, veli£ina f(Mk)∆lk ¢e dobro

aproksimirati doprinos komada iznad ÂkAk+1 ukupnom rezultatu. Ovdje je ∆lk

duljina luka ÂkAk+1. Zbrajanjem svih takvih doprinosa dobivamo

σ =
n−1∑
k=0

f(Mk)∆lk.

To je integralna suma od f(M) po krivulji Γ. Uzmimo sve �niju i �niju podjelu

od Γ i promatramo pona²anje od σ kad∆l = max∆lk → 0. Ako taj limes postoji,

zovemo ga krivuljnim integralom 1. vrste od f po Γ i ozna£avamo s∫
Γ

f(M) dl =

∫
ÂB

f(x, y) dl.

Veli£ina dl zove se diferencijal luka.

Teorem 5.1. Ako je funkcija f(M) neprekidna na glatkoj krivulji Γ onda
njen krivuljni integral prve vrste po Γ postoji.

5.2.2 Svojstva krivuljnog integrala 1. vrste

(1) Integral ne ovisi o smjeru kretanja po krivulji, tj.∫
ÂB

f dl =

∫
B̂A

f dl.
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(2) Linearnost:

Ako postoje krivuljni integrali 1. vrste funkcija f i g po Γ, onda postoji i∫
Γ
(αf + βg) dl za bilo koje α, β ∈ R i vrijedi∫

Γ

(αf + βg) dl = α

∫
Γ

f dl + β

∫
Γ

g dl.

(3) Aditivnost po podru£ju integracije:

Ako je C to£ka na Γ izmedu A i B, vrijedi∫
ÂB

f dl =

∫
ÂC

f dl +

∫
ĈB

f dl.

(4) Monotonost:

Ako je f ≥ 0 na Γ, onda je i
∫
Γ

f dl ≥ 0.

(5) Ako je |f | integrabilna po Γ, onda je i f integrabilna na Γ i vrijedi∣∣∣ ∫
Γ

f dl
∣∣∣ ≤ ∫

Γ

|f | dl.

(6) Teorem srednje vrijednosti:

Ako je funkcija f neprekidna na Γ, onda postoji barem jedna to£kaMm ∈ Γ

takva da je ∫
Γ

f(M) dl = f(Mm)L,

gdje je L duljina krivulje Γ.

Sva gornja svojstva vrijede za krivulje Γ i u ravnini i u prostoru.

Jedna od posljedica je i sljede¢i rezultat:

Duljina krivulje Γ ra£una se kao

L =

∫
Γ

dl.

To je ujedno i de�nicija duljine krivulje.

Zanimljivo je napomenuti da neke "nestandarne" krivulje, kao na primjer Kochova

krivulja, uop¢e ne moraju imati duljinu.
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5.2.3 Ra£unanje krivuljnih integrala 1. vrste

Neka je glatka krivulja Γ zadana parametrizacijom x = x(t), y = y(t) na seg-

mentu [t0, t1]. Funkcije x i y su klase C1([t0, t1]) i vrijedi (x′(t))2+(y′(t))2 > 0.

(Svojstvo (J3)).

Za izra£unati integral
∫
Γ

f(M) dl potreban nam je diferencijal luka, dl.

y

x

Δl

Δy

Δx

Slika 5.10: Diferencijal luka

Sa slike vidimo da je

(∆l)2 ≈ (∆x)2 + (∆y)2.

Zbog ∆x = x′(t)∆t i ∆y = y′(t)∆t sad dobivamo da je

(∆l)2 ≈ (x′(t)2 + y′(t)2)(∆t)2.

Ako sad pustimo limes kad ∆t→ 0 dobijemo

dl =
√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Dakle, ∫
ÂB

f(M) dl =

∫ t1

t0

f(x(t), y(t))
√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Ako je Γ zadana kao y = g(x) na x ∈ [a, b], gornja se formula svodi na∫
Γ

f(M) dl =

∫ b

a

f(x, g(x))
√
1 + (g′(x))2dx.

Parametarski oblik se izravno poop¢ava i na krivulju Γ u prostoru. Ako je

Γ = ÂB zadana parametarski kao x = x(t), y = y(t), z = z(t) na [t0, t1], vrijedi∫
Γ

f(M) dl =

∫ t1

t0

f(x(t), y(t), z(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt.
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Za slu£aj krivulje Γ u ravnini zadane u polarnim koordinatama jednadºbom

ρ = ρ(φ), vrijedi ∫
Γ

f(M) dl =

∫ φ1

φ0

f(ρ(φ))
√
ρ2 + (ρ′)2dφ.

5.2.4 Primjene krivuljnog integrala 1. vrste

Duljina i masa krivulje

Duljina i masa krivulje u R3 dane su formulama

L =

∫
Γ

dl =

∫ t1

t0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt,

m =

∫
Γ

dm =

∫ t1

t0

γ(x, y, z)
√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt,

pri £emu je γ linijska gusto¢a ºice. Izbacivanjem z-koordinate dobijemo formule

za duljinu i masu krivulje u R2.

Teºi²te (sredi²te mase)

Koordinate teºi²ta krivulje dobijemo na sli£an na£in kao koordinate teºi²ta nekog

tijela:

xT =

∫
Γ
x dm

m
=

∫ t1
t0
x(t)γ(x, y, z)

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt

m

/
· i⃗

yT =

∫
Γ
y dm

m
=

∫ t1
t0
y(t)γ(x, y, z)

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt

m

/
· j⃗

zT =

∫
Γ
z dm

m
=

∫ t1
t0
z(t)γ(x, y, z)

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt

m

/
· k⃗


+

r⃗T =

∫
Γ
r⃗ dm

m
=

∫
Γ
r⃗(t)γ(x, y, z) dl

m
=

∫
Γ
r⃗ dm∫
Γ
dm

.
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x

z

y

r
→

Γ

Slika 5.11:

Momenti inercije

Momenti inercije s obzirom na x, y i z os dani su sa

Ix =

∫
Γ

(y2 + z2) dm =

∫ t1

t0

(y(t)2 + z(t)2)γ(x, y, z)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt,

Iy =

∫
Γ

(x2 + z2) dm =

∫ t1

t0

(x(t)2 + z(t)2)γ(x, y, z)
√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt,

Iz =

∫
Γ

(x2 + y2) dm =

∫ t1

t0

(x(t)2 + y(t)2)γ(x, y, z)
√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt.

I za krivuljne integrale vrijedi Steinerov teorem.

Primjer 5.5. Odredimo teºi²te (homogene) polukruºnice polumjera R sa sre-
di²tem u ishodi²tu.

x

y

R

R

̶ R

Slika 5.12:
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Zbog simetrije s obzirom na y-os, jasno je da je xT = 0. Masa polukruº-
nice iznosi m = γ L = γ Rπ. Preostalo nam je jo² za izra£unati yT .

yT =

∫
Γ
y dm

m
=

1

m
γ

∫ π

0

y(t)
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt

=
1

m
γ R2

∫ π

0

sin t
√
(cos′(t))2 + (sin′(t))2 dt =

1

m
γ R2

∫ π

0

sin t dt

=
2γ R2

m
=

2γ R2

γ Rπ
=

2

π
R.

Primjer 5.6. Odredimo moment inercije (homogene) kruºnice polumjera R
oko promjera.

x

y R

R

Slika 5.13:

Iy =

∫
Γ

x2dm = R3γ

∫ 2π

0

cos2 t
√
sin2 t+ cos2 t︸ ︷︷ ︸

1

dt

= R3γ

∫ 2π

0

cos2 t dt = γ R3π =
mR2

2
.

Primjer 5.7. Odredimo duljinu jednog namotaja helikoide £ija je parametri-
zacija dana s x = a cos t, y = a sin t, z = b t, t ∈ [0, 2π].

x

z

ya
a

2πb}

Slika 5.14:
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L =

∫ 2π

0

dl =

∫ 2π

0

√
a2 sin2 t+ a2 cos2 t+ b2 dt

=

∫ 2π

0

√
a2 + b2 dt = 2

√
a2 + b2π.
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5.3 Krivuljni integral 2. vrste

5.3.1 Orijentacija krivulje

Neka je krivulja Γ = ÂB Jordanov luk. Orijentaciju od Γ de�niramo kao

pridruºivanje jednog od dvaju mogu¢ih smjerova tangente u svakoj to£ki od Γ.

t
‒

→

A

BΓ

t+

→

t+

→

t
‒

→

Slika 5.15: Izbor orijentacije krivulje

Postoji beskona£no mnogo orijentacija krivulje Γ, no samo su dvije neprekidne:

jedna odgovara obilasku od A do B, druga od B do A. Samo nas te dvije

orijentacije zanimaju.

Orijentiranu krivulju ozna£avamo s Γ⃗ ili
−→
AB. Promjenu orijentacije ozna£a-

vamo promjenom predznaka; npr. Γ⃗ =
−→
AB,

−→
BA = −Γ⃗.

Za zatvoreni Jordanov luk Γ⃗ kaºemo da je pozitivno orijentiran ako je

smjer obilaska od Γ suprotan smjeru kazaljke na satu. U suprotnom kaºemo da

je Γ⃗ negativno orijentiran.

ГГ

>

>

Slika 5.16: Pozitivna i negativna orijentacija

Za²to nam treba orijentacija? Za neke veli£ine smjer kretanja po krivulji nije

bitan, npr. duljina i masa ne ovise o smjeru obilaska. Za neke druge veli£ine, kao

²to je rad, smjer je bitan.
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5.3.2 Motivacija i de�nicija krivuljnog integrala 2. vrste

Formula za rad sile F na putu s dana je s W = F · s. Smatramo da je sila

konstantna po iznosu i smjeru i da djeluje u smjeru puta koji je ravni segment.

Ako sila nije konstantna, rad ra£unamo preko integrala:

W =

∫ b

a

F (x) dx.

�to ako put nije ravan?

Treba nam poop¢enje integrala kojim ¢emo integriraju¢i vektorsko polje po kri-

vulji dobiti skalar.

Promatramo podru£je D ⊆ R2 u kojem je de�nirano vektorsko polje

F⃗ (M) = P (M )⃗i+Q(M )⃗j.

Neka je krivulja Γ⃗ =
−→
AB sadrºana u D.

Podijelimo Γ⃗ na lukove
−−−−−→
AkAk+1 to£kama A = A0, A1, . . . , An−1, An = B (ko-

ordinate to£ke Ak su (xk, yk)). Sad u svakom
−−−−−→
AkAk+1 uzmimo to£ku Mk i

zamijenimo F⃗ (M) na
−−−−−→
AkAk+1 vrijedno²¢u F⃗ (Mk).

A=A

B=A

0

n

A1

A2
A3

M
2

. .
 .

Γ
→

D

Slika 5.17:

Formiramo sumu

σ =
n−1∑
k=0

[P (Mk)∆xk +Q(Mk)∆yk] =
n−1∑
k=0

F⃗ (Mk)
−−−−−→
AkAk+1,

gdje je ∆xk = xk+1 − xk, ∆yk = yk+1 − yk.

Ozna£imo s ∆l najve¢u od duljina lukova
−−−−−→
AkAk+1.
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Ako gornja suma ima kona£an limes kad n → ∞ i ∆l → 0 koji ne ovisi

ni o subdiviziji A1, . . . , An ni o izboru Mk ∈
−−−−−→
AkAk+1, onda taj limes nazivamo

krivuljnim integralom 2. vrste od F⃗ po Γ⃗ i ozna£avamo s∫
Γ⃗

F⃗
−→
dl .

Dakle,∫
Γ⃗

F⃗ (M)
−→
dl =

∫
−→
AB

P dx+Qdy = lim
n→∞,∆l→0

n−1∑
k=0

[P (Mk)∆xk +Q(Mk)∆yk] .

Teorem 5.2. Ako su u podru£ju D koje sadrºi krivulju
−→
AB funkcije P i Q

neprekidne, onda postoji krivuljni integral 2. vrste od F⃗ po
−→
AB.

Potpuno analogno de�nira se i krivuljni integral 2. vrste po krivulji Γ⃗ u R3.∫
Γ⃗

F⃗
−→
dl =

∫
−→
AB

P dx+Qdy +Rdz =

∫
−→
AB

F⃗ dr⃗.

A

B

Slika 5.18:

5.3.3 Ra£unanje krivuljnih integrala 2. vrste

Neka je krivulja Γ zadana parametrizacijom x = x(t), y = y(t), z = z(t),

t ∈ [t0, t1]. Tada je dx = x′(t) dt, dy = y′(t) dt, dz = z′(t) dt. Uvrstimo li to u

gornju formulu dobijemo:∫
Γ⃗

F⃗ (M)
−→
dl =

∫ t1

t0

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)

+ R(x(t), y(t), z(t))z′(t)] dt
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Primjer 5.8. Izra£unajmo krivuljni integral 2. vrste vektorskog polja

F⃗ = −y⃗i+ x⃗j

po duºini
−→
OA i po luku parabole y = x2 od O do A.

x

y

1

10

A

Γ
1

→

Γ
2

→

Slika 5.19:

Parametrizacija duºine
−→
OA =

−→
Γ1 dana je s

x = t, y = t, dx = dy = dt,

pa je ∫
Γ⃗1

F⃗
−→
dl =

∫
Γ⃗1

[−y dx+ x dy] =

∫ 1

0

(−t dt+ t dt) = 0.

S druge strane, parametrizacija od luka parabole, tj. krivulje
−→
Γ2 dana je s

x = t, y = t2, dx = dt, dy = 2t dt,

pa krivuljni integral 2. vrste ra£unamo kao∫
Γ⃗2

F⃗
−→
dl =

∫
Γ⃗2

[−y dx+ x dy] =

∫ 1

0

(−t2 dt+ t · 2t dt) =
∫ 1

0

t2dt =
1

3
.

Primjer 5.9. Pokaºimo da
∫
−→
AB

r⃗
−→
dl ovisi samo o krajnjim to£kama krivulje

AB.

Neka je Γ = ÂB zadana parametrizacijom x = x(t), y = y(t), z = z(t),
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t ∈ [t0, t1]. Ra£unamo:∫
Γ

r⃗
−→
dl =

∫ t1

t0

[x(t)x′(t) + y(t)y′(t) + z(t)z′(t)] dt

=

∫ t1

t0

[r⃗(t)r⃗′(t)] dt =

∫ t1

t0

[r(t)r⃗0 · r′(t)r⃗0] dt =
∫ t1

t0

r(t)r′(t) dt

=

∫ t1

t0

d

dt

(
1

2
r2(t)

)
dt =

1

2

∫ t1

t0

d

dt

(
r2(t)

)
dt =

1

2
r2(t)

∣∣∣t1
t0

=
1

2

(
r2(t1)− r2(t0)

)
=

1

2

[
x2B + y2B + z2B − x2A − y2A − z2A

]
.

Vidimo da gornji integral ovisi samo o udaljenostima to£aka A i B od isho-
di²ta.

5.3.4 Svojstva krivuljnih integrala

(i) Ovisi o smjeru (orijentaciji):∫
−→
AB

F⃗
−→
dl = −

∫
−→
BA

F⃗
−→
dl

(ii) Linearnost:∫
−→
AB

(αF⃗ + βG⃗)
−→
dl = α

∫
−→
AB

F⃗
−→
dl + β

∫
−→
AB

G⃗
−→
dl ,

za bilo koje α, β ∈ R.

(iii) Aditivnost po podru£ju integracije:∫
−→
AB

F⃗
−→
dl =

∫
−→
AC

F⃗
−→
dl +

∫
−−→
CB

F⃗
−→
dl ,

za bilo koju to£ku C izmedu A i B.

5.3.5 Odnos krivuljnih integrala 1. i 2. vrste

Vrijedi sljede¢a relacija:∫
Γ⃗

F⃗
−→
dl =

∫
Γ⃗

F⃗
−→
dr =

∫
Γ

F⃗ · t⃗ dl,
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gdje je t⃗ jedini£ni vektor tangente. Dakle,∫
Γ⃗

F⃗
−→
dl︸ ︷︷ ︸

2. vrste

=

∫
Γ

(F⃗ · t⃗) dl︸ ︷︷ ︸
1. vrste

.

Promjena orijentacije krivulje Γ⃗ manifestira se promjenom predznaka t⃗.

5.3.6 Greenova formula

Ako je krivulja Γ zatvorena, onda krivuljni integral 2. vrste funkcije F⃗ po Γ

zovemo cirkulacija vektorskog polja F⃗ . Oznaka je∮
Γ⃗

F⃗
−→
dl .

Teorem 5.3 (Greenova formula). Neka je D zatvoreno podru£je u ravnini
omedeno po dijelovima glatkom krivuljom L. Neka su P (x, y) i Q(x, y) ne-

prekidne na D i neka tamo imaju neprekidne parcijalne derivacije
∂Q

∂x
i
∂P

∂y
.

Tada vrijedi ∮
L

(P dx+Qdy) =

∫ ∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy.

Gornji izraz zovemo Greenova formula.

Uvjet da se rub od D, u oznaci ∂D, sastoji od jednog komada zove se uvjet 1 -

povezanosti. Taj uvjet nije ispunjen za podru£je s "rupama".

L

D

L=∂D

D

L1

L2

∂D=L1 L2

∩

Slika 5.20: Podru£je bez "rupa" i podru£je s "rupama"

Greenova formula vrijedi i u vi²estruko povezanim podru£jima, samo je dokaz

kompliciraniji. Integral po ∂D je zbroj integrala po L1 i L2, onda L1 i L2 spojimo

rezom po kojem integriramo dvaput, u suprotnim smjerovima, tako da se integrali

po rezu dokinu.
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D

L1
L2

››

Slika 5.21:

Vaºan specijalni slu£aj Greenove formule daje nam mogu¢nost ra£unanja po-

vr²ine ravninskog lika pomo¢u krivuljnog integrala 2. vrste: Ako je lik D omeden

po dijelovima glatkom jednostavnom zatvorenom krivuljom L, onda je

S =

∫ ∫
D

1 dx dy =
1

2

∮
L

(−y dx+ x dy) =
1

2

∮
L

(x dy − y dx).

Primjer 5.10. Izra£unajmo povr²inu elipse s poluosima a i b.

x

y

a

b

0

Slika 5.22:

Prvi na£in ra£unanja povr²ine elipse je standardan.

x2

a2
+
y2

b2
= 1, ⇒ a2y2 = a2b2 − b2x2 ⇒ y =

b

a

√
a2 − x2,

pa povr²inu elipse dobijemo kao

P = 4

∫ a

0

b

a

√
a2 − x2 dx.

Drugi na£in je da povr²inu napi²emo kao

P =

∫ ∫
D

dx dy,

gdje skup D predstavlja danu elipsu.
Parametrizacija elipse dana je s x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, 2π], pa
koriste¢i Greenovu formulu dobivamo

P =
1

2

∮
L

(x dy − y dx) =
1

2

∫ 2π

0

(ab cos2 t+ ab sin2 t) dt =
1

2
ab

∫ 2π

0

dt = abπ.
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5.4 Plohe i na£ini njihovog zadavanja

y

z

x D

Σ Σ

D

Slika 5.23: Otvorena i zatvorena ploha u R3

U ovom potpoglavju ne¢emo davati strogo formalnu de�niciju plohe. Zanimat

¢e nas samo na£ini zadavanja i opisivanja glatkih i po dijelovima glatkih ploha.

Glatka ploha je ona kod koje u svakoj to£ki postoji tangencijalna ravnina.

5.4.1 Eksplicitno zadavanje plohe

Plohu eksplicitno zadajemo kao graf (glatke) funkcije na nekom podru£ju D ⊆
R2, z = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊆ R2.

Primjer 5.11. (a) z = x2 + y2, (x, y) ∈ R2

Slika 5.24:

(b) z = −
√
x2 + y2, (x, y) ∈ R2
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Slika 5.25:

Prednosti eksplicitnog zadavanja ploha su saºetost i ²to je sva informacija dana

u formuli. Nedostatci su problemi sa zadavanjem zatvorenih ploha (npr. sfera),

ploha s vi²e grana i nekih drugih sloºenijih ploha.

Eksplicitni prikaz plohe nije uvijek mogu¢.

Da bi plohu eksplicitno zadali ne moramo uvijek z-koordinatu zadavati preko

druge dvije, nego moºemo x zadati preko y i z ili y preko x i z.

Tangencijalna ravnina u to£ki P0 dana je preko svog vektora normale

n⃗(P0) = grad(z − f(x, y))(P0) = −∂f
∂x

(P0)⃗i−
∂f

∂y
(P0)⃗j + k⃗.

5.4.2 Implicitno zadavanje plohe

Dana je formula koja povezuje koordinate to£aka na plohi, F (x, y, z) = 0. Sma-

tramo da je funkcija F : Ω → R klase C1. Po teoremu o implicitnoj funkciji, mora

postojati barem jedna to£ka P0 = (x0, y0, z0) koja zadovoljava F (x0, y0, z0) = 0

i barem jedna od parcijalnih derivacija u P0 = (x0, y0, z0) mora biti razli£ita od

nule. To saºeto pi²emo(
∂F

∂x
(P0)

)2

+

(
∂F

∂y
(P0)

)2

+

(
∂F

∂z
(P0)

)2

> 0.

Primjer 5.12. Sfera polumjera R:

x2 + y2 + z2 = R2.
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Tangencijalna ravnina se zadaje kao

∂F

∂x
(P0)(x− x0) +

∂F

∂y
(P0)(y − y0) +

∂F

∂z
(P0)(z − z0) = 0,

a vektor normale u P0 je

n⃗(P0) =
∂F

∂x
(P0)⃗i+

∂F

∂y
(P0)⃗j +

∂F

∂z
(P0)k⃗.

5.4.3 Parametarsko zadavanje ploha

Sli£no je kao parametarsko zadavanje krivulje, samo ²to nam trebaju dva para-

metra.

v

u D

Σ

( )u,v

r u,v( )
→

>

→

r

Slika 5.26: Ploha zadana parametrima

r⃗ : D → X0(E), r⃗(u, v) = x(u, v)⃗i+ y(u, v)⃗j + z(u, v)k⃗,

Σ = {r⃗(u, v); (u, v) ∈ D}.

(D, r⃗) je parametrizacija plohe Σ.

Za u = const, v = const gornja parametrizacija daje dvije familije krivulja.

Primjer 5.13. Parametrizacija sfere polumjera R.

x(ϑ, φ) = R sin θ cosφ

y(ϑ, φ) = R sin θ sinφ

z(ϑ, φ) = R cos θ

 D = [0, π]︸︷︷︸
θ

× [0, 2π]︸ ︷︷ ︸
φ
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Σ
�

→r

π

2π

ϑ

φ
R

Slika 5.27: Parametrizacija sfere

Primjer 5.14. Neka je

r⃗(t) = u cos v⃗i+ u sin vj⃗ + b vk⃗, D = [0,∞⟩ × R.

Tada parametrizacija (D, r⃗) daje helikoidalnu plohu Σ.

x

z

y

Σ

Slika 5.28:

Vektor normale se ra£una kao vektorski produkt derivacija ∂r⃗
∂u

× ∂r⃗
∂v
,

n⃗ =
∂r⃗

∂u
× ∂r⃗

∂v
=

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v

∣∣∣∣∣∣∣ .
Nuºan uvjet glatkosti parametarski zadane plohe je

∂r⃗

∂u
× ∂r⃗

∂v
̸= 0⃗.
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5.5 Plo²ni integral 1. vrste

5.5.1 Motivacija i de�nicija

Neka je ploha Σ zadana kao podskup od Ω ⊂ R3 na kojem je zadano skalarno

polje f : Ω → R. Takvo skalarno polje moºe biti, recimo, gusto¢a mase. Kako

ra£unamo ukupnu masu plohe Σ?

(1) Prvo podijelimo Σ na male komadi¢e Σ1,Σ2, . . . ,Σn £ija je unija cijeli skup

Σ. Neka je povr²ina (tj. plo²tina) komadi¢a Σk jednaka ∆Sk.

(2) Odaberemo to£ku Mk ∈ Σk za svaki k i zamijenimo vrijednosti f(M) s

f(Mk) za sve M ∈ Σk. Formiramo sumu

n∑
k=1

f(Mk)∆Sk.

To je integralna suma funkcije f po plohi Σ koja odgovara subdiviziji

Σ1,Σ2, . . . ,Σn. Za o£ekivati je da ¢e pro�njavanjem subdivizije, tj. uzi-

manjem vi²e komada Σk tako da

∆S = max
k

∆Sk → 0

za n→ ∞ integralna suma sve bolje i bolje aproksimirati masu plohe Σ.

Ako integralna suma
n∑
k=1

f(Mk)∆Sk

ima limes kad n → ∞ i ∆S → 0 koji ne ovisi ni o na£inu podjele plohe Σ na

Σ1, . . . ,Σn, ni o izboru to£akaMk ∈ Σk, onda se taj limes zove plo²ni integral

1. vrste funkcije f po Σ i ozna£ava s∫ ∫
Σ

f(M) dS.

Teorem 5.4. Neka je Σ glatka ploha sadrºana u omedenom skupu Ω ⊆ R3

na kojem je de�nirano skalarno polje f . Ako je f neprekidno, onda postoji
plo²ni integral 1. vrste od f po plohi Σ.
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5.5.2 Svojstva plo²nog integrala 1. vrste

(i) Linearnost:

Ako su f i g integrabilne po Σ, onda je i αf + βg integrabilna po Σ,

∀α, β ∈ R i vrijedi∫ ∫
Σ

(αf + βg) dS = α

∫ ∫
Σ

f dS + β

∫ ∫
Σ

g dS.

(ii) Aditivnost po podru£ju integracije:

Ako je Σ = Σ1 ∪ Σ2 i Σ1 ∩ Σ2 je povr²ine 0, onda je∫ ∫
Σ

f dS =

∫ ∫
Σ1

f dS +

∫ ∫
Σ2

f dS.

(iii) Ako je f ≥ 0 na Σ, onda je
∫ ∫

Σ

f dS ≥ 0.

(iv) Teorem srednje vrijednosti:

Ako je skalarno polje f neprekidno na plohi Σ, onda postoji barem jedna

to£ka P0 na Σ takva da je∫ ∫
Σ

f(M) dS = f(P0) · S,

gdje je S povr²ina plohe Σ.

(Veli£ina 1
S

∫ ∫
Σ
f(M) dS je srednja vrijednost funkcije f na Σ.)

(v) Povr²ina (plo²tina) plohe Σ ra£una se kao

S =

∫ ∫
Σ

dS.

5.5.3 Ra£unanje plo²nog integrala 1. vrste

Neka je Σ zadana kao graf glatke funkcije f na nekom D ⊂ R2, z = f(x, y).

Podijelimo, jednostavnosti radi, podru£je D u male pravokutnike i promatrajmo

komad plohe Σ iznad jednog takvog pravokutnika. Ozna£imo taj komad sa Σij.
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y

z

x D

Σ

Slika 5.29:

Ako su ∆xi i ∆yj dovoljno mali, pogre²ka koju £inimo zamjenom komada Σij

komadom tangencijalne ravnine u P ¢e biti mala.

Vektor a⃗ ima komponente ∆xi i
∂f
∂x
∆xi u smjeru i⃗ i k⃗. Dakle,

a⃗ = ∆xi · i⃗+
∂f

∂x
(P )∆xik⃗.

P

iΔx
jΔy

→

a

→

b

→

a

iΔx

P
∂f
—
∂ ∂x

( )P iΔx
tgα

Slika 5.30:

Sli£no,

b⃗ = ∆yj · j⃗ +
∂f

∂y
(P )∆yj k⃗.

Sada je povr²ina komada tangencijalne ravnine kojim zamjenjujemo Σij dana
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kao |⃗a× b⃗|. Vektorski produkt a⃗× b⃗ ra£unamo kao

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

∆xi 0 ∂f
∂x
(P )∆xi

0 ∆yj
∂f
∂y
(P )∆yj

∣∣∣∣∣∣∣ =
(
−∂f
∂x

(P )⃗i− ∂f

∂y
(P )⃗j + k⃗

)
∆xi∆yj.

Duljina ovog vektora iznosi

∆Sij =

√
1 +

(
∂f

∂x
(P )

)2

+

(
∂f

∂y
(P )

)2

∆xi∆yj.

Kad pustimo ∆xi → 0, ∆yj → 0, gornji izraz u limesu ide prema

dS =

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dx dy.

Sad se integral skalarnog polja h(x, y, z) po Σ ra£una kao∫ ∫
Σ

h(M) dS =

∫ ∫
D

h(x, y, f(x, y))

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dx dy

=

∫ ∫
D

h(x, y, f(x, y))|n⃗(x, y)| dx dy.

Ako je ploha Σ zadana parametarski, parametrizacijom (D, r⃗), vektor normale je
∂r⃗
∂u

× ∂r⃗
∂v
. To daje∫ ∫

Σ

h(M) dS =

∫ ∫
D

h(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
∣∣∣∂r⃗
∂u

× ∂r⃗

∂v

∣∣∣ du dv.
Sjetimo li se da je |⃗a× b⃗|2 = |⃗a|2|⃗b|2 − (⃗a⃗b)2 i uvedemo li oznake

E =
∣∣∣∂r⃗
∂u

∣∣∣2 = (∂x
∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

+

(
∂z

∂u

)2

G =
∣∣∣∂r⃗
∂v

∣∣∣2 = (∂x
∂v

)2

+

(
∂y

∂v

)2

+

(
∂z

∂v

)2

F =
∂r⃗

∂u
· ∂r⃗
∂v

=
∂x

∂u

∂x

∂v
+
∂y

∂u

∂y

∂v
+
∂z

∂u

∂z

∂v
,

moºemo duljinu normale pisati kao

|n⃗(u, v)| =
∣∣∣∂r⃗
∂u

× ∂r⃗

∂v

∣∣∣ = √
EG− F 2.

Kona£no,∫ ∫
Σ

h(M) dS =

∫ ∫
D

h(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EG− F 2 du dv.
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Primjer 5.15. Izra£unajmo povr²inu sfere polumjera R.
Parametrizacija sfere dana je s

x = R sin θ cosφ

y = R sin θ sinφ

z = R cos θ

 θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π⟩, D = [0, π]× [0, 2π⟩.

Ra£unamo

E =

(
∂x

∂θ

)2

+

(
∂y

∂θ

)2

+

(
∂z

∂θ

)2

= R2 cos2 θ cos2 φ+R2 cos2 θ sin2 φ+R2 sin2 θ

= R2 cos2 θ +R2 sin2 θ = R2,

G =

(
∂x

∂φ

)2

+

(
∂y

∂φ

)2

+

(
∂z

∂φ

)2

︸ ︷︷ ︸
0

= R2 sin2 θ sin2 φ+R2 sin2 θ cos2 φ = R2 sin2 θ,

F =
∂x

∂θ

∂x

∂φ
+
∂y

∂θ

∂y

∂φ
+
∂z

∂θ

∂z

∂φ︸ ︷︷ ︸
0

= R cos θ cosφ ·R sin θ(− sinφ)

+R cos θ sinφ ·R sin θ cosφ = 0.

Sada je √
EG− F 2 = R2 sin θ,

iz £ega slijedi da je

S =

∫ ∫
Σ

dS =

∫ ∫
D

√
EG− F 2 dθ dφ =

∫ π

0

∫ 2π

0

R2 sin θ dφ dθ

= 2R2π

∫ π

0

sin θ dθ = 4R2π.

5.5.4 Primjene plo²nog integrala 1. vrste

Povr²ina i masa plohe

S =

∫ ∫
Σ

dS, m =

∫ ∫
Σ

dm =

∫ ∫
Σ

γ(M) dS

Koordinate teºi²ta

r⃗T =

∫ ∫
Σ
r⃗ dm∫ ∫

Σ
dm
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xT =

∫ ∫
Σ
xγ dS∫ ∫

Σ
γ dS

, yT =

∫ ∫
Σ
yγ dS∫ ∫

Σ
γ dS

, zT =

∫ ∫
Σ
zγ dS∫ ∫

Σ
γ dS

.

Momenti tromosti

Iz =

∫ ∫
Σ

(x2+ y2) dm, Iy =

∫ ∫
Σ

(x2+ z2) dm, Ix =

∫ ∫
Σ

(y2+ z2) dm.
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5.6 Plo²ni integral 2. vrste

5.6.1 Orijentacija i orijentabilnost plohe

Neka je Σ glatka ploha. To zna£i da u svakoj to£ki postoji tangencijalna ravnina

i da se u svakoj to£ki P na Σ mogu postaviti dva jedini£na vektora normale.

P

y

z

x

Σ

Slika 5.31:

Izborom jednog od tih dvaju vektora dobivamo orijentaciju plohe. To moºemo

napraviti na beskona£no mnogo na£ina. Nas zanimaju oni kod kojih je takvo

polje normala neprekidno. Ako ploha Σ dopu²ta takvu orijentaciju, kaºemo da

je Σ orijentirana ploha.

Znamo da je svaka glatka krivulja orijentirana. Je li svaka glatka ploha orijenti-

rana?

→

→

cilindar
dvostrana

Möbiusova vrpca
jednostrana

Slika 5.32: Orijentirana ploha i neorijentirana ploha

Glatka ploha ne mora biti orijentirana, primjer jedne takve neorijentirane plohe
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je M®biusova vrpca.

Plohe mogu biti i zatvorene, a neorijentirane - primjer takve plohe je Kleinova

boca koja nastaje lijepljenjem pravokutnika.

U nastavku ¢emo promatrati samo glatke orijentirane plohe.

5.6.2 Motivacija i de�nicija

y

z

x

Σ

Slika 5.33: Polje brzina �uida

Promatramo polje brzina nekog �uida. To je vektorsko polje, v⃗. Neka je u

podru£ju u kojem se giba �uid smje²tena (orijentirana) ploha Σ⃗. Neka je polje

v⃗ stacionarno, tj. neka v⃗ ne ovisi o vremenu. Zanima nas tok �uida u jedinici

vremena kroz plohu Σ⃗. Za odrediti tok treba nam i masa �uida. Neka je ona

zadana (stacionarnim) skalarnim poljem ρ.

.

P

n P( )0

→

v P( )
→

Slika 5.34:

Masa koja u jedinici vremena prode kroz mali (pravokutni) element plohe Σ

povr²ine ∆S jednaka je gusto¢i pomnoºenoj volumenom. Volumen koji prode
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dobijemo tako da ∆S pomaknemo u smjeru v⃗(P ). Taj volumen moºemo aprok-

simirati volumenom paralelepipeda povr²ine osnovice ∆S i visine n⃗0(P ) · v⃗(P ).
Dakle, tok kroz element povr²ine ∆S iznosi pribliºno

∆m ≈ ρ(P )v⃗(P ) · n⃗0(P )∆S.

Za o£ekivati je da ¢e pro�njavanjem podjele plohe Σ na sve sitnije elemente i

zbrajanjem njihovih doprinosa aproksimacija teºiti prema pravoj vrijednosti toka,

tj. ∑
n

ρ(P )v⃗(P ) · n⃗0(P )∆Sn → T.

Time nam je motivirana sljede¢a de�nicija.

De�nicija 5.1. Neka je orijentirana ploha Σ⃗ sadrºana u podru£ju Ω ⊂ R3

na kojem je zadano vektorsko polje a⃗ : Ω → X0(E). Podijelimo Σ⃗ u komade
Σ1, . . . ,Σn povr²ina ∆S1, . . . ,∆Sn. Ako postoji limes integralnih suma

n∑
k=1

a⃗(Mk)n⃗0(Mk)∆Sk

za n→ ∞, ∆S → 0, koji ne ovisi o podjeli Σ na Σ1, . . . ,Σn ni o izboru to£aka
Mk ∈ Σk, onda taj limes nazivamo plo²ni integral 2. vrste vektorskog polja

a⃗ po Σ⃗ i ozna£avamo s
∫ ∫

Σ⃗

a⃗
−→
dS. Dakle,

∫ ∫
Σ⃗

a⃗(M)
−→
dS = lim

n→∞,∆S→0

n∑
k=1

a⃗(Mk) n⃗0(Mk)∆Sk︸ ︷︷ ︸
−→
dS

.

Ako n⃗0(M) premjestimo iz
−→
dS u podintegralnu funkciju dobivamo vezu izmedu

plo²nih integrala 1. i 2. vrste:∫ ∫
Σ⃗

a⃗(M)
−→
dS =

∫ ∫
Σ

(⃗a(M) · n⃗0(M)) dS.

Iz gornje formule vidimo da promjena orijentacije plohe Σ⃗ rezultira promjenom

predznaka vrijednosti plo²nog integrala 2. vrste.

Svojstva plo²nog integrala 2. vrste se pomo¢u gornje formule svode na svoj-

stva plo²nog integrala 1. vrste. Dakle, vrijedi linearnost i aditivnost po podru£ju

integracije. �to je s teoremom srednje vrijednosti?
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5.6.3 Ra£unanje plo²nih integrala 2. vrste

Vratimo se na vezu izmedu plo²nog integrala 2. i 1. vrste:∫ ∫
Σ⃗

a⃗
−→
dS =

∫ ∫
Σ

(⃗a · n⃗0) dS =

∫ ∫
D

(⃗a · n⃗0) |n⃗| dx dy︸ ︷︷ ︸
dS

(Podru£je D ⊂ R2 je ono nad kojim je zadana Σ ili na kojem je parametrizirana

Σ.)

Kako je |n⃗|n⃗0 = n⃗, kona£no imamo∫ ∫
Σ⃗

a⃗
−→
dS =

∫ ∫
D

(⃗a · n⃗) dx dy.

Ako je Σ zadana eksplicitno kao z = f(x, y), onda je n⃗ = grad(z− f(x, y)), pa

je ∫ ∫
Σ⃗

a⃗
−→
dS =

∫ ∫
D

(P i⃗+Qj⃗ +Rk⃗)

(
−∂f
∂x
i⃗− ∂f

∂y
j⃗ + k⃗

)
dx dy

=

∫ ∫
D

(
−P ∂f

∂x
−Q

∂f

∂y
+R

)
dx dy.

Ovo je formula za vektor normale n⃗ koji zatvara ²iljasti kut s vektorom k⃗, tj. koji

pokazuje prema "gore". Ako za n⃗ uzmemo vektor koji zatvara s k⃗ tupi kut, tj.

pokazuje prema "dolje", onda grad(f(x, y)− z) daje normalu i imamo∫ ∫
Σ⃗

a⃗
−→
dS = −

∫ ∫
D

(
−P ∂f

∂x
−Q

∂f

∂y
+R

)
dx dy.

Primjer 5.16. Neka je a⃗ = yz⃗i + xzj⃗ + xyk⃗ vektorsko polje, a Σ⃗ dio para-
boloida z = 1−x2− y2 iznad xy ravnine orijentirana normalom koja zatvara
²iljast kut s k⃗.

x

y

z

Σ

Slika 5.35:



172 POGLAVLJE 5. KRIVULJNI I PLO�NI INTEGRALI

Tada je

n⃗ = grad(z − f(x, y)) = 2x⃗i+ 2yj⃗ + k⃗,

a⃗ · n⃗ = 2xyz + 2xyz + xy = xy(1 + 4z).

Ako je ploha Σ⃗ zadana parametarski parametrizacijom (D, r⃗), r⃗(u, v) =

x(u, v)⃗i+y(u, v)⃗j+z(u, v)k⃗, onda je n⃗ =
∂r⃗

∂u
× ∂r⃗

∂v
, pa je a⃗ · n⃗ = a⃗ ·

(
∂r⃗

∂u
× ∂r⃗

∂v

)
dano kao mje²oviti produkt vektora a⃗, ∂r⃗

∂u
i ∂r⃗
∂v
.∫ ∫

Σ⃗

a⃗
−→
dS =

∫ ∫
D

a⃗ ·
(
∂r⃗

∂u
× ∂r⃗

∂v

)
dx dy.

Primjer 5.17. Ploha Σ⃗ je komad sfere sa sredi²tem u ishodi²tu polumjera
1 u prvom oktantu orijentirana normalom n⃗ koja zatvara ²iljasti kut s k⃗.
Izra£unajmo integral vektorskog polja a⃗ = r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗ po Σ⃗.

x

y

z

n
→

1

1

1

Slika 5.36:

Parametrizacija dijela sfere u 1. oktantu dana je s

r(θ, φ) = sin θ cos φ⃗i+ sin θ sinφj⃗ + cos θk⃗, θ ∈ [0,
π

2
], φ ∈ [0,

π

2
].

Sada je

∂r⃗

∂θ
= cos θ cos φ⃗i+cos θ sinφj⃗− sin θk⃗,

∂r⃗

∂φ
= − sin θ sin φ⃗i+sin θ cosφj⃗,

pa iz toga slijedi

a⃗ ·
(
∂r⃗

∂θ
× ∂r⃗

∂φ

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ

cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ

− sin θ sinφ sin θ cosφ 0

∣∣∣∣∣∣∣
= cos θ[sin θ cos θ cos2 φ+ sin θ cos θ sin2 φ] + sin θ[sin2 θ cos2 φ+ sin2 θ sin2 φ]

= sin θ cos2 θ + sin3 θ = sin θ.
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Dakle, ∫ ∫
Σ⃗

r⃗
−→
dS =

∫ π
2

0

∫ π
2

0

sin θ dφ dθ =
π

2

∫ π
2

0

sin θ dθ =
π

2
.

Je li ovaj rezultat o£ekivan? Za²to?
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5.7 Teorem o divergenciji i primjene

y

z

x

Ω

Slika 5.37:

Promatramo zatvoreno podru£je Ω ⊂ R3 £iji je rub orijentabilna (po dijelovima)

glatka ploha bez samopresjeka. Neka je ∂Ω = Σ. Kako je Σ orijentabilna i glatka,

na Σ je zadano vektorsko polje jedini£nih vanjskih normala n⃗0. Promatramo

vektorsko polje a⃗ : Ω → X0(E), a⃗ = P i⃗ + Qj⃗ + Rk⃗. Neka je a⃗ ∈ C1(Ω).

Zanima nas tok polja a⃗ kroz Σ.

Teorem 5.5 (Teorem o divergenciji; Green - Gauss - Ostrogradski). Neka
je vektorsko polje a⃗ klase C1 na nekom skupu koji sadrºi zatvoreno podru-
£je Ω omedeno orijentabilnom po dijelovima glatkom plohom Σ koja nema
samopresjeka. Tada je tok polja a⃗ kroz Σ dan formulom∮ ∮

Σ

a⃗n⃗0 dS =

∫ ∫ ∫
Ω

div a⃗ dx dy dz.

(Vektorsko polje n⃗0 je polje jedini£nih vanjskih normala na Σ.)

Alternativni zapis je
∮ ∮

Σ⃗

a⃗
−→
dS =

∫ ∫ ∫
Ω

div a⃗ dx dy dz.

Primjer 5.18. Izra£unajmo tok vektorskog polja a⃗ = 2x⃗i− (z− 1)k⃗ kroz rub
cilindra Ω omedenog plohama x2 + y2 = 4, z = 0 i z = 1.

T =

∮ ∮
Σ⃗

(2x⃗i− (z − 1)k⃗)
−→
dS =

∫ ∫ ∫
Ω

div (2x⃗i− (z − 1)k⃗) dx dy dz

= (div a⃗ = 2− 1 = 1) =

∫ ∫ ∫
Ω

1 dx dy dz = V (Ω) = 22π · 1 = 4π.
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Iz gornje formule moºemo izvesti formulu za ra£unanje volumena tijela Ω

pomo¢u plo²nog integrala 2. vrste po rubu od Ω

V (Ω) =

∫ ∫ ∫
Ω

1 dx dy dz =

∫ ∫ ∫
Ω

div a⃗ dx dy dz.

Treba na¢i vektorsko polje £ija je divergencija jednaka 1. Znamo da je div r⃗ = 3,

pa je prirodno uzeti a⃗ = 1
3
r⃗. Imamo

V (Ω) =
1

3

∮ ∮
Σ⃗

r⃗
−→
dS =

1

3

∮ ∮
Σ

r⃗n⃗0 dS.

Usporedimo gornju formulu s formulom S(D) =
1

2

∮
∂D

(x dy − y dx).

Iz teorema o divergenciji moºemo zaklju£iti pone²to o �zikalnom smislu di-

vergencije. ∮ ∮
Σ

a⃗n⃗0 dS =

∫ ∫ ∫
Ω

div a⃗ dx dy dz

Lijeva strana je tok kroz Σ, razlika onoga ²to je iz Ω iza²lo i onoga ²to je u Ω

u²lo. Ako je ta razlika pozitivna, ona je morala nastati u Ω, morala je do¢i iz

izvora u Ω. Ako je razlika negativna, ne²to je moralo nestati u Ω, tj. u Ω mora

biti nekih ponora. Odatle slijedi da div a⃗ mjeri gusto¢u izvora/ponora u to£ki

podru£ja Ω. To se moºe i formalno izvesti promatraju¢i limes omjera∮ ∮
Σ

a⃗n⃗0 dS

V (Ω)

kad se V (Ω) (volumen podru£ja oko neke to£ke M) saºima u samu to£ku M

(tj. volumen teºi u 0).

div a⃗(M) = lim
Ω→M

∮ ∮
∂Ω

a⃗n⃗0 dS

V (Ω)
.

Ovo je invarijantna de�nicija divergencije, ne ovisi o koordinatnom sustavu.

Primjer 5.19. Odredimo tok vektorskog polja r⃗ kroz rub tijela omedenog
dijelovima tangencijalnih ravnina na kuglu polumjera R,

T =

∮ ∮
∂B

r⃗n⃗0 dS.
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y

z

x

r→

n→ 0

r→ n→ 0
∙ =R

Slika 5.38: Tangencijalne ravnine na kuglu

Neka se rub tijela B sastoji od m komada, Σ1, . . . ,Σm. Onda je

T =

∮ ∮
∂B

r⃗n⃗0 dS =
m∑
i=1

∫ ∫
Σi

r⃗n⃗0 dS = R
m∑
i=1

∫ ∫
Σi

dS = RO,

gdje je O oplo²je tijela B. Na primjer, tok polja r⃗ kroz kocku stranice 3 je
81, jer je O = 6 · 3 · 3, R = 1.5. Primjenom teorema o divergenciji dobijemo

RO =

∫ ∫ ∫
B

div r⃗ dx dy dz = 3V,

pa imamo da je omjer volumena i oplo²ja takvog tijela jednak R
3
,

V

O
=
R

3
.

Na primjeru gornje kocke imamo V = 27, O = 54, V
O
= 1

2
= 1

3
· 3
2
.

Vrijedi li ne²to sli£no za tangencijalne mnogokute u ravnini? Za²to? (Mnogokut

je tangencijalan ako mu se moºe upisati kruºnica. Ako mu se moºe opisati

kruºnica, onda je tetivni.)
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R

C

D

E A

B

Slika 5.39: Tangencijalan mnogokut

5.7.1 Svojstva solenoidalnih polja

Prisjetimo se da je vektorsko polje a⃗ solenoidalno ako i samo ako je div a⃗ = 0.

Pogledajmo ravninsko podru£je Σ u podru£ju kojim te£e �uid sa solenoidal-

nim poljem brzina a⃗. Rub podru£ja Σ je zatvorena glatka krivulja Γ. Skup svih

vektorskih krivulja koje prolaze kroz Γ zove se vektorska cijev. Podru£je Σ je

presjek vektorske cijevi.

Σ

Γ

Slika 5.40:

Teorem 5.6. Tok solenoidalnog vektorskog polja a⃗ kroz bilo koji presjek vek-
torske cijevi je isti.

∫ ∫
Σ1

a⃗n⃗1 dS =

∫ ∫
Σ2

a⃗n⃗2 dS
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Σ1

Σ2

n1

→

n2

→

Slika 5.41:

Teorem 5.7. Neka je L zatvorena glatka krivulja. Tok solenoidalnog vektor-
skog polja a⃗ kroz bilo koju plohu Σ £ija je granica L je isti.

Σ

n
→

›

L

Slika 5.42:

Teorem 5.8. Vektorske krivulje solenoidalnog vektorskog polja a⃗ su ili za-
tvorene ili su im krajevi na rubovima podru£ja u kojem je polje de�nirano.

5.7.2 Jednadºba kontinuiteta

Promatramo gibanje �uida gusto¢e ρ(x, y, z, t) ∈ C1(Ω1) u podru£ju Ω1 bez

izvora i ponora. Neka je polje brzina �uida ozna£eno s v⃗. Neka je v⃗ ∈ C1(Ω1).

Promatramo podru£je Ω £iji je rub ploha Σ. Masa �uida u Ω u trenutku t je

m =

∫ ∫ ∫
Ω

ρ dx dy dz.

Masa koja u jedinici vremena izade iz Ω je∮ ∮
Σ

ρv⃗n⃗0 dS.
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Ω

Σ

Slika 5.43:

Ta masa mora biti jednaka promjeni mase u Ω, a to je

−dm
dt

= − d

dt

∫ ∫ ∫
Ω

ρ(x, y, z, t) dx dy dz = −
∫ ∫ ∫

Ω

∂

∂t
ρ(x, y, z, t) dx dy dz.

Izjedna£avanjem tih veli£ina dobijemo jednadºbu

−
∫ ∫ ∫

Ω

∂ρ

∂t
dx dy dz =

∮ ∮
Σ

ρv⃗ · n⃗0 dS, tj.∫ ∫ ∫
Ω

∂ρ

∂t
dx dy dz +

∮ ∮
Σ

ρv⃗ · n⃗0 dS = 0.

Po teoremu o divergenciji slijedi∫ ∫ ∫
Ω

∂ρ

∂t
dx dy dz +

∫ ∫ ∫
Ω

div (ρv⃗) dx dy dz = 0, odnosno∫ ∫ ∫
Ω

[
∂ρ

∂t
+ div (ρv⃗)

]
dx dy dz = 0.

Kako to mora biti istina za svako podru£je Ω, i kako je podintegralna funkcija

neprekidna, mora vrijediti
∂ρ

∂t
+ div (ρv⃗) = 0.

Gornju jednadºbu nazivamo jednadºbom kontinuiteta.

Za nestla£iv (inkompresibilni) �uid (npr. voda) imamo ρ = const, pa je onda

∂ρ

∂t
= 0, div (ρv⃗) = ρ div v⃗.

Kona£no, jednadºba kontinuiteta postaje

div v⃗ = 0.

To zna£i da je polje brzina nestla£ivog �uida solenoidalno (u podru£ju bez izvora

i ponora), pa ima sva svojstva iz prija²njeg odjeljka.
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5.8 Stokesov teorem i primjene

Prisjetimo se da je cirkulacija vektorskog polja a⃗(M) = P (x, y, z)⃗i+Q(x, y, z)⃗j+

R(x, y, z)k⃗ po zatvorenoj orijentiranoj krivulji L de�nirana kao∮
L⃗

a⃗
−→
dl =

∮
L

(P dx+Qdy +Rdz).

Primjer 5.20. Odredimo cirkulaciju vektorskog polja r⃗ po (pozitivno orijen-
tiranoj) jedini£noj kruºnici, r⃗ = x⃗i+ yj⃗.

Vrijedi

x(t) = cos t, y(t) = sin t, t ∈ [0, 2π], dx = − sin t dt, dy = cos t dt,

pa iz toga slijedi∮
L⃗

r⃗
−→
dl =

∫ 2π

0

(cos t(− sin t) + sin t cos t) dt = 0.

Primjer 5.21. Odredimo cirkulaciju vektorskog polja a⃗ = −y⃗i + x⃗j po (po-
zitivno orijentiranoj) jedini£noj kruºnici L⃗.∮

L⃗

a⃗
−→
dl =

∫ 2π

0

(− sin t(− sin t) + cos t cos t) dt =

∫ 2π

0

dt = 2π.

Promatramo glatku plohu Σ £iji je rub glatka zatvorena krivulja L. Kaºemo da

su ploha Σ i njen rub L koherentno orijentirane ako je L pozitivno orijentirana

kad se gleda s vrha vanjske normale n⃗ na plohu Σ.

Σ

n
→

›

L

Slika 5.44:

Teorem 5.9 (Stokes). Cirkulacija vektorskog polja a⃗ klase C2 po orijentira-
noj zatvorenoj krivulji L⃗ jednaka je toku rotacije od a⃗ po bilo kojoj plohi Σ⃗
£iji je L⃗ rub. (Ploha Σ⃗ i njen rub su koherentno orijentirane.)∮

L⃗

a⃗
−→
dl =

∫ ∫
Σ⃗

rot a⃗
−→
dS.
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Polje rot a⃗ je solenoidalno, pa po teoremu 5.7 iz odjeljka 5.7 njegov tok ne ovisi

o Σ⃗.

Pomo¢u gornjeg teorema moºemo dati invarijantnu de�niciju rotacije, tj.

de�niciju neovisnu o koordinatnom sustavu.

rot a⃗ · n⃗0 = lim
(Σ)→M

1

S

∮
L⃗

a⃗
−→
dl , projekcija na n⃗0.

n
→

›

M

L
→

Slika 5.45:

Ovdje je S povr²ina plohe Σ⃗ okomita na n⃗0 u to£ki M , a limes se gleda kad se

ploha Σ, omedena i koherentno orijentirana s rubom L⃗, saºima u to£ku M .

Rotacija vektorskog polja a⃗ u to£ki M je vektor £iji je modul jednak najve¢oj

(povr²inskoj) gusto¢i cirkulacije u to£ki M , a smjer mu je okomit na plohu na

kojoj se ta najve¢a gusto¢a cirkulacije postiºe.

Prisjetimo se da je �zikalno zna£enje rotacije brzine (dvostruka) kutna brzina,

rot v⃗ = 2ω⃗.

v⃗ = ω⃗ × r⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

0 0 ω

x y z

∣∣∣∣∣∣∣ = −yω⃗i+ xωj⃗.

Teorem 5.10. Krivuljni integral 2. vrste vektorskog polja a⃗ de�niranog na
jednostruko povezanom podru£ju Ω po krivulji

−→
AB ovisi samo o krajnjim to£-

kama te krivulje ako i samo ako je cirkulacija od a⃗ po svakoj zatvorenoj
krivulji L⃗ u Ω jednaka nuli.

Integral polja a⃗ ne ovisi o putu nego samo o po£etnoj i krajnjoj to£ki ako i

samo ako je za svaku zatvorenu krivulju integral od a⃗ po njoj jednak nuli. Taj

uvjet nije lako provjeriti. Stokesov teorem nam daje e�kasan na£in provjere.
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A

B

L1

L2
L3

Slika 5.46:

Teorem 5.11. Krivuljni integral 2. vrste vektorskog polja a⃗ ne ovisi o putu
integracije ako i samo ako je polje a⃗ bezvrtloºno.
(Ovdje smatramo da je polje a⃗ glatko koliko treba i da je podru£je u kojem
tvrdnja vrijedi jednostruko povezano.)

Teorem 5.12. Krivuljni integral 2. vrste vektorskog polja a⃗ ne ovisi o putu
integracije ako i samo ako je polje a⃗ potencijalno. Vrijednost krivuljnog inte-
grala po krivulji

−→
AB jednaka je razlici potencijala polja a⃗ u krajnjoj i po£etnoj

to£ki puta, ∫
−→
AB

a⃗
−→
dl = u(B)− u(A).

Ovdje je u(M) potencijal polja a⃗(M).

Primjer 5.22. ∫
−→
AB

r⃗
−→
dl =

1

2
(r2(B)− r2(A)),

jer je r⃗ = − grad r2

2
.

Ra£unanje potencijala u Kartezijevim koordinatama

Neka nam je zadano potencijalno vektorsko polje a⃗. Njegov potencijal u(x, y, z)

u nekoj to£ki M(x, y, z) ra£unamo po formuli

u(M) =

∫ M

M0

a⃗
−→
dl =

∫ M

M0

(P dx+Qdy +Rdz).
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y

z

x

M x,y,z( )

M x ,y ,z( )0 0 0 0

M x,y ,z( )1 0 0

M x,y,z( )2 0

dx

dy

dz

Slika 5.47:

Kako gornji integral ne ovisi o krivulji, izaberemo si put koji se sastoji od tri

segmenta na kojima se mijenja samo po jedna koordinata:

u(M) =

∫ M

M0

a⃗
−→
dl =

∫ M1

M0

a⃗
−→
dl +

∫ M2

M1

a⃗
−→
dl +

∫ M

M2

a⃗
−→
dl

=

∫ x

x0

P (x, y0, z0) dx+

∫ y

y0

Q(x, y, z0) dy +

∫ z

z0

R(x, y, z) dz.

Izbor po£etne to£keM0 nije bitan, promjenaM0 rezultira samo promjenom kons-

tante.

Primjer 5.23. Pokaºimo da je polje a⃗ = (y + z)⃗i + (z + x)⃗j + (x + y)k⃗

potencijalno i nadimo njegov potencijal u(x, y, z).

rot a⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y + z z + x x+ y

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⃗.

Odaberemo M0 = (0, 0, 0). Tada je

u(x, y, z) =

∫ x

0

0 dx+

∫ y

0

(x+ 0) dy +

∫ z

0

(x+ y) dz = xy + xz + yz + C.
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5.9 Formule Newton - Leibnizovog tipa

Osnovni teorem integralnog ra£una je∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a),

gdje je F (x) primitivna funkcija od f(x), tj. F ′ = f.∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a).

Ova formula ima istu strukturu kao i formule iz Green - Gauss - Ostrogradski

teorema, Stokesovog teorema i Greenove formule. S jedne strane je integral po

podru£ju, s druge strane integral po rubu. U integralu po podru£ju funkcija (po-

lje) se nalazi pod djelovanjem diferencijalnog operatora. U Newton - Leibnizovoj

formuli taj operator je obi£na derivacija. U integralima po rubu pojavljuje se

normala. U Newton - Leibnizovoj formuli rub se sastoji od dviju to£aka, (a, 0) i

(b, 0), a "normala" je predznak, u lijevom rubu negativan, a u desnom pozitivan.

"Integral po rubu" se svodi na zbroj dviju vrijednosti primitivne funkcije.

Postoje i druge formule istog tipa:∫ ∫ ∫
Ω

gradφdx dy dz =

∮ ∮
Σ

φn⃗0

−→
dS;

∫ ∫ ∫
Ω

rot a⃗ dx dy dz =

∮ ∮
Σ

n⃗0 × a⃗ dS;∫ ∫ ∫
Ω

∆φdx dy dz =

∮ ∮
Σ

∂φ

∂n⃗0

dS;∫ ∫ ∫
Ω

∆f · g dx dy dz =
∮ ∮

Σ

∂f

∂n⃗
g dS −

∫ ∫ ∫
Ω

∇f∇g dx dy dz.


