METODA KONACIH RAZLIKA
Finite Difference Method (FDM)

Primjer 1. Metodom konacnih razlika odrediti progib wy, /o u sredini proste grede raspona
L konstantnog poprecnog presjeka I i modula elasticnosti E, opterecene jednoliko dis-
tribuiranim opterecenjem q
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Diferencijalna jednadzba progibne linije grede glasi

(B(2)I(x)w")" = q(z) . (1.1)

Ako uzmemo u obzir da su poprecni presjek i modul elasti¢nosti konstantni uzduz grede,
a opterecenje jednoliko distribuirano, jednadzba glasi

Elw™ =q . (1.2)

Prosta greda je na oba svoja kraja slobodno oslonjena sto znaci da su progibi i momenti
u krajnjim tockama jednaki nuli. Rubni uvjeti glase

w(0)
w(L)

. M(0)=—EIw'(0)=0=w"(0)=0 |, (1.3)

0
0, M(L)=—EI'(L)=0=w"(L)=0 . (1.4)

Gredu (podrugje) podijelimo na k jednakih dijelova, h = L/k, a évorove (k + 1 évorova)
podjele ozna¢imo z; = ih,i = 0,..., k (diskretizacija podrucja).
Vrijednosti funkcije progiba i potrebne derivacije u ¢vorovima mozemo krace zapisati kao

w(z;) = w; ,w'(x;) =w, ... (1.5)

U svakoj tocki podrué¢ja (grede) vrijedi diferencijalna jednadzba progiba. Jednadzbu
mozemo zapisati za svaki ¢vor x;

E]wgw) =q . (1.6)

Aproksimacija potrebne ¢etvrte derivacije u smislu metode konacnih razlika glasi

w, = % [U)Z‘_Q — 4wi_1 + 61111 - 411)2‘_1_1 + UJH_Q] . (17)
Ako za svaki ¢vor z; raspisemo pripadnu jednadzbu dobivamo k+ 1 jednadzbi. Zbog toga
Sto cetvrta derivacija u svakom ¢voru aproksimirana u smislu metode konacnih razlika
treba i vrijednosti dva ¢vora ispred i dva ¢vora iza ¢vora z;, u jednadzbama za krajnja
dva ¢vora javljaju se i vrijednosti w_o, w_1, Wgi1, Wrra, koje su zapravo vrijednosti u
tockama izvan naseg podrucja (grede [0, L]), te imamo k + 5 nepoznanica. Umjesto tih
jednadzbi uzimamo rubne uvjete. Umjesto diferencijalne jednadzbe u ¢vorovima zg i xy
uzmemo jednadzbe za geometrijske rubne uvjete (zadane vrijednosti progiba) u lezajnim
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¢vorovima. Za proracun progiba u ¢vorovima x_; i x4 izvan podru¢ja uzmemo jednadzbe
za iznose momenata u lezajnim ¢vorovima.
Sada podijelimo podruéje (gredu) na cetiri dijela jednake duljine (ekvidistantna mreza),

h = L/4, x; = ih,i = 0,...,4. Za svaki ¢vor raspiSemo pripadnu jednadzbu u smislu
metode konacnih razlika
1

EIE [’wi,Q — 4wi,1 + 611)2 — 4wi+1 + wi+2] =q . (18)

Dobivamo sustav jednadzbi

W_9 0

w_q 0

1 =4 6 -4 1 0 0 wo 1
: _14 64 _64 14 ? " gL’ } (1.9)
_ — Wa = .

0 1 -4 6 -4 1 ws 256ET |4
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U jednadzbama se javljaju i vrijednosti progiba izvan podruéja (grede [0, L]). Potrebno
je iskoristiti rubne uvjete. Umjesto jednadzbe za prvi i zadnji ¢vor uvodimo geometrijske
rubne uvjete, wyg = 0 i wy = 0. Za proracun vrijednosti progiba u ¢vorovima izvan
podrué¢ja u jednadzbama za ¢vorove z; i x3 iskoristit ¢emo rubne uvjete My = 01 My = 0.
Momente proracunavamo prema izrazu

M(z) = —EIuw"(z) . (1.10)

Za ¢vorove xg i x4 slijede jednadzbe

1
MO =0 = _Elﬁ [U}_l - 211}0 + wl] s (]_]_1)

U izrazima imamo jos uvijek vrijednosti progiba u tockama izvan podruc¢ja. Potrebno je
izraziti vrijednosti progiba u tim tockama preko vrijednosti progiba u tockama unutar
podrucja. U tockama u kojima je moment jednak nuli ocito je i druga derivacija progiba
jednaka nuli (w” = 0) sto znaci da su to ujedno i tocke infleksije. Zbog toga mozemo
funkciju progiba izvan podruzja aproksimirati kao antimetricnu funkciji progiba unutar
podrucja, w_; = w;. To znaci da vrijedi w_; = wy i ws = ws. Sustav jednadzbi sada glasi

1 0 0 0 0] [w 0
8 54 _64 14 8 " 4L’ } (1.13)
0 1 -4 5 0] |wy| 29911
00 0 0 1| |ws 0



RjeSenje sustava daje vrijednosti progiba u ¢vorovima mreze

5 qL* 7 qL*
— e — 2 -1 1.14
TS T s B " T B2 BT (114)
Pogreska rjesenja dobivenog metodom konac¢nih razlika iznosi 5%.
Momente u ¢vorovima prorac¢unavamo prema izrazu
M(z) = —-EIuw"(z) ,
1
Na taj nac¢in momenti u sredini i cetvrtini raspona iznose
16 qL* qL?
M — _EI_ _ i 2 . = — 11
L2 oepr 02T = (1.16)
16 qL* 3qL?
M —El— 0-2-547)= 1.17
L/ 251257 =" (1.17)

i jednaki su stvarnim momentima u tim tockama.
Ako podijelimo gredu na 8 dijelova, h = L/8 z; = ih,i = 0,...,8, rjeSenje u sredini

Zo z T2 &3 Ty Zs Te Z7 Ts
s 2
L/8 L/8 L/8 L/8 L/8 L/8 L/8 L/S

raspona glasi

54 qL*
4096 ET
Pogreska iznosi 1, 25%, $to je ¢etiri puta manje nego pogreska rjesenja dobivenog podjelom
na cetiri dijela. Metoda konacnih razlika kvadratno konvergira, n puta manji korak povlaci
n? puta manju pogresku, sto u nasem primjeru znaéi da dvostruko manji korak mreze
¢vorova povlaci Cetiri puta manju pogresku.

Wy (1.18)



Primjer 2. Metodom konacnih razlika odrediti progib wy na slobodnom kraju konzolne
grede raspona L konstantnog poprecnog presjeka I i modula elasticnosti E opterecene
jednoliko distribuiranim opterecenjem q
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Konzolna greda je na jednom kraju upeta, a drugi kraj je potpuno slobodan, sto znaci da
su progib i kut zaokreta na upetom lezaju jednaki nuli, a na slobodnom kraju moment i
porecna sila jednaki nuli. Rubni uvjeti glase

w(0)=0 , w'(0)=0 |, (2.1)
T(L)=—EIw"(L)=0 , M(L)=—EIw'(L)=0

Ako za svaki ¢vor z; raspisemo pripadnu jednadzbu dobivamo k+ 1 jednadzbi. Zbog toga
Sto cetvrta derivacija u svakom ¢voru aproksimirana u smislu metode konac¢nih razlika
treba i vrijednosti dva ¢vora ispred i dva ¢vora iza ¢vora z;, u jednadzbama za krajnja
dva ¢vora javljaju se i vrijednosti w_o, w_1, Wki1, Wrta, koje su zapravo vrijednosti u
tockama izvan naseg podrucja (grede [0, L]), te imamo k + 5 nepoznanica. Umjesto tih
jednadzbi uzimamo rubne uvjete. Umjesto diferencijalne jednadzbe za ¢vor xy uzmemo
geometrijski rubni uvjet wy = 0, a za proracun vrijednosti progiba w_; iskoristit ¢emo
prirodni rubni uvjet wj = 0. Za proracun progiba wyy 1 wio izvan podrudja iskoristit
¢emo jednadzbe za moment i poprecnu silu u évoru na slobodnom kraju konzolne grede.
Sada podijelimo podruéje (gredu) na cetiri dijela jednake duljine (ekvidistantna mreza),
h = LJ/4, x; = ih,i = 0,...,4. Za svaki ¢vor raspiSemo pripadnu jednadzbu u smislu
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metode konacnih razlika
EI [w¢,2 — 471}7;71 + 671)1 — 4w¢+1 + ng] =q . (23)

Dobivamo sustav jednadzbi

= 24
256E1 (24)
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U jednadzbi se javljaju i vrijednosti progiba izvan podruéja (grede [0, L]). Potrebno je
iskoristiti rubne uvjete. Umjesto jednadzbe za prvi ¢vor xy uvodimo geometrijski rubni
uvjet, wy = 0. Za proracun potrebnih vrijednosti progiba u ¢vorovima izvan podrucja u
jednadzbama za ¢vorove xy, x3 i x4 iskoristit ¢emo rubne uvjete wj =0, My =017, = 0.
Kut zaokreta tangente na progibnu liniju u ¢voru zy jednak je nuli. Progibnu funkciju
izvan podrucja mozemo aproksimirati kao simetri¢nu progibnoj funkciji unutar podrucja,
W_1 = W1q.

T-1 Zo 1
wj w1
\

Momente proracunavamo prema izrazu

M(z) = —EIuw"(z) . (2.5)
Za moment u ¢voru x4 slijedi jednadzba
1
M4 =0= _Ejﬁ [w3 — 211)4 + w5] (26)

na temelju koje mozemo izraziti vrijednost ws
Wy = 2w4 — ws . (27)

Poprecne sile proracunavamo prema izrazu

T(z) = —FEIw"(z) . (2.8)
Za poprecnu silu u ¢voru x4 slijedi jednadzba
1
T4 =0= _EIF [w2 - 2103 + 21115 - wﬁ] (29)

na temelju koje mozemo izraziti vrijednost wg

Weg — Wy — 2w3 + 2w5

wy — 2wz + 2(2wy — ws)

= W9 — 4'11}3 + 4’(1}4 . (210)
Jednadzba sustava sada glasi
10 0 0 0 Wo 0
0 -4 6 -4 1 we | = 5 6E] 1 (2.11)
0 1 —4 5 =2| |ws 1
0o 0 2 —4 2 Wy 1

Rjesenje sustava daje vrijednosti progiba u ¢vorovima mreze

1 qL* 25 qL*
YT si Bl T 512 BT
923 ¢L* 17 qLA
wy = — = L (2.12)

9256 EI 128 BT



Pogreska rjesenja dobivenog metodom konaénih razlika iznosi 6, 25%.

Momente u ¢vorovima prorac¢unavamo prema izrazu

M(z) = —-EIuw"(z)
1

M; = —EI;|

Wi — 2Ww; + Wiy 1]

Na taj nac¢in moment na upetom lezaju iznosi

16 ¢L* qL?
My = —EI— =12
0 L264E1 2

i jednak je stvarnom momentu na upetom lezaju.

(2.13)

(2.14)



