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Pojam mreze:

Mreza je zadana ako je zadano:
- Skup &vorova N, koji sadrzi m ¢lanova

- Skup lukova A koji povezuje ¢vorove. Ako luk povezuje
¢vor i €N sa évorom j € N, tada ¢emo ga oznaditi sa
(i,j)- Lukovi su usmijereni ili orijentirani. Odnosno, ako
postoje lukovi (i,j) i (j,i) oni nisu jednaki.

NAPOMENA: Svi ¢vorovi ne moraju biti povezani lukom

prof. dr. sc. Ivica Zavrski - Metode optimalizacie u gradevinarstvu, 11. predavanje 2

Prikaz primjera mreze (sa sedam c&vorova);
smjer luka oznacen je strelicom:

.— Cvor: ponudac - potrosac
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1.1. Problem minimalne cijene toka kroz mrezu
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Postavlja se pitanje da li ovakav problem
uopce ima bar jedno moguce rieSenje? Moze se
pokazati da je postojanje mogucéeg rjeSenja
osigurano ako vrijedi da je suma svih ponuda i
potraznji jednaka nuli, tj:

>'b,=0

ieN

U nastavku ¢emo u pravilu smatrati da
vrijedi gornja jednakost, a eventualne iznimke
¢emo posebno naglasiti.
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Primjer zadataka dan je na slici. Ispod
oznake ¢€vora su zapisane ponude (potraznje), a
uz lukove cijene:
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1.2. Formulacija matemati¢kog modela

Oznacimo s X; koliCinu robe koju prevozimo
lukom (ij).

Funkcija cilja glasi:

jedini¢na cijena transporta
r““‘fkoﬁﬁnarobe

min/ = C; %
(@.7)ed
skup lukova
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Uz uvjete (koji se temelije na zakonu o
sacuvanju mase ili balansu tocke):

1) ulaz u &vor (k) + ponuda ¢vora (k) = izlaz iz
¢vora (k), keN
(k je element skupa svih ¢vorova N) ili, drugim
rije€ima, koli¢ina robe koja ude u ¢&vor, plus
koli¢ina robe koja se nalazi u ¢voru jednaka je
koli€ini koja napusti ¢vor.
Gornja relacija moze se napisati i u obliku:

2) ulaz u évor (k) — izlaz iz €vora (k) = - ponuda
¢vora (k), kEN
(broj uvjeta jednak je broju Evorova)
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odnosno:

fo,k — Zx,‘.ﬂj =-b.,ke N

i za(i.k)ed

suma svih
ulaza u évor k
iz smjera svih
¢vorova i

J za(k,j)ed

suma svih
izlaza iz ¢vora
k u smjeru svih
¢vorova j

ponuda ¢vorova
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Daljnji uvjet je nenegativnost varijabli:
x; 20, (i, /)ed
Vidljivo je da je zadatak formuliran kao problem

linerarnog programiranja, pa ga je moguce rijesiti
simpleks metodom:

Prvo formuliramo funkciju cilja: @ G
1 15
. \5;;‘ 4 '-l;,-
indeksi su u rastu¢em 2 * N\
redoslijedu ¥ & @

min Z = 2Xq, + 4Xq4 + Xgq + 11Xg, + 4Xgq + 3Xsp +
8X54 + TXgy + OXg5 + 15%74 +16X74 + 18Xy4
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/Zbroj svih ulaza i izlaza iz ¢vora moze biti
Uvjet: jednak - ponudi izvora
-zalvor 1.  Xgq ¥ Xgq + Xpq—Xq5— X4 =0
-zalvor2.  Xqp+ Xzt X5 =19
. Prema
-zalvor 3. -X3;— X3, =-16 formuli
)
-zacdvor4. ...
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1.3. Matriéni zapis

Matri¢ni zapis gornjeg primjera glasi:

min Ctx
Iz Evara 1 resursiigau Ax =-b
|
X 2 0, gdje su:

r_
Y=l | Xy oxn Xy Xn Xy Xg Xe Ny Xpp Xy

¢c’=[2 4/, 9 11 4 3 8 7 015 16 18]

1Z EVara 1 resurs! 1z Evilra 3 Fesirsl
idu U smjen fvora 2 idu u smjer évara 1

Cvor7 ——*

evor t—— [C1) () o 1 0o o 0o 0o 1 0 0

Cvo2——| 1 0 0 1 ©0 1 ©0 0 0 0 0 0

Go3——1| 9 o0 -1 -1 0 0 ©0 0 0 0 0 0

God—2~lg 1 o o0 o0 o 1 1 0 0 1 0

Cos——1 4 4 o o0 -1 -1 -1 0 1 0 0 0

Cors——1 o o 5 g 0 0 0 -1 -1 0 o0 1
0
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[ 0 |—————————— Ponuda ¢vora 1
—19 —————— Ponuda ¢vora 2
16 |[+————— Ponuda¢vora 3

b =|—-33|————— Ponuda ¢vora 4
0 |————— Ponudagvora5

0 ——— Ponudaévora 6

6

Ponuda ¢vora 7

2

Navedeni problem rijeSava se kao i svaki drugi
problem linerarnog programiranja.
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RjeSenje prikazanog problema linerarnog
programiranja glasi:
X=Xz Xq4 Xa1 Xap X1 Xsp Xsa Xea Xg5 X71 X74 X76]
Xt=[19 0 16 0 0 0 0O 0O 0 3 330]
Minimalni tro$ak iznosi:
Z min =755
14
Svojstvo cjelobrojnosti

Ako je mrezni problem zadan sa cjelobrojnim
podacima, tada je svako moguce rieSenje, a stoga i
optimalno rjieSenje cjelobrojno.

Svojstvo je vazno obzirom na uobiCajenu
formulaciju problema toka kroz mrezu s cjelobrojnim
podacima.

Opcenito smo vidjeli da problem LP sa cijelim
polaznim podacima ne osigurava  cjelobrojnost
optimalnog rjeSenja, nego je potrebno primijeniti
metodu cjelobrojnog programiranja.
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Problem najkraceg puta

Formulacija

Neka je zadano:
- mreza (N,A)

- za svaki luk (i,j) € A zadano je vrijeme prijevoza C; duz
toga luka (dakle u ovom slu€aju c; nije troSak nego
vrijeme).

- dva posebna ¢vora U — ulaz u mrezu i | —izlaz iz mreze

Zadatak: Treba odrediti put od U do | tako da vrijeme
putovanja duz tog puta bude minimalno.
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Postupak rieSavanja:
- definiraju se ponude ¢vorova na slijedeéi nadin:
1 i=u —za ulaz
b =4-1 i=1 —za izlaz
0 za ostale i
- varijable x sa vrijednostima 1 definiraju traZzeni put, a Zmin
daje trazenu minimalnu duljinu puta (analogan problemu
minimalnog troska).
Primjer:
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Matematicki model:
min Ctx
Ax =-b
x 20, gdje je

r
=[x, xy Xy X X

Xgy Xgy Xgy Xgs Xp X9y Xp6]

c=[2 4 9 11 4 3 8 7 015 16 18]
<1 =11 0o 1 0o o 0 0 1 0 0]
1 0 o 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
4={0 1 0o o 0o 0o 1 1 0 0 1 0
0O 0 0 0 -1 -1 -1 0 1 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 -1 -1 0 o0 1
o 0 0o 0 0 0 0 0 0 -1 -1 —1]
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0 |« i-laz

«— ulaz

RjeSavajuci gornji
dobiva se rjeSenje:
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problem linerarnog programiranja
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t —
X= [X12 X414 Xg1 X3z X51 X572 Xs4 Xog Xg5 X71 X74 X76]
Xt=[1 0 0 0 OO O 0O 1 0 0]
Sto znadi da je trazeni minimalni put:
7—-1-2
a minimalno vrijeme iznosi:
Zmin=17
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