Osnovne jednadzbe strujanja tekucine i transfera topline

Osnovne jednadzbe strujanja tekucina predstavljene su matematickim
izrazima zakona ocuvanja polja:

e Zakon oCuvanja mase
e Zakon ocCuvanja koliCine gibanja (drugi Newton-ov aksiom)

e Zakon oCuvanja energije (prvi zakon termodinamike)

Usvojene pretpostavke:
Tekucina se promatra kao kontinuum.

U analizi tekuc¢ina na makroskopskoj skali (1 um i vec¢e) molekularna
struktura i molekularna gibanja se zanemaruiju.

Opisuje se ponasanje tekucine u smislu makroskopskih svojstava, poput
brzine, tlaka , gustoce i temperature, te njihovih vremenskih i prostornih
derivacija.



Osnovne jednadzbe strujanja tekucine i transfera topline

Promatramo djeli¢ tekucine sa stranicama Ax, dy i Az.

S
g . i “ Za stranice se primjenjuje se nomenklatura
_______f‘ff’_@ i N, S, E, W, TiB, saznacCenjem Sjever (North),
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- x (Top) i Dno (Bottom). Teziste elementa je

N ﬁ locirano koordinatom (x, y, z).
y

Proracun promjena mase, koli¢ine gibanja i energije elementa tekucine
nastale strujanjem kroz njegove granice, te ukoliko postoje izvori, kroz
djelovanje ponora i izvora unutar elementa, vodi do jednadzbi strujanja
tekucine.

Sva svojstva tekucine su funkcija prostora i vremena pa bi striktnim
postivanjem matematickoj formalizma bilo potrebno pisati p(x, y, z, t),
p(x,y,z t), T(x y z t)iu(x,y z t) za gustoCu, tlak, temperaturu i vektor
brzina.



Osnovne jednadzbe strujanja tekucine i transfera topline

Promatrani element je dovoljno mali da se svojstva tekucine na
povrsinama (“licima”-eng: faces) mogu zadovoljavajuce precizno izraziti
s razvojem prva dva Clana Taylor-ovog reda. Primjerice, tlak na Wi E
licima, koja su na udaljenostima 1/2 Ax od tezista elementa, moze se
izraziti:

_a_plAX +a_p1

P Ox 2 P Ox 2

Zakon ocuvanja mase u tri dimenzije

Rata prirasta mase u _sumarni protok mase (dotok )
elementu tekucine "~ u element tekuéine

Rata prirasta mase unutar elementa tekucine je:

0 00
—( oAXAYAz ) =— AxDAy/\z
6x( y ) 0x y



Zakon ocuvanja mase u tri dimenzije

Protok mase kroz lice elementa je dan kao umnozak gustoce, povrsine i
komponente brzine okomite na povrsinu lica. Sumarni protok mase
(dotok) u element kroz njegove granice (lica) dan je izrazom :

(pu—MlejAyAz—Epu+a(pu)le)AyAz +[pv—M1Ay)AxAz
ox 2 ox 2 dy 2

—(pv+a(pv)lAy)AxAz+(pw—M1AszxAy—(pw+a(’ow)lijAxAy
dy 2 0z 2 0z 2

Strujanje usmjereno u element uzrokuje povecanje mase u elementu i

ima pozitivan predznak dok izlazno strujanje iz elementa poprima
negativan predznak.

Rata promjene mase unutar elementa svedena je na sumarni protok
mase kroz lica elementa (oplosje elementa).
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Time se dobiva trodimenzionalni nestacionarni oblik zakona oCuvanja
mase ili jednadzba kontinuiteta za tocCku stisljive tekudine:

op  0lpu)  olpv) 0(ow) o i 9P 4 yiv(pu) =0
ot 0x dy 0z ot

U slucaju nestisljive tekucine p je konstantna pa prethodni izraz prelazi u:

ou Ov Ow
+ 0+
Ox Oy 0z

=0 ili divu=0



Jednadzba ocuvanja kolic¢ine gibanja u tri smjera

Rata prirasta koliCine gibanja ~_  Suma vanjskih sila
elementa tekucine " na element tekuéine

Rata prirasta koliCine gibanja u x, y i z smjeru po jedinici volumena djeli¢a
tekucine predstavlja se ¢lanovima:
,Du Dv Dw
Dt Dt Dt
Prisutne su dvije vrste sila na djeli¢ tekucine: povrsinske (sila tlaka, sila

viskoznosti), masene (centrifugalna sila, Coriolis-ova sila).

Ucestala je praksa da se povrsinske sile separiraju sa zasebnim ¢lanovima
dok se uc¢eSée masenih sila tretira kroz ¢lanove izvora/ponora.

Stanje naprezanja elementa tekucine definira se clanovima tlaka i devet
komponenti viskoznog naprezanja. Tlak predstavlja normalno naprezanje,
i notiran je sa p. Za viskozna naprezanja koristi se oznaka .



Jednadzba ocuvanja kolicine gibanja u tri smjera

‘Tzz

Uobicajena indeksna notacija t; koristi se za indikaciju smjera djelovanja
viskoznih naprezanja.

Indeksi i te j u oznaci t; ukazuju da komponenta naprezanja djeluje u j
smjeru na povrsinu okomitu na i smjer.



Jednadzba ocuvanja kolicine gibanja u tri smjera
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Ukupna sila na parove lica N, Si T, B su:

—(ryx —aT—YxlijAxAz +(ryx +67—YX1ijAxAz - 9% Aeayn
dy 2 dy 2 dy

—(rzx - aarjx %AszxAy + (rzx ¥ aarjx %AszxAy = agjx AxDyhz



Jednadzba ocuvanja kolic¢ine gibanja u tri smjera
Ukupna sila po jedinici volumena uzrokovana navedenim povrsinskim
naprezanjima jednaka je njihovoj sumi dijeljenoj s volumenom AxAyAz:

a(_p-l_rxx) + aTyX + asz

0x dy 0z
Bez detaljnijeg razmatranja masenih sila njihov utjecaj uzet je u obzir
uvodenjem clana izvora S, ,, u odgovarajucoj jednadzbi koli¢ine gibanja za
x smjer po jedinici volumena i u jedinicnom vremenu.

lzraz za x komponentu zakona oCuvanja koliCine gibanja dobiva se

izjednacavanjem rate promjene koliCine gibanja djelica tekucine i ukupne

sile u x smjeru od povrsinskih sila plus rata prirasta kolicine gibanja od

djelovanja izvora (za y i z komponentu dobiva se analogno) :

Dt 0x dy 0z Dt  Ox dy 0z y
Dw — asz + aTyX a(_p-l_rzz)
Dt 0x 0z 0z

0

+ SMz



Jednadzba ocuvanja energije u tri smjera
Primjenom prvog zakona termodinamike:

Rata prirasta energije
elementa tekucine

_ukupna rata topline . ukupna rata rada
~ predane elementu

tekucine

izvrSenog na
elementu tekucine

lzraz za ratu prirasta energije Cestice tekucine po jedinicnom volumenu

ima oblik:

Rata rada izvrSenog na Cesticu tekucine u promatranom elementu putem
djelovanja povrsinskih sila jednaka je umnosku sile i komponente brzine
u smjeru djelovanja sile. Rad sila koje djeluju u x smjeru dan je sa:
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Jednadzba ocuvanja energije u tri smjera
Ukupna rata rada povrsinskih sila koje djeluju u x smjeru dan je izrazom:

a(u(—p+TXX)) .\ 0(utyy ) +6(UTZX)
0x dy 0z

:l AxAy Nz

Komponente povrsinskog naprezanja u y i zsmjeru takoder imaju ucesce
pri radu izvrsenom na Cesticu tekucine. Dodatna rata rada koja je izvrSena
na Cesticu tekucine kroz izvrSeni rad tih povrsinskih sila je:
a(UTXY)_|_a(v(_p+TYY))_|_a(vz-ZY)
0x dy 0z

a(WTXZ) + a(WTYZ) + 5(W(-p+ TZZ))

0x dy 0z

}AxAyAz

} OXOyO0z

Ukupna rata rada izvrSenog na Cesticu tekucine jedinicnog volumena od
strane svih povrsinskih sila je dobivena sumacijom te dijeljenjem sa
volumenom AxdyAz. Clanovi koji sadrze tlak mogu se zdrufZiti i zapisati u
kompaktnijoj vektorskoj formi:
P JO) J _0(up) o(vp) a(wp) - _div(pu)
0x dy 0z




Jednadzba ocuvanja energije u tri smjera

Time je dobiven sljedeci izraz za ukupnu ratu rada izvrSenog na cestici
tekucine putem povrsinskih naprezanja:

o]+ 2et) ), 2]

dy 0z




Jednadzba ocuvanja energije u tri smjera 00, 1

g, + 3 ?AZ
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komponente: gq,, q,iq, > :
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Ukupna rata topline koja je dodana jedinicnom volumenu Cestice
tekucéine putem toplinskog toka kroz njegove granice (lica) je suma
podijeljena sa AxAyAz: dg, 0q, g,

Ox Oy 0z




Jednadzba ocuvanja energije u tri smjera

Fourier-ov zakon vodenja topline povezuje toplinski tok i lokalni gradijent
temperature na nacin:

oT oT oT
=—k— ; =—k— ; z = —k—
Ix 0x Ty dy 7 0z

Ili u vektorskoj formi:

qg=—kgradT

Konacna forma izraza za ratu prirasta topline za Cesticu tekucine putem
vodenja topline kroz rubove (lica) elementa glasi:

—divg = div(— k grad T)

Potrebno je definirati pojam specificne energije tekucine E. Uobicajena je
praksa da se zbrajaju unutarnja (termalna) energija i, kineticka energija

% (u?+v?+w?) i gravitaciona potencijalna energija. Takva definicija
promatra element tekucine sa svojstvom sadrzavanja gravitacione
potencijalne energije.



Jednadzba ocuvanja energije u tri smjera

Gravitacionu potencijalnu energiju moze se promatrati kao masenu silu

sa doprinosom radu na element tekucine pri njegovom kretanju kroz
gravitaciono polje.

U nasem pristupu efekti promjene potencijalne energije uzeti su u obzir

kao ¢lanovi izvora definirajuci izvor energije St po jedinicnom volumenu
u jedinici vremena.



Jednadzba ocuvanja energije u tri smjera

Ocuvanje energije Cestice tekucine uspostavlja se izjednacenjem rate
promjene energije Cestice tekucine sa sumom ukupne rate rada

izvrSenog na Cesticu tekucine, ukupne rate dodane topline tekucini te
rati povecanja energije putem izvora.

Odgovarajuca energetska jednadzba je:

,0% — —div(pu)+ (a(u Txx) + 6(u TyX) + a(‘*’ sz)j
Dt 0x dy 0z

0x dy 0z
+ div(—kgrad T)+ S¢
gdje je:

E:i+l(u2 +? +W2)
2



Jednadzba ocuvanja energije u tri smjera

Ekstrakcijom promjene (mehanicke) kineticke energije dobiva se
jednadzba unutarnje energije i ili temperature T.

Dio energetske jednadzbe koji se odnosi na kineticku energiju dobiva se
mnozenjem jednadzbe koliCine gibanja u x smjeru sa komponentom
brzine u i analogno za y i z smjer (mnozenje komponentnih jednadzbi
koli¢ine gibanja sa odgovaraju¢im komponentama vektora brzina), te

sumacijom rezultata.

Time se dobiva jednadzba ocuvanja kineticke energije (2):

2

1( 2 2
D{(u +v-+w )}
2 or 0T, 0T
= — dp+ Xx 4 - WX 72X

Dt vigradp ”[ ox oy oz j (2)

o 00y 90y 0Ty, (07, 0Ty 07, +ulSy,
0x dy 0z 0x dy 0z

0




Jednadzba ocuvanja energije u tri smjera

Oduzimanjem (2) od (1) i definiranjem novog Clanaizvora S, =S, - u-S,,
dobiva se jednadzba unutrasnje energije (3):

ou ou ou
+7

sz (3)

ov dv dv ow ow ow
+r,—+T7, —*7T, +r,—+7,—+7,,—+5;

Yox oy Yoz ¥ ox “ 0y “ oz

Di
— =—pdivu+divlkgradT )+1,, —+T7,, —
'ODt P ( & ) *ox Y oy

U slucaju nestisljive tekuéine imamo i = cT (c - specificna toplina) te
vrijedi: div u = 0. To nam omogucduje reduciranje jednadzbe (3) na oblik
temperaturne jednadzbe (4)

,OcE :div(kgradT)+ Txx% + Tyx%-l- sz%
Dt 0x dy 0z (4)
ov ov ov ow ow ow
+er—+ryy—+rzy—+rxz—+ryz—+rzz—+5
0x dy 0z 0x dy 0z



Jednadzbe stanja

Gibanje tekucine u tri smjera je opisano sustavom od pet parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi : oCuvanja mase, x,y,z-oCuvanja koliCine gibanja i
jednadzbe energije. Medu nepoznanicama pojavljuju se Cetiri
termodinamicke varijable: p, p, ite T.

Odnosi izmedu termodinamickih varijabli mogu se promatrati kroz
pretpostavku termodinamicke ravnoteze. Za opis stanja supstance u
termodinamickoj ravnotezi potrebno je poznavati samo dvije varijable.

Jednadzbe stanja povezuju druge varijable sa poznatim variablama.
Ukoliko se primjerice koriste p i T kao varijable sa poznatim vrijednostima
moguca je uspostava jednadzbi stanja za tlak p i specificnu unutarnju
energiju I

p=p(p,T) i=i(p,T)

Za savrseni plin od koristi su poznate jednadzbe stanja:
p=pPRT i=C,T



Jednadzbe stanja

Usvajanjem pretpostavke o termodinamickoj ravnotezi eliminira se
potreba za definiranjem izraza za sve pojedinacne varijable, osim dvije.

U strujanju stisljive tekucine jednadzbe stanja daju poveznicu izmedu
energetske jednadzbe s jedne strane i jednadzbe oCuvanja mase i koliCine
gibanja s druge strane. Ta poveznica pojavljuje se zbog moguce varijacije
gustoce uslijed varijacije tlaka i temperature u polju strujanja.

Kapljevine i plinovi koje struje s malim brzinama ponasaju se kao
nestisljive tekucine. Bez varijacije gustoce ne postoji veza izmedu
energetske jednadzbe i jednadzbi oCuvanja mase i koliCine gibanja. Tada
je za rjeSavanje strujnog polja dovoljno razmatrati jednadzbe ocuvanja
mase i koliCine gibanja. Energetska jednadzba ukljucuje se u analizirani
sustav jednadzbi samo u slucaju prisustva izmjene topline.



