Matematika 1 - pismeni ispit - rjeSenja  20.2.2023.

a) (5 bodova) Odredite parametar A takav da vektori @ = (A\+1)i+2j i b= A+ j — 3k
budu jednake duljine.

b) (15 bodova) Odredite jednadzbu ravnine 7 koja sadrzi pravac

r—1 y+1 =2

itocku T'(1,1,1).

Rjesenje:

a) Prema formuli za duljinu vektora ra¢unamo

@ = VA + 12422 =VA2+ 2\ +5

0] = VA2 + 1+ (=3)2 = VAZ+ 10.

Izjednacavanjem tih duljina dobivamo

VA2 420 +5=vV) 2+ 10

M 422+5=X+10

22 +5=10
5

b) Ozna¢imo sa 71 vektor normale trazene ravnine. Kako pravac p lezi u ravnini koju
trazimo vektor 77 je okomit na vektor smjera pravca p. Vektor smjera pravca p je vektor
c= 2Z+j+ k. Uzmimo bilo koju toc¢ku na pravcu p, na primjer (1, —1,0). Tada tocka
Q takoder lezi u ravnini w. Kako i toc¢ka T lezi u toj ravnini vektor 7 je okomit na vektor
TG — —2f — k. Dakle, imamo 7 L @i 7 L TO pa je

k
1| =7+2j—4k.
-2 -1

Jednadzba ravnine koja prolazi tockom T'(1,1,1) i ima vektor normale 7 = (1,2, —4)
dana je sa
T...(e—1)+2y—1)—4(z—1)=0.

Odnosno, trazena ravnina je m...z 4+ 2y — 4z + 1 = 0.



2.

a) (10 bodova) Gaussovom metodom rijesite sustav

—r4+y+z=1
THY+z=-2
—br —y—z=2_8.

b) (10 bodova) Ispitajte konvergenciju reda

721(2_1) '

Rjesenje:
a) Matrica sustava dana je sa

-1 1 1 1
1 1 1 -2
-5 -1 -1 8

Dodavanjem prvog retka drugom te mnozenjem prvog retka sa —5 i dodavanjem ga tre¢em
retku dobivamo ekvivalentnu matricu

Preostaje rjesiti sutav
{—x + y+ z2=1

2y 422 =—1"
Stavimo z = t,t € R. Tada iz druge jednadzbe dobivamo y = —t—%, a zatim uvrstavanjem
toga u prvu jednadzbu dobivamo —x —t — % +t =1, odnosno x = —%. Trazeno rjesenje
sustava je
x —% —% 0
yl=|-t—3|=|-3|+t|-1|.teR
z t 0 1

b) Red divergira jer opéi ¢lan reda ne tezi prema 0. Naime, ra¢unamo

1\" 2 " 1\"
lim (270} = tim (14 — lim (14—
n—oo \ N — 1 n—00 n—1 n—00 ”T

2n

. 1 e lim 2n_ 2
= lim 1+ — = e noT = e” £ ().
n—00 =




3. (20 bodova) Odredite prirodno podrucje definicije, nultocke, intervale rasta i pada,
ekstreme, asimptote te skicirajte graf funkcije

x? =2

fle) = 22 —2x+1

Rjesenje:

Vrijedi 2% — 22+ 1 = (z — 1)%, pa je f(z) = £ te je Dy = R\ {1}. Imamo 22 —2 =0
ako i samo ako 2% = 2, odnosno = = +/2. Dakle, nultocke su x = +/2. Deriviranjem

dane funkcije dobivamo

oy 2e(x =12 =2 —-1)(2*—2) —2z+4
fl(z) = (z — 1) - (x—1)3

Imamo f'(x) = 0 ako i samo ako —2x + 4 = 0, odnosno x = 2. Zaklju¢ujemo da je
x = 2 jedina stacionarna tocka, ali kako 1 nije u domeni funkcije moramo gledati mijenja
li derivacija predznak u tocki x = 1. Imamo, na primjer

Fo=-1<0.(3) =8>0.0) =] <o

Zakljucujemo da je f'(z) < 0za x € (—o0,1) U (2,400) i f/(z) > 0 za z € (1,2). Dakle,
funkcija pada na intervalima (—oo, 1), (2, +00) i raste na intervalu (1, 2).

Funkcija f onda ima lokalni maksimum u tocki z = 2 i vrijedi f(2) = 2. Imamo da je
pravac z = 1 vertikalna asimptota jer vrijedi

lim f(z)= lim f(x) = —o0.

z—1— r—1t

Takoder, imamo

lim f(z) = -2

m —— = 1.
r—r+oo r—+oo aj‘z — 27 + 1

Stoga je pravac y = 1 lijeva i desna horizontalna asimptota. Kako imamo horizontalne
asimptote kosih asimptota nema. Graf funkcije f izgleda ovako.

10 4
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4. (15 bodova) Odredite

Rjesenje:

~ _1 = _ L 2
/ 2y = {f 2 At mf,dx} :/ _tsint dt
1z T T T n

= tsint dt = u=t dv=sint dt = —tcost| — —cost dt
= du=dt v=—cost z =
2

2

™

s ™ .
= —mwcosm™+ —cos— +sint

5 5 :7T+sin7r—sin§:7r—1.

™

2



d.

a) (13 bodova) Odredite povrsinu lika u prvom kvadrantu omedenog krivuljom y = In z,
tangentom na tu krivulju u tocki (e?,2) i koordinatnim osima.
b) (12 bodova) Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama
2 .
y=a* y="%+2, oko osiy.
Rjesenje:

a) Odredimo prvo jednadZbu tangente na danu krivulju u tocki (e2,2). Opéenito, jed-
nadzba tangente u tocki (¢, yo) na krivulji dana je sa

Y —yo =y (2o)(x — m0).

U naSem sluc¢aju imamo 3y’ = i iy(e?) = e% Jednadzba nase tangente je onda

1
y—2:g(x—e2).

Sredivanjem dobivamo t...y = eizx + 1. Skica izgleda ovako.

10 4

Y
5 |
_To/f ;5 5 1‘0
_5 I
_10 ¥

Trazena povrSina moze se izracunati na viSe nacina. Jedan od njih je oduzeti povrSinu
ispod grafa od Inz na segmentu [1,e?] od povrsine ispod pravca na segmentu [0, €?].

Dakle,

e2 1 e?
P:/ (—2x+1)dx—/ Inx dx
0 € 1
Izracunajmo integrale zasebno.
e 1 el 3
/0 <€—2x+1) dr = (2—629324—:1:) .= 2—€2+62: 562.
2

/ lnz dz = [u:lnx dv:dx} =xzlnz
1

du=3dx v=u=x

Tz
2

=2%—e*+1=¢*+1.
1

=e?lne> —Inl —z

Dakle,
3 2
P:§62—(€2—|—1):%—1.



b) Odredimo prvo presjek ovih parabola.

5 X
=—+42
x 5 +
2
@,
2
% =4
r = £2.
Dakle, parabole se sijeku u tockama (—2,4) i (2,4). Skica izgleda ovako.
Y
4 1
| x
—4 -2 2 4
—2 1
4|

Uoc¢imo da je dana povrsina simetri¢na s obzirom na os y pa isti volumen dobivamo ako
gledamo samo rotaciju dijela povrsine koji se nalazi u prvom kvadrantu. Tada je trazeni
volumen prema formuli jednak

2 22 2 23
V:27r/$(—+2—:v2)dx:277/ (——+2x)dw
0 2 0 2



