2.3 Parcijalne derivacije

Definicija. Neka je Q C R? otvoren podskup, f: Q — R i (z,70) € Q.
Parcijalna derivacija od f po varijabli x u tocki (zo,yo) je sljedeéi limes (ako

postoji):
8 —
a_f(l'O?yO) = lim f($7y0) f(zovyO).
z T—T0 T — :ED
Parcijalna derivacija od f po varijabli y u tocki (xq, yo) je sljedeci limes (ako
postoji):
a —
a—f(:vo,yo) — i L0 ¥) = (@0, 40)
v yor30 —

Ako funkcija f ima parcijalne derivacije po varijabli = (ili po varijabli y) u

svim tockama skupa €2, onda je dobro definirana funkcija a—: Q — R (ili
x

of

oy’

po varijabli y).

Q — R), koju zovemo parcijalna derivacija funkcije [ po varijabli x (ili

0
Ukoliko postoji 8_f’ tada se radi takoder o funkciji dvije varijable, koja moze
x

imati svoje pripadne parcijalne derivacije po varijabli z, odnosno y; ako pos-

) 3 . 02 . 02 f 02 f
toje, oznacavamo ih redom

a2 | Oyox 0xdy
O f

i E¥] za parcijalne derivacije funkcije d_f po varijablama x i y redom.
) Y

. Analogno, koristimo oznake

Kazemo da su funkcije = i 30 parcijalne derivacije prvog reda od f, te funk-
Y

ox
Orf O f  O*f O*f
0x2" dyoxr’ Oxdy’ Oy?

definiramo parcijalne derivacije od f visih redova.

cije parcijalne derivacije drugog reda od f. Analogno

Kazemo da je funkcija klase C*, ako ima parcijalne derivacije svih redova
do uklju¢ivo k i one su neprekidne. Kazemo da je funkcija glatka ili klase
C, ako ima neprekidne parcijalne derivacije svih redova. Termin “dovoljno
glatka” podrazumijeva da postoje i neprekidne su sve parcijalne derivacije
koje se javljaju u racunu.

Potpuno analogno definiramo parcijalne derivacije funkcija u tri ili vise vari-
jabli, te klase C*.

Teorem (Schwarz). Neka funkcija f ima neprekidne parcijalne derivacije
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prvog i drugog reda. Tada vrijedi

o’f  Of
dydxr  Oxdy’

Analogna tvrdnja vrijedi za funkcije u vise od dvije varijable. Dakle, parci-
jalne derivacije funkcije vise varijabli moZemo uzimati u bilo kojem poretku.

*f . Pf
Oyox ' 0xdy

myjesovitom parcijalnom derivacijom drugog reda.

Stoga za funkciju f klase C? ne razlikujemo , te oboje zovemo

Parcijalne derivacije glatke funkcije u pravilu ne racunamo po defi-
niciji, nego ju deriviramo kao funkciju jedne varijable (one po kojoj
uzimamo parcijalnu derivaciju), a prema svim ostalim varijablama
se ponasamo kao da su konstante.

Zadatak 2.6. Izracunajte parcijalne derivacije prvog i drugog reda sljedec¢ih
funkcija:

(a) fz.y) =2y

(b) flz,y) = COSZ

(©) Flr.y.z)= Y
(d) f(z,y,2) = 2". Odredite i O/
) . Ox()y (172,3)~
Rjesenge:
(a)
Of _ 0 oy — 0 902y _ o — o
8:(:_(9x(1y)_y ax(VL)_y 2x = 21y
of 9 2 0 2 2
— = —(z = - —(y)=z°-1==x
B ay( y) 99 (v)
o*f 0 [of 0 5,
e %(%)‘%@W)—?ya(”—?y =%
oy o (or\_o 2




2 2
8 f Schwarzov teorem 8 f

0xdy B 8y8x:2$
f 0 (Of\ 0 , 5
o~ ()~ )0

Kad deriviramo po varijabli y, prema 2 se ponasamo kao da je kons-
tanta i zato je a% () = 0 (jer je derivacija konstante 0).

(b)
g—2<cosg>——sin<£>-l——lsing
or Oz \ v) vy oy Y

of 0 ( L) , <.L> T R
—=—|cos— | =—sin|—|-— = —sin—
oy 0Oy (0 y) v oy oy

0% f o (Jof 0 1 .z 1 x\ 1 1 x
W:@(%):%<_ismi):_§ms<§> v Py
0% f o (0f 0 1 .z
dyox oy (67) Ty (_ism 5)
_ —1 r 1 T —T 1 T T T
——?-sm&—— COS<§)~? E ——i—ECOS—
82f Schwarzov teorem a2f o 1 . =z Z x
&an = ayam—ﬁsm;—i—ﬁcosg
ﬁzﬁ(ﬁ)zﬁ(ﬁ- z)
sin
dy* 9y \ 9y Iy \y*> vy
_—21‘ . T T —r 2« 1 12 T
= 7 -81n—+—2-cos(—>~?——Esm——gcos§.
(c¢) Vrijedi f(z,y,2) = Tty _zx +Y
z z oz
of 0 /x y 1
%=§(;+;)=;
T oy 1
a—y=a—y(;+;)=;
af 90 [z+y\ zT+y
$_£< z )__ 22



P 0 (Y0 (1),
ox?  Oxr \Or oxr \ z
L ()-2()-
Oydxr Oy \ Or oy \ z
f o (ofy _ o (1) 1
azaf&(%)—a@—‘;

~~

2 2
8 f Schwarzov teorem a

0xdy Oyox

0
Pf 0 (1Y _ 0 (1Y _,
oy oy \dy) ody\z)
o) 0 (ory_ 0 (1y_ 1
0z0y 0z \oy) 0z\z) 22
82f Schwarzov teorem 82f - _l
0x0z N 0z0x 22
a2f Schwarzov teorem 82f - _i
Oydz B 020y 22
Pf_ 0 (Of\_ 0 ([ xty) _2e+2y
022 0z \0z) Oz 22 )T 3
g—ic:(%(zxy):z””y‘lnz-y
g—zzc%(z”y):zxy'lnz-x
0 0
é:a(zmy)zxy.zxy_l
Pf 0 (Of\ 0, 4 e
T = (30) = g ey = ey
o _ 0 (9 —ﬁ(zmy-lnz. )
ydr oy \ox) Oy y

=2%.lnz-z-Inz-y+2%-lnz=2%-In*2- 2y + 2% -Inz
0% f o (0f 0 4y
- [ Z£ (2% . Inz -4
0z0x 0z (8:{:) (% -Inz-y)

0z

1
—zy -2 lnzoy4+ 2% S y=ay? 2 lnz 4y 2!
2
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2 2
a f Schwarzov teorem 8 f

=" I’z 2y 42" - Inz

0xdy Oyox

82.f_ 6 8f _ 8 xy Ty 2 2
>Pf 0 (0Of 9 ay _
dzdy_&<d_y>_£(z ‘Inz-z)=

1 1
z

—gy-2% "z +2Y Zx =2y 2 lnz a2V

0% f
0xdy

_ 0
(1.2.) 0xdy

(1,2,e) =e*-In’e-2+¢€*-Ine = 3¢?

1

82 f Schwarzov teorem 82 f
- = - :ny.Zwy_l.lnz_i—y.ny_

Ox0z 020z
) 92
({jy(éfz Schwarzg teorem 8dzéfy _ ny . ny_l nz 4+ - ny—l
02 o (0 0 _ oy
a_gzz 0z (d_ﬁ) = o (wy - 2"71) = wy(ey = 1)2"7

O

Zadatak 2.7. Neka je ¢: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom

intervalu I C R. Odredite ﬁ i g za
or 0Oy

flz,y) = yo(Va? +y?).

Rjesenje: Racunamo prvo prvu parcijalnu derivaciju po x:

0 0 0
Wy L (TR =y ST (V)
=y (V) e

NG
_ o' (V£ y?)
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Sad ra¢unamo prvu parcijalnu derivaciju po y
af o

S 2 (TR = TR T o (V)

1
=p(vV22+y2) +y- (Va2 +y?) ——m — - 2y
VTR - VP s
y2 o (v 2 + 12

O
Zadatak 2.8. Neka je ¢: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom
intervalu I C R, i stavimo
dx
plo—y?) —x -y

z(z,y) =

Pokazite da vrijedi jednakost:

0z x 0z
Pl i R A2
X - zZ+z

Rjesenje: Izracunat ¢emo posebno lijevu i posebno desnu stranu gornje jed-
nakosti i pokazati da su one jednake.

Rac¢unamo prvo parcijalne derivacije prvog reda funkcije z:

0z 4-(plz—9y)—az—y")—do (Y(@—y") 1-1+0)
oz (plz—y?) =z —y?)°
Aol —y?) — 4 —y?) — 4y
(Pl —y2) = —y?)°
Dz —a - (¢'(r —y*) - (=2y) — 0 —2y)
dy (p(z —y?) —x —y?)’
~ Sxy - ¢ (x —y?) + 8wy
(plz—y?) —w—y?)*
Zatim ih uvrstimo u lijevu stranu trazene jednakosti da bi dobili:

gp. 02,8 02, Aele—y) —dr P y) -4y
oz y 0y (ple —y?) -z —y?)”
r 8xy- ¢ (x —y?) + 8wy
v (plr—y?) —x—y?)’
8z p(x — 2y) — 8xy® + 8z

(p(z —y?) —x—y2)°
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Konac¢no, desnu stranu trazene jednakosti mozemo raspisati kao

224 2% = 8z + 162
plr—y)—r =y (p(z—y?) —x—y?)°
8z p(r —y?) — 8 — 8xy”® + 162”
(plz —y?) — o —y2)°
_ 8z p(x —y?) — 8xy® 4 827
(plz —y2) —x —y2)°
Dakle, vrijedi trazena jednakost. 0

Zadatak 2.9. Neka je ¢: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom
intervalu I C R, i stavimo

Yy
o (3) -3
Pokazite da je funkcija z rjeSenje sljedece parcijalne diferencijalne jednadzbe:

82+ 0z .
—ty-—=ay+z
oz Y dy Y

2(z,y) = xy +

T

Rjesenje: Opet prvo racunamo parcijalne derivacije prvog reda funkcije z.
— 1
0z —y'(SO'(%)'x—g—;)_ 2o (8) +1

=y+ 2 - - 2
T ew-s (bwy)

;
2 () =5) v (7 ()2 - 57)
y (¢(-)
B 1 9 ki A0 ) Bt S SR .4 3 B

Uvrstavanjem u lijevu stranu jednakosti dobivamo

a 6 Lz . (Y + €T ﬁ . ( (Y + €T
(bm-2) W7 (v -2)
z
=xy+ z.
Dakle, vrijedi trazena jednakost. O
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Zadatak 2.10. Neka je p: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom
intervalu I C R, i stavimo

y
1+go<1ny+§)

z(z,y) =

Pokazite da vrijedi jednakost:

0z 0z
(2 —y?) - 3 T LY 5y

Rjesenje: Rac¢unamo parcijalne derivacije prvog reda funkcije z:

0z _ Y ¢ (lny+ 29:_3/22) ' (22_;2> —5¢ (lny—i— %)

or <1+90(1ny+2x—;))2 _(1+¢(1ny+%))2

- {ielnes £)) v (¢ o+ ) (4 5)

% (1+90<1ny+%))2
1+<P<hly+%jz)—90 lny+%)+§—§-gp’(lny+%)

!
5 2
(1+gc <lny+§7))
+y

4 <1ny+%) ¢ (lny—k%) 1
- 2 2 2
<1+g0(lny+%)) 1+¢(1ﬂy+ﬁ)
Uvrstavanjem u lijevu stranu jednakosti slijedi
3
82 82 _y <1ny+22>+xy 90 (lny+22>

W) G T gy (146 (my+2))°

—:L'y-gp(lny-l— )+—¢<lny+ )

+
(1 + @ (lny + 5z ))
x
+ Y .
14+ <1ny + 2‘”7)
_ Y _
=x- — = 2.
14+ (lny + %)
Dakle, vrijedi trazena jednakost. O
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2.3.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 2.11. Dokazite da je funkcija f(z,y) = (z —vy)-¢((z —y)?) rjesenje

parcijalne diferencijalne jednadzbe % + g—i =0.

Rjesenje: Kako i u prethodnim zadacima potrebno je prvo izracunati par-
cijalne derivacije prvog reda funkcije f. Zatim je te parcijalne derivacije
potrebno zbrojiti i uvjeriti se da je njihov zbroj 0. O

Zadatak 2.12. Odredite parcijalne derivacije prvog i drugog reda sljedeéih
funkcija:

(a) flz,y) =avy—z

(b) fl.y) ="

(¢) fla,y) = arctg(y® — 2?).

Rjesenjge: Zadaca. ]
Zadatak 2.13. Odredite parcijalne derivacije prvog reda sljedec¢ih funkcija:

(a) f(z,y) =In(z-In(x —y))
(b) f(z,y) = cos?(y* — z?)
Rjesenje: Zadaca. O

Zadatak 2.14. Neka je p: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom
intervalu I C R. Odredite parcijalne derivacije prvog reda sljedec¢ih funkcija:

(a) flz,y) = e(y® —2?)

(b) f(z,y) =z + o(a®+y°)

)

(d) flz.y)=ay-¢ <)

(c) f(x,y) =y+90<

<R

<R

Rjesenje: Zadaca. O
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