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2.3 Limes i neprekidnost

Definicija 2.12. Neka je funkcija f(M) definirana na nekoj okolini 0 C
R"™ tocke My, osim moZda u samoj tocki My. Realan broj A se zove limes

funkcige f u tocki My ako za svakie > 0 postoji 6 > 0 takav da za sve tocke
M € Q razlicite od My vrijedi | f(M) — A| < € kad god je 0 < d(M, My) < 9.

(Ve > 0)(36 > 0)t.d.(0 < d(M,My) <6 = |f(M)—A|l<e)

To zapisujemo: A = A/}L%o f(M).
Napomena 2.1. Kao i kod funkcija jedne varijable, ako limes postoji, on je

jedinstven.

Primjer 2.2. f(z,y) = 2° + ¢?

Izracunajmo  lim ).
g (:vvy)—>(0,0)f( v)

DokaZimo da je lim (2% +y*) = 0.
(z,y)—(0,0)
Treba pokazati da za svaki € > 0 moZemo naci d > 0 takav da

0<Va2+y2<d = [|2*+y*—0|<c¢,

a za to je dovoljno uzeti § = +/z.

2y
Primjer 2.3. ==
j flay) =7 )
PokuSagmo izracunati  lim  f(x,y).
(z,y)—(0,0)

Kako promatramo ponaSanje funkcije f(x,y) na otvorenoj kugli K((0,0),9),
moZemo promatrati restrikciju na pravac y = kx jer ce se tu uvijek nalaziti

centar kugle za svaki k.

. 2x - kx 2k _
Tada je f(x,kx) = o Rl SR ako je x # 0.
No f(x, k) — T kad © — 0, pa bi za razlicite k-ove dobili drugacije
ponasange funkcije u okolini tocke (0,0).

)f(:c,y) ne postoji.
0

Zakljucujemo da  lim
(z,y)—(0,
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Slika 2.13:

Teorem 2.1. Neka funkcije f(M) i g(M) imaju limese u tocki My € R".

Tada u tocki My limese imaju i funkcije f(M) =+ g(M), f(M)-g(M) i fg%;
Y

ako je Mlim g(M) # 0 i vrijedi

My

Jim (F(M) £ g(M)) = Jim f(M) £ Jim g(M)

M— My M— Mo
Jim (F) - g()) = fim JO) - T o(M)

s _ i, T

li = li M 0
W g(0) ~ T o) i 9 70

Definicija 2.13. Neka je funkcija f(M) definirana u tocki My i na nekoj
okolinit 2 C R™ tocke My. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna u tock:

My ako postoji limes funkcije u toj tocki i jednak je vrijednosti funkcije u toj
tock:

lim f(M) = f(Mp).

M— My

Napomena 2.2. Neka je 2 C R™ podrucje i f : Q@ — R. Tada je f
neprekidna u tocki My € Q ako (Ve > 0)(36 > 0) takvi da za sve M € Q za
koje je d(M, My) < 6 wvrigedi | f(M) — f(My)] < e.

Ukoliko je f neprekidna u svakoj tocki iz €2, kaZemo da je f neprekidna na
Q.
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Teorem 2.2. Ako su funkcije f(M) i g(M) neprekidne u tocki My € R™,
onda su u My neprekidne i funkcije f(M) £ g(M), f(M)-g(M) i 52]\]\2 ako
je g(Mo) # 0.

Definicija 2.14. Neka je f : Q@ C R* — R. Za funkciyju f kaZemo da je

ogranicena (na S)) ako postoji M > 0 takav da vrijedi |f(P)] < M za sve
PeqQ.

Teorem 2.3. Neka je 2 C R"™ podrucje i f :  — R funkcija neprekidna u
My € Q. Tada je f ogranicena na nekoj okolini tocke M.

Teorem 2.4. (Bolzano-Weierstrass) Ako je funkcija f(M) neprekidna na
ogranicenom i zatvorenom podrucju D, tada je f(M) ogranicena na D, na D

poprima svoj minimum t maksimum i sve meduvrijednosti.
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2.4 Parcijalne derivacije i diferencijali

Neka je funkcija z = f(z,y) definirana na nekom podrucju D C R? i neka je
(x,y) € D. Promotrimo prirast Az u x tako da je (z + Az, y) € D.

Slika 2.14: Prirast varijable x

Prirast A,z = f(z + Ax,y) — f(x,y) se zove parcijalni prirast u z.

Ayz . ‘
Definicija 2.15. Ako kvocijent A—Z ima konacan limes kad Ax — 0 taj
limes zovemo parcijalna derivacija funkcije z = f(x,y) u tocki (x,y) po

varijabli x. To oznacavamo: —Z(x,y) ili = (x,y).

, ox ox
anac (v + Ax,y) — f(z,9)
8f T fflj+ €r,Y)— x,y
%(x,y) = lim Ay :

Analogno se definira parcijalna derivacija u tocki (x,y) po varijabli y:

g—i<$=y> i L@y AY) — flay)

Ay—0 Ay

Primjer 2.4. Izracunajte g—f(x,y) i g—f(x, y) ako je f(x,y) = xy°.
z Y

_ flet+Axy) = flry) L (0 + An)y? — ay?
lim = lim
Az—0 Az Az—0 Az

= lim y? =2
aomo? Y

a_(xvy)
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of o [yt Ay) = fley) o w(y + Ay)? - ay?
oy Y T A, Ay R
L 2xyAy + z(Ay)? L - B
— Algl/IEO Ay = AILIEO(Qxy + zAy) = 2zy + 0 = 2xy.

Primjer 2.5. Primietimo da nam kod funkcija dviju varijabli postojanje

parcijalnih derivacija ne povlaci neprekidnost kao kod funkcija jedne varijable.

Neka je
2xy
Fla,y) = m; (z,y) # (0,0)

0;  (z,9) =(0,0).

Tada f nije neprekidna u (0,0) jer uopée nema limes u toj tocki, ali

af .. f(Az,0) - f(0,0) .. 0-0
570 0) = limg Az = Am Ay =0
8_3/(0’0)_&,120 Ay _Alglfilo Ay =0

pa vidimo da ovdje diferencijabilnost funkcija dvigu varijabli moramo nekako

drugacije definirati.

Prisjetimo se da je funkcija f : R — R, koja je definirana na nekom intervalu

(a,b), derivabilna u =g € (a,b) ako postoji

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

(kojeg oznacavamo s f’(xzg)). U tom slucaju vrijedi

lim f(xo+h) — f(xo) — f'(zo)h _

0.
h—0 |h,|

Nadalje, uo¢imo da je funkcija I : R — R dana sa I(h) = f’(zo)h linearan operator.
Stovige, svaki linearan operator [ : R — R je nuzno oblika [(h) = ah za neki a € R. Zaista,
zbog linearnosti, I(h) = hi(1) za sve h € R. Takoder, uo¢imo da je broj 1 baza vektorskog
prostora R. Pogledajmo §to se dogada u slucaju funkcija vise varijabli. Neka je I : R2 — R
linearan operator. Tada, za h = (h1,h2) € R2, imamo

= = -,

U(h) = 1(hni + haj) = al(@) + hal(7) = (1(0),1(7))(ha, ha) = LA,

gdje je L = (1(4),1(j)). Dakle, za svaki linearan operator I : R2 — R postoji matrica L tipa

-,

(1,2) (koja je nuzno oblika L = (I(7),1())) takva da sve i € R2, i(h) = Lh'. Ponovno,
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uocimo da je (7,) baza vektorskog prostora R2. Obratno, svaka funkcija [ : R2 — R
oblika l(ﬁ) = Lht, gdje je L neka matrica tipa (1,2), je o€ito linearan oparator. Analognom
argumentacijom, svaki linaran operator [ : R" — R je oblika l(ﬁ) = Lht, gdje je L =

(1(é1),...,1(€n)) i (€1,...,€) je kanonska ortonorminana baza vektorskog prostora R™.

Definicija 2.16. Neka je f : R? — R definirana na podrucju Q0 i neka je
Py € Q. Funkcija f(P) je diferencijabilna u Py ako postoji matrica L tipa
(1,2) (linearan operator 1) takva da

lim f(PO‘i‘E)—f(Po)—LEt:

= 0.

Napomenimo da se moze pokazati da ako matrica L u gornjoj definiciji pos-
toji, onda je ona i jedinstvena. U tom slucaju, zovemo je diferencijalom funkcije
f(P) u tocki Py i oznacavamo s D f(P,). Uo&imo da je u slucaju funkcije jedne
realne varijable D f(x¢) = f'(x¢). Aanalogno se definira diferencijal funkcija vise
realnih varijabli (f : R* — R).

Vidjeli smo da postojanje parcijalnih derivacija ne implicira neprekidnost same
funkcije. Medutim, ako je funkcija diferencijabilna u tocki, onda je ona nuzno i

neprekidna u toj tocki.

Teorem 2.5. Ako je funkcija f(P) diferencijabilna v Py, onda je ona i

neprekidna u Fy.

Dokaz. Prvo, uo¢imo da je svaki linearan operator neprekidna funkcija. Zaista, neka je
[ : R? — R linearan operator i neka ja L = (I1,l2) njegova pripadna matrica. Fiksirajmo
Py € R%. Tada, za P € R?, imamo

[[(Po) = U(P)| = [i(Po — P)| = |L(Py = P)| < V2max{|la], |lz|}d(Py, P).

Dakle, ako su Py i P blizu, onda su i [(Py) i [(P). Nadalje, zbog diferencijabilnosti of f(P)

u Py, imamo
h
fim T 0
h—0 ||

gdje je r(h) = f(Py — h) — f(Py) — Df(Py)h'. Takoder, uo¢imo da je r(0) = 0. Dakle,
dovoljno je pokazati neprekidnost od r(ﬁ) u 0. Iz gornjih svojstava od r(ﬁ) zaklju¢ujemo
da za svaki e > 0 postoji § > 0 (bez smanjenja opéenitosti uzmimo ¢ < 1) takav da za sve
heR2 0 < || <4, vrijedi
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Specijalno, za dani € > 0 i sve h € R2, |ﬁ| <9,
Ir(h) — r(0)| = |r(h)| < e|h| < &6 < &,

§to dokazuje tvrdnju. O

Postavlja se pitanje kako eksplicitno odrediti D f(P,).
Teorem 2.6. Neka je f(P) diferencijabilna u Py. Tada, f(P) ima parcijalne
derwacije u Py i vrijedi

pir) = (Sira. Lim).

Dokaz. Znamo da vrijedi

lim f(P0+ﬁ)—f(Po)—Df(Po)ﬁt

i — — 0

Specijalno, uzmimo h = hi za h € R. Tada imamo

i Lo+ i) = F(P) — hD(Ry)i"
h—s0 h

=0,

t]. )
o L+ D) — [(R)
h—s0 h

= Df(Py)i.
Medutim, kako je

Q(PO): lim F(Po + hi) — f(Py)

ox h——0 h ’

Df(Po)i" = %(Po)-

zaklju¢ujemo

Analogno vrijedi

DF(R)] = g—§<po>,

sto dokazuje tvrdnju. O

Analogno kao u gornjem teoremu, za funkciju f : R — R vrijedi

of of
Df(Ry) = =(FPy),...,—(F) ).
s = (gE .. Zm)
Vidjeli smo da postojanje parcijalnih derivacija ne implicira diferencijabilnbost
funkcije (ne implicira niti njenu neprekidnost). Medutim, imamo sljedeci rezultat

koji navodimo bez dokaza.
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Teorem 2.7. Neka je f : R? — R definirana na nekom podrucju 0 i neka
je Py € Q. Ako f(P) ima parcijalne derivacije na € koje su neprekidne u Py,
onda je f(P) diferencijabilna u P,.

Do sada smo iskljucivo analizirali realne funkcije vise realnih varijabli. Medutim,
postavlja se pitanje kako definirati diferencijal vektorske funkcije. Neka je f :
R™ — R™. Prvo, uo¢imo da za takvu funkciju postoje (i jedinstvene su)
funkcije f1,..., fm : R" — R takve da f = (fi1,..., fm). Zaista, za i =
1,...,m, neka je m;(P) projekcija prostora R™ na njegovu i-tu koordinatnu os,
tj. m : R™ — R je dana formulom 7;(P) = z; za P = (xy,...,x,) € R™.
Sada, zai = 1,...,m, definirajmo f;(P) = m;(f(P)) za P € R". OCito vrijedi
f=( i fm)-

Definicija 2.17. Neka je f : R* — R™ definirana na podrucju € @ neka
je Py € Q. Za funkciju f(P) kaZemo da je diferencijabilna u Py ako su u Py
diferencijabilne sve funkcije fi(P),..., fm(P) i, u tom slucaju, diferencijal
od f(P) u Py, u oznaci D f(Fy), definiramo kao

D f1(Fy)
Df(FR) = :
Dfm(P0>

Pisu¢i u terminima parcijalnih derivacija,

L) - L)
Df(R) = : :
n(py) - Ym(Ry)

Gornja matrica naziva se Jacobijeva matrica funkcije f(P) u tocki Py. U slucaju
kada je n = m, det Df(P,) naziva se Jacobijan funkcije f(P) u tocki F.
Jacobijanima ¢emo se vise baviti u sljede¢im poglavljima.

Diferencijal realne funkcije dvije varijable se moze definirati i na sljedeci nacin:

Definicija 2.18. Neka je z = f(x,y) funkcija definirana na nekom podrucju
D i neka je (x,y) € D. Neka Ax 1 Ay oznacavaju priraste u varijablama x
iy takve da je (x + Ax,y + Ay) € D. Za funkciju z = f(x,y) kaZemo da je



52 POGLAVLJE 2. FUNKCIJE VISE VARIJABLI

diferencijabilna u tocki (x,y) € D ako je njezin totalni prirast
Az = f(x+ Az, y + Ay) — f(x,y) prikaziv u obliku

Az = AAx + BAy + a(Azx, Ay)Azx + §(Ax, Ay)Ay,

gdje A i B ne ovise o Ax i Ay (mogu ovisiti o x i y), a a(Ax,Ay) i
B(Ax, Ay) teze nuli kad Ax i Ay teZe nuli.

Ako je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u tocki (z,y), tada AAx + BAy
zovemo diferencijal od z = f(x,y) u tocki (x,y).

Diferencijal oznacavamo: dz = AAx + BAy = Az =dz+ oAz + [Ay.

Primjer 2.6. Izracunajmo totalni prirast od z = x + 3.

Racunamo :
Az = (2 +Ax)? + (y + Ay)? — 2% —y? = 20Ax +2yAy + Az - Az + Ay - Ay,

iz cega vidimo A = 2x, B =2y, a(Ax, Ay) = Az, [(Ax,Ay) = Ay.

Ocito a @ (B teze nuli kad Ax, Ay — 0.

Znaci funkcija 2 = x* + y? je diferencijabilna u svakoj tocki (z,y) € R?; i
vrijedi dz = 2xAx + 2yAy.

Neka je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u nekoj tocki. Tada je njezin

totalni prirast oblika

Az = %Ax + %Ay + aAx + Ay,
ox dy
a totalni diferencijal je
0z 0z

gdje su doz = Ax, dy = Ay diferencijali nezavisnih varijabli.

2.4.1 Geometrijska interpretacija parcijalnih derivacija

Promotrimo plohu S zadanu jednadzbom z = f(x,y) u trodimenzionalnom pros-
toru gdje je f(x,y) neprekidna funkcija koja ima parcijalne derivacije na nekom
podruéju D. Zelimo interpretirati parcijalne derivacije funkcije f(z,%) u tocki
My (xo,y0) € D, koja odgovara tocki Ny(zo, o, f(xo,y0)) na plohi S.
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Kad raCunamo parcijalnu derivaciju % u My promatramo z = f(z,y) kao

funkciju jedne varijable z, a y tretiramo kao konstantu y = yo, odnosno z =

f(@,90) = fi(z).

Funkciju z = fi(z) definira krivulja L dobivena presjekom plohe S ravninom
Yy = yo. Jasno je —Z(xo, Yo) = f1(xo) Sto je ustvari koeficijent smjera tangente

na krivulju L u tocki Nj.

X

Slika 2.15: Tangente na presjecne krivulje

Analogno je a—z(:)so,yo) koeficijent smjera tangente na krivulju M dobivenu

kao presjek plohe S i ravnine x = g, u tocki Nj.

2.4.2 Derivacija kompozicije funkcija

Neka je funkcija z = f(z,y) definirana na nekom podru¢ju D C R? i neka su x
i y funkcije od varijable t takve da je x = p(t), y = ¥(t), t € (to,t1).
Pretpostavimo da je za svaku tocku t € (to,t;) odgovarajuca tocka

(z,y) = (x(t),y(t)) sadrzana u D.

Tada je z = f(z,y) = flp(t), ¥ (t)] funkcija u jednoj varijabli ¢.

d d
Teorem 2.8. Ako u tocki t postoji derivacija d—f =¢'(t) i d—i ='(t) i ako
je funkcija f(x,y) diferencijabilng u x = @(t) 1y = ¥(t), onda funkcija
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z = fle(t), ¥(t)] ima derivaciju i vrijeds
dz 0z dr 0z dy

at " or dt oy dt
Primjer 2.7. z = 22 +¢?, x =sint, y =13

0z 0z dx dy 9
o x, By Y, 7 cost, 7 3t

d
d_j = 2x -cost + 2y - 3t* = 2sint cost + 2t - 3t* = sin(2t) + 61°.

Primijetimo sada sljede¢u kompoziciju funkcija.

z=f(z,y), v=9(&n), y=v(En) pajez==2(&mn) = f(p&n)v(En)).
Oor Or 0Oy Oy

Neka postoje neprekidne parcijalne derivacije 8_§’ a—n, 8_57 8_77 u tocki (£,7) i
neka je f(x,y) diferencijabilna u tocki (z,vy) = (z(&,71),y(&,n)).
Tada z = 2z(§,n) ima parcijalne derivacije %, 0z i vrijedi
¢ In
0: _0: 0 0: 0y
o Oxr 0 Oy Of
i
0: _0: ox 02 0y
on  Ox On Oy On
Primjer 2.8. z = 2%y —ay®, z=¢£¢n, y= §
n
0__2 — 2 —72_9 @_ %_ @_1 @__é
a l’y y ) a x xy? ag /)7? a/r/ ) ag - T]’ a/r/ - 772
0z 1
¢ (2zy—y°) - n+(x —2$y)'5
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0 §
0_127 = 2oy —y*) - £+ (2 — 2xy) - (—?)
2
= (%né - —2) &+ (52772 - 2€n§) : (—
noon 1

& ¢ &
= WO =0r

7]2
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