3.1.1 Polarni koordinatni sustav

Osim u Kartezijevim koordinatama (z,y), tocku 7" ncke ravnine mozemo
zadati i u polarnim koordinatama (r,¢). Koordinata r je definirana kao
udaljenost » = |OT| > 0, a koordinata ¢ = £(i,OT) kao usmjeren kut
(dakle, gledamo od osi z do spojnice OT u smjeru suprotnom od kazaljke na
satu). Kut ¢ mozemo ograni¢iti na npr. [0, 27), ili (—m,7].

Promatrajuci pravokutni trokut istaknut na skici, uocavamo relacije za pri-
jelaz iz jednog koordinatnog sustava u drugi:

T =1TCo8Sp r2:a:2+y2
o _ Y
Y = 1Sln P, tgp = =.
z

Prilikom uzimanja arctg radi racunanja kuta ¢, treba voditi racuna o kva-
drantu u kojem se tocka nalazi, te o slici funkcije arctg. U L. i IV. kvadrantu,
kad je ¥ > 0, vrijedi ¢ = arctg 2. Ali npr. tocka s Kartezijevim koordina-
tama (—1, 1) nalazi se u IL. kvadrantu i ima ¢ = %7; medutim arctg X = —Z.
Zakljucno, u IL i ITI. kvadrantu, kad je x < 0, vrijedi ¢ = 7 + arctg £.

[staknimo koordinatne krivulje polarnog koordinatnog sustava. Njih dobi-
vamo tako da interpretiramo jednadzbu u kojoj izjednac¢imo koordinatu s
konstantom. Neka je ¢ konstanta.

e Za r = ¢ dobivamo kruznice sa sredistem u ishodistu (radijusa c), a

e za ¢ = ¢ dobivamo polupravce koji krecu iz ishodista.
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Izracunajmo Jacobijan za prijelaz iz Kartezijevog u polarni sustav:

Jx Oz :
gz oL cosp —rsing '
J = gr ZSO = =rcos’p 4 rsin®p =7
dy Oy ;
> o singp 7cosp

Dakle, u ovom slucaju teorem o zamjeni varyjabli glasi:

// flz,y)dedy = // f(rcose,rsinp)rdrde, (3.3)
D(x,y) D(r,)

gdje je D(z,y) lik u ravnini opisan u Kartezijevim koordinatama (x,y), a
D(r, p) isti taj lik opisan u polarnim koordinatama (r, ). Istaknimo:

dx dy = rdrdep.

Racunanje integrala u polarnom sustavu cesto se isplati ukoliko je podrucje
integracije “okruglo”, tj. ima oblik kruga ili kruznog isjecka.

Zadatak 3.8. Izracunajte

// Ty dz d
T
prt+yt+ 2222 + 1 Y

gdje je D = {(z,y) € R* : 2®+y? <9, y > 0}. Skicirajte D.

Rjesenge: 1z opisa vidimo da je D dio kruga iznad x-osi.

Y
lg 0<p<sT
0<r<3
?LE

Buduéi da se D nalazi u I. i II. kvadrantu, vrijedi 0 < ¢ < 7. Za svaki kut ¢
vidimo da se udaljenost tocaka od ishodista kre¢e od 0 do 3 pa je 0 <7 < 3.
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Ty Ty
dx dy = ——————dx d
[Lx*+¢+2ﬁw+& o ,Kétﬂ+y%”+lm !
T

(prema (3.3)) =/7r COSSO Tsmgj

srdrdp

/ 3
/ m

-cos @ - sin p dyp

r4 + 1
t= 7'4+1
1 /’T /82 dt Hod
=- — - cos - sin
i), ), ¥ pay
s=sin ¢
mg2 [°
— 1o sds = 0.
4 Jo
Zadatak 3.9. Izracunajte
ryY
dx dy,
//D Vat+yt 42022 + 1
gdje je D = {(I,y) ER? : 22+ 2 <4, o,y > 0}. Skicirajte D.
Rjesenge:
Yy
}2 0<p<T
0<r<2
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// v d / /rcosgp rsmgp v drd
N —i—2x2y +1 v ) v

t= r4+1
17
/ / — coscp sin p dyp
s =sin ¢
ViT—1 [t V17T -1
= — sds = —1 O

Zadatak 3.10. Izracunajte
// 2*y° /(22 +y2)3 + 1 dx dy,
D
gdje je D = {(:z:,y) eER?: 224+ 92 < 1}. Skicirajte D.

Rjesenge:

11 0
0

//:Ey\/ (22 4 y2)3 da:dy—/ /7“ sin? ¢ - 12 cos® p - V16 + 1rdrdgp

t= r6+1

1 2 2
:6/ / Vitdt - sin® ¢ cos? p dp
o Ji

2v/2 —1 /2” 1 — cos(4yp)
S S - P dy
9 ; 8
2v2 -1
= —m.

36
U predzadnjem redu iskoristili smo jednakost
sin®(2¢) 1 — cos(4y)
4 8 '

sin? ¢ cos® p = (sin p cos )? =
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Zadatak 3.11. Skicirajte podrucje integracije sljede¢ih integrala:

@ [ ' / Y g drde,

o [ T gy drd

Rjesenge:

(a) 0 << ZTi0<r<6cosp. Gornja granica za r dana je krivuljom

INE

r=6cosp /T = r? = 67 cosp = x2+y2 = 6r = x2—6x+y2 =0
(nadopunjavanje do potpunog kvadrata) = (z —3)*+y* =9,

dakle, kruznicom radijusa 3 sa sredistem u (3,0).

y p=7

r=06cosyp

(b) 0 < ¢ < 7 daje 1. i II. kvadrant, tj. iznad z-osi, a 0 < 7 < 1+ cosg
daje unutrasnjost tzv. kardioide.

T

Y
r=1+cosyp
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Napomena. 1z prethodnog zadatka vidimo kako se u polarnom sustavu skici-

raju sljedece krivulje: y

a
T = acosy
a . .
5 r=asingp
0 a
x
0

Na gornjim slikama pretpostavili smo da je a > 0. Medutim, analogne slike
dobiju se lako i kad je a < 0.

: >
8

Imamo i tzv. kardioide (samo za a > 0):

NS

Y
= a(l + cosyp) a(l — cos )

Suai
AN

Q
Q

Y
2q0|1 T=a(l+siny) —a _——~—_u N
o w .
—a ~_N__~a —2a| r=a(l-siny)
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Zadatak 3.12. Izracunajte sljedece integrale:

21T 2
(a) / / (3r — r2 sin @) drde,
o J1

3 2cos
(b) / / (% sin ) dr dy,
o Jo

Rjesenje: Zadaca. (]

3.1.2 Povrsina pomocu dvostrukog integrala

Neka je zadan omedeni lik D C R? u ravnini.

Y

N T

Poursinu lika D ra¢unamo pomocu formula:

P(D)://( )dxdy://( )rdrdg@.
D(x,y D(r,p

Zadatak 3.13. Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama a? +v? = z,
2’ +y? =2z, y =2 iy = —x Skicirajte lik.

Rjesenge:
! y=1x, p=7 : B

Unutarnja kruznica je r = cos ¢,
a vanjska kruznica r = 2 cos ¢.

\ - Opisujemo lik D u polarnim

/ ! 2 koordinatama: =7 < ¢ < 7

cosp <1< 2cosp
y=—x, p=—7

102



Trazena povrsina je

Zeosy I 7~2 r=2C0s ¢
P:// rdrdp = / / rdrd(p:/ — dy
D(rye) T cos«p -z 2 lr=cos ¢
T 3cos”p T 1+ cos(2¢)
= d I Sk A
B 3 o+ sin(22<p) r B 35 L6
2 2 -8
-1

Zadatak 3.14. Izracunajte povrsinu lika koji je omeden krivuljama x?+1y* =
417 =2(1+4 cosyp), a nalazi se unutar obje krivulje. Skicirajte lik.

Rjesenje: Ovaj lik simetrican je u odnosu na os z. Njegov desni dio je
polovica kruga, a lijevi se sastoji od dva manja dijela iste povrsine.

Dio lika u II. kvadrantu:

T r2(1+cosp)
2
/g ./0 rdrdy + 2

pola kruga

~
povrsina dijela lika u II. kvadrantu

=2./T_
x 2
2

:4/ (1+2cosp+ CosQ¢)dg0+27T]3:Z57r—8.
T N——

2

=2(14-cos ) ™ 9
dgp+27r=4/ (1+cosp) dp+2m

[NIE]

1+cos(2¢)
2
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Zadatak 3.15. Izracunajte povrsinu lika koji je omeden krivuljama r =
2(14cos ) ir = 3, te nalazi se unutar prve, a izvan druge krivulje. Skicirajte

lik.
Rjesenje:
Racunamo presjek krivulja:
Yy 2(1+cosp)=3
1 s
= =-—=p=24_.
COsSY =5 =g 3
Opisujemo lik:

T 2(14cos ) T 2 a(i4cosy)
P=/ / rdrdgc:/ — dy
-3 J3 _T 2 r=3
3 3
L[ 9v/3
= —/ (44 8cosp +4 cos’p —9)d¢DZZ_\/__m
2 )z —— 2

1+cos(2¢)
2
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