MATEMATIKA 2, 27. 8. 2025.

Ime i prezime:

Lo| 2 | 3 | 4 | 5 Ldio 2. .dio )~

1. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe

(a) (7 bodova) zy/ + (x — 1)y = e * uz uvjet y(1) = 0,
(b) (8 bodova) y” + 3y’ — 10y = €.

2. (15 bodova) Odredite lokalne ekstreme funkcije
flay) = (2" +y*) e
3. (a) (10 bodova) Skicirajte prirodnu domenu funkcije

y—x

/Ty

flz,y) =In(1 —2® — ) +

i odredite joj povrsinu.

(b) (20 bodova) Neka je 2 podskup prvog oktanta unutar podrudja z? > 2%+ y* omeden
plohom 2?2 + 9% + 2?2 = 1. Skicirajte podrucje Q i izrac¢unajte integral funkcije
f(z,y,2) = xz po podrudju 2.

4. (15 bodova) Pokazite da je vektorsko polje

a(x,y,z) = (ye + cosy, x(e® — siny), zye® + —>
z

potencijalno i odredite njegov potencijal .

/é’d?
r

pri ¢emu je r krivulja dobivena kao presjek ploha y? tzz =liz?+y*+22=5u
prvom oktantu i @ polje zadano s d(z,y, z) = vy + 2°k.

5. (a) (10 bodova) Izracunajte

(b) (15 bodova) Izracunajte tok ® vektorskog polja
a(z,y,2) = zy’e’i + axlye*j — ek

kroz zatvorenu plohu omedenu paraboloidima 22 +y? = 1+ zi22+9y?> =1 — 2.
Skicirajte plohu.

Prvi dio ¢ine prva tri zadatka. Drugi dio ¢ine 4. i 5. zadatak.
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Zadatak 1 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe
(a) (7 bodova) zy' + (x — 1)y = ™" uz uvjet y(1) = 0;
(b) (8 bodova) ¥ + 3y’ — 10y = e**.

Rjesenje.  (a) Podijelimo li danu jednadzbu sa x (uz x # 0) dobivamo

Rjesenje takvih jednadzbi dano je formulom
y(z) = ¢ J/@dr. [/eff(x)dxg(x) dx + C’] , CeR.

Najprije racunamo

/f(a:)dx:/(l—i> dr =x —Inx.

Sada imamo

pa slijedi da je
—1
o) = e |2 ]
T
—1
=e "z <— + C’)
x
= (Czx—1)e™".

Kona¢no, uvrstavanjem (1) = 0 dobivamo 0 = (C'— 1) - 1, odnosno C' = 1, pa
je konacno rjesenje

y(z) = (x — e
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(b) Najprije rjeSsavamo homogenu jednadzbu
y" + 3y — 10y = 0.

Njena karakteristicna jednadzba je A\* + 3\ — 10 = 0 ¢je su nultocke \; = 2 i
Ay = —b. Slijedi rjeSenje homogene jednadzbe

Y = Clezm + 026_596, Ch,Cy € R.

Funkcija smetnje nehomogene jednadzbe je f(x) = €@ = ¢2*. Buduéi da je
a = A\ = 2 partikularno rjesenje trazimo u obliku yp = Cze?*. Deriviranjem

dobivamo
yp = Ce** +20ze* = (C + 207)e*

yh = 20e* 4 20e* 4 4Cze* = (4C + 4Cx)e*
¢ijim uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu slijedi
(4C 4 4Cx)e* + 3(C + 20z)e** — 10CTe* = €%/ : *
4C+4Cx +3C +6Cz — 10Czr =1
7C = 1.

Dakle je C' = % pa je partikularno rjesenje

1
yp = ?566256.

Konacno rjeSenje je zbroj homogenog i partikularnog, y = yg + v, pa je

1
y(z) = Cre** + Coe ™ + ?3362:”, C1,Cy € R,
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Zadatak 2 (15 bodova) Odredite lokalne ekstreme funkcije
flay) = (" +y") e

Rjesenje.  Parcijalne derivacije funkcije su

of _ of _
:%:2376 Y, fy:—:(Qy—x2—y2)e Y.

Ja o

Slijedi da su stacionarne tocke rjeSenja sustava

20e7Y =0
(2y —z% - yQ) e ¥ =0.

Iz prve jednadizbe slijedi x = 0 a iz druge slijedi 2y — 2% —y? = 0 pa uvrstavanjem
dobivamo kvadratnu jednadzbu 2y — y?> = 0 ¢je su nultocke y; = 01 yp = 2.
Slijedi da su stacionarne tocke Ty = (0,0) i Ty = (0, 2).

Druge parcijalne derivacije funkcije f su

foo =2 foy=-2weY, f,=(02—-4y+ x° + y2) e’
pa je Hessian u tocki (x,y) jednak

H(x,y) = fxxfyy - (fmy)2
= (4—8y+22° +2y°) e ¥ — daPe ¥
= (4—8y — 22 +2y°) e .

Za tocku T} = (0,0) imamo
Fu(0,0)=2>0 i H(0,0)=2>0
iz ¢ega zakljutujemo da je (0,0) lokalni minimum. Za tocku 75 = (0,2) pak

1maimo

fex(0,2) =272 >0 1 H(0,2) = —4e™" <0

Sto znadi da je (0,2) sedlasta tocka.

Funkcija f ima lokalni minimum u tocki (0, 0) i sedlo u tocki (0, 2).
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Zadatak 3

(a) (10 bodova) Skicirajte prirodnu domenu funkecije

y—x

NG

f(z,y) =In(1 — 2% —y*) +

1 odredite joj povrsinu.

(b) (20 bodova) Neka je Q podskup prvog oktanta unutar podrucja 2% > x?+ 1
omeden plohom z2+y%+4 22 = 1. Skicirajte podruéje i izracunajte integral
funkcije f(z,y,z) = xz po podrucju €.

Rjesenje.  (a) Uvjeti na varijable su
1—22—y*>0, y—2>0 i zy>0.

Prva jednadzba je 22 + y? < 1 §to je jednadzba kruga sa sredistem u ishodistu
polumjera 1. Druga jednadzba je y > x §to je poluravnina iznad simetrale prvog i
treceg kvadranta. Konacno, zy > 0 je unija prvog i treceg kvadranta, jer su ili oba
x,y pozitivni ili oba negativni. Presjekom rjesenja tih triju jednadzbi dobivamo

R

—
)
-———r e =

us

Bududi da je rijec o dvije osmine kruga polumjera r = 1, povrina je P = 7.
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(b) Jednadzba 2? = x? + y? je dvostrani stoZac ¢ija je os rotacije z-os pa
nejednadzba 22 > 22 + y? predstavlja dva dijela prostora odredena stofcem koja
zajedno sadrze z-os. Presjecemo li to s prvim oktantom i kuglom 22 4+13%+2? < 1
(jer je © omedeno sferom) dobivamo skicu podrudja €2

Integral ima smisla rjeSavatii u cilindri¢nom i u sfernom koordinatnom sustavu
(sferni je nesto jednostavniji).

Prvi naéin (sferni sustav): Polumjer ide od 0 do polumjera sfere, odnosno
1. Jer smo u prvom oktantu imamo 0 < ¢ < 7 pa preostaje odrediti granice za 6.
Stozac 22 = 2% +vy? rotacijska je ploha doblvena rotacijom pravca y = x oko z-0si,
a taj pravac sa z-osi zatvara kut od 5. Ukupno, podrucje 2 parametrizirano je s

3

N

Slijedi da je integral jednak

]—///xzdxdydz

/// (rsin @ cos @) (r cos 0)(r* sin 0) df dr dip

:/ cosgodgp/ r dr/ sin’ @ cos 6 db.
0
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Za treci faktor koristimo supstituciju sin # = ¢ pa imamo

1 P
]:/ cosgodgp/ 7“4d7“/ 2 dt
0 0 0
1 V<

il ][]
= |Siny|; | =r =
’ ) 0 3 0

Drugi nacin (cilindri¢ni sustav): Projiciranjem podrudja ) na zy-ravninu
dobivamo cetvrtinu kruga. Kut ¢ krece se od 0 do § dok se polumjer r krece od
0 do maksimalne vrijednosti koju trebamo izracunati. Ta je vrijednost jednaka
polumjeru kruznice po kojoj se sfera i stozac sijeku. Podsjetimo se formula veza
izmedu pravokutnih i cilindri¢kih koordinata:

T=rcosp, y=rsing, z=2z z*+y°=1.

Koristeéi treéu navedenu formulu 22 + y?2 4+ 22 = 11 22 = 2% + y? pretvaramo u
r? + 22 = 11 22 = r2. Izjednacavanjem lako slijedi 2> = 1, odnosno r = \/75
Dakle, imamo 0 < r < \/75

Iz 2 + 22 = 1 slijedi da je jednadzba gornje polusfere jednaka z = /1 — r2
dok iz r? = 22 slijedi da je jednadzba gornje polovice stosca jednaka z = r pa
dobivamo r < z < v/1 — r2. Ukupno, podruéje 2 parametrizirano je sa

2
Oggpgg, 0<r \/7—, r<z<+1-r2

IN

Preostaje postaviti integral i racunati

]:///xzdxdydz

Q
e

:// / (rcose)-z-rdzdrg
0 0 r
z 2 Vi—r?

:/ cosgodgp/ 7"2/ zdz| dr
0 0 r

V2

L2 VTR
= [sin ¢]] / 7 {522] dr
0 r
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Zadatak 4 (15 bodova) Pokazite da je vektorsko polje

1
a(x,y,z) = (yez + cosy, z(e® —siny), rye” + —)
z

potencijalno i odredite njegov potencijal .

Rjesenje.  Za provjeru potencijalnosti polja ra¢unamo njegovu rotaciju

i 3 K
=~ 9 9 9
rot a = ox oy 0z

ye* +cosy x(e* —siny) xye* + %
= (ze® — xe®, —ye* +ye*, e —siny — e + siny)
— (0,0,0).

Kako je rot @ = 0 slijedi da je vektorsko polje @ potencijalno.
Sada trazimo funkciju ¢ takvu da vrijedi

0

% _ ye* + cosy,
ox

i (¢* — siny)
— = z(e®* —sin

By Y),
Oy L1

g—xye + -

Integriramo (1) po x:

o(r,y,z) = / (ye* + cosy) dx = xye® + xcosy + C(y, 2).

Dobivenu jednadzbu deriviramo po y i usporedujemo s (2):

Z—Z:xez—ajsiny—l—%—j — %—520 — C =0C(z2).

Kona¢no, deriviramo po z i usporedujemo s (3):

d d 1
dz dz z

0z
Slijedi da je potencijal ¢ od @ jednak

o(r,y,z) =xye* + xcosy+Inz+C, C €R.
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Zadatak 5
(a) (10 bodova) Izracunajte

/c‘idf’
r

pri ¢emu je r krivulja dobivena kao presjek ploha y?+4 22 = 11 22 +y? 422 =5
u prvom oktantu i @ polje zadano s @(x,y, z) = zyj + 2°k.

(b) (15 bodova) Izracunajte tok ® vektorskog polja
a(z,y, 2) = xy’e’i + x’ye’] — e’k

kroz zatvorenu plohu omedenu paraboloidima z24+y? = 1421 2%+ = 1—=z.
Skicirajte plohu.

Rjesenje.  (a) Ploha y? + 22 = 1 je cilindar polumjera 1 ¢ja je os rotacije z-os,
dok je 2% 4 y? + 22 = 5 sfera oko ishodista polumjera v/5. Buduéi da je polumjer
cilindra manji od polumjera sfere imamo proboj cilindra kroz sferu i u presjeku
dobivamo dvije kruznice polumjera 1 (tj. jednakog polumjeru cilindra) sa sredi-
Stima u toc¢kama oblika (4, 0,0). Nama treba ono s pozitivnom z koordinatom
(jer smo u prvom oktantu). Oduzimanjem jednadzbi ploha dobivamo x? = 4 pa
je srediste u (2,0,0). Konacno, jer gledamo samo u prvom oktantu imamo samo
¢etvrtinu kruznice. Krivulja je parametrizirana sa

r(t) = (2,cost,sint), 0<t<

0
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Derivacija parametrizacije je r/(t) = (0, — sint, cost) pa je integral jednak

/(idF: / a(r(t)) - (1) dt
r 0
= /2 d(2,cost,sint) - (0, —sint, cost) dt
0

E]

= / (0,2cost,sin*t) - (0, —sint, cost) dt
0

3 3
:—/ 2costsintdt—|—/ sin’t cost dt

0 0
z 1
:—/ sin(2t) dt+/ s% ds
0 0
1 (2t)§—|—1 1 1+1
= | =cos —=———— 4=
2 , 3 2 23
=2
=

(b) Najprije skiciramo plohu

Volumen omeden zadanom plohom najjednostavnije je opisati u cilindriénim ko-
ordinatama. Jednadzba z? +y? = 1 — z prelazi u r> = 1 — 2z, odnosno z = 1 — 2.
Sli¢no, jednadzba drugog paraboloida postaje z = 72> — 1. Izjednacavanjem dobi-
vamo polumjer kruzice po kojoj se paraboloidi sijeku: r = 1. Slijedi je zatvoreni
volumen opisan sa

0<p<2m, 0<r<1, r*—-1<z<-—r’+1.
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Rac¢unamo divergenciju polja a:

O(zy?e®)  O(a’ye”)  O(—e?)
Ox T oy * 0z
= y%e” + a%e® —€°

=(F-ye

diva =

Sada rac¢unamo tok ®

:/[adﬁz///divadxdydz
5 Q

2t 1l pl—r?
:/ / / (7’2—1)ez-rdzdrdgp

0 0 Jr2-1

2 1 1—7”2
:/ dSO/T(Tz—l) / e*dz| dr

0 0 r2—1

1 2

_ 2 1-r2 2.1 o rf=1=t r=0—=1t=-1
_QW/OT(T 1)[6 ¢ }dr_[%dr:dt 7’:1—>t:()]

0 —t _ ot
B 4 oo, |u=t dv=(e"—¢e)dt
_w/t[e e]dt_{du:dt byt ot

~1
0
=7 [—te’t — tet}(il + 7r/ e '+ el dt
~1
= —me—me +T [—e*t + et](il
—27

:—7re—7re_1+7r[—1+1+e—6_1] =
e
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