
MATEMATIKA 2, 27. 8. 2025.

Ime i prezime:

1. 2. 3. 4. 5. 1. dio 2. dio
∑

1. Rije²ite sljede¢e diferencijalne jednadºbe

(a) (7 bodova) xy′ + (x− 1)y = e−x uz uvjet y(1) = 0,

(b) (8 bodova) y′′ + 3y′ − 10y = e2x.

2. (15 bodova) Odredite lokalne ekstreme funkcije

f(x, y) =
(
x2 + y2

)
e−y.

3. (a) (10 bodova) Skicirajte prirodnu domenu funkcije

f(x, y) = ln(1− x2 − y2) +

√
y − x
√
xy

i odredite joj povr²inu.

(b) (20 bodova) Neka je Ω podskup prvog oktanta unutar podru£ja z2 ≥ x2+y2 ome�en
plohom x2 + y2 + z2 = 1. Skicirajte podru£je Ω i izra£unajte integral funkcije
f(x, y, z) = xz po podru£ju Ω.

4. (15 bodova) Pokaºite da je vektorsko polje

a⃗(x, y, z) =

(
yez + cos y, x(ez − sin y), xyez +

1

z

)
potencijalno i odredite njegov potencijal φ.

5. (a) (10 bodova) Izra£unajte ∫
Γ⃗

a⃗ dr⃗

pri £emu je Γ⃗ krivulja dobivena kao presjek ploha y2 + z2 = 1 i x2 + y2 + z2 = 5 u
prvom oktantu i a⃗ polje zadano s a⃗(x, y, z) = xyj⃗ + z2k⃗.

(b) (15 bodova) Izra£unajte tok Φ vektorskog polja

a⃗(x, y, z) = xy2ez⃗i+ x2yez j⃗ − ezk⃗

kroz zatvorenu plohu ome�enu paraboloidima x2 + y2 = 1 + z i x2 + y2 = 1 − z.
Skicirajte plohu.

Prvi dio £ine prva tri zadatka. Drugi dio £ine 4. i 5. zadatak.
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Zadatak 1 Rije²ite sljede¢e diferencijalne jednadºbe

(a) (7 bodova) xy′ + (x− 1)y = e−x uz uvjet y(1) = 0;

(b) (8 bodova) y′′ + 3y′ − 10y = e2x.

Rje²enje. (a) Podijelimo li danu jednadºbu sa x (uz x ̸= 0) dobivamo

y′ +
x− 1

x
y =

1

xex

²to je linearna jednadºba prvog reda y′ + f(x)y = g(x) uz

f(x) = 1− 1

x
, g(x) =

1

xex
.

Rje²enje takvih jednadºbi dano je formulom

y(x) = e−
∫
f(x) dx ·

[∫
e
∫
f(x) dxg(x) dx+ C

]
, C ∈ R.

Najprije ra£unamo∫
f(x) dx =

∫ (
1− 1

x

)
dx = x− lnx.

Sada imamo∫
ef(x)g(x) dx =

∫
ex−lnx 1

xex
dx =

∫
ex · 1

elnx
· 1

xex
dx

=

∫
ex · 1

x
· 1

xex
dx =

∫
1

x2
dx

=
−1

x

pa slijedi da je

y(x) = e−x+lnx

[
−1

x
+ C

]
= e−xx

(
−1

x
+ C

)
= (Cx− 1)e−x.

Kona£no, uvr²tavanjem y(1) = 0 dobivamo 0 = (C − 1) · 1, odnosno C = 1, pa
je kona£no rje²enje

y(x) = (x− 1)e−x.
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(b) Najprije rje²avamo homogenu jednadºbu

y′′ + 3y′ − 10y = 0.

Njena karakteristi£na jednadºba je λ2 + 3λ − 10 = 0 £ije su nulto£ke λ1 = 2 i
λ2 = −5. Slijedi rje²enje homogene jednadºbe

yH = C1e
2x + C2e

−5x, C1, C2 ∈ R.

Funkcija smetnje nehomogene jednadºbe je f(x) = eax = e2x. Budu¢i da je
a = λ1 = 2 partikularno rje²enje traºimo u obliku yP = Cxe2x. Deriviranjem
dobivamo

y′P = Ce2x + 2Cxe2x = (C + 2Cx)e2x

y′′P = 2Ce2x + 2Ce2x + 4Cxe2x = (4C + 4Cx)e2x

£ijim uvr²tavanjem u po£etnu jednadºbu slijedi

(4C + 4Cx)e2x + 3(C + 2Cx)e2x − 10Cxe2x = e2x/ : e2x

4C + 4Cx+ 3C + 6Cx− 10Cx = 1

7C = 1.

Dakle je C = 1
7 pa je partikularno rje²enje

yP =
1

7
xe2x.

Kona£no rje²enje je zbroj homogenog i partikularnog, y = yH + yp, pa je

y(x) = C1e
2x + C2e

−5x +
1

7
xe2x, C1, C2 ∈ R.

♣
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Zadatak 2 (15 bodova) Odredite lokalne ekstreme funkcije

f(x, y) =
(
x2 + y2

)
e−y.

Rje²enje. Parcijalne derivacije funkcije su

fx =
∂f

∂x
= 2xe−y, fy =

∂f

∂y
=

(
2y − x2 − y2

)
e−y.

Slijedi da su stacionarne to£ke rje²enja sustava{
2xe−y = 0(
2y − x2 − y2

)
e−y = 0.

Iz prve jednadºbe slijedi x = 0 a iz druge slijedi 2y−x2−y2 = 0 pa uvr²tavanjem
dobivamo kvadratnu jednadºbu 2y − y2 = 0 £ije su nulto£ke y1 = 0 i y2 = 2.
Slijedi da su stacionarne to£ke T1 = (0, 0) i T2 = (0, 2).

Druge parcijalne derivacije funkcije f su

fxx = 2e−y, fxy = −2xe−y, fyy =
(
2− 4y + x2 + y2

)
e−y

pa je Hessian u to£ki (x, y) jednak

H(x, y) = fxxfyy − (fxy)
2

=
(
4− 8y + 2x2 + 2y2

)
e−2y − 4x2e−2y

=
(
4− 8y − 2x2 + 2y2

)
e−2y.

Za to£ku T1 = (0, 0) imamo

fxx(0, 0) = 2 > 0 i H(0, 0) = 2 > 0

iz £ega zaklju£ujemo da je (0, 0) lokalni minimum. Za to£ku T2 = (0, 2) pak
imamo

fxx(0, 2) = 2e−2 > 0 i H(0, 2) = −4e−4 < 0

²to zna£i da je (0, 2) sedlasta to£ka.

Funkcija f ima lokalni minimum u to£ki (0, 0) i sedlo u to£ki (0, 2).

♣
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Zadatak 3

(a) (10 bodova) Skicirajte prirodnu domenu funkcije

f(x, y) = ln(1− x2 − y2) +

√
y − x
√
xy

i odredite joj povr²inu.

(b) (20 bodova) Neka je Ω podskup prvog oktanta unutar podru£ja z2 ≥ x2+y2

ome�en plohom x2+y2+z2 = 1. Skicirajte podru£je Ω i izra£unajte integral
funkcije f(x, y, z) = xz po podru£ju Ω.

Rje²enje. (a) Uvjeti na varijable su

1− x2 − y2 > 0, y − x ≥ 0 i xy > 0.

Prva jednadºba je x2 + y2 < 1 ²to je jednadºba kruga sa sredi²tem u ishodi²tu
polumjera 1. Druga jednadºba je y > x ²to je poluravnina iznad simetrale prvog i
tre¢eg kvadranta. Kona£no, xy > 0 je unija prvog i tre¢eg kvadranta, jer su ili oba
x, y pozitivni ili oba negativni. Presjekom rje²enja tih triju jednadºbi dobivamo

Budu¢i da je rije£ o dvije osmine kruga polumjera r = 1, povr²ina je P = π
4 .
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(b) Jednadºba z2 = x2 + y2 je dvostrani stoºac £ija je os rotacije z-os pa
nejednadºba z2 ≥ x2 + y2 predstavlja dva dijela prostora odre�ena sto²cem koja
zajedno sadrºe z-os. Presje£emo li to s prvim oktantom i kuglom x2+y2+z2 ≤ 1
(jer je Ω ome�eno sferom) dobivamo skicu podru£ja Ω:

Integral ima smisla rje²avati i u cilindri£nom i u sfernom koordinatnom sustavu
(sferni je ne²to jednostavniji).

Prvi na£in (sferni sustav): Polumjer ide od 0 do polumjera sfere, odnosno
1. Jer smo u prvom oktantu imamo 0 ≤ φ ≤ π

2 pa preostaje odrediti granice za θ.
Stoºac z2 = x2+y2 rotacijska je ploha dobivena rotacijom pravca y = x oko z-osi,
a taj pravac sa z-osi zatvara kut od π

4 . Ukupno, podru£je Ω parametrizirano je s

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π

2
, 0 ≤ θ ≤ π

4
.

Slijedi da je integral jednak

I =

∫∫∫
Ω

xz dx dy dz

=

∫ π
2

0

∫ 1

0

∫ π
4

0

(r sin θ cosφ)(r cos θ)(r2 sin θ) dθ dr dφ

=

∫ π
2

0

cosφ dφ

∫ 1

0

r4 dr

∫ π
4

0

sin2 θ cos θ dθ.
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Za tre¢i faktor koristimo supstituciju sin θ = t pa imamo

I =

∫ π
2

0

cosφ dφ

∫ 1

0

r4 dr

∫ √
2
2

0

t2 dt

= [sinφ]
π
2
0

[
1

5
r5
]1
0

[
1

3
t3
]√

2
2

0

= 1 · 1
5
· 1
3
·
√
2

4
=

√
2

60
.

Drugi na£in (cilindri£ni sustav): Projiciranjem podru£ja Ω na xy-ravninu
dobivamo £etvrtinu kruga. Kut φ kre¢e se od 0 do π

2 dok se polumjer r kre¢e od
0 do maksimalne vrijednosti koju trebamo izra£unati. Ta je vrijednost jednaka
polumjeru kruºnice po kojoj se sfera i stoºac sijeku. Podsjetimo se formula veza
izme�u pravokutnih i cilindri£kih koordinata:

x = r cosφ, y = r sinφ, z = z, x2 + y2 = 1.

Koriste¢i tre¢u navedenu formulu x2 + y2 + z2 = 1 i z2 = x2 + y2 pretvaramo u

r2 + z2 = 1 i z2 = r2. Izjedna£avanjem lako slijedi 2r2 = 1, odnosno r =
√
2
2 .

Dakle, imamo 0 ≤ r ≤
√
2
2 .

Iz r2 + z2 = 1 slijedi da je jednadºba gornje polusfere jednaka z =
√
1− r2

dok iz r2 = z2 slijedi da je jednadºba gornje polovice sto²ca jednaka z = r pa
dobivamo r ≤ z ≤

√
1− r2. Ukupno, podru£je Ω parametrizirano je sa

0 ≤ φ ≤ π

4
, 0 ≤ r ≤

√
2

2
, r ≤ z ≤

√
1− r2.

Preostaje postaviti integral i ra£unati

I =

∫∫∫
Ω

xz dx dy dz

=

∫ π
2

0

∫ √
2
2

0

∫ √
1−r2

r

(r cosφ) · z · r dz dr φ

=

∫ π
2

0

cosφ dφ

∫ √
2
2

0

r2

[∫ √
1−r2

r

z dz

]
dr

= [sinφ]
π
2
0

∫ √
2
2

0

r2
[
1

2
z2
]√1−r2

r

dr

= 1 · 1
2

∫ √
2
2

0

r2
(
1− 2r2

)
dr =

1

2

[
1

3
r3 − 2

5
r5
]√

2
2

0

=
1

2

[
1

3
·
√
2

4
− 2

5
·
√
2

8

]
=

√
2

60
.

♣
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Zadatak 4 (15 bodova) Pokaºite da je vektorsko polje

a⃗(x, y, z) =

(
yez + cos y, x(ez − sin y), xyez +

1

z

)
potencijalno i odredite njegov potencijal φ.

Rje²enje. Za provjeru potencijalnosti polja ra£unamo njegovu rotaciju

rot a⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

yez + cos y x(ez − sin y) xyez + 1
z

∣∣∣∣∣∣
= (xez − xez,−yez + yez, ez − sin y − ez + sin y)

= (0, 0, 0).

Kako je rot a⃗ = 0 slijedi da je vektorsko polje a⃗ potencijalno.
Sada traºimo funkciju φ takvu da vrijedi

∂φ

∂x
= yez + cos y, (1)

∂φ

∂y
= x(ez − sin y), (2)

∂φ

∂z
= xyez +

1

z
. (3)

Integriramo (1) po x:

φ(x, y, z) =

∫
(yez + cos y) dx = xyez + x cos y + C(y, z).

Dobivenu jednadºbu deriviramo po y i uspore�ujemo s (2):

∂φ

∂y
= xez − x sin y +

∂C

∂y
=⇒ ∂C

∂y
= 0 =⇒ C = C(z).

Kona£no, deriviramo po z i uspore�ujemo s (3):

∂φ

∂z
= xyez +

dC

dz
=⇒ dC

dz
=

1

z
=⇒ C(z) = ln z + C.

Slijedi da je potencijal φ od a⃗ jednak

φ(x, y, z) = xyez + x cos y + ln z + C, C ∈ R.
♣
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Zadatak 5

(a) (10 bodova) Izra£unajte ∫
Γ⃗

a⃗ dr⃗

pri £emu je Γ⃗ krivulja dobivena kao presjek ploha y2+z2 = 1 i x2+y2+z2 = 5
u prvom oktantu i a⃗ polje zadano s a⃗(x, y, z) = xyj⃗ + z2k⃗.

(b) (15 bodova) Izra£unajte tok Φ vektorskog polja

a⃗(x, y, z) = xy2ez⃗i+ x2yez j⃗ − ezk⃗

kroz zatvorenu plohu ome�enu paraboloidima x2+y2 = 1+z i x2+y2 = 1−z.
Skicirajte plohu.

Rje²enje. (a) Ploha y2 + z2 = 1 je cilindar polumjera 1 £ija je os rotacije x-os,
dok je x2 + y2 + z2 = 5 sfera oko ishodi²ta polumjera

√
5. Budu¢i da je polumjer

cilindra manji od polumjera sfere imamo proboj cilindra kroz sferu i u presjeku
dobivamo dvije kruºnice polumjera 1 (tj. jednakog polumjeru cilindra) sa sredi-
²tima u to£kama oblika (±x0, 0, 0). Nama treba ono s pozitivnom x koordinatom
(jer smo u prvom oktantu). Oduzimanjem jednadºbi ploha dobivamo x2 = 4 pa
je sredi²te u (2, 0, 0). Kona£no, jer gledamo samo u prvom oktantu imamo samo
£etvrtinu kruºnice. Krivulja je parametrizirana sa

r(t) = (2, cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ π

2
.
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Derivacija parametrizacije je r′(t) = (0,− sin t, cos t) pa je integral jednak∫
Γ⃗

a⃗ dr⃗ =

∫ π
2

0

a⃗(r(t)) · r′(t) dt

=

∫ π
2

0

a⃗(2, cos t, sin t) · (0,− sin t, cos t) dt

=

∫ π
2

0

(0, 2 cos t, sin2 t) · (0,− sin t, cos t) dt

= −
∫ π

2

0

2 cos t sin t dt+

∫ π
2

0

sin2 t cos t dt

= −
∫ π

2

0

sin(2t) dt+

∫ 1

0

s2 ds

=

[
1

2
cos(2t)

]π
2

0

+
1

3
= −1

2
− 1

2
+

1

3

=
−2

3
.

(b) Najprije skiciramo plohu

Volumen ome�en zadanom plohom najjednostavnije je opisati u cilindri£nim ko-
ordinatama. Jednadºba x2+ y2 = 1− z prelazi u r2 = 1− z, odnosno z = 1− r2.
Sli£no, jednadºba drugog paraboloida postaje z = r2 − 1. Izjedna£avanjem dobi-
vamo polumjer kruºice po kojoj se paraboloidi sijeku: r = 1. Slijedi je zatvoreni
volumen opisan sa

0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1, r2 − 1 ≤ z ≤ −r2 + 1.
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Ra£unamo divergenciju polja a⃗:

diva⃗ =
∂
(
xy2ez

)
∂x

+
∂
(
x2yez

)
∂y

+
∂(−ez)

∂z

= y2ez + x2ez − ez

=
(
r2 − 1

)
ez.

Sada ra£unamo tok Φ

Φ =

∫∫
Σ⃗

a⃗ dS⃗ =

∫∫∫
Ω

diva⃗ dx dy dz

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1−r2

r2−1

(
r2 − 1

)
ez · r dz dr dφ

=

∫ 2π

0

dφ

∫ 1

0

r
(
r2 − 1

) [∫ 1−r2

r2−1

ez dz

]
dr

= 2π

∫ 1

0

r
(
r2 − 1

) [
e1−r2 − er

2−1
]
dr =

[
r2 − 1 = t r = 0 → t = −1
2r dr = dt r = 1 → t = 0

]
= π

∫ 0

−1

t
[
e−t − et

]
dt =

[
u = t dv = (e−t − et) dt

du = dt v = −e−t − et

]
= π

[
−te−t − tet

]0
−1

+ π

∫ 0

−1

e−t + et dt

= −πe− πe−1 + π
[
−e−t + et

]0
−1

= −πe− πe−1 + π
[
−1 + 1 + e− e−1

]
=

−2π

e
.

♣
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