Poglavlje 4

Skalarna i vektorska polja

4.1 Osnovni pojmovi

Neka je Q podruéje u R?. Funkciju f: Q — R zovemo skalarnim poljem, npr.
fle,y, 2) = xy+ 2
Neka je 2 podruéje u R®. Funkciju f: Q — Xo(E) zovemo vektorskim poljem.

Dakle, @ = axz+ayj+azg, gdje su a,, ay,a,: @ — R. Npr. d(z,y, z) = a:yzztl—
(x — y)}—i— k. Ovdje je a,(z,y,2) = zyz, ay(z,y,2) =z —y, a,(z,y,2) = 1.
Gradijent skalarnog polja f je vektorsko polje grad f: 2 — Xy(E) definirano
formulom of o/ - f
df= —*+ )+ ==
grad f = =1 3y J 82
Primjer. Funkciji f(x,y, z) = xy + 2z odredimo grad f.

of _ 3f of
- =1l=gradf = k
ar Vo, "0 grad f = yi +aj +
Divergencija vektorskog polja d = axf+ayf+azg je skalarno polje div a: 2 —
R definirano formulom

da, Oa, Oa,

diva = o + By + P

Primjer. Funkciji @ = 2%yi + 2j + 23k odredimo div a.

Oay oy, % ~0, Oda,

o By 5 322 = div @ = 2zy + 32°
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Zadatak 4.1. Zadano je skalarno polje u(z,y,z) = 2% + 4* + 23 — 3wyz i
tocka T'(2,1,1).

e Izracunajte (grad u)|r
e Nadite skup tocaka u prostoru u kojima je grad u okomit na os z.
Rjesenge:

ou- Ou- Ou-
e gradu = %Z + 8_y J+ %k Racunamo parcijalne derivacije:

0 0
a—u = 32% — 3yz, a—u = 3y® — 32z,
z Y

0
gu _ 322 — 3y, pa je
0z

gradu = (32 — 3y2)i + (3y> — 3x2)j + (32> — 3ay)k, te je

(gradu)|reiny = (3-22—=3-1-1)i+(3-12=3-2- 1)+ (3-12=3-2- 1)k
= 9i—3j—3k

e gradu L k= grad u - k=0 Uvrstavanjem k= (0,0,1) dobivamo
redom

(32% —3yz) -0+ (3y* —3x2) - 0+ (32 —=3zy) -1 =0

&322 -3y =0
s 2=y
pa je rjesenje skup {(z,y,2) € R3: 22 = ay}.

[]

Zadatak 4.2. Izracunajte div @ u tocki A(1,1,1), ako je d = 2x2yf+ewyj—l%'.

Rjesenje: div a =

da, O Oa, -
aax + ac;y‘i‘ ;z = 4$y+ex+0 = div CL|A(17171) =4+e. [

Zadatak 4.3. Nadite div (grad (z% + y* + 2?)).
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Rjesenge: grad (z? + y* + 22) = 21 + 2yf+ 22/2,
div (227 4 2yj + 22k) =2+ 2+2 = 6. O

Derivacija skalarnog polja f u smjeru (jedini¢nog) vektora @ u tocki Py:

of of of af
ao = df-u = | 7 Ux a = Uz
(871) . (grad f - @)|p, ((%u + ayuy + 55 Y
Zadatak 4.4. Zadano je skalarno polje p(z,y,2) = 322 — 4yz. vektor 5§ =
25—3}4—1{ i tocka T'(3,—2,1). Nadite usmjerenu derivaciju skalarnog polja ¢
u smjeru § u tocki 7.

Py

Rjesenje: § nije jedini¢ni vektor, pa ga prvo normiramo:
L F 2i-3j+k

1
S = — = =
E 41+9+1 V14

(20—3j+k),
a dalje racunamo

ago - - o 1 - e N/oT o7, 1
<8_§> ‘T = (grad ¢ - 5¢) ‘T = (m(6x2—423—4yk)(22—3j+k)> ’T

1
—  (12:3412-1-4-(~2)) =
T@3,-21 V14

— 565 = 4V/14.

(1224122 —4y)

W

Rotacija vektorskog polja @ je vektorsko polje rot a: Q@ — Xo(FE) definirano

formulom
iJ ok 0 0 0 0 0 0
tg—|2 o o|_ (9% Y4 Qo Oz \z  (C4y Yz p
TOVE= o oy <8y 0z ' 9 oz )’ - oxr Oy
ay a, a,

Primjer. @ = zyi + zsin ok, tj. ay = zy,a, = 0,a, = zsin(z)

P k J(zsinz) 00 0(z i
i—|0 2 o | _ ~d0Y~ y) O(zsinz))-
=rota = |4 dy 9z - ( By ag)z—l—( 0% o j+
xy 0 zsin(z)
90 dry\ ¢
Jr Oy
= rot @ = 0i—z cos(x)j—zk = —z cos(x)j—zk.
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Zadatak 4.5. Odredite kut izmedu rotacije vektorskog polja @ = (2% + y?)i+
(% + 22)] + (22 + 22)k u tockama A(—1,2,3) i B(19,—4,9).

Rjesenge:
i i k
rota=| 2 > 2 1 =(0-22)i+ (0—2z)j+ (0 —2y)k =
932+y2 y2+22 22—|—l’2

rot a|A(—1,2,3) = —6?—1—2}—4]; =dad
rot @|p(19,~4,9) = —18Z+38§+8]§ = b:
@b 108 —76 — 32

s
= COs p = —— = - =0=¢p=—
|ai] - |by nesto # 0 2

]

Vektorsko polje @ je potencijalno ako postoji skalarno polje ¢ takvo da je
a = grad ¢. ¢ je potencijal od @, a budué¢i da mora mora vrijediti % = a,,

&Py _ a@z
oy — Yy oz

T y z
gp(x,y,z):/ ax(t,y,z)dt—l—/ ay(:vo,t,z)dt—i-/ a.(xo, yo, t)dt + C,

zo Yo 20

= a,, moze se racunati kao

gdje je (o, Yo, z0) bilo koja tocka u domeni funkcije.

Karakterizacija potencijalnog polja: vektorsko polje @ je potencijalno <
rota = 0.
Vektorsko polje a je solenoidalno ako postoji vektorsko polje b takvo da je
a = rot b.
Karakterizacija solenoidalnog polja: vektorsko polje @ je solenoidalno <
div a = 0.

Zadatak 4.6. Dano je vektorsko polje A = (y+ 2)i + (z + 2)j + (x + y)k.
Pokazite da je polje potencijalno i nadite njegov potencijal ¢(x,y, 2).

Rjesenje:
i j k )
rotA=| 2 o 2 1l=(1-1)i+(1-1)j+1-1)k=0

Yy+z r+z r+vy
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= /Tje potencijalno polje.
T y z
o(x,y,2) = / a,(t,y, z)dt +/ ay(zo,t, z)dt +/ a,(xo, Yo, t)dt
20

zo Yo

s [ons e [ s w

Yo

=(y+2)(x —x0) + (xo + 2)(y — yo) + (o + v0)(z — 20)
= XY+ Tz — ToY — ToZ + ToY — ToYo + Yz — YoZ + Loz — ToZ0 + Yoz — Yoo =
=Y+ T2+ Yz — ToYo — To20 — Yo<0
=zy+zz+yz+C

o

Provjera:
- Op- Op- 0Op- - - -
A—gradcp—a—ii+a—jj+a—jk—(y+z)i+(:v+z)j+(ac+y)k.
O

Zadatak 4.7. Odredite konstante a, b, ¢ tako da polje
A= (z+2y+az)i+ (bx — 3y — 2)] + (42 + cy + 22)k

bude potencijalno i odredite njegov potencijal.

O T

Rjesenje:

Q =
V.

OIYO‘EE: 9z B 92
T y z
r+2y+az bxr—3y—z 4dr+cy+ 2z

=(c+1)i+(a—4)j+ (b-2)k
=c=—-1l,a=4,b=2
$+2y+4z;+ 20 — 3y — z]‘+ 4x—y+2zl¥, a potencijal mu

Dakle, A =
mozemo izracunati po formuli, uzimajuéi pritom (zo, o, z0) = (0,0,0) :

x Yy z
/(t+2y—|—4z)dt+/ (—3t—z)dt+/ 2tdt
0 0 0

SO(Z',y,Z)—
2 32
x—+x(2y+4z)—%—zy+22+0

32
J + 2% 4 22y + 4wz — Y2

SCQ
:>90($7y>z)25_ 9
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Zadatak 4.8. Ispitajte je li polje v = yﬂ— zj—l— zk solenoidalno.

Rjesenje: div v = %L; + %L; + %i; =0+ 0+ 0 = 0, pa zakljucujemo da je

polje solenoidalno. O

Zadatak 4.9. Dano je vektorsko polje a = 2xyf+ xzf. Pokazite da je polje
potencijalno i odredite njegov potencijal.

0, tj. 2% — %=

Rjesenje: Treba provijeriti je li rotd = 7 = B

& Flo =

@@ o

O Plo =
I

Rac¢unamo a, = 2zxy = %L; =2x, ay = 2% = 88%’ = 2x, pajerota = 6, te je
a potencijalno polje.

ou

Trazimo potencijal, tj. funkciju u(z,y) takvu da je gradu = d@. Iz — =

or
Qxy//dx dobivamo u(z,y) = 2y +¢(y), gdje je ¢ bilo koja funkcija koja

u
ovisi samo o y.Deriviranjem parcijalno po y dobivamo — = 2 + ¢'(y) =

dy
2' = ¢ (y) = 0= p(y) = C = ulz,y) =2’y + C. O
Zadatak 4.10. Odredite funkciju f(x) tako da polje
- - 2xy - 3z -
A — _
(2,y,2) = f(z)i+ 1Jra:2f(flf)y L

bude solenoidalno uz uvjet f(1) = 3.

Rjesenje: div A =0 = f'(x) + 225 f(z) — =25 = 0, pa treba rijesiti diferen-

1+x2 1+x2
cijalnu jednadzbu
2z 3

1+x2y: 1+ 22

y +

Ona je oblika ' 4+ f(x)y = g(x), tj. to je linearna diferencijalna jednadzba
prvog reda, Cije rjeSenje mozemo dobiti pomocu formule

y = e~/ I@d U I @i oy de + C| .

[zrac¢unajmo prvo

/f(x)dx = / 1 —2|—xx2 dx = In(1 + 2%).
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Sad lako dobivamo da je

— —In(1422) | In(1+22) 3 d C
e [

1 3z +C
52 [/3 x+C] T2
Konstantu C' odredujemo iz dodatnog uvjeta 2 = f(1) = 3¢ = 3 =34+C =
C=0

3z

= f@) = o

]

Zadatak 4.11. Pokazite da je polje @ = 7 + (1+ zcos zy)j’—i— (y cos zy)/;
potencijalno i odredite njegov potencijal.

i j k
L - =(d a1+
Rjesenje: rotd = 8% 8% % = ( (yg;szy) -l Zazoszy)>
1 14 zcoszy ycoszy

—

= i(cos zy — zysin zy — cos zy + zysin zy) = 0

pa zakljucujemo da je polje potencijalno.

Trazimo potencijal u(z, vy, 2), tj. funkciju u takvu da je grad u = @, odnosno
g;‘ = a, g—;‘ = ay, g—z =a,. Iz g—z = a, integriranjem po dz dobivamo da je

0

:>6u_ M:1+zcoszy [ dy
dy Ay

= ¢(y,2) =y +sinzy + ¢1(2)
a

gdje je p1(2) bilo koja funkcija koja ovisi samo o z (a ne o = ni o y). Dakle,

(
w(@,y,z) =x +y+sinzy + ¢1(2).

Preostaje nam iskoristiti uvjet g—: = a,, stoga deriviramo zadnji dobiveni
izraz za u parcijalno po z i dobivamo g—z = ycoszy + ¢ (z) = ycoszy =

1 (2) =0 = p1(2) = C. Trazeni potencijal je dakle

u(z,y,z) =x+y+sinzy + C.
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Zadatak 4.12. Pokazite da je ploha F(x,y,z) = 0 ravnina ako i samo ako
je polje grad F' konstantno.

Zadatak 4.13. Pokazite da je polje v = axi + byj—l— czl;, a,b,c > 0 poten-
cijalno. Ako je F' potencijal tog polja, pokazite da je skup F(x,y,z) = 0
elipsoid ili jedna tocka.
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