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Poglavlje 1

Uvod

Predmet MATEMATIKA 3 predaje se na prvoj godini diplomskog studija gradevi-
narstva Gradevinskog fakulteta Sveudilista u Zagrebu. Predavanja su zapisana
u internoj skripti Gradevinskog fakulteta pod nazivom MATEMATIKA 3 autora
prof. dr. sci. Tomislava Dogli¢a i vie asistentice dr. sci. Dore Pokaz. Pored pre-
davanja, studenti moraju pohadati i auditorne vjeZbe iz spomenutog predmeta.
Na tim vjeZzbama rjeSavaju se zadatci vezani za pojedine cjeline opisane na preda-
vanjima, i to tako da se postupak rjeSavanja naznaci u osnovnim crtama i napise
konacno rjeSenje, dok se tehni¢ki dio posla, kao Sto je na primjer integriranje,
prepusta studentima da ga samostalno obave. Primijeceno je da nakon dvije
ili vise godina tijekom kojih nisu slusali matemati¢ke predmete, mnogi studenti
imaju poteskoce u savladavanju gradiva, tj. da nisu u stanju dovrsiti zadatke s
vjezbi. To je bio najvazniji motiv za pisanje Zbirke zadataka iz MATEMATIKE
3 koja sadrZi detaljna rjeSenja zadataka s auditornih vjezbi te sli¢ne zadatke za
samostalan rad.

Zbirka zadataka iz MATEMATIKE 3 je logi¢na dopuna internoj skripti iz
spomenutog predmeta i podijeljena je u dva poglavlja. Prvo poglavlje sadrzi
primjere analiti¢kih rjeSenja problema opisnih jednadzbama matematicke fizike
i odgovarajuée zadatke za vjeZbu. Nakon uvodne totke o razvoju funkcija u
Fourierove redove, slijede primjeri analiti¢kih rjeSenja rubnog problema ravnoteze
Zice, rubno-inicijalnog problema oscilacija Zice, rubno-inicijalnog problema provo-
denja topline kroz $tap, rubnog problema ravnoteze membrane i rubno-inicijalnog
problema oscilacija membrane. U drugom poglavlju zbirke nalaze se primjeri pri-
bliznih rjeSenja onih isth problema koji su rjeSavani analiti¢ki u njenom prvom
poglavlju. Spomenuta pribliZzna rjeSenja dobivena su pomocu razli¢itih numerickih
metoda. Drugo poglavlje podijeljeno je na tri dijela. U prvom potpoglavlju
navedeni su primjeri pribliznih rjeSenja koja su dobivena Eulerovom metodom
ili poboljganom Eulerovom (Heunovom) metodom ili metodama Runge-Kutta,
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2 POGLAVLJE 1. UVOD

problema opisanih obi¢nim diferencijalnim jednadZbama prvog reda. Drugo pot-
poglavlje sadrzi primjere pribliznih rjeSenja odredenih metodom konaénih razlika
ili metodom konacnih elemenata, problema opisanih obi¢nim diferencijalnim jed-
nadZbama drugog reda. U treCem potpoglavlju navedeni su primjeri pribliznih
rjeSenja koja su odredena numeri¢ckom metodom konaénih razlika, problema
opisanih parcijalnim diferencijalnim jednadZbama, i to za inicijalno-rubni problem
oscilacija Zice, inicijalno-rubni problem provodenja topline kroz Stap i rubni prob-
lem ravnoteZze membrane. Drugo poglavlje takoder sadrZi nekoliko zanimljivih
slika na kojima se vide sli¢nosti i razlike izmedu analiti¢kog i numeri¢kog rjeSenja
zadanog problema.

Na kraju moram posebno zahvaliti asistentu dr. sci. Nikoli Sandri¢u i
stru¢nom suradniku u mirovini Bosku Kojundzi¢u koji su svojim iskustvom bitno
utjecali na sadrzaj Zbirke zadataka iz MATEMATIKE 3. Takoder zahvaljujem
recenzentima zbirke prof. dr. sci. Aleksandri Cizmesiji, prof. dr. sci. Tomislavu
Dogli¢u i prof. dr. sci. Josipu Tambali na izuzetno korisnim primjedbama i
sugestijama.

U Zagrebu, rujan 2012.



Poglavlje 2

Jednadzbe matematicke fizike

2.1 Fourierovi redovi

Pretpostavimo da je f : R — R periodi¢ka funkcija s periodom 2L (f(x+2L) =
f(z), za svako & € R), neprekidna osim u kona&no mnogo totaka na R i u
svakoj tocki iz R ima lijevu i desnu derivaciju. Tada se funkcija f moZe razviti u
Fourierov red oblika

f(x) =ag+ nz:l (an cos %x + by, sin n%x),

za svaku tocku z u kojoj je funkcija f neprekidna. Fourierovi koeficijenti se
racunaju na sljedeci nacin:

1 (L
Go_ﬁ/_Lf(m)dx,

1 L
an:Z/Lf(x)cos%xdx i

1 b
bn:z/_Lf(x)sinn%xdx za neN.

Ukoliko je = totka prekida funkcije f, vrijedi

f(@=) + fla+) = nr o
5 :ao—l—z ancosf:t—kbnsmfx .

n=1



POGLAVLJE 2. JEDNADZBE MATEMATICKE FIZIKE

1. Odredite Fourierov red periodi¢kog prosirenja funkcije

—x, —nm<zr<0
f<x)_{ 0, O<az<m

na skup R.

RjeSenje: Periodi¢ko prosirenje f funkcije f prikazano je na Slici 2.1.

Slika 2.1: Periodicko prosirenje funkcije f

Ra¢unamo Fourierove koeficijente

1 (7 1 [° e
ag = — flz)dz = —— rdr =———| = —
2m ) . 2 ) . 2m 2 4
—T
1 [ 1 [
ap = —/ f(x) cosnaxdx = ——/ x cosnxdx
T J_, ™) n
0
u=2x du = dx 1 .
= 1. = ——xsinne
dv = cosnxzdr v = *sinnx nm
n —T
o cosnm—1 (=1)"—1
+ — sinnzdr = ———cosnz| = 5 = 5 ,
nw J_. n?m . n?m n?m
1 [ 1 /°
b, = —/ f(x)sinnxdx = ——/ x sinnxdx
T J_, (L
0
u=ux du = dz 1
= . 1 = —ICcosSne
dv =sinnzdxr v = —=cosnx nm
n —Tr
0
10 1 1. (—1)"
- — cosnrdx = — cosnm — ——sinnz = )
nw J_. n n?m . n




2.1. FOURIEROVI REDOVI )

Prema tome, za totke neprekidnosti = # (2k + 1),k € Z, perioditkog
prosirenja f funkcije f vrijedi

fla) =

N

(-1 -1 —1)"
+Z (%cosnm%—( n> sinna:).
n=1

Za totke prekida z = (2k + 1), k € Z, vrijedi jednakost

> —1
g = % + ; (m# cosn(2k + 1)m + cos;lmr sinn(2k + 1)7T>
T o= (1" =1 T 2
= —_— —1 L -
4+Z n2m (=1) 4+Z(2k—|—1)27r
n=1 k=0
T 2w 1
_Z+%;;@k+92

2. Odredite Fourierov red periodi¢kog proSirenja funkcije

2, —7m<zx<0
f(x)—{ -2, O0<x<n7m

na skup R.

RjeSenje: Periodicko prodirenje f funkcije f prikazano na Slici 2.2 je
neparna funkcija (f(—z) = —f(z),z € R), paje a, = 0,n = 0,1,---.
Naime, umnoZak neparne funkcije i parne funkcije kosinus je neparna
funkcija, a integral neparne funkcije na intervalu (—L, L) simetricnom

obzirom na nulu, u definiciji koeficijenata a,,, je uvijek nula. Raunamo
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—_—
1+
-3 —iﬂ' —fT T 2T 3

Slika 2.2: Periodicko prosirenje funkcije f

Fourierove koeficijente b,,:

1 0 1 0 ™

b, = —/ f(z)sinnzdx = —</ 2sinnxdr — / 2sin nxdx)
T J—n m -7 0
9 0

1 1 T
= —(——cosnx + —cosnzx )
T n . n 0
2( 1 1 1 1)
=—| ——+ —cosnm+ —cosnm — —
s n n n n

0, n paran

4
= —(cosnm —1) = 8
nm —-——, 7 neparan.

Prema tome, za x # nmw,n € Z, vrijedi formula

flz) = — kz_% ﬁ sin(2k + 1)z.

Ukoliko je © = nm,n € Z, vrijedi

kz:% m SIII(QA’I + 1)”71' = T =0.

3. Odredite Fourierov red periodi¢kog progirenja funkcije f(r) = 222, x €

[—%, 5] na skup R.

RjeSenje: Periodi¢ko prosirenje f funkcije f prikazano na Slici 2.3 je
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R

|
ol
ol

- -3 : "

Slika 2.3: Periodicko prosirenje funkcije f

parna funkcija (f(—ac) = f(a:),x € R), paje b, = 0,n € N. Naime,
umnozak parne funkcije i neparne funkcije sinus je neparna funkcija, a
integral neparne funkcije na intervalu (—L, L) simetritnom obzirom na
nulu, u definiciji koeficijenata b,,, je uvijek nula. Ra&unamo Fourierove
koeficijente a,,:

I 1 (2
ag = 7/ f(z)dz = —/ 22°dx
25 _z T J_z
2 2
4 [z 4 3|2 2
= —/ r2dx = 2T 2 ﬂ—,
T Jo ™3 6
1 (2 8 [2
an = & f(x)cos ﬁdx = —/ 2? cos 2nzdx
273 2 T Jo
2 du = 2xdx

S
I
8

dv = cos2nxdx v = % sin 2nx

822 28 (3221 .
= ——sin2nx| — — — sin 2nxdx
T 2n o TJo 2n
8 [z

= —— x sin 2nxdx
nrt J,
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B U=z du = dz
dv =sin2nxdx v = —% cos 2nx
s T
2 4 2
= —-TCos 2nx| — — cos 2nzdzx
n2mw o P /g
us
. 2 2 2
= — cosnT — ——sin2nw| = — cosnT = —(-1)".
n n3mw 0 n n

Budu¢i da je prosSirenje f funkcije f neprekidno, za svaki realan broj x

vrijedi
< 2 &K 2(-1)
flz) = % + ngl (n—Q) cos 2na.

4. Razvijte funkciju
r, 0<x<Z
)= { :

™ s
PR} <z S T
po sinusima i kosinusima.

RjeSenje: Razvijmo funkciju f u red po sinusima. Funkciju f najprije

S S

g
g
L

E]

-3 *% A2 *.%—W Alﬂ' - / 9;' %F /ﬁﬂ' 2
-3

Slika 2.4: Periodicko prosirenje funkcije f po neparnosti

treba periodicki prosiriti po neparnosti kao na Slici 2.4. Funkcija f se prosiri
na interval (—m,0) po neparnosti tako da se stavi f(z) = —f(—z),z €
(—,0). Zatim se tako progirena funkcija f progiri po periodi¢nosti na RR.
U opisanom slutaju treba izratunati samo koeficijente b, (objasnjenje se
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nalazi u rjeenju Zadatka 2):

2 (7 2 (2 2 (7
b, = —/ f(z)sinnzdx = —/ xsinnzdz + —/ T sinnadz
T Jo T Jo mJz 2

[ME]

B U=2z du = dz

dv =sinnzdr v = —% cos nx

™ n

2x 2 1 T
= ——cosnx| + — cosnxdr — — cosnx

nmw 0 nw Jo n x

s

1 nmw 2 2 1 1 nmw
:——COS——I—Tsmnx — —cosnm + —cos —

n 2 nm 0 n n 2

2 . nm 1 2 . onm 1 n
= ——sin—- — —cosnmw = Tsm———(—l) )

n4m 2 n n4m 2 n

Razvoj funkcije f po sinusima glasi:

— z:: (—sin— - %(—1)”) sin na.

Slika 2.5: Periodicko prosirenje funkcije f po parnosti

Razvijmo sada funkciju f u red po kosinusima. Funkciju f najprije treba pe-
riodi¢ki prosiriti po parnosti kao na Slici 2.5. Funkcija f se prosiri na interval
(—,0) po parnosti tako da se stavi f(z) = f(—x),z € (—n,0). Zatim se
tako progirena funkcija f progiri po periodi¢nosti na R. U opisanom slu¢aju
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treba izratunati samo koeficijente a,, (objasnjenje se nalazi u rjedenju Za-

datka 3):
1 [ 1 [z ”
agp = — f(:z:)dx:—/ a:dx—l——/ Zdx
T Jo T Jo T Jz 2
12212 1" 7T+7T T 37T
e -0 — _— =
T 2 2 |x 8 2 4 8’
2
2 [T 2 [2 2 [T
ay, = —/ f(z) cosnzdx = —/ :Ecosna:dx+—/ T cosnwdx
T Jo T Jo T Jz 2
U=z du = dz
| dv = cosnzdz v:%sinnx
2 52 [r 1 i
= —sinnr| — — sinnzdxr + — sinnx
nm o nm o n -
1 . n7r+ 2 2 1 . nm 2 nmw 1
= _—sin— 4+ —cosnx| ——sin— = —| cos— — 1.
n 2 n2m o N 2 n2m 2

Razvoj funkcije f po kosinusima ima oblik:

5. Odredite Fourireov red perioditkog proSirenja funkcije
0, —2<zx<0
f(z) = { sinfr, 0<x<2
na R.

6. Odredite Fourierov red perioditkog progirenja funkcije f(z) = 23, = €
[—7, 7] na R.

7. Odredite Fourireov red periodi¢kog proSirenja funkcije

0, 2<zr<-1
flz)=1¢ 5, —-1<z<l1
0, 1< <2

na R.
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8. Razvijte funkciju
f(z)

po sinusima i kosinusima.

NN

_,;p 8

R O

A A
808

INIA

SIS

11



12 POGLAVLJE 2. JEDNADZBE MATEMATICKE FIZIKE

2.2 Ravnoteza zice

Ravnotezni poloZaj Zice [0, L] opisan je obi¢nom diferencijalnom jednadZbom 2.
reda
—(p(z)u/(2)) + q(x)u(z) = f(z),z € [0, L],

pri Cemu je u(x) funkcija progiba Zice, p(z) predstavlja napetost Zice, ¢(x) je
koeficijent elasti¢nosti sredstva u kojem se nalazi Zica, a f(z) je linijska gustoca
vanjske sile koja djeluje na Zicu u to¢ki x. Ukoliko koeficijent elasti¢nosti nije
zadan, smatra se da Zica nije uronjena u elasti¢no sredstvo, tj. da je ¢(z) = 0.
JednadZbu ravnoteZe rjeS8avamo uz Dirichletove rubne uvjete u(0) = wug (u(L) =
ur) i/ili Neumannove rubne uvjete u'(0) = ug (v'(L) = up).

Promotrimo homogenu Zicu [0, L] za koju je pri¢vréen uteg mase M na
lijevom (desnom) kraju. Neka je m masa Zice (m << M). U promatranom
slu€aju napetost Zice ratunamo po formuli p(x) = Mg, a vanjsku silu prema
f(x) = —pg. Pritome je g konstanta gravitacije, a p = 7 je linijska gustoca Zice
za homogenu Zicu. U lijevom (desnom) kraju Zice imamo u(0) = 0 (u(L) = 0),
tj. lijevi (desni) kraj Zice je pri¢vrééen, dok desni (lijevi) kraj moZe biti pri¢vricen,
u(L) =0 (u(0) = 0), ili slobodan, (L) =0 («'(0) = 0).

Mjerne jedinice za duljinu, masu i vrijeme pripadaju S| sustavu mjernih je-
dinica: metar, kilogram i sekunda.

1. Homogena teska Zica mase m = 2 i duljine L = 1 napeta je horizontalno
utegom mase M = 15 na kraju x = 0. Odredite ravnotezni oblik Zice ako
je njezin:

a) desni kraj pri¢vrséen,

b) desni kraj slobodan.

Za konstantu gravitacije uzmite g = 10.

Rjesenje: Nemamo otpor elasti¢nog sredstva, tj. ¢(x) = 0. RjeSavamo
obi¢nu diferencijalnu jednadZbu koja opisuje ravnotezni polozaj Zice u(z):

—(p(2)u'(x)) = f(x).
U opisanom sludaju, vanjska sila koja djeluje na Zicu je sila gravitacije

f(x) = —Fg = —pg, gdje je p = 7 linijska gustoca Zice, a napetost Zice
je dana s p(x) = Mg. Prema tome, rjesavamo diferencijalnu jednadzbu

—Mgu"(x) = —pg.
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Za konkretne podatke imamo
" 2
—15-10u"(x) = 1 10,

tj.
2
"
u'(x) = I

Nakon $to integriramo lijevu i desnu stranu po x, dobijemo

2
u'(z) = et Ch.

Jo$ jedna integracija po = daje funkciju progiba Zice,

1
u(zr) = BxQ + Cix + Co.

Konstante C i Cy odredujemo iz rubnih uvjeta na sljedeéi nadin:

a) Rubni uvjet u(0) = 0 (lijevi kraj Zice je pri¢vrséen) daje Cy = 0, dok iz

uvjeta u(1) = 0 (desni kraj Zice je pri¢vri¢en) dobivamo C} = —+=.
Prema tome, u slu¢aju kada su oba kraja Zice pri¢vriéena, ravnoteZni
oblik Zice je
(1) = 52— w2 €01
u(@) = 78"~ 5% @ 1.

b) Iz rubnog uvjeta u(0) = 0 slijedi Cy = 0, dok uvjet /(1) = 0
(desni kraj Zice je slobodan) daje C; = —2. Dakle, progib Zice
u ravnoteZnom poloZaju opisan je funkcijom

1, 2
= —a2?— = e [0,1].
u(z) AT 0,1]

2. Teska homogena Zica duljine L = 2 i mase m = 4 napeta je horizontalno
utegom mase M = 12 na lijevom kraju i nalazi se u homogenom sredstvu
s koeficijentom elasti¢nosti ¢(z) = b = 4. Odredite ravnoteZni oblik Zice
ako je njezin drugi kraj slobodan.

RjeSenje: Rjesavamo jednadzbu ravnoteze Zice

—Mgu"(z) + bu(z) = 79

Konkretno, ukoliko uzmemo da je konstanta gravitacije ¢ = 10, jednadzba
ravnoteZe ima oblik

—120u" (z) + 4u(z) = —20, tj.
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1 1

2 _ = .

(@) = gule) = 5

Treba rijesiti gornju obi¢nu linearnu diferencijalnu jednadZbu drugog reda.

Rjesenje ovakve jednadzbe je oblika
u(z) = ug(z) + up(z),
gdje je uy(x) rjedenje pripadne homogene diferencijalne jednadzbe
1
u’(z) — %u(x) =0,

a up(z) je partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe. Da bismo odredili
ug (), moramo nadi rje¥enja pripadne karakteristi¢ne jednadzbe

1
M- — =0
30
Karakteristi¢na jednadzba ima dva razli¢ita realna rjedenja, \; = —\/Lg—o i

Ay = \/L:To' tako da je

ug(z) = Cre™ V¥ 4 CheVi®, 1 € [0, 2].

Desna strana diferencijalne jednadZbe je jednaka konstanti, pa moZemo
pretpostaviti da je up(z) = A. UvrStavanjem partikularnog rjie$enja up u
diferencijalnu jednadzbu

1 1
/! - _
(@) = soup(e) = 2
dobijemo A = —5 jer je u/,(x) = 0. Prema tome, opCe rjesenje jednadzbe

ravnoteze jest
1 1
u(r) = up(x) +up(r) = Cre” V0" + Cyevm® =5, x € 0,2].

Konstante C i Cy odredimo iz rubnih uvjeta. |z w(0) = 0 (lijevi kraj Zice
je pri¢vrécen) i u/(2) = 0 (desni kraj Zice je slobodan) dobijemo sustav
jednadzbi s nepoznanicama C i Cy:

Ci+Cy=05,
1 2
——€ \/%014——6\/%02—0,
30
bududi da je
, 1 N 1,
(z) = — Cie V30~ + Coe Vo™,
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Uvrstavanjem izraza Cy, = 5 — ('} dobivenog iz prve jednadZbe u drugu
jednadZbu, dobijemo rjeSenje sustava

5
Ch=——0
e V30 41
5
Cyp=p——2>
e V3 +1

Prema tome, kona&no rjeSenje postavljenog problema ima sljedeéi oblik:

U(x) = (L>€\/170w + (5 - %)6\/1370m -9, T€ [072}

e v 4+ 1 |

3. Teska homogena Zica linijske gustoce p = 1 napeta je horizontalno utegom
mase M = 14 na kraju x = 3 i nalazi se u homogenom sredstvu s koefi-
cijentom elasti¢nosti ¢(x) = b = 5. Odredite ravnotezni oblik Zice ako je
drugi kraj pri¢vrséen.

Rjesenje: RjeSavamo jednadZbu ravnoteZe Zice
—Mgu"(x) + bu(x) =—pg, TE [Oa 3]

Konkretno, uzmemo li da je konstanta gravitacije ¢ = 10 te zadane po-
datke, jednadZba ravnoteze ima oblik

— 1400 (z) + Su(z) = —10, tj.

1 1
" _
u"(z) 28u(x) =1
Treba rijesiti gornju obiénu linearnu diferencijalnu jednadZbu drugog reda.

Njeno rjeSenje je oblika
u(z) = ug(zr) + up(x),
gdje je ug(x) rjeSenje pripadne homogene diferencijalne jednadzbe
1

u'(z) — 2—8u(x) =0,

a up(x) je partikularno rjeSenje zadane nehomogene jednadzbe. Da bismo
odredili ug (), moramo nadi rje¥enja pripadne karakteristiéne jednadzbe

1

A=
28

0.
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Karakteristi¢na jednadzba ima dva razli¢ita realna rjeSenja, A\ = —%ﬁ [
_ 1 -
Ay = oL tako da je

1 1
ug(x) = Cre” 27" + Cher7",

Desna strana diferencijalne jednadzZbe jednaka je konstanti 1—14, tj.

= acoswr + Bsinwx

14
za o = 1—14 i w =0, pa moZemo pretpostaviti da je up(z) = A = const..
Uvrstavanjem partikularnog rjeSenja up u diferencijalnu jednadzbu
1 1
() = scup(e) =
dobijemo A = —2 jer je u/,(x) = 0. Prema tome, rjefenje jednadzbe

ravnoteze je
u(x) = ug(x) + up(x) = C16_ﬁgC + C’zef%x -2, x€]0,3].

Konstante C i Cy odredimo iz rubnih uvjeta. 1z u(0) = 0 (lijevi kraj Zice
je pri¢vrséen) i u(3) = 0 (desni kraj Zice je pri¢vrséen) dobijemo sustav
jednadzbi s nepoznanicama C i Cy:

Cl+02:27

__3_ _3_
e 21| +e2vi(Cy = 2.

Uvrstavanjem izraza Cy = 2 — ('} dobivenog iz prve jednadzbe u drugu
jednadZbu dobijemo rjeSenje sustava

3
2 — 2e2v7
Ch=— 3
e V7T —e2V7

3
2 — 2e2v7
Cy=2- — 3 3 -
e VT —e2V7

Kona&no rjeSenje postavljenog problema ima oblik:

3 3
2 — 2e2v7 1, 2 — 2e2v7 1,
u(gj) = (—63)6 2\1ﬁ + <2 — _3—63>62\1ﬁ — 2’

3_ 3_ 3_ 3_
e 2v7 — e2V7 e 2VT —e2V7

zax € [0,3].
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4. Tedka Zica sastavljena je od dva homogena materijala na [0,2] i (2,5] s
linijskim gusto¢ama p; = 2 i po = 3 redom. Odredite ravnoteZni poloZaj
Zice napete horizontalno utegom mase M = 20 na desnom kraju, dok je
drugi kraj Zice slobodan.

Rjesenje: Otpor sredstva nije zadan pa ga smatramo zanemarivim, tj.
q(z) = 0. Bududi da se Zica sastoji od dva razli¢ita materijala rjeSavamo
dvije jednadZbe:

—Mgu"(x) = —prg, x€10,2] i

—Mgu"(z) = —pag, x € (2,5].

Prema tome, rjeSavamo jednadZzbe
—200u"(z) = =20, x €0,2] i
—200u"(x) = =30, z € (2,5], tj.

u//(x) — 1

1_07
W(x) = > ze(2,5]
207 b *

|z prve jednadzbe na [0, 2] dobivamo u/(z) = 5 + C} i odatle

zel0,2]i

1
u(z) = %xQ +Crz+Cy, x€10,2].

Jednadzba na (2,5] daje u/(z) = 2z + Dy i odatle

3
u(z) = ExQ + Dix+ Dy, x € (2,5].

Iz rubnog uvjeta w'(0) = 0 (lijevi kraj Zice je slobodan) slijedi C; = 0.
Rubni uvjet u(5) = 0 daje Dy = —5D; — 22, Prema tome,

1

u(x) = %xz +Cy, x€][0,2]i
3 15
u(z) = E:ﬁ + Dyx — 5D — 5 € (2,5].

Konstante C5 i Dy odredimo tako da iskoristimo dva prirodna uvjeta

e neprekidnost Zice na spoju dva materijala, tj. u(2—) = u(2+) i

e neprekidnost kontaktne sile (glatko¢u Zice) na spoju dva materijala,
tj. u'(2—) = u/'(24).
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Imamo: 3 15
2—)=-+4+Cy=——3D; — — =u(2
u( ) 5 + Co 10 1 3 u( —|—) |
u'(2—) = L3 + Dy =u'(2+)
S5 100 T ’
odakle slijedi da je Dy = —110 i Cy = Dakle, ravnoteZni poloZaj Zice
odreden je funkcijom
wp? — 39 z €0,2]
w(z) = 20 40° g
(z) {%x—l—lox—%, re (25

. TeSka homogena Zica mase m = 4 i duljine L = 2 napeta je horizontalno

utegom mase M = 25 na kraju x = 0. Na dio (1, 2] djeluje sila s koefi-
cijentom elasti¢nosti ¢(z) = b = 3. Odredite progib ako je drugi kraj Zice
pri¢vrscen.

Rjesenje: Bududi da se lijevi dio Zice, [0, 1], nalazi u sredstvu sa ¢(z) = 0,
a desni komad Zice, (1, 2], u drugom sredstvu sa ¢(z) = b = 3, rjeS§avamo
dva problema

4
~250u"(x) = —5 - 10 =20, =€ [0,1]

—250u" (x) + 3u(z) = z € (1,2], tj.
() = % c[0.1]
() — 220 (0= we(2]

RjesSenje prve jednadzbe je

1
u(a:):%a: +Cix+ Cy, x€10,1].

Druga jednadzba je linearna diferencijalna jednadZba 2. reda s konstantnim
koeficijentima. RjeSenje takve jednadZbe traZimo u obliku

u(x) = ug(z) + up(z),
gdje je ug(z) rjeSenje pripadne homogene jednadzbe, a up(x) partikularno
rjeSenje polazne jednadZbe. Njena karakteristi¢na jednadzba

2_ 3 _
250
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ima rjedenja \; = _T i Ay =

ViR Prema tome
3, VB,
UH(CB) = Dje V10" + Dyesvio

za konstante Dy, D, € R. Pretpostavimo da je up(x) = A = const
Uvrstavanjem u diferencijalnu jednadZbu dobivamo A =
i progib Zice

—%. Sada imamo

u(z) =

V3 V3 .
Die 3vio” 4 Dyesvio

5 TE (1,2].
Rubni uvjet u(0) = 0 daje Cy = 0. Iz rubnog uvjeta u(2) = 0 dobivamo
Die VA5 4 Dyesvis — ? 0,
tako da je
Dy =

43
Ee S\ﬁ Die svio,
Konstante C; i Dy odredujemo iz prirodnih uvjeta

e neprekidnost Zice u totki x = 1, tj. u(l—) = u(1+),

e neprekidnost kontaktne sile (glatkoda Zice) u totki x = 1, tj. u/(1—)
' (1+).

Neprekidnost nam daje sljede¢u jednadzbu s nepoznanicama C i D,

__.c
2%
=D <6_5‘\/[% —6_53\/\/%> 20

a glatko¢a drugu jednadzbu

25
V3 4
:—\/g(e 5\/7—|—e 53\/\C)D1—|— \/g
5v 10

5\/30 ,<1+)
e 5V =1
3v10

Oduzimanjem prve jednadzbe od druge lako se moZe izralunati konstanta

D1, a zatim uvrstavanjem u bilo koju od jednadZbi i konstanta C}
kraju se dobivene konstante uvrste u progib Zice

. Na
=z? + Cz, x € [0,1]
= V3 V3 V3 V3
w() Dye svio® —i—( ™o — Die a4f)65f %, z € (1,2].
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6. Tedka Zica [0, 3] sastavljena je od dva homogena materijala na [0, 1] i (1, 3],
s linijskim gustotama p; = 1 i p, = 3. Odredite ravnoteZni poloZaj Zice
napete horizontalno utegom mase M = 18 na desnom kraju Zice, dok je
drugi kraj Zice pri¢vrséen.

7. Teska homogena Zica mase m = 2 i duljine L = 2 napeta je horizontalno
utegom mase M = 22 na kraju = = 0. Na dio [0, 1] djeluje sila s koefici-
jentom elasti¢nosti ¢(z) = b = 1. Odredite progib Zice ako je njezin drugi
kraj slobodan.
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2.3 Oscilacije zice

Promatramo napetu Zicu [0, L] linijske gustoe p(z),z € [0, L]. Napetost Zice
opisana je funkcijom p(x,t), z € [0,L],t > 0. Zica oscilira u elastinom sred-
stvu s koeficijentom elasti¢nosti g(z),z € [0, L]. Pored toga, na Zicu djeluje i
vanjska sila linijskom gusto¢om f(x,t),z € [0, L],t > 0. Progib Zice u(x,t),z €
[0, L], t > 0 opisuje parcijalna diferencijalna jednadzba

o) =5t = L () 2550 ) o+ gladutent) = a0,

Gornju jednadZbu ¢emo rjeavati za tri specijalna slu¢aja konstantno napete ho-
mogene Zice u neelasti¢nom sredstvu:

a) uz homogene rubne uvjete bez utjecaja vanjske sile,
b) uz homogene rubne uvjete pod utjecajem vanjske sile i

c) uz nehomogene rubne uvjete bez utjecaja vanjske sile.

a) Promotrimo specijalan slu¢aj gornje parcijalne diferencijalne jednadzbe
kada je Zica homogena (p(z) = p > 0), a napetost Zice je konstantna (p(z,t) =
p > 0). Osim toga, pretpostavimo da Zica nije uronjena u elasti¢no sredstvo
(¢(x) = 0) i da na nju ne djeluje vanjska sila (f(z,t) = 0). Dakle, promatramo
parcijalnu diferncijalnu jednadZbu oblika

OPu(x,t)  %u(x,t)

o P 0 ¥
QPu(x,t)  ,0%u(x,t)
o " o

gdje je ¢ = %. Ovu diferencijalnu jednadzbu zovemo valna jednadZba. Ona
opisuje gibanje homogene Zice koja je konstantno napeta u neelasti¢nom sred-
stvu i bez utjecaja vanjske sile. Rubni i poletni uvjeti osiguravaju jedinstvenost
rieSenja diferencijalne jednadzbe. Za pocetak, pretpostavimo homogene rubne
uvjete

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

pocetne uvjete koji odreduju poletni oblik Zice
u(z,0) = a(z), x€l0,L]
i poletnu brzinu Zice

ou(z,t)
ot

= fB(x), x€]0,L]
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Metodom separacije varijabli (pogledajte [3],4.2) odredimo rjesenje valne jed-
nadzbe

— t t
u(z,t) = Z (En cos nzc + F), sin m;c ) sin nzx,

n=1

pri ¢emu za svako n € N koeficijente E,, i F}, ratunamo na sljedeéi nacin:

2 L
E, = E/o a(z) sin —nzxdm i
2 L nwr
F,=— in —dz.
o B(x) sin 7o

b) Promotrimo sada oscilacije homogene Zice koja je konstantno napeta u
neelastitnom sredstvu i pod utjecajem vanjske sile. Gibanje Zice u(x,t) opisuje
parcijalna diferencijalna jednadzba oblika

OPu(z,t) Ou(z,t)

O%u(x,t Pu(x,t
Mnt) _ T8 e,

gdje je ¢ = ,LZ i h(z,t) = f(z’t). Problem ¢emo rjeSavati uz homogene rubne
uvjete
u(0,t) =u(L,t)=0, t>0,
i poletne uvjete
uw(z,0) =a(x), ze€[0,L] i
ou(z,t)
—_— = , € |0, L].
5| =0, weln

Rjesenje jednadzbe traZit ¢emo u obliku

u(z,t) = Z D,,(t) sin nLLx,
n=1

pri Cemu za svako n € N funkcija D,,(t) predstavlja rjeSenje obi¢ne diferencijalne
jednadZbe

cnm

DIt + (T)an<t) — A1) = % /0 C e t)sin "y
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uz pocletne uvjete

o L
Dn(O):Z/ a(x)sin?dx i

0
o L
D, (0) = z/o B(x) sin n—zxdx.

c) Vratimo se sada na valnu jednadzbu

Pu(z,t)  ,0%u(w,t)
— = —_—,
ot? Ox?
gdje je ¢ = %. TraZimo njeno rjeSenje uz nehomogene rubne uvjete
w(0,t) =a i u(L,t)=0, t>0
i uz pocetne uvjete

uw(z,0) =a(z), xe€l0,L] i
W . = fB(z), x€]|0,L].
Opisani problem rjeSavamo tako da rjeSenje traZimo u obliku
u(z,t) = v(x,t) +w(z),
pri &emu je v(z,t) rjeSenje valne jednadzbe
Pv(z,t)  ,0%v(w,t)
o S oa2
uz homogene rubne uvjete
v(0,t) =v(L,t) =0, t>0,
i poletne uvjete

v(x,0) = aq(x) = a(z) —w(z), z=€[0,L] i

ov(x,t)
—_— = 0, L
8t —0 6(37)7 X E [ ) ]7
a w(z) je rjeSenje jednadZzbe w”(x) = 0 uz rubne uvjete w(0) = a i w(L) = b.
Lako se pokaze da je
_b—a

L

w(x) T+ a.
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1. Pronadite zakon titranja homogene Zice duljine L = 3, napetosti p = §,
linijske gustoce p = 2, koja je pri¢vrscena na rubovima. Pocetni poloZaj
Zice dobiven je izvlalenjem Zice iz ravnoteznog poloZaja na treéini svoje
duljine polevsi od lijevog ruba za 1, a linearna (afina) je na ostatku Zice.
Pocetne brzine nema, a nema niti utjecaja vanjske sile.

Rjesenje: Rjesavamo valnu jednadzbu
Pu 0%
— =" —
ot? 02’
= 4 i c = 2, uz rubne uvjete u(0,t) = u(3,t) = 0, te

(2,0) = T, 0<z <1,
WEE =1 L3 -2), 1<2<3,

gdje je ¢ =

pocetne uvjet

® s

i ‘g—;‘ = 0. Potetni poloZaj Zice opisan funkcijom u(z,0) prikazan je

=0
na Slici 2.6. RjeSenje postavljenog inicijalno-rubnog problema traZimo u

1

1 2 3

Slika 2.6: Pocetni polozaj zice

obliku:

I
WE

t t
u(z,t) (En cos an7T + F,, sin an7r ) sin 72

L

n=1

[
K

2nt 2nt
(Encos T;W + F), sin T;T )sin%.

1

3
I

Odmah vidimo da je F,, = 0,n € N, jer je poletna brzina Zice jednaka
nuli. Ostaje izraunati

o L
E, = E/o u(z,0) sin?dx

2[ (! I
:5[/0 xsin?dxjtﬁ/l@—m)sin?dx, n € N.
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Najprije odredimo

/1xsinmmdx ‘ U=z du = dz
= i NTXT _ 3 nmwx
0 3 dv—sdex v = —-=cos "5*
3z nwx 3 /1 nwT
= —— oS — — cos —dzx
nm 3 1g nm)o 3
1
nmw n 9 sin nwx
= —— Ccos — —
nm 3 272 3 1o
3 nmw n 9  nr
= —— CcOS — sin —.
nw 3 2772 3
Nakon toga izralunamo
1/3(3 x)sinmmdx ‘ u=3—-zx du = —dzx ‘
a - = i MTT _ 3 nwT
2/ 3 dv—sdefL' v = —:>cos "Z*
3 nrx|?
=——(3—1x)cos —
2nm 1
3 3 nwL
- cos —dzx
2nm )4 3
6 nmw 9 . nTx
= —— (oS — — sin
2nmw 3 2n2m? 3 |
3 nmw n 9 . nr
= — cOS — sin —
nw 3 2n2m? 3
Prema tome,
5 2 3 n7r+ 9 n7r+3 n7r+ 9 . nm
=—| — —cos— sin — 4+ — cos — 4+ ——— sin —
"3 nm 3 272 3 nm 3 2n2m? 3
2 271 . nw 9 . nr cN
= si ——sin—, n
3 2n27? 3 n2m2 37
TraZeni zakon titranja zato je
nmT

9 o« 1 2nrt
u(z,t) = ﬁzﬁsinn—ﬂcos n37r sin ——
n=1

3

)

r€[0,3], t>0.

25
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2. Homogena Zica duljine L = 7, napetosti p = 64 i linijske gustoce p = 4

udvréena je na krajevima. Zica se pobudi na titranje udarom krutog ravnog
Cekica Sirine € = 0.2 u totki x = 3 tako da poletna brzina Zice na segmentu
2.9,3.1] bude jednaka 1. Rijesite problem oscilacije Zice ako je u trenutku
t = 0 Zica postavljena horizontalno.

Rjesenje: Rjesavamo valnu jednadzbu

0%u 0%u

o2 Ox?
uz rubne uvjete u(0,t) = u(7,t) = 0 (Zica je u¢vrd¢ena na krajevima), te
pocetne uvjete u(x,0) = 0 (u pocetnom trenutku Zica se nalazi u horizon-
talnom poloZaju) i

0, 0<z<209,
= Bx)={ 1, 29<z <31,
t=0 0, 31<z<T.

au
ot

Znamo da rjeSenje postavljenog problema ima oblik

- 4nt 4nmt
u(z,t) = Z (En Cos n77r + F), sin %) sin @

n=1
Bududi da se Zica u trenutku ¢ = 0 nalazi u horizontalnom poloZaju
(u(z,0) = 0), vrijedi E,, = 0 za svaki prirodni broj n. Odredimo ko-
eficijente F},:

F, = 2 ’ B(x) sin I gy = 2 Y sin 20 4z
enm J L Anm Jyg
7 nra ! 7 2.9n7 3.1nm
= —2n27r2(_COST) » = W(cos - cos— )
7 . 3nm . nw '

= sin —— sin —
n2m? 7 70
TraZeni zakon titranja zato je

_7001,3n7r_n7r_4n7rt,n7r93
u(m,t)—PZﬁsstm%sm - sin ——,
n=1

zaz €[0,7]it>0.
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3. Homogena Zica linijske gustoée p = 1, duljine L = 10, konstantno napeta
napetos¢u p = 4, pri¢vrs€ena je na krajevima i titra pod utjecajem vanjske
sile koja po jedinici duljine iznosi f(x,t) = 6. Pronadite zakon titranja ako
je Zica u poetnom trenutku horizontalno postavljena (u(z,0) = a(z) = 0)

i ako je potetna brzina jednaka nuli (%—7; = [(z) =0).
t=0
Rjesenje: RjeSavamo parcijalnu diferencijalnu jednadZbu
0*u 2(92u O*u
gdje je &2 = E=4in(zt) = % = 6, uz rubne uvjete u(0,t) =
u(10,t) = 0, te potetne uvjete u(z,0) = a(z) =01 &| = f(z) =0,
t=0

Rjesenje trazimo u obliku

t):iDn( sinm:i sm :

pri ¢emu za svaki pnrodan broj n funkcija D, ( ) zadovoljava obi¢nu dife-
rencijalnu jednadzbu

cAn’n? _
Dy + D) = A0, 4
4 2,2
DI(t) + nr D, (t) = A,(t), odnosno
100
22
" Q0
DY) + " D(t) = Au),
uz uvjete D, (0) = D, (0) = 0, koji slijede neposredno iz poletnih uvjeta
u(z,0) = a(x )—OI%‘ = ((z) = 0. Naime,
t=0
o (L
D,(0) = Z/o a(z) sin ?d$ =0 i
2 [t nwT
D, (0) = 7/ B(x) sin de =0.
Pri tome je
9 (L 9 10
An(t) = z/o h(z,t)sin n—zxdx =10 i 6 sin nl—?dx
610 nmwx 10_ 12(1 ) = 0, za n paran ,
BT T T o T eosnI) = 21 za n neparan .
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a) Za paran prirodni broj n imamo jednadzbu

n?m?

25
uz uvjete D,,(0) = D! (0) = 0. RjeSenje karakteristi¢ne jednadZbe je
par konjugirano kompleksnih brojeva A\;, = £%4, tako da rjeSenje

5
homogene diferencijalne jednadZbe za D,,(t) ima oblik

D)+ LDt =0,

t t
D, (t) = Cj cos T%r + Cysin n%

Uvrstavanjem pocetnih uvjeta dobijemo C; = C5 = 0. Prema tome,
za paran n imamo samo trivijalno rje¥enje D, (t) = 0.

b) Za neparne prirodne brojeve n rjeSavamo obi¢nu diferencijalnu jed-
nadZbu drugog reda s konstantnim koeficijentima

n2m? B 24

D, (t

25 (t)

Ova jednadzba ima jedinstveno rjeSenje oblika (pogledajte [2],1.4.3)
D,(t) = Dy (t) + Dy (1),

D't =,
n(t) + -

gdje je DX rjegenje pripadne homogene jednadZbe, a D! partikularno
riedenje. RjeSenje DX homogene jednadzbe odredujemo kao za slu¢aj
a) i ono glasi
I nrt . nmt

D (t) = a,, cos — + (3, sin —,

5 5
pri éemu su «y, i (3, realni brojevi. Na desnoj strani nehomogene jed-
nadZbe nalazi se konstanta, tako da moZemo pretpostaviti da je par-
tikularno rjedenje D7 takoder konstantno, DI (t) = ~,,. Uvritavanjem
partikularnog rjeSenja u diferencijalnu jednadzbu dobivamo ,, = n6307?3.
Prema tome,

t t 600
D, (t) = oy, cos % + B, sin % + 53

Uvrstavanjem poletnih uvjeta D,,(0) = D/ (0) = 0, pri &emu je

n . t n t
D(t) = _nma sin nmw n nm/3 o8 nm 7
5 5 5 5
izratunamo «,, = —gﬂ, i B, = 0. Sada za neparne prirodne brojeve
imame 600 t 600
nm
D,(t) = — Cos .
(®) n3m3 5 + n3m3
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Dakle, zakon titranja ima oblik

- 600 (2k + Dt . (2k+ 17w
H=> ——— (1 —cos— " \eb )7
ule ) ; (2k+1)37r3( TS >Sm 10
1200 1 o, 2k + D)t (2k+ )7x
= sin sin ,
w2k + 1) 10 10

zax €[0,10] it > 0.

4. Rijesite problem slobodnih oscilacija Zice duljine L = 5, gustoée p = 3 i
napetosti p = 27. Pri tome je lijevi kraj Zice u¢vr¥en na visini 1 (u(0,t) =
1), a desni kraj Zice na visini 11 (u(5,t) = 11), poletni polozaj Zice je

opisan funkcijom u(z,0) = a(x) = 1 + sin 2Z%, a poletne brzine nema

(G| =) =0)

RjeSenje: RjeSavamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Pu_ it
o2 T Ox2

uz rubne i poletne uvjete navedene u zadatku. RjeSenje trazimo u obliku
u(z,t) = v(z,t) + w(z), gdie je w(z) = Hto +1 =2z + 1, a v(z, 1)
predstavlja rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe

0%v 0%

o T oa?

uz homogene rubne uvjete v(0,¢) = v(5,t) = 0 i poletne uvjete v(x,0) =

w(z,0) —w(z) = oy (z) =sin 3= — 221 | = 3(x) = 0. Znamo da je
t=0
rjeSenje ovog problema oblika

- 3nmt 3nmt
v(x,t) = Z (En Cos 7? + F), sin n57r ) sin n75mc’

n=1

za x € [0,5] it > 0. Pri tome je F,, = 0 za svaki prirodan broj n, jer je
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v

5 = 0. Preostaje izraunati

t=0
9 5
En:—/ sin%—x—2x Sin@dx
5 Jo 5 5

2 (°  3mx . nmx 4 (> | nrx
sin — sin ——dx — = T sin ——dx.
5 Jo 5 5 5 Jo 5

Vrijedi (ortogonalnost trigonometrijskih funkcija):

2/5, 3rx . nmw {1, zan =3,
— sstm—dx:
0

5 5 0, zan#3.
Izraunamo i drugi integral
_Z_L stin@dx— U=z du = dx
5 Jo 5 o dv = sin "F=dz v:—%cos%
4z nrx |’ 4 /5 nwx
= —cos——| — — cos —dzx
nmw 5 |, nm o 5
20 20 . nmz|> 20
= — COSNnT — sin —| = — cosnmw
nm n2m2 5 |, nm
Prema tome,
20 3nt . mwmx 10 ort . 2mx
v(z,t) = —— cos — sin — + — cos — sin —
T 5 5 T 5 5
20 Ot . 3mx
+ (11— — | cos—sin —
3T 5 5
=, 20 3nmt . nnx
+ ; E COS N COS 5 sin T

Problem slobodnih oscilacija Zice je opisan funkcijom
20 3rt . wx 10 6t . 2mx

u(x,t) = —— cos - sin & + — cos - sin =
T T
20 It . 3mx
+ (11— — ) cos—sin—
3 5 5
>, 20 3nmt
+ > —(—1)"cos P in 78 49 4 1.
nmw 5

n=4
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Pronadite zakon titranja homogene Zice duljine 5, napetosti 36 i linijske
gustoce 4, koja je pri¢vrs¢ena na rubovima. Poletni poloZaj Zice dobiven
je izvlalenjem Zice iz ravnoteZznog poloZaja na prvoj Cetvrtini svoje duljine
za 1, a na ostatku Zice je linearna (afina). Poletne brzine nema, a nema
niti utjecaja vanjske sile.

Pronadite zakon titranja homogene Zice duljine 10, napetosti 100 i linijske
gustoce 4, koja je pri¢vrs¢ena na rubovima. Poletni polozZaj Zice dobiven
je izvlaenjem Zice iz ravnoteZenog poloZaja na tri Cetvrtine svoje duljine
za 2. Poletna brzina jednaka je 3(x) = 5, a utjecaja vanjske sile nema.

Homogena Zica duljine 8, napetosti 50 i linijske gustoée 2 u¢vricena je na
krajevima. Zica se pobudi na titranje udarom krutog ravnog &ekiéa Sirine
0.4 u toZki x = 2 tako da pocetna brzina Zice na segmentu [1.8,2.2] bude
jednaka 2. Rijesite problem oscilacije Zice ako je u trenutku ¢ = 0 Zica
postavljena horizontalno.

Homogena Zica linijske gustoce 2, duljine 15, konstantno napeta napeto$cu
6, pricvrs¢ena je na krajevima i titra pod utjecajem vanjske sile koja po je-
dinici duljine iznosi 4. Pronadite zakon titranja ako je u po¢etnom trenutku

Zica mirna (24| = 0) i horizontalno postavljena (u(z,0) = 0).

t=0

Homogena Zica linijske gustoée 5, duljine 7, konstantno napeta napeto$¢u
5, pri¢vrdcena je na krajevima i titra pod utjecajem vanjske sile koja po
jedinici duljine iznosi 5. Pronadite zakon titranja ako je u(z,0) = a(x) =0
¢ Ou

i 57| =0B(x)=0.

t=0

RijeSite problem oscilacija Zice duljine 3, gustoée 1, napetosti 4, ako nema
utjecaja vanjske sile. Pri tome za progib u vrijedi u(0,t) = 2, u(3,t) =8,

= 0.
t=0

u(z,0) =24 sin 5F i 9

Homogena Zica gustoée 1 i duljine 4 oscilira pod utjecajem vanjske sile
f(z,t) = 4x(4 — x)sin 2t. RijeSite problem titranja ako je napetost Zice
jednaka 2, uz rubne i poletne uvjete u(0,t) = 2, u(4,t) = 6, u(z,0) =

= 0.
t=0

- Ou
I+2'E
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12. Homogena Zica gustole 2 i duljine 2 oscilira pod utjecajem vanjske sile
f(x,t) = 2x(2 — x)sint. Rijedite problem titranja ako je napetost Zice
jednaka 1, uz rubne i poletne uvjete u(0,t) = 5, u(2,t) = 9, u(z,0) =

20+5i % =0

t=0
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2.4 Provodenje topline kroz stap

Promatramo problem provodenja topline kroz 3tap [0, L]. Neka je u(z,t) tempe-
ratura poprenog presjeka $tapa u tocki = u trenutku ¢, () toplinski kapacitet,
d(z) koeficijent provodenja i f(x,t) koli¢ina topline koja se izvana prenese na
Stap u tocki x u trenutku t. Tada jednadZba provodenja topline ima oblik

1025 = 2 (60 ™5 ) 4 fao),

zax € [0,L] it > 0. Mjerne jedinice za duljinu (m), masu (kg) i vrijeme (s)
pripadaju Sl sustavu, dok temperaturu mjerimo u stupnjevima Celzija.

Gornju jednadzbu ¢emo rjeSavati za pet specijalnih slu¢ajeva:
a) stacionarno provodenje topline kroz $tap,

b) provodenje topline kroz homogeni, po duZini izolirani $tap s homogenim
rubnim uvjetima,

c) provodenje topline kroz homogeni $tap s homogenim rubnim uvjetima uz
vanjski prijenos topline,

d) provodenje topline kroz homogeni, po duZini izolirani Stap s izoliranim rubovi-
ma i

e) provodenje topline kroz homogeni, po duZini izolirani $tap s nehomogenim
rubnim uvjetima.

a) Pretpostavimo najprije da temperatura popre&nog presjeka $tapa ne ovisi
o vremenu. Tada promatramo problem stacionarnog provodenja topline, koji je
opisan jednadZbom

—(0()u ()" = f(x).

Ovo je obi¢na diferencijalna jednadZzba drugog reda. Ona ima jedinstveno rjesenje
uz rubne uvjete u(0) = a i u(L) = b, tj. u slu€aju kada je lijevi rub $tapa na
temperaturi a, a desni na temperaturi b. Primijetimo da isti tip jednadZbe opisuje
ravnoteZu Zice koja nije uronjena u elasti¢no sredstvo (vidi to¢ku 1.2, str. 10)

b) Promotrimo sada dinamitko provodenje topline, tj. provodenje topline
ovisno o vremenu. Pretpostavimo da su toplinski kapacitet y(z) = v > 0 i
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koeficijent provodenja d(x) = § > 0 konstantni i da je plast Stapa izoliran, tj.
f(x,t) = 0. Dobivamo jednadZbu provodenja homogenog izoliranog $tapa

ou(z,t)  ,0%u(x,t)
ot " o2

pri &emu je ¢ = % Gornja jednadzba ima jedinstveno rjeSenje uz homogene
rubne uvjete u(0,t) = u(L,t) =0 zat > 0, tj. u slu¢aju kada su rubovi Stapa
konstantno na temperaturi nula i uz poetnu razdiobu temperature u(z,0) =
g(x) za x € [0, L]. Metodom separacije varijabli (pogledajte [3],5.1) dobijemo
oblik rjeSenja jednadZbe provodenja uz spomenute uvjete

(enmyzy . ML
E E,e” sm—
L

pri ¢emu za svaki n € N koeficijente E,, odredujemo iz pocetnog uvjeta kao

2 nwT

L
Enzz/o g(x )sianx

c) Pogledajmo slugaj kada &tap nije izoliran, tj. postoji vanjski prijenos topline
f # 0. Neka su sve ostale pretpostavke iste kao u prethodnom slu¢aju. To znadi
da su toplinski kapacitet v(z) = v > 0 i koeficijent provodenja d(x) = § > 0
konstantni. JednadZba provodenja ima oblik

ou(z,t)  ,0%u(x,t)
ot o

fzt)
v

+ h(z,t),

gdje je &2 = % i h(z,t) = . Ovdje takoder pretpostavljamo da su rubovi
Stapa konstantno na temperaturi nula, tj. u(0,¢) = u(L,t) =0zat > 0ida
je pocetna razdioba temperature dana sa u(x,0) = g(x) za = € [0, L]. RjeSenje
opisanog problema je oblika (pogledajte [3],5.1)

ZE sin 2% , x€[0,L], t>0,

pri ¢emu za svaki n € N funkcija F,(t) predstavlja rjeSenje obi¢ne diferencijalne
jednadZbe prvog reda

cnm

B (1) + (T)QEn(t) — A(t) = %/OL A 1) sin "7 d
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t > 0, uz pocetni uvjet

o L
E,(0) = Z/ g(z)sin ?dx.
0

d) Promotrimo sada problem provodenja topline kroz homogeni, po duZini
izolirani Stap s izoliranim rubovima. U tom slu¢aju rjeSavamo jednadzbu provodenja

ou(z,t)  ,0%u(x,t)

ot ox?

gdjeje ¢® = %, uz rubne uvjete 8“8(2’t) = a“éi’t) = 0 i po&etni uvjet u(x,0) = g(x)

zaz € [0, L] . Metodom separacije varijabli (pogledajte [3],5.1) dobijemo rjesenje
jednadZbe provodenja

nmwx

u(z,t) = ZEne*(cE”)Qt COs——, & €0,L], t>0,
n=0

pri ¢emu za svaki n € N koeficijent E,, odredujemo prema

9 L
E, = z/o g(x) cos n—zxdx, dok je

1 /L
Ey = Z/o g(x)dz.

e) Kona¢no, promotrimo problem provodenja topline kroz po duZini izolirani
homogeni $tap uz nehomogene rubne uvjete u(0,t) = a i u(L,t) =bzat >0
(temperatura lijevog ruba 3tapa u svakom trenutku iznosi a°C', a desnog bv°C') i
pocetni uvjet u(x,0) = g(x) za x € [0, L] (potetna razdioba temperature Stapa
je opisana funkcijom g). RjeSenje traZimo u obliku

u(z,t) = v(z,t) + w(z),
gdje je v(x,t) rjeSenje jednadzbe provodenja

Ov(x,t) 2 0?v(z,t)

ot ox?

uz homogene rubne uvjete

v(0,t) =v(L,t) =0, t>0,
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I poletni uvjet

v(x,0) = g1(z) = g(x) —w(z), x€]0,L],

a w(x) je rjesenje jednadZbe w”(x) = 0 uz rubne uvjete w(0) = a i w(L) = b.
Lako se pokaze da je

_b—a

w(z) T+ a.

1. Rijesite problem stacionarnog provodenja topline kroz betonski $tap duljine
5 ako je temperatura lijevog ruba Stapa 2, a desnog ruba 15. Koeficijent
provodenja topline betona je 6 = 0.0015. Rijesite problem u slu¢aju da je

a) vanjski prijenos topline jednak nuli, tj. Stap je po duZini izoliran,

b) vanjski prijenos topline konstantan i jednak 1.5.
RjeSenje:

a) U slugaju izoliranog $tapa rjeSavamo diferencijalnu jednadzbu —0.0015

u” = 0, 8to je ekvivalentno s u” = 0. RjeSenje ove diferencijalne
jednadzbe ima oblik u(z) = C1x 4+ Cy, C1,Cy € R. Iz rubnih uvjeta
u(0) = 2 i u(5) = 15 izratunamo C; = 2 i Cy = 2, tako da kona&no
rjeSenje problema stacionarnog provodenja topline za navedeni izoli-
rani $tap ima oblik u(z) = 2z + 2, z € [0,5].

b) Za slu¢aj navedenog vanjskog prijenosa topline rjeSavamo diferencijalnu

jednadzbu —0.0015u" = 1.5, tj. «” = —1000. Sada je u(z) =
—5002% + Ciz + Cy, C1,Cy € R. Iz rubnih uvjeta u(0) = 2 i
u(5) = 15 izratunamo C; = 2213 i Cy = 2. Dakle, kona&no rjegenje
je u(z) = —5002% + 2Bz + 2, z € [0, 5].

2. Koeficijent provodenja $tapa [0, 2] je §(x) = = + 1, lijevi rub $tapa je na
temperaturi -1, a desni na temperaturi 1. RijeSite problem stacionarnog
provodenja topline u slu¢aju da je

a) Stap po duZini izoliran,

b) vanjski prijenos topline opisan zakonom f(z) = In(z + 1).
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Rjesenje:
a) U slu¢aju izoliranog Stapa rjeS8avamo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

oblika —((x + 1)u/(z))" = 0. Integriranjem lijeve i desne strane jed-
nadzbe dobivamo (z+1)u'(z) = C}, C; € R, odakle je v/(z) = <

z+1°
Ponovnim integriranjem dobijemo u(z) = CiIn(x+1)+Cy, Cy € R.
Iz rubnog uvjeta u(0) = —1 izraunamo Cy = —1, a uvrdtavanjem

drugog rubnog uvjeta u(2) = 1 dobijemo Cy = é RjeSenje prob-

lema stacionarnog provodenja za navedeni izolirani Stap ima oblik

u(z) = mln(aﬂr 1)—1, z€]0,2].

b) U ovom slu€aju rjeS8avamo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

—((z+ D (z)) = In(x + 1).

Integriramo njenu lijevu i desnu stranu, odakle je

= _ da
<$+1)U/($)=—/ln(x+1)dx: u=lIn(z +1) du__x—‘,—l
dv:dl’ V=2
r+1—-1
=—zl 1 T Cdr
et >+/ r+1
=—zln(z+1 dz —

:—mln(:v+1)+x—lnm+1 +C’1
—(z+1)In(z+1)+2+C,, CeR

Kako bismo odredili u/(x) dobiveni izraz podijelimos = + 1 :

T Cl
! =1 1 —_— .
u'(x) nz+l)+ 5+
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Integriranjem dobijemo u(x):

x dz
u(a:):—/ln(a:+1)dx+/x+1dx+01/x+1

_|u=In(z+1) du:md—ﬁf”1
dv =dzx v=2x
=—zln(z+1 /—d +/ m dx—i—Cl/ do
z+1 z+1
z+1
_—xln(x—i—1)+2/x—+1dx—|—011n(x+1)

=—zln(z+1)+2x —2In(x + 1) + CyIn(z + 1) + Cy,

C1,Cy € R. Uvrstavanjem rubnog uvjeta u(0) = —1 izraunamo
Cy = —1, dok iz rubnog uvjeta u(2) = 1 slijedi C; = 4 — % Dakle,
rjeSenje problema stacionarnog provodenja topline je

u(z) = (2—1—96) m(z41)+20—1, ze[0,2).

3. Tanki homogeni $tap duljine L = 5, toplinskog kapaciteta v = 2 i s koefi-

cijentom provodenja 6 = 8, po duZini je toplinski izoliran, dakle na njega
nema prijenosa topline izvana. Neka je na krajevima Stapa temperatura
jednaka nuli, a poletna distribucija temperature neka je dana formulom
u(z,0) = g(x) = x(5 — x). Pronadite zakon provodenja topline kroz
opisani Stap.

Rjesenje Rjesavamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu 2% 5= 2‘9 5, gdje
je c? %, uz homogene rubne uvjete u(0,t) = u(5,t) =0 pocetnl uvjet

u(x,0) = z(5 —x) = g(x). Znamo da je rjeSenje oblika

o0
_(cenm %J 2 . nm
= E Ene(L) sm—x— E E,e 5 sm?a:,

2 L 2 [°
E, = —/ g(x)sin nlxda: = / g(x)sin nlxdx n € N.
L/ 5/ 5
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Racunamo koeficijente E,,, n € N:
9 5
E, = —/ x(b — x)sin " da
5 Jo 5

_’ w=>5r—2*> du=(5—2r)dx

T | dv =sin ZEdr v = —-2 cos IX
5 nmw 5
5 5
2 nww
= —(2* —5z)cos —| +— [ (5—2z)cos ——dx
nmw o Ny d

u=>5—2x du = —2dzx

dv = cos "Frdr v = 2 gjp e
nm 5
5
10 . T 20 > nnx
= —— (5 —2z)sin — 55 | sin——dx
n4m 5 |, n*m o 5
5
100 nmwx 100
= —— 5 Cos = —— (1 —cosnm)
nemw o2 |g n°m
_ 0, za n paran,
%, za n neparan.

Prema tome, zakon provodenja ima oblik

= 200 _2ektmy, . (2k 4+ 1)w
u(z,t) = ST 35 ) tgin g,
— (2k +1)°m 5
zaz€[0,5]it>0.
4. Rijesite problem
ou  d*u +ozet
— = — +2ze
ot 0x?

provodenja topline kroz homogeni Stap, uz uvjete u(0,t) = u(1,¢t) =0 i
u(z,0) =2z(1 —2) = g(x).

Rjesenje: Uotimo da je u ovom slu¢aju L =1 i c = 1. RjeSenje trazimo
u obliku

u(z,t) = Z E,(t)sin %x = Z E,(t)sinnrz,
n=1

n=1
gdje su funkcije E,(t), n € N, rjeSenja obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
prvog reda

cnm

B0+ (F7) Balt) = BLl0) + (nmPE(0) = 4, (0)
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uz pocetni uvjet

L 1
E,.(0) = —/ g(x)sin n%xdx = 2/ z(1 — x) sin nredz,
0 0

a A, (t) Fourierovi koeficijenti funkcije h(x,t) = 2xe' iz razvoja u red po
sinusima,

2 [ nm !
A,(t) = E/o h(x,t)sin T:de = 2/0 h(z,t)sinnrrde

1 1
= 4/ ze sinnradr = 4et/ rsin nmxdx
0 0

| dv =sinnrxdxr v = —% COSNTL
4et b get /1
= ——gcosnnz| + — cosnmxdzr
nm o T Jo
4et 4et b get
= ———cosnm + sinnrr| = —(=1)",
nm n2m2 o nm
n € N. Dakle, treba nadi rjeSenja jednadzbi
/ 2 4€t n+1
By () + (o Eu(t) = - (~1)"

Znamo da je (pogledajte [2],1.3.3)

. 4et
En(t) — 6—‘fn27r2dt(/€‘[ n27r2dt(_1)n+l_edt + C)
ni
= e‘"g”Q’f((—l)"+1i / etn*m)tqy 4 C>
nm
4(—1)m 22 22
—n2m2¢ t _nem“t —n Tt
- e i R C
e mr(l—i—n?w?)ee + Ce
4(—1 ntlet 2 2
_ DT | et cer

nm + n3mw3
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Konstantu C' ¢emo odrediti iz poletnog uvjeta. Najprije raunamo
1
E,.(0) = 2/ z(l — ) sinnradz
0

‘ u=z—2*> du=(1-2z)dz

| dv =sinnradr v = —% COSNTTT
1 1
2 2
= —(2* —x)cosnmz| + — [ (1 —27)cosnmradz
nmw o nm o

u=1-—2x du = —2dx
dv = cosnmaxdr v = # sinnmx
2

1 1

: 4 .

= —— (1 —2z)sinnrr| + - [ sinnrrdr
n?m o nm? Jg

1

= — COSNTT
n33

0

- 0, za n paran,
#, za m neparan.

Prema tome,

4=D"
O — o Za n paran,
—_— 8 4(_1)n
povc e S nrTn3a3, Za m neparan.

To znadi da je

4(=1pntt
nr+n3m3

Ent: _1\n
() 4(1)+16t+(#+

nr+n3m3

4(—1)" 2.2
M(Jrn?),ﬂge et za n paran,

4(=1)"
nm+n3m3

et 4+

2.2
)e Tt za n neparan.

Kona¢no rjesenje problema provodenja mozemo pisati u obliku

u(z,t) = Z Eoi1(t) sin(2k + 1)mz + Z Eoy(t) sin 2kmzx,
k=0 k=1

zaz€[0,1],t>0.

5. lzralunajte temperaturu izoliranog homogenog $tapa s izoliranim rubovima
ako je
ou 482u
ot ox?’
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a poletna razdioba temperature dana je sa

.0 = o0) = {

Rjesenje: Najprije uotimo da je ¢2 = 4 i L = 3. Znamo da je u slu&aju
izoliranih rubova rjeSenje problema provodenja oblika

cnﬂ't nim 4n7r nm
E D,e 12 COSTQJ—E D,e "o tcos?x

zax € [0,3] it > 0. Raunamo koeficijente Dy i D,,,n € N:

nm 2

L 3
/0 g(x )cosfxdx— 3/0 g(x) cos%xdx

3 3
(/2 X COS Exd:z: + / (3 —x)cos T&:dx)
; 3 . 3

2

D, =

1o

Wl o
w

U=2z du = dz
dv = cos && xdx V= %sin ’g—”x
‘ u—3—x du = —dx

dv = cos 2 :cd:c v—ism 333

+
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3 3
2( 3 nmw |2 3 2 . nm
= | —zxsin —z| — — sin —axdx
3\ nm o Ny
33—xz) . nr |° 3 (% nm
+ sin —zx| 4+ — sin —axdx
nmw 3 |3 nmw 2

:g(isinm—i— ) cos@x
3\ 2nm 2 272 3,
9 nmw 9 nw |?
— %SI 5 T 20 cos ?x 5)
2 9 nm 9 g 9 nm
_§<WC T—W—n%ﬂcosnﬂ—kn%ﬁms 2)
= n267r2 (QCOS% —cosnm — 1), n € N.

Prema tome, temperatura izoliranog homogenog $tapa s izoliranim rubovima
dana je funkcijom

2.2

3 « 6 nZx
u(x,t):1+ E oy (2(:057%—cosmr—l)e_49 tcosn?ﬂx,
n=1

zax €[0,3]it>0.

6. Rijesite problem provodenja topline izoliranog homogenog Stapa duljine
L =5, koji je opisan jednadZbom

-
ot 0x%

uz rubne uvjete u(0,t) = 2, u(5,t) = 12 i poetnu razdiobu temperature
u(z,0) = 2z + 2 + sin Fa.

Rjesenje: Bududi da rubni uvjeti nisu homogeni, rjeSenje traZimo u obliku
uw(z,t) = v(x,t) + w(x),
gdje je v(x,t) rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe

v 0%v

Y162
ot 0z?’
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uz homogene rubne uvjete i poletni uvjet v(z,0) = u(z,0) — w(z), a
w(z) = 222 + 2 = 22 + 2. Dakle, v(z,0) = sin Zx. Znamo da je

2,22

cinm 16n7r . nmw
EEe L2 sm—x—g E,em sm?x,

zax € [0,5] it >0, pri Cemu su koeficijenti dani sa

nm nm

2 [* 2 7
E, = E/o v(x,0)sin Txdx: 5/0 v(x,0)sin ?xdx

2 5 dn n7rd 1, zan=4,
=% 0s1n535s1n5xa:— 0. zan£Ad

Posljednja jednakost u gornjem nizu vrijedi zbog svojstva ortogonalnosti
trigonometrijskih funkcija. Prema tome,

25672 t 47

v(z,t) = 25 'sin —,
5
pa je konacno rjeSenje problema provodenja
_20671' t 4
u(z,t) =€ "2 SIHE£B+2:E+2 x €[0,5], t>0.
. Rijesite problem
ou 0% L3
— = — + 3xé
ot 0z?

provodenja topline kroz homogeni $tap, uz uvjete u(0,t) = u(4,t) = 0 i

u(z,0) = z(4 — z).

. Rijesite problem provodenja topline kroz izolirani homogeni $tap s izoli-

ranim rubovima ako je

ou 982u
ot ox?’
a pocletna razdioba temperature dana je formulom
1
_ _ 51’, 0 S S 2,
we.0) =g ={ 4 25, §E0EH
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9. Odredite temperaturu izoliranog homogenog Stapa ako je pripadni problem

10.

provodenja topline opisan sa

ou_ o
ot 0x?’
ou ou
E(Qt) - a(&t) - 07

a poletna razdioba temperature dana je formulom

u(z,0) = g(z) = cos %x

Rijesite problem provodenja topline kroz izolirani homogeni 3tap duljine
L =7, koji je opisan jednadzbom

ou 0O%u

ot 0a?

uz rubne uvjete u(0,t) = 1, u(7,t) = 8 i poletnu razdiobu temperature
u(x,0) = x4 1 4 sin Zz.
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2.5 Ravnoteza i oscilacije membrane

Promotrimo membranu €2 u ravnini. Pretpostavljamo da je ona homogena, kon-
stantne povrSinske gustoce p i izotropno napeta (napetost p je konstantna). Neka
je u(x,y,t) progib membrane u to¢ki (z,y) u trenutku ¢, a f(z,y,t) povrsinska
gustoca sile koja se izvana prenese u to¢ku (z, y) u trenutku ¢. 1z zakona oéuvanja
koli¢ine gibanja dobivamo jednadzbu koja opisuje oscilacije membrane €2:

*u(x,y,t Ou(x,y,t Ou(x,y,t
p(Qy):p (2y)Jr (Zy)
ot ox dy

)+f($,y,t)

za (z,y) €Qit>0.

Prisjetimo se definicije Laplaceovog operatora, Au = % + giyg. Promotrimo
sada ravnotezu membrane, tj. slutaj kada progib u(x,y,t) = u(z,y) ne ovisi o
vremenu t. Jednadzba ravnoteZe membrane tada ima oblik

pAu+ f =0, tj.

Au =g,

gdje je g(x,y) = . Ukoliko na membranu ne djeluje vanjska sila, tj. f =0,
ravnoteza je opisana Laplaceovom jednadzbom

_ f=y)
p

Au =0,
a u slu€aju djelovanja vanjske sile f # 0 rjeS8avamo Poissonovu jednadzbu
Au = g.
Sada ¢emo opisati rjesenja sljedecih problema:
a) ravnoteZa pravokutne membrane kojoj donji rub nije u€vrséen,
b) ravnoteZa pravokutne membrane kojoj gornji rub nije u&vrséen,
c) ravnoteZa kruZne membrane,
d) ravnoteZa kruzne membrane s kruznom rupom u sredini,

e) oscilacije pravokutne membrane bez utjecaja vanjske sile.
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a) Promotrimo ravnoteZu pravokutne membrane © = [0, a] x [0, b] bez utje-
caja vanjske sile. Laplaceova jednadZba ima jedinstveno rjeSenje uz rubne uvjete
u(z,0) = a(z) i u(0,y) = u(a,y) = u(x,b) = 0 (donji rub membrane odreden
je funkcijom «(z), a lijevi, desni i gornji rub su u¢vr¥eni). U opisanom slu¢aju,
rjeSenje problema ima oblik (pogledajte [3],6.2.1)

u(z,y) = Z (Anch% + anh%) sin ?, zr€[0,a], yelo0,b].

gdje za svako n € N koeficijente ratunamo po formulama

2 a
A, = —/ a(x)sin DT 4
aJo a

i B, = —A,cthZ®,

b) Promatramo ravnotezu pravokutne membrane 2 = [0, a] x [0, b] bez ut-
jecaja vanjske sile. Znamo da Laplaceova jednadzba ima jedinstveno rjeSenje uz
rubne uvjete u(z,b) = G(x) i u(0,y) = u(a,y) = u(x,0) = 0 (gornji rub mem-
brane opisuje funkcija 5(z), a lijevi, desni i donji rub su u&vrééeni). U navedenom
slu¢aju, rjeSenje problema ima oblik (pogledajte [3],6.2.1)

. nTT
E B sh—sm—,
a

gdje za svako n € N koeficijente B,, ratunamo po formuli

/ B(x) sin @dx

” Sh nﬂ'b

c) Promotrimo sada problem ravnoteZe kruzne membrane polumjera R. RjeSavamo

Laplaceovu jednadZbu
10 ([ Ou 1 0%u
A = - — _ _—— = O
o <rar> * r2 0¢?

u polarnom koordinatnom sustavu u ravnini, uz rubni uvjet u(R,¢) = a(¢).
Rjedenje jednadzbe dano je formulom (pogledajte [3],6.2.2)

o0

= Z r"(E1, cosng + Eay, sinng),

n=0
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zar € [0,R]i¢ € [0,2m), pri Cemu se koeficijenti ratunaju po formulama

Ey = %/ a(¢)de,

Ey, = / a(p)cosnpdp, neN i
R
1 s
Es, = / a(¢)sinngdp, n € N.
Rrw

d) Promotrimo problem ravnoteze kruzne membrane polumjera Ry s kruZnom
rupom u sredini polumjera Ry, gdje je Ry > Ry > 0. RjeSavamo Laplaceovu
jednadzbu uz rubne uvjete u(Ry,¢) = a(¢) i u(Ry, ¢) = B(¢). Rjelenje je
oblika (pogledajte [3],6.2.3)

u(r, ¢) = Ap+ By 1n7’—|—2 {(Alnr +B—> cosng—+ <A2n7‘ +B—> Sinngb],
n=1

zar € [Ry, Ry] i ¢ € 0,27). Napomenimo da u rjeSenju imamo vie &lanova jer
nula nije u domeni, pa ne odbacujemo &lanove zbog neograniéenosti. Koeficijente
Ag i By ratunamo iz sustava jednadZbi

1 v
Ao+ Boln Ry = —/ a(p)de,
2m J_,

AO —+ Bo In R2 = %/ ﬁ(¢)d¢,

koeficijenti Ay, i By, odreduju se za svako n € N iz sustava jednadzbi

B, 1 [T
AR + R—ln == / a(¢) cos ngdo,

AMR"+@: / B(¢) cos ngdo,

a koeficijenti As, i By, iz sustava jednadzbi

B, 1 [7 .
Ao+ = | ato)sinnods,

—T

B2n

Aon Ry + = / B(¢) sin nedae.
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e) Rijesimo problem oscilacija pravokutne, homogene, izotropno napete mem-
brane 2 = [0, a] x [0, b] na koju ne djeluje vanjska sila, tj. f(z,y,t) = 0. Problem
je opisan parcijalnom diferencijalnom jednadZbom

0%u
ot?
gdje je 2 = %, p predstavlja napetost, a p gustocu membrane. Jednadzba ima
jedinstveno rjesenje ukoliko zadamo rubne i poletne uvjete. Pretpostavimo da je

rub membrane u&vrdéen, tj. da vrijedi u|sq = 0, da je pocetni oblik membrane
zadan funkcijom

= ?Au,

u(z,y,0) = a(z,y),
a pocetna brzina membrane funkcijom

ou

t=0

Uz navedene pretpostavke, metodom separacije varijabli (pogledajte [3],6.2.5)
dobijemo rjeSenje opisanog problema oscilacija pravokutne membrane,

. - mnr . n
u(z,y,t) = Z(Amn oS At + By SIn A t) sin ;T sin %,
m=1 n=1

za (z,y) € Qit >0, pri &emu je A\, = cm/’f—; + 2—22 zam,n € N. Koeficijente
A 1 By za m,n € N ralunamo prema formulama

4 b a
Apn = — / / a(z,y)sin T in @dxdy i
ab Jo Jo a b

4 b a
Bn = / / B(x,y)sin T in %dxdy.
mn Jo Jo

ab\ a

1. Rijesite problem ravnoteZe pravokutne membrane Q = [0, 3] x [0, 2] opisan
Laplaceovom jednadzbom Au = 0 uz rubne uvjete u(z,0) = sin Zx i
u(z,2) = u(0,y) = u(3,y) = 0.

RjeSenje: Uz oznake a = 3 i b = 2 znamo da je ravnoteZza membrane
opisana funkcijom
= nm

u(z,y) =Y (Anch%”y + anh%”y) sin "

n=1
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= Z (A ch™ y+ B sh?y> sin %x

Koeficijente A,, n € N, ratunamo primjenom svojstva ortogonalnosti
trigonometrijskih funkcija na sljedeéi nacin:

2 [° 2 [?
A, = —/ u(z,0) sin " da = —/ u(z,0) sin " vda
a Jo a 3 Jo 3
2/3_ 2r Lo 1, n=2,
= - sin —x sin —axdx =
3 Jo 3 3 0, n#2,
a koeficijente B,, kao B, = —Ancth’mT7r = —AncthQ”T’r. Prema tome,

rjeSenje zadanog problema ravnoteze pravokutne membrane je funkcija

4 2
u(z,y) = (ch?y - cth%sh;y) gx, r€[0,3], yelo0,2],

prikazana na Slici 2.7.

Slika 2.7: Ravnotezni polozaj membrane

2. Rijesite Laplaceovu jednadzbu Au = 0 za pravokutnu membranu 2 =
[0,4] x [0,2] uz rubne uvjete u(x,2) = sinfr i u(0,y) = u(4,y) =
u(z,0) = 0.

Rjesenje: Uz oznake a =4 i b = 2, imamo da je

Z anh—y sin —a: = Z anh y sin X
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gdje je

1 2 [
B, = —/ u(x,Z)SinTxdx:
0

shr g
a

1 2 nm
—_— u(x,2) sin —axdx
a shQ’}T“4/O (z,2) 4
1

Y n:]"

1 2 [
= m—/ sinzxsinmxdx: sh
shzz g J, " a 4 0. ntl

wR

Prema tome, rjeSenje postavljenog problema je funkcija

1
u(z,y) = Sh—ﬂshgysin gx, x €[0,4], ye]0,2],
2

prikazana na Slici 2.8.

Slika 2.8: Ravnotezni polozaj membrane

3. Rijesite problem ravnoteze kruZzne membrane polumjera R = 3 uz rubne
uvjete:
a) ul,=3 = 2cos2¢ = a(¢),
b) u|,—3 = 4+ 3sin5¢ = a(e).

RjeSenje: Znamo da je rjesenje dano formulom

o0

u(r, ¢) = Z r’ (Em cosng + Es, sin ngb) ,

n=0
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52
gdje je
1 vy
10 = 2—/ CV(Cb)dCb,
7r —T
1 i
B, = — a(p)cosnpdp, n €N,
3nm ).
1 i
Es, = — a(¢)sinngdp, n € N.
3nm ).

a) Za n € Ny ratunamo koeficijente:

™ m

2 1
Eyy=— cos2¢dp = —sin2¢| =0,
27 27

—T

—T

3" _ )
T

cos 2¢ sinngdg = 0.

E 2 " o2 do={ o "=
n ﬂcos ¢ cosnopdp = 0. nt2,

E2n

RECA

Prilikom odredivanja koeficijenata Ey, i FEs, koristili smo svojstvo
ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija. RjeSenje zadanog problema

ravnoteZe kruZne membrane je funkcija

u(r, @) = 37”2 cos2¢, r€[0,3], ¢€]l0,2nm).

b) Za n € Ny ratunamo koeficijente:

™

Eip = %/ﬂ(4+38in5¢)d¢ = %(Zkb— gcos&b)

1 3 3 8
—(47r—gcos57r+47r+gcos57r) :£:4,

:27T

—T
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1 s

Ey, = pro (4 4 3sin5¢) cos ngdo
’I’Lﬂ- .
4 T 3 .
- cosngdg + — / sin ¢ cos nodo
3nm ). 3nm ).
= Snm sin ng 3 =0,
1 s
Es, = prom (4 + 3sin5¢) sin ngpdd =
nﬂ- -
1 4 " T )
= —(——coanb +3/ sm5¢smn¢d¢)
3" n _7r r

_ %, n=>,
0, n#b5,

Prilikom odredivanja koeficijenata F,, i Fs, koristili smo svojstvo or-
togonalnosti trigonometrijskih funkcija. RjeSenje postavljenog prob-
lema ravnoteZe kruzne membrane je funkcija

u(r,¢) =4+ %7“5 sinbp, re€0,3], ¢e€]l0,2n).

4. Rijesite problem ravnoteze kruzne membrane polumjera R = 2, napetosti
p = 3, ako je zadana gustoca vanjske sile f(r) = 2r + 5 (sila djeluje
radijalno) i rubni uvjet u|,—o = 0.

Rjesenje: Rjesavamo Poissonovu jednadzbu
—3Au =2r+5,

uz rubni uvjet u|,—o = 0. Bududi da vanjska sila djeluje radijalno, ravnotezni
poloZaj membrane ne ovisi o kutu ¢, pa se Poissonova jednadzba svodi na

oblik
12 7"% B _27’+5
ror\ or) 3

Pomnozimo gornju jednadzbu s 7,

o (0w _ 2t o
or\ or) 3 3

i integriramo po r,
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Sada dobivenu jednadzbu podijelimo s r,

ou 2r2 5 (O
+

I ponovno integriramo po 7,

2r3  5r?
=———-—+4C(1 Cs.
u(r) o7 D +Cilnr + Cy
Uocimo da priblizavanjem sredistu membrane r teZi prema nuli, pa u slu¢aju
da je C # 0 progib membrane teZi u oo Sto je fizikalno nemoguce. Stoga
moramo uzeti da je C = 0. lz rubnog uvjeta u|,—o = 0 izratunamo Cs.
Imamo

23 22
—2——-5—40Cy=0
o7 P T
pa je (5 = %. Dakle, rjeSenje postavljenog problema ravnoteze kruZne
membrane ima oblik
2r3 5r? 61
=—— - — 4+ = 2].

. RijeSite problem ravnoteZe kruzne membrane polumjera R, = e3 s kruZnom

rupom polumjera Ry = e u sredini, uz rubne uvjete u(Ry, ) = cos2¢ i
u( Rz, ¢) = sin 2¢.

Rjesenje: Rjesenje problema je dano formulom
- n Bin n Bsy, .
u(r, ¢) = Ap+Bo lnr—l—g Apr"+—— | cosng+| Aspr"+—— | sinno|.
rn ,rn
n=1

Koeficijente Ay i By raunamo iz sustava
1 ™
Ap+ Bylne = —/ cos 2¢do,
2 ),

1 vy
Ay + Bylne® = —/ sin 2¢do.
2 ),
Odredimo desne strane sustava

1 [" 1
—/ cos2¢pdg = —sin2¢| =0,
2m ) . A

m
—T
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1 [ 1
— / sin 2¢dpp = ——cos2¢| = 0.
2 J_. A

Prema tome, Ag+ By =0i Ay+3By = 0, odakle dobivamo Ay = By = 0.
Koeficijente Ay, i By, za n € N odredujemo iz sustava

s
—T

By, 1 [T
Appe” + =2 = —/ cos 2¢ cos npdo,
er ™

—T

e3n

By, 1 [™ .
Ay, e’ + n —/ sin 2¢ cos nodo.
0

—T
Koristeci ortogonalnost trigonometrijskih funkcija za n = 2 dobijemo sus-
tav

dok za n # 2 vrijedi Ay, = 0. Prvu jednadZbu gornjeg sustava pomnozimo

s e, a drugu s -1, pa dobivene jednadZbe zbrojimo. Sada izratunamo
el0 “ . . ™ 1

Biy = = i uvrStavanjem u drugu jednadzbu Ay = 20

Koeficijente Ay, i By, za n € N odredujemo iz sustava

By, 1 [T .
Agpe™ + =2 = —/ cos 2¢ sin ngdo,
en T

-7

By, 1 [T . .
Agpe® + 220 = = sin 2¢ sin ngd¢.
e3n T .

Primjenom ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija za n = 2 dobijemo

sustav B
22
A22€2 + — = O,
e
Basg
Age® + P 1,
dok za n # 2 vrijedi As, = 0. Prvu jednadZbu gornjeg sustava pomnoZimo
. . . . 6
s —e*, pa dobivene jednadZbe zbrojimo. Sada izratunamo By, = T
i uvrStavanjem u prvu jednadZbu dobivamo A,y = % Prema tome,

rjeSenje postavljenog problema ravnoteZe kruZne membrane je

2 o10 022 b .
u(r, ¢) = (62(1 — 68)+(68 — 1)7’2) coquﬁ—i—(eS — 1—1—(1 — 68)7”2) sin 2¢,

zar €le,e’]i¢el0,2m).
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6. RijeSite problem ravnoteZe kruzne membrane polumjera Ry = e* s kruznom

rupom polumjera R; = e? u sredini, ako je napetost membrane p = 2 i na
membranu djeluje vanjska sila gustoce f(r) = r (progib ne ovisi o kutu),
uz rubne uvjete u(R;) = u(Rs) = 0.

Rjesenje: Rjesavamo Poissonovu jednadzbu —2Awu = r. Buduéi da van-
jska sila djeluje radijalno, ravnotezni poloZaj membrane ne ovisi o kutu ¢,
pa se Poissonova jednadZzba svodi na oblik

1o ou)_ 7
ror r@r o

PomnoZimo gornju jednadzbu s 7,

O (0w _ 1
or\ or/) 2’

i integriramo po 7,

ou rs
— =—-——+4C].
Tar 6 + e
Sada dobivenu jednadzbu podijelimo s r,
ou  r? N o)
o 6 r’

i ponovno integriramo po 7,
3
U(T) = ——+ Cl Inr + CQ.
18
Iz rubnih uvjeta slijedi

66
—— +2C,+Cy, =0,

18
612
—— +4C1 + Cy = 0.
13 + 407 + Gy
Koeficijent C izraunamo tako da prvu jednadZbu pomnoZimo s -1 i do-
P . .. 12 .
damo drugoj jednadZbi, pa dobijemo C; = ¢ 3g66. Sada C; uvrstimo u

i . L. o 6_ 12 oy - v
prvu jednadZbu i izratunamo Cy = % s RijeSenje problema ravnoteze
kruzne membrane s rupom je
3 12 6 6 12
r e’ —e 2e® —e
u(r) =——+ Inr+=———, rele’ el

18 36 18
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7. lzraunajte oscilacije homogene izotropne pravokutne membrane 2 = [0, 3] x
[0, 1], gustole p = 2 i napetosti p = 32. Poletna brzina membrane je jed-
naka nuli, rubovi su homogeno pri¢vrsceni, a pocetni poloZzaj membrane je
zadan funkcijom a(z,y) = 0.2(3x — 2%)(y — y?).

Rjesenje: RjeSavamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

0*u 32
o2 2

uz zadane rubne i poletne uvjete. Znamo da je rjeSenje oblika

.1' y7 Z Z ( mn COS )\mnt + an sin )\mnt) sin m;:l’ sin ?y’

m=1n=1

gdje je Apn = /27 ?224—”2 = 4n \/%24—712 za m,n € N. Uo¢imo

da su koeficijenti B,,, = 0, jer je pofetna brzina membrane jednaka nuli.
Rac¢unamo koeficijente A,,,:

Amn / / (3x — z? Wy —y %) sin m;rx sin nTﬂydxdy

dx/ (y — y?) sin nwydy.
0

=1 (3x —z?) sin -

Odredimo integrale

3
/(3x—x2)sinm§xdx—' u=3w - d“_( )~ 2u)de
0

dv = sin m”dx v = —--cos mgx
3
3 5 mmx
= —(x* — 3x) cos
mm 0

3
+ 3 / (3 —2x) cos m;)mdx
0

mi
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- u=3—2x du = —2dzx
T | dv = cos ®Edy v = 2 gin TIE
3 mm 3
3

9
= ?(3 — 233') sin mre
m=eT

18 5 mrmx
+—== sin dx
m2m J 3

3
54
=53 (1 — cosmm)
0

54 MTL
= — cos
m3m3 3

_ { 0, za m paran,

W}ng, za m neparan [

1 2
2\ -~ u=y—-y du = (1 - 2y)dy
/0 (y Y )smmrydy = ‘ dv =sinnmydy v = —é cosS Ny
1 1
= —(y* — y) cosnmy
nm 0

1

1
+ — [ (1 —2y)cosnmrydy
nm J,

u=1-—2y du = —2dy
dv =cosnmydy v = % sin nmy
1

1
= (1 —2y)sinnmy

2.2
n2mw 0

2 L

+ 32 sin nydy
0
1
2 2 a )

= — cosnmy| = — CcosSnT

n3m3 o niml

_ 0, za n paran,
ﬁ, za n neparan.

Prema tome,

5m3n376

376 za m neparan i n neparan,
Apn = 0 oy
, inace,
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tako da su oscilacije membrane dane funkcijom oblika

& 576
u(, g, ZZ5 2k + 1)3(20 + 1)°70

k=0 1=0
(2k + )7z

X COS Agg11,21+1t Sin sin(2l + 1)my.

8. Rijesite problem oscilacija homogene izotropne pravokutne membrane €2 =
[0,5] x [0,4], gustoce p =1 i napetosti p = 25, ako su rubovi pri¢vriéeni,
pocetni poloZaj je dan s a(x,y) = 0, a poletna brzina funkcijom §(z,y) =
20xy.

Rjesenje: Rjesavamo parcijalnu diferencijalnu jednadZbu

82

£ = 25Au,

uz zadane rubne uvjete u(x,0) = u(z,4) = u(0,y) = u(5,y) = 0, te
poletne uvjete a(z,y) = 0 i B(x,y) = 20xy. Znamo da je rjedenje oblika

= - . mmx | nmay
u(x,y, mn COS At + By sin Ayt ) sin sin —=,
( y m=1 nz: ( ) 5 4

gdje je A\, = 5#«/?22 + = n — 51 \/Tg—; + ’f—é za m,n € N. Uodimo da su
koeficijenti A, = 0, jer membrana u poc¢etnom trenutku lezi horizontalno
(a(z,y) = 0). Ratunamo koeficijente B,,,:

mn 20)\mn / / 201’y SlIl

/ . mnzx q / 4 nmw d
= T sin T sin —=
Mo S 5 yem Ty

% sin ?dwdy
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Odredimo integrale
/5 . mmx U=x du =dz
x sin
0

dv = sin m”dx V= —i cos IE

5
° 5 /5 MTL
+ — CoS dx
0 5

0 mi

dz:‘

5 mnx
= ———1T COoS
mm 5

5

25 . mrx
:——cosmﬂ—l—?sm—
mim mem 5

25 .
= ———cosmm = —(—1)"" i
mm mm

0

Prema tome,
1600(—1)™*"

an = 5
mnm?Amn

, m,n €N

tako da su oscilacije membrane funkcija oblika

m+n

1600(—
u(z,y,t) Z Z mn7r2)\ COS A\t Sin m;rx sin %,

m=1 n=1

zaz €[0,5], y€[0,4]it>0.

Rijesite problem ravnoteZe pravokutne membrane Q2 = [0, 5] x [0, 1] opisan

Laplaceovom jednadzbom Aw = 0, uz rubne uvjete u(z,0) = sin 3—“x [

u(z, 1) = u(0,y) = u(5,y) = 0.

RijeSite Laplaceovu jednadZbu Au = 0 za kvadratnu membranu Q =
[0,2] x [0,2], uz rubne uvjete u(z,2) = sinfz i u(0,y) = u(2,y) =
u(z,0) = 0.
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11.

12.

13.

14.

RijeSite problem ravnoteze kruZzne membrane polumjera R = 4, uz zadane
rubne uvjete:

a) u|y—4 = sin4g,
b) u|,—4 =2+ 3cos T¢.

RijeSite problem ravnoteze kruzne membrane polumjera R = 4 i napetosti
=1, ako je zadana gustoéa vanjske sile f(r) = r? + 3r + 1 (sila djeluje
radijalno), uz rubni uvjet u|,—4 = 1.

Rijesite problem ravnoteZe kruZzne membrane polumjera Ry = €3 s kruZnom
rupom polumjera R; = €? u sredini, uz rubne uvjete u(R;, ¢) = sin2¢ i
u(Ra, @) = cos 2¢.

Rijesite problem ravnoteZe kruZne membrane polumjera Ry = e* s kruZnom
rupom polumjera R; = e u sredini, ako je napetost membrane p = 3 i na
membranu djeluje vanjska sila gustoée f(r) = 3r3 (progib ne ovisi o kutu),
uz rubne uvjete u(Ry, ¢) = u(Ra, ¢) = 0.
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Poglavlje 3

Numericke metode

3.1 Numericke metode za ODJ prvog reda
Promatramo obi¢nu diferencijalnu jednaZbu prvog reda

y’zf(x,y), ZAAS [a7b]7

gdje je f poznata realna funkcija dvije varijable, uz poletni uvjet y(a) = yo.
RjeSenje postavljenog problema, koji se u literaturi naziva Cauchyevim proble-
mom, ponekad moZemo egzaktno odrediti. Ima sluajeva kada to ne znamo
u€initi. Tada Cauchyev problem rjeSavamo numeri¢kim metodama koje daju pri-
blizno rjesenje y; ~ y(z;) zait =1,--- ,n.

3.1.1 Eulerova metoda

Rjesavamo Cauchyev problem
y' = f(zy), z¢€lal]
uz uvjet y(a) = yo.
Segment [a, b] podijelimo na n jednakih dijelova Sirine h = b_T“:

a=x9<r1=x90t+h<z3=21+h<---<x,=02,1+h=0.

Iz Taylorove formule (y(z) =~ y(c)+y'(c)(z—c)) izvedemo Eulerovu iterativnu
formulu za ratunanje pribliznih vrijednosti y(x;) = y; funkcije y

Yis1 = Yi + hf(xi, vi),

zai=0,1,---,n—1.

63
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1. Eulerovom metodom rijeSite jednadzbu ¢y = z(1 — y) na [0,2] ako je
y(0) =0ih=04.
Rjesenje: Uz f(x,y) = z(1 — y) ratunamo
x9 =10
yo=y(0) =0
r1=290+h=04
Y1 = yo + hf(xo,90) = 0+ 0.4f(0,0) =0
To=x1+h=0.28
Y2 = y1 + hf(z1,91) = 0+ 0.4f(0.4,0)
=0404-04-1=0.16
Ts=x9+h=12
Y3 = yo + hf (s, ys) = 0.16 + 0.4£(0.8,0.16)
=0.16+0.4-0.8(1 —0.16) = 0.4288
ry =23+ h=16
s =y + hf (s, ys) = 0.4288 + 0.4f(1.2,0.4288)
= 0.4288 + 0.4 - 1.2(1 — 0.4288) = 0.703
Ts=x4+h =2
ys = ya + hf (e, ya) = 0.4562 + 0.4f(1.6,0.703)
=0.703 4+ 0.4 - 1.6(1 — 0.703) = 0.8931

Napomena: Metodom separacije varijabli (vidi [2],1.3.1) odredimo to&no
rjeSenje Cauchyevog problema iz prethodnog zadatka:

IQ
ylx)=1—e€" 2.

Na slici 3.1 je prikazan graf to¢nog rjedenja i totke (x;,v;),i = 0,---,5
dobivene Eulerovom metodom.

2. Eulerovom metodom rijesite jednadzbu 3/ = 2x—y na [0, 1] ako je y(0) = 0
i h=0.25.

3. Eulerovom metodom rijedite jednadzbu ¢/ = 2%+y na [0, 2] ako je y(0) = 1
i h=0.5.
3.1.2 Poboljsana Eulerova (Heunova) metoda

Rjesavamo Cauchyev problem

y = f(z,y), x¢€la,b],
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0.8
0.6
0.4

0.2)

0.4 0.8 1.2 1.6 2.

Slika 3.1: Graf to¢nog rjesenja i tocke dobivene Fulerovom metodom

y(a) = yo.

Segment [a, b] podijelimo na n jednakih dijelova &irine h = ¢:

n

a=r9g<rT1=T9o+h<ry=x1+h<---<x,=2=op_1+h=0.

Eulerovu metodu moZemo poboljsati tako da dodamo jedan medukorak na
sljededi nadin:

y;:rl =Y + hf(l'“ yz>7
h *
Yir1 = Yi + §(f(i% yi) + f(xz‘ﬂ, y¢+1))>

zai=20,1,--- ,n—1. Ovo je tzv. poboljSana Eulerova metoda koja daje to¢niju
aproksimaciju rjeSenja diferencijalne jednadzbe.

1. Poboljsanom Eulerovom metodom rijeSite jednadzbu ' = x + 3y na [0, 1]
ako je y(0) =0ih =0.2.

RjeSenje: Znamo da je f(z,y) = x + 3y i n = 5. Odredimo iterativni
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postupak za rac“:unanje aproksimacije rjeSenja:
Yiv1 = Yi + 7 <f T, Yi) + f(xm,ym))
=y +0.1 (37@ + 3y + i1 + 3y:+1>)
=y +0. 1(95@ + 3y + w1 + 3(% + 0-2(1’1 +3yi>))
=y; +0.1 <xl + 3y; +x; + 0.2 4+ 3y; + 0.6x; + 1.8yi>
(

=y;+0.1 26x2+78yz+02)

= 0.26x; + 1.78y; + 0.02,

zai=0,1,---,4. Sada ratunamo redom aproksimaciju rje$enja u to¢kama
1=20,1,---,5:

2o =20

Yo =y(0) =0

1 =0.2

y1 = 0.26z¢ + 1.78yg + 0.02 = 0.02

re =04

yo = 0.2621 + 1.78y; +0.02 = 0.26 - 0.2 4+ 1.78 - 0.02 4 0.02
= 0.1076

r3 = 0.6

y3 = 0.26z5 + 1.78y, + 0.02 = 0.26 - 0.4 + 1.78 - 0.1076 + 0.02
= 0.3155

zs = 0.8

ys = 0.2623 + 1.78y3 + 0.02 = 0.26 - 0.6 + 1.78 - 0.3155 + 0.02
= 0.7376

5 =1

ys = 0.26x4 + 1.78y, +0.02 = 0.26 - 0.8 + 1.78 - 0.7376 + 0.02
= 1.5409.

2. Poboljanom Eulerovom metodom rijesite jednadzbu y' = 2zy na [0, 2]
ako je y(0) =2i h=0.4.
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3. Poboljanom Eulerovom metodom rijesite jednadzbu ¢/ = »? na [0, 3] ako
jey(0)=1ih=0.5.

3.1.3 Metoda Runge-Kutta

Jog preciznija metoda od Eulerove i poboljsane Eulerove metode je Runge-Kutta
metoda. RjeSsavamo Cauchyev problem

/

Yy :f($7y)v ZAES [a>b]7

uz uvjet y(a) = yo.
b—a

Segment [a, b] podijelimo na n jednakih dijelova Sirine h = *-¢:

a=xrg<r1=290+h<zro=x1+h<---<x,=2,1+h=0.

Iterativni postupak za racunanje pribliznih vrijednosti y; =~ y(z;) funkcije y u
to¢kama x; metodom Runge-Kutta 4. reda opisuju sljedeée formule:

ki = hf(%',yz‘)

| h ki
ky = hf(xﬂr—,yﬁrgl)

2
. h ki
ks =h B T
ki = hf(ll?i—i‘h»yri'k’é)

o = i+ & (ki ok + 2+ kz)

zai=0,1,--- ,n—1.

1. Metodom Runge-Kutta rijeSite jednadZzbu ¢y = z—y na [0, 1] ako je y(0)=2
ih=0.2.
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Rjesenje: Ratunamo aproksimaciju rjeSenja, uz oznaku f(x,y) =z — y:

330:()
Yo =y(0) =2
ZC1202

K = hf(zo,90) = 0.2(0 —2) = —0.4

: 5 ) =02(04+0.1-2+0.2) = ~0.34

h 9

ky=h = =2

3 f<9€0+2>y0+2)

kfg:hf(l"o+h,yo+kg):
1

y1:y0+g(k?+2k3+2k§+k2>

h k9
K :hf(xo+—,yo+—1

=0.2(0+0.1—2+0.17) = —0.346

0.2(0 +0.2 — 2+ 0.346) = —0.2908

1
=2+ 6( —0.4—-0.68 -0.692 — O.2908> = 1.6562

Ty = 0.4
kb = hf(z1,1) = 0.2(0.2 — 1.6562) = —0.2912

h Je!
ki =hf (xl o+ —1) = 0.2(0.2 4 0.1 — 1.6562 + 0.1456)

2 2
= —0.2421
| h ky
ks = hf <x1 oyt 5) =0.2(0.2+ 0.1 — 1.6562 + 0.1211)
= —0.247
ky = hf(zy+ h,ys +k3) = 0.2(0.2 4+ 0.2 — 1.6562 + 0.247)
= —0.2018

1
y2:y1+6(k}+2k;+2k§+k;)

1
= 1.6562 + G ( —0.2912 — 0.4842 — 0.494 — 0.2018) = 1.411

T3 = 0.6
k2 = hf(wg,y2) = 0.2(0.4 — 1.411) = —0.2022
h k?
k3 = hf (xz + 5yt 71) =0.2(0.44 0.1 — 1.411 + 0.1011)
= —0.162
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h k3
k2 = hf(xz Tt 52) =0.2(0.4 + 0.1 — 1.411 + 0.081)
= —0.166
k3 = hf(zy+ h,ys + k3) = 0.2(0.4 4+ 0.2 — 1.411 + 0.166)
= —0.129

1
y3:y2+6<kf+2k§+2k§+ki)

1
= 1411+ 6( —0.2022 — 0.324 — 0.332 — 0.129) = 1.2465

Ty — 0.8

k3 = hf(zs,y3) = 0.6 — 1.2465 = —0.6465
h k3
k3 =hf (ZL“3 + -, ys + —1) = 0.2(0.6 + 0.1 — 1.2465 + 0.3232)

2 2
= —0.0447
; ho K
k3 =hf (xg gt 5) =0.2(0.6 + 0.1 — 1.2465 + 0.0223)
= —0.1048
k3 = hf(xs+ h,ys + k3) = 0.2(0.6 + 0.2 — 1.2465 + 0.1048)
= —0.0683

1
w= vt g (K4 26 2 )

1
= 1.2465 + G ( — 0.6465 — 0.0894 — 0.2096 — 0.0683) = 1.0775

Ty = 1
k= hf(zg,ys) = 0.8 — 1.0775 = —0.2775

4

h k
k= hf (:m + =yt —1) = 0.2(0.8 4+ 0.1 — 1.0775 + 0.1387)

2 2
— —0,0078
4 h Ky
k= hf (x4 + ot 5) = 0.2(0.8 + 0.1 — 1.0775 4 0.0039)
= —0.0347
kS = hf(zg+ by + k2 = 0.2(0.8 + 0.2 — 1.0775 + 0.0347)
= —0.0086

1
y5=y4+6<k?+2k§+2k§+k3)

1
= 1.0775 + G ( —0.2775 — 0.0156 — 0.0694 — 0.0086) = 1.0156



70 POGLAVLJE 3. NUMERICKE METODE

2. Metodom Runge-Kutta rijeSite jednad?bu v’ = z + 2% na [0,5] ako je

y(0) =0ih=L1.
3. Metodom Runge-Kutta rijesite jednadzbu y' = (z + 2)y na [0, 4] ako je
y(0) =3ih=1.



3.2. NUMERICKE METODE ZA OD.J DRUGOG REDA 71

3.2 Numericke metode za ODJ drugog reda

3.2.1 Metoda konacnih razlika

RjeSavamo rubni problem opisan obi¢nom diferencijalnom jednadzbom drugog
reda
u'(z) — q(x)u(z) + f(x) =0

za x € [0, L] i rubnim uvjetima «(0) =0 i v/ (L) =0 (ili u(L) = 0). JednadZba
opisuje ravnotezu Zice [0, L] napete konstantnom napeto3¢u p = 1, koja je uron-
jena u elasti¢no sredstvo opisano funkcijom elasti¢nosti ¢ i na koju djeluje vanjska
sila linijske gustoce f. Lijevi kraj Zice je pri¢vricen jer imamo u(0) = 0, a desni
kraj Zice je slobodan zbog uvjeta «'(L) = 0 (ili pri¢vriéen jer vrijedi u(L) = 0).

Sada ¢emo opisati metodu kona&nih razlika za rjeSavanje gornjeg problema.
Segment [0, L] podijelimo na n jednakih dijelova Sirine h = £:

O=xg<x1=20+h<r9=214+h<---<z,=2,_1+h=0L.
Uvedemo oznake w; =~ u(x;), ¢; = q(x;) i f; = f(z;). Sada pomocu Taylorovog
razvoja odredimo aproksimaciju druge derivacije progiba u:

po Wipl = 20+ Ui

!~ 5 7
koju zatim uvrstimo u diferencijalnu jednadZbu. Tako dobijemo sustav od n — 1
jednadzbi s n — 1 nepoznanica. Uz navedene oznake rjeSavamo sustav

—ui1 + 2+ W) —uip =02 fi, i=1,--- n—1.

Iz rubnog uvjeta u(0) = 0 slijedi da je ug = 0, a iz rubnog uvjeta v'(L) = 0 (ili
u(L) = 0) dobivamo da je u,,—1 = u, (ili u,, = 0).

1. Rijesite jednadzbu u”(x) — (x — 1)u(z) + 5 = 0 na [0, 2] uz rubne uvjete
u(0) = %/ (2) = 0 metodom kona&nih razlika ako je h = 0.4,

Rjesenje: Tocke u kojima ratunamo vrijednost funkcije u su

2 4

x0_07x1_0-4—_,x2:0.8:g;
6 8

x3—12:g; a:4:16:g; T = 2

Uz oznake q(z) = = — 1, f(z) =5, wi = u(zi), ¢ = q(z:), fi = f(21),
rjeSavamo sustav

—ui 1+ (24 RPq)u; — uiyy = B2 fi, i=1,2,3,4.
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Iz rubnih uvjeta u(0) = «/(2) = 0 dobivamo uy = 0 i uy = us. Prema
tome, sustav glasi

25\ 5 25
—U1+(2+i(4—1—1))U2—U3:i 5
25\ 5 25
4 (6
—UQ+<2+—5<5— ))U3—U4:2— 5,
8
+ _

t].

238u; — 125us = 100,

—125u; + 246us — 125u3 = 100,
—125uy + 254us — 125u4 = 100,
—125u3 + 137uy = 100.

Rjeenje sustava odredeno je programskim paketom MATHEMATICA® i
glasi:
up = 1.3158, uy = 1.7053, ug = 1.2403, uy = 1.8616.

2. Rijesite rubni problem v”(z) — zu(z) + x +2 = 0, z € [0,4], u(0) =
u(4) = 0 metodom kona&nih razlika ako je h = 1.

Rjesenje: Tocke u kojima ratunamo vrijednost funkcije u su
ro=0; x1=1; 2o =2; x3=3; 14 =4.

Uz oznake q(z) = z, f(z) = = + 2, w; = w(z;), ¢ = q(zi), fi = f(zi)
rjeS8avamo sustav

—ui—1 + 2+ RPg)ui —uip = B2 f;, 1=1,2,3.
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Iz rubnih uvjeta u(0) = u(4) = 0 dobivamo uy = uy = 0. Prema tome,

sustav glasi
(2 + 1*1)uy —ug = 13(1 + 2),
—uy + (24 122)uy — ug = 13(2 + 2),
—uy + (2 + 123)uz = 12(3 + 2),
tj.

3up — ug = 3,
—u1 + 4U2 — Ug = 4,
—us + duz = 5.

Rjeenje sustava je odredeno programskim paketom MATHEMATICA® i
glasi:
up = 1.5769, uy = 1.7308, uz = 1.3461.

3. Rijesite rubni problem v (x) —z?u(z)+z* = 0, x € [0, 3], u(0) = u(3) =0
metodom konalnih razlika ako je h = 0.5.

4. Rijesite rubni problem v”(z) —u(x)+3xz =0, z € [0,1], u(0) = u/(1) =0
metodom kona&nih razlika ako je h = 0.2.

3.2.2 Metoda konacnih elemenata

RjeSavamo problem ravnoteZe Zice [0, L] bez otpora sredstva (g(z) = 0) opisan
jednadZbom

(p(x)u' ()" + f(x) = 0,

pri Cemu je p(z) napetost Zice, a f(x) vanjska sila koja djeluje na ¥icu. Zica je

u lijevom kraju pri¢vrécena, tj. vrijedi u(0) = 0, a u desnom kraju slobodna $to

je opisano rubnim uvjetom u'(L) = 0 (ili pri¢vriena, tj. vrijedi u(L) = 0).
PribliZzno rjesenje traZimo u obliku

n

up(z) = Zcivi(x), z € [0, L],

1=0
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pri &emu su ¢y, 1, , ¢, € R konstante, a v; : R — R konaéni elementi. Oni
imaju oblik
T
—241, zo<z<zx
Uo(flﬁ) :{ h ) 0__ = 1,
0, inace,

%_Z+1a xi—1§$§$i7

vi(z) =49 —5+i+l @ <z <z,
0, inace,

—n+1, rzpa<zx<zx

_ h ) n =& = dny
vp(x) = Ty
n(7) { 0, inace,

pri ¢emu za zadani n € N, totke xg,x1, -+ ,x, i korak h odredujemo na isti
na¢in kao kod metode konaénih elemenata. Iz lijevog rubnog uvjeta odredimo
co = 0, a iz desnog rubnog uvjeta samo u slu¢aju u(L) = 0 slijedi ¢, = 0.
Konstante ¢y, - - - , ¢, ¢emo izradunati rjeSavajudi sustav

n
§ kmc]:bu Z:17"'7n7
i=1

odnosno u matri¢nom obliku

ki1 ki 0 - 0 1 by
ko1 koo koz - 0 _ C2 _ by
0 0 0 - kun Cp, b,

Koeficijenti k;; ratunaju se na sljedeéi natin (pogledajte [1], str. 71)

—h—12 f;i_lp(m)dx, j=1-—1,

L 1 Ti4+1 . .
= [ p(x)dx, j =1,
ki = / )i (2)v(x)dr = h? f%;.l R
’ 0 plo)ule);(@) — fwfrlp(x)dx7 Jj=1+1,
0, inace.
Otito vrijedi k;; = kj; zai,j = 1,--- ,n. Slobodni &lanovi b; odreduju se prema

formulama (pogledajte [1], str. 71)

b; = /OL f(z)v;(x)dx

T . Tit1 T .
:/le(x)(ﬁ—z+1>d:p—|—/wi f(x)(—ﬁ+z+1>d:17,
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zair=1,--- ,n.

1. Rijesite jednad?bu (2?u/(x))' +z +2 = 0 na [0, 1], uz rubne uvjete u(0) =

u(1) = 0, metodom kona&nih elemenata ako je h = 0.2,

RjeSenje: Razmak medu &vorovima je h = 0.2 = 1, napetost je p(z) =
12, a gustoda vanjske sile f(x) = z+2. Cvorovi mreze konatnih elemenata
su

9o =0; 1 =0.2; 29 =0.4;
3 =0.6; 4, =0.8; x5 = 1.

Aproksimaciju rjeSenja traZimo u obliku

= Z civi(x)

i=0
Iz rubnih uvjeta imamo ¢y = ¢5 = 0. Konstante ¢y, ¢g, c3 i ¢4 éemo odrediti
iz sustava

4
Zkijcj :bi, 1= 1,2,3,4.
j=1

Koeficijenti k;; ratunaju se na sljedeci nacin:

1 x9 0.4
ki = . p(z)dr = 25/ r?dzr = 0.5333,
0
1 x9 0.4
fig = _ﬁ p(x)d = —25/ 2*dz = kg = —0.4667,
1 2
b = 15 r?dr = 1.7333,
1
1
1 . 08 )
by = 2 =25 / r?dr = 3.7333,
1 e
z3
1 2
k44:ﬁ =25 xda:—65333
x3 0.6

k13 = k31 = k14 = k41 = k24 = k42 = 0.
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Koeficijenti b; odreduju se prema formulama

by = /O 1 F(z)vi(2)dz

- / (x4 2)(50 — 1+ 1)dz + /0'4(1: +2)(=52 + 1+ 1)dz = 0.44,
0 0.2
1
by :/ f(z)va(x)dx
04 0.6
:/ (x+2)(5x—2+1)dx—|—/ (x +2)(—=bx + 2+ 1)dx = 0.48,
0.2 0.4
b3 :/ f(z)vs(x)dx
08 0.8
:/ ($+2)(5x—3+1)dx+/ (x 4+ 2)(=5x 4+ 3+ 1)dx = 0.52,
0. 0.6

by = /0 f F(@)oa(z)dz

:/' (x+2)(5x—4+1)dx+/ (¢ +2) (=52 + 4 + 1)da = 0.56.

0.8
Prema tome, koeficijenti ¢;,7 = 1,2, 3,4 odreduju se iz sustava jednadzbi:

0.5333¢; — 0.4667cy = 0.44,

—0.4667¢c; + 1.7333¢c2 — 1.2667c5 = 0.48,
—1.2667co + 3.7333c3 — 2.4667c4 = 0.52,
—2.4667c3 + 6.5333c4 = 0.56.

Rjedenje sustava je odredeno programskim paketom MATHEMATICA® i
glasi:
cp = 2.2161, co = 1.5895, c3 = 0.9796, ¢4 = 0.4556.

Dakle, priblizno rjeSenje ima oblik

us(z) = 2.2161v (z) + 1.5895v4 ()
+ 0.9796wv3(x) + 0.4556v4 ().
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2. Rijesite jednadzbu ((z + 5)u/(z)) + 2* = 0 na [0,5], uz rubne uvjete
u(0) = u/(5) = 0, metodom kona&nih elemenata ako je h = 1.

Rjesenje: Ukoliko diferencijalnu jednadZbu interpretiramo kao jednadzbu
ravnoteZe Zice imamo napetost p(x) = x + 5 i gustoéu vanjske sile f(x) =
x3. Cvorovi mreZe kona&nih elemenata su

ro=0; 21 =1; 29 =2

r3=3; x4 =4; x5 =0>.

Aproksimativno rjeSenje trazimo u obliku

us(z) = Z civi(x).

Iz rubnih uvjeta imamo ¢y = 0. Konstante ¢y, ¢, ¢3, ¢4 i c5 Cemo izralunati
iz sustava

5
Zkijcj = bi, 1= 1,2,3,4,5.
j=1

Koeficijenti k;; racunaju se na sljedeci na&in

) 2
ki = 1 p(x)dr = / (x +5)dz = 12,
h2 te) 0
1 T 2
k1o = 2 p(z)dr = —/ (x 4+ 5)dz = k9 = —6.5,
x1 1
k13 = k31 = k14 = k41 = k15 = k51 = 07
1 T3 3
koo = — p(z)dr = / (x 4+ 5)dz = 14,
h‘2 T 1
1 3 3
k23 = _ﬁ p(l’)d.’ﬂ = —/ (.CL' + S)diL' = kgg = —75,
x2 2

k24 = k42 = k25 = k52 = 07
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1o !
kss = = p(z)dr = / (x 4+ 5)dz = 16,
T2 2
1o !
K3y = —2 p(x)de = —/ (x 4+ 5)dz = kg3 = —8.5,
T3 3
kss = ks3 = 0,
1 Ts5 5
ki = w2 p(x)de = / (x 4+ 5)dz = 18,
x 3
1 ’ 5 5
kys = —3 p(x)der = —/ (x +5)dx = ksy = —9.5,
T4 4

1 x5 5
kss = ﬁ/ p(z)dx = / (x +5)dz = 9.5.

T4 4

Koeficijenti b; odreduju se prema formulama:

5
by = / f(@)vy(z)dx
o1 )
= / 23z — 1+ 1)dz + / 2 (—x + 1+ 1)dz = 1.5,
0 1
5
by = / f(x)ve(x)dx
02 3
:/ :r3(x—2+1)dx+/ 3 (—x +2+1)dz =9,
1 2
5
by = / f(z)vs(x)dx
03 ,
:/ Plr—3+ 1)dx+/ (=2 43+ 1)dr — 285,
2 3
5
by = / f(@)vy(z)dz
o4 )
= / (- 4+ 1)dx+/ 23 (—x + 4+ 1)dz = 66,
3 4
5
bs = / f(@)vs(x)dx
0
_ /5 ¥z — 5+ 1)dz = 51.5.
4
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Prema tome, rjeS8avamo sustav jednadzbi:

12¢; — 6.5¢5 = 1.5,
—6.5¢1 + 1dep — T.5c3 = 9,
—7.5¢o + 16¢5 — 8.5¢, = 28.5,
—8.5¢3 + 18¢4 — 9.5¢5 = 66,
—9.5¢4 + 9.5¢5 = 51.5.

Rjedenje sustava je odredeno programskim paketom MATHEMATICA® i
glasi:
¢y = 28.4545, ¢ = 52.3007, c3 = 71.7674,

¢y = 85.5909, c5 = 91.0119.
Dakle, pribliZzno rjesenje ima oblik

us(x) = 28.4545v1 (x) + 52.3007vy(x) + 71.7674v3(x)
+ 85.5909v4(x) + 91.0119v5(z).

Tocno rjesenje rubnog problema dobiveno pomocu progamskog paketa
MATHEMATICA® glasi:

1
u(z) = —325.521 + 1 (500(5 + ) — 75(5 + x)?

+ 26+ - 16+ x)4).

Slika 3.2 prikazuje odnos to¢nog rjesenja i pribliznog rjeSenja dobivenog
metodom konac&nih elemenata.

3. Rijesite problem ravnoteZe Zice duljine L = 3, napetosti p(x) = z*+z, na
koju djeluje vanjska sila linijske gustoée f(x) = = — 1 ako su rubovi Zice
pri¢vrséeni, metodom konaénih elemenata uz korak A = 0.5.

4. Rijesite problem ravnoteZe Zice duljine L = 2, napetosti p(x) = z, na koju
djeluje vanjska sila linijske gustoée f(x) = 32 ako je lijevi kraj Zice je
pri¢vrséen, a desni slobodan, metodom konaénih elemenata uz h = 0.4.
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1 2 3 4 5

Slika 3.2: Tocno rjesenje i priblizno rjesenje dobiveno metodom konacnih
elemenata
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3.3 Metoda konac¢nih razlika za PDJ

U ovom ¢emo potpoglavlju numericki rjeSavati parcijalne diferencijalne jednadZbe,
koje smo u prvom poglavlju zbirke rijesili analiti¢ckim metodama. Tocnije, opisati
¢emo rjeSavanje problema oscilacija Zice, problema provodenja topline kroz $tap
i problema ravnoteze kvadratne membrane metodom kona¢nih razlika.

3.3.1 Oscilacije zice

Promotrimo problem oscilacija konstantno napete Zice [0, L] bez utjecaja vanjske
sile, opisan parcijalnom diferencijalnom jednadZbom

Pu(z,t) 2 O?u(w,t)

ot? 0x?

zarel[0,L]it>0,gdjejec?= %. Konstanta p > 0 predstavlja napetost Zice,
a p > 0 gustoCu Zice. Rubni uvjeti su homogeni, tj. vrijedi

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0.
Pocetni uvjeti odreduju poletni oblik Zice
u(z,0) = a(x), x€]l0,L]
i poetnu brzinu Zice

ou(z,t)
ot

= f3(x), x€]0,L]

t=0

Opisani problem moZemo rijesiti numeri¢ki metodom konalnih razlika. Seg-
ment [0, L] podijelimo na n jednakih dijelova 3irine h = £:

O=xg<x1=29+h<r9=014+h<---<z,=2,_1+h=0L.
Vremenski interval [0, 00) podijelimo uz pomo¢ proizvoljnog koraka 7 > 0:
0:t0<t1:t0+7<t2:t1+7<"',

tj. t; =j7-7zaj=0,1,2,.... Uvedemo oznake u;; za pribliznu vrijednost od
u(x;,t;). 1z rubnih uvjeta dobijemo da vrijedi

qu = unj = 0
za j=0,1,2,---. Poetni uvjeti odreduju

U0 = Oé(flfi),
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Uil = Oé(l’z> + TB(.TJ
zat = 1,---,n — 1. Ostale priblizne vrijednosti progiba ratunamo pomocu
rekurzivne relacije

2 2 2 2 2 2
Ui j+1 = C T Ui—1,5 + 2(1 —CO )Uij +c'o Uit1,5 — Wi 5-1,

zai=1,--- ,n—1ij=0,1,2,---, pri¢emu je 0 = ;. Gornja rekurzija dobije se
tako da se druge parcijalne derivacije progiba aproksimiraju pomocéu Taylorovog
razvoja i zatim uvrste u diferencijalnu jednadZbu (pogledajte [3], 7.6).

1. Metodom konacnih razlika rijesite problem slobodnih oscilacija Zice opisan

jednadzbom % = %, uz rubne uvjete u(0,t) = u(2,t) = 0 i poletne
uvjete u(z,0) = a(z) = 2sin 3z, 24(2,0) = B(z) =0, ako je h = 7 =

0.5 .

RjeSenje: Priblizne vrijednosti progiba Zice w;; = wu(z;,t;) unosimo u
tablicu sa stupcima koji predstavljaju &vorove metode konacnih razlika

IEOZO, Z’1:O5, IEQZL x3:15, $4:2

Iz rubnih uvjeta dobivamo da su vrijednosti progiba za prvi i zadnji ¢vor
jednake nuli. Svaki redak tablice sadrZi vrijednosti progiba u &vorovima za
to¢no odredeni trenutak t; = 75 = 0.57, 7 = 0,1,2,.... Prva dva retka,
za trenutke ty = 0 i t; = 0.5, ratunamo iz poletnih uvjeta u;p = a(x;) i
w1 = afx;) + 70(x;). Ostale retke ratunamo pomodu rekurzivne relacije

2 2 2 2 2 2
Ui j+1 = C 0 Ui—1,5 + 2(1 —CO )Ui]’ +co Ui+1,5 — Ui 51,

L

a buduéi da je u konkretnoj jednad?bi ¢> = 1i 0 = 1, rekurzija se

svodi na oblik

>

Ujjp1 = U1, + WUig1,j — Ui j—1

zat=1,2,3i1j5=1,2,.... Evo tablice progiba za trenutke tq, t1, to, t3 i

121
To=0|21=0b|x9=1]23=15]|24=2
to=0 0 1.414 2 1.414 0
t1 =0.5 0 1.414 2 1.414 0
t, =1 0 0.586 0.828 0.586 0
ts =1.5 0 -0.586 | -0.828 | -0.586 0
ty =2 0 -1.414 -2 -1.414 0

Znamo da to¢no rjeSenje valne jednadzbe glasi

t
u(zx,t) = 2cos % sin mz2.
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Slika 3.3 prikazuje to¢no rjesenje dano gornjom formulom, dok Slika 3.4
predstavlja aproksimativno rjeSenje iz tablice.

Slika 3.3: Tocno rjesenje valne jednadzbe

Slika 3.4: Aproksimativno rjesenje valne jednadzbe

2. Metodom konaénih razlika rijesite problem slobodnih oscilacija Zice opisan
jednadzbom % = %, uz rubne uvjete u(0,t) = u(4,t) = 0 i poetne
uvjete u(z,0) = a(z) = 0, %(z,0) = B(z) = 2° + 2z, ako je h =1 i
7 =10.5.

3. Metodom konacnih razlika rijesite problem slobodnih oscilacija Zice opisan
jednadzbom ?9% = 4‘32772‘, uz rubne uvjete u(0,¢) = u(1,t) = 0 i poletne
uvjete u(z,0) = afz) = z(1 — ), 24(2,0) = B(z) =z +1, ako je h =1
iT=0.2.
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3.3.2 Provodenje topline kroz Stap

Promotrimo problem provodenja topline kroz homogeni Stap [0, L] bez utjecaja
vanjskih izvora topline, opisan parcijalnom diferencijalnom jednadzbom

ou(z,t)  ,0%u(x,t)
ot C oa?

zaz € [0,L] it > 0. Rubni uvjeti su homogeni, tj. vrijedi
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

a poletna razdioba temperature je odredena funkcijom
u(z,0) =g(z), = €][0,L].

Opisani problem moZemo rijesiti numeri¢ki, metodom konac¢nih razlika. Seg-
ment [0, L] podijelimo na n jednakih dijelova 3irine h = £:

O=xo<r1=20+h<ro=214+h<---<z=2,1+h=0L.
Vremenski interval [0, 00) podijelimo uz pomo¢ proizvoljnog koraka 7:
O=ty<ti=tog+7<tbr=t1+7<...,
tji. t;=j-7zaj=0,1,2,... Uvedimo oznake u;; ~ u(z;,t;). |z rubnih uvjeta

dobijemo da vrijedi
Up; = Upj = 0

zaj=0,1,2,..., a poletni uvjet odreduje
uip = g(xi),
zai = 1,...,n — 1. Ostale priblizne vrijednosti progiba raunamo pomocu

rekurzivne relacije
2 2 2
Ui j+1 = C OUi—1 5 + (1 — 2c O')Uij +c OUi4+1,5,
zai=1,...,n—1i75=0,1,2,..., pri ¢emu je 0 = ;5. Gornja rekurzija se

dobije tako da se parcijalne derivacije progiba aproksimiraju pomocéu Taylorovog
razvoja i zatim uvrste u diferencijalnu jednadZzbu (pogledajte [3], 7.5).
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1. Metodom konacnih razlika rijesite problem provodenja topline kroz $tap
opisan jednadZbom % =9. %, uz rubne uvjete u(0,t) = u(3,t) =0
poetni uvjet u(x,0) = g(x) = 22(1 — z), ako je h =0.5i 7 = 0.01.
RjeSenje: Priblizne vrijednosti temperature Stapa u;; unosimo u tablicu
sa stupcima koji predstavljaju ¢vorove metode konaénih razlika

2o=0; 1 =0.5; o =1; x3 = 1.5;
Ty =2; x5 = 2.9, x5 = 3.
Iz rubnih uvjeta dobivamo da su vrijednosti temperature za prvi i zadnji
Cvor jednake nuli. Svaki redak tablice sadrzi vrijednosti temperature u
¢vorovima za totno odredeni trenutak ¢; = 0.015, 7 = 0,1,2,.... Prvi

redak za trenutak to = 0 ratunamo iz pocetnog uvjeta u;o = g(x;). Ostale
retke ratunamo pomocu rekurzivne relacije

ui,j—l—l = CQO'ui_l,j + (]_ — 2020)uij + C2O'Ui+1,j,
a buduéi da je u konkretnoj jednadzbi ¢> =9 i o = 7z = 0.04, rekurzija se
svodi na oblik

Us j+1 = 0.36Ui_17j + 028u2] + 0.36Ui+17j =

1
— (9ui_1’j + 7uij + 9ui+1,j>

pocetni uvjet

ako je h =10.51 7 =0.05.

opisan jednadZbom
poletni uvjet u(z,0) = g(x) =sin fz, akoje h =117 =0.1.

ot

- 2
=

2

L

.0 = g0) ={

0
—2z 44, %

. Metodom konaénih razlika rijeSite problem provodenja topline kroz Stap

uz rubne uvjete u(0,t) = u(5,t) =0

25
zat=1,2,31j=1,2,.... Evo tablice temperatura za trenutke t;,j =
0,1,2,3:
Ty = 1'1:05 ZL‘2:1 I3:15 174:2 {E5:25 ZE6:3
to=20 0 0.5 0 -1.5 -4 -7.5 0
t1 =0.01 0 0.14 -0.36 -1.86 -4.36 -3.54 0
to = 0.02 0 -0.0904 | -0.72 -2.22 | -3.1648 | -2.5608 0
t3 =10.03 0 -0.2845 | -1.0333 | -2.0201 | -2.6072 | -1.8564 0
2. Metodom konalnih razlika rijeSite problem provodenja topline kroz Stap
opisan jednadZbom % = %, uz rubne uvjete u(0,t) = u(2,t) = 0 i
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3.3.3 Ravnoteza kvadratne membrane
Promotrimo problem ravnoteZe kvadratne homogene izotropno napete membrane
Q = [a, b] X [a, b] opisan Poissonovom jednadZbom

Au(r,y) = g(v,y)

za (z,y) € 2, uz rubni uvjet
ulaQ = h.

Opisani problem rijesit ¢emo metodom konacnih razlika. Uz pomo¢ koraka h > 0
podijelimo kvadrat €2 na n x n jednakih dijelova:

zai=0,1,-,ni
y; = a+ jh
zaj = 0,1,--- ,n. Uvedimo oznake u;; =~ w(z;,y;), i =~ g(zi,y;) i hij =

h(z;,y;). RjeSavamo sustav linearnih jednadzbi
Uig1j + i1 + Uijo1 + w1y — duy; = hg;j
zair=1,....n—1ij53=1,...,n—1. Iz rubnog uvjeta dobivamo
wij = hij

zai=0ilit=ntej=0ilij=n.

1. Metodom konacnih razlika rijeSite problem ravnoteze kvadratne membrane
Q= [-1,1] x [-1,1] opisan jednadZbom Au = 5zy = g(z,y), uz rubni
uvjet ulpn = 0, ako je h = 0.5.

Rjesenje: Cvorovi metode konatnih razlika prikazani su na Slici 3.5.
Uvedemo oznake w;; =~ w(x;,y;) i ¢i; = g(xi,y;), pri Eemu su (z;,9;)
¢vorovi z; = —1,-0.5,0,0.5,1iy; = —1,-0.5,0,0.5,1. |z rubnog uvjeta
imamo

Uoj:U4j:O, j:0,1,2,3,4,

UZ'():’LLZ‘4:O, i:0,172,3,4.

Zai,7 = 1,2, 3 rjeSavamo sustav

2
Wit1,j + Wi g1 + Uim1,j + Ui j—1 — 4wy = h7gs;.
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Slika 3.5: Cvorovi metode konaénih razlika

To je sustav od devet linearnih jednadZbi s devet nepoznanica

U9y + U1g — duyp = 1.25
Uzy + Uz + Uy — 4ug =0
Ugs + U9y — dugy = —1.25
Uz + U1z + upp — 4up =0
U3z + Uz + 12 + gy — dugy =0
U3z + Uz + u3zp — 4uzpy =0
U9z + U9 — du3 = —1.25
u33 + U1z + ugy — 4ugz =0

U3 + U3y — 4U33 = 1.25.

Zbog simetri¢nosti sile g(z,y) = bxy obzirom na ishodidte mora vrijediti
U3 =— U31 — —U1 — —U33 i U192 = U23 — U3y — U921, tako da se gornji
sustav svodi na sustav jednadZbi s tri nepoznanice:
2U32 - 4U33 =1.25
Uz — dugs =0
2U32 + 4U33 =—-1.25

4U32 - 4UQ2 = 0.

Sustav ima jedinstveno rjeenje ugy = uss = 0 1 ug3 = —0.3125.
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2. Metodom konacnih razlika rijesite problem ravnoteze kvadratne membrane
2 = [0,4] x [0,4] opisan jednadZbom Au = 0, uz rubne uvjete u(0,y) =
u(4,y) = u(z,4) =01 u(z,0) = sin 2z, ako je h = 1.

Rjesenje: Cvorovi metode konatnih razlika su prikazani na Slici 3.6.
Uvedemo oznake w;; ~ w(x;,y;) i ¢i; =~ g(xi,y;), pri Eemu su (z;,y;)

1=

%)

—

A
\/

Slika 3.6: Cvorovi metode kona¢nih razlika

¢vorovi x; = 0,1,2,3,41y; =0,1,2,3,4. 1z rubnih uvjeta imamo

ui4:u0j:u4j:07 i:071a273747 j:0>17273a47

=
“l%

U0 = 57 U0 = =1, ug =
Zai,j =1,2,3 rjeS8avamo sustav
2
Wit + i1 + Wity + w1 — duig = h7g;.

Zbog simetrije problema obzirom na pravac x = 2 vrijedi w11 = wusgy,
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U1p = Uzs 1 U3 = U3z, tako da se sustav svodi na Sest jednadzbi

V2

Ugy + Urp — 4duqy = 5

uzy + uge + uyp — 4ug; =1

U + Utz + Uy — 4up =0

Ugy + Ugz + U + Uy — 4ugy =0
U3 + w1z — duyz =0

Uszz + U3 + Ugg — dugz = 0,

sa Sest nepoznanica

Ugy + U2 — 4uy = —

[

Ugo + 2u1; — dugy = 1

Uz + u1z + upp — 4up =0
Uos + 2U1g + 2ug1 — dugy =0
Ugz + U1 — duys =0

2U13 -+ U9y — 4U23 = 0.

Rjedenje sustava odredeno je programskim paketom MATHEMATICA® i
glasi:
Uil = 01217, U192 = —0.0015,UQ1 = —02188,

Ugo = —01187, U1z = —00089, Ug3 = —0.0341.
3. Metodom kona¢nih razlika rijeSite problem ravnoteZe kvadratne membrane

2 = [0,6] x [0,6] opisan jednadZbom Au = 0, uz rubne uvjete u(0,y) =
u(6,y) = u(x,0) = 0iu(z,6) = sin 3z, ako je h = 2.
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