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Markovljevi lanci






Poglavlje 1

Markovljevi lanci s konaénim
skupom stanja

1.1 Primjeri Markovljevih lanaca

Markovljevi lanci se vrlo jednostavno intuitivno definiraju. Imamo sustav koji se moze
nalaziti u razli¢itim stanjima. Stanja se mijenjaju u diskretnim trenutcima. Prilikom svake
promjene, novo stanje se bira prema vjerojatnosnoj raspodjeli koja je stalna i ne ovisi o
vremenu.

Primjer 1.1.1 (Mis u labirintu). Mis se nalazi u labirintu prikazanom na slici 1.1. Na
pocetku se nalazi u prostoriji 1. Svake minute prelazi, s jednakom vjerojatnoséu u jednu
od susjednih prostorija. Ako u njoj nade hranu (prostorija 4) ili svoju rupu (prostorija 5),
ostaje tamo trajno.
Mozemo si postaviti sljede¢a pitanja :
1. Koja je vjerojatnost da ¢e mis prije do¢i do prostorije s hranom nego do one s rupom?
2. Koliko ¢e mu trebati vremena dok ne dode ili do hrane ili do rupe?

Mozemo pokusati odgovoriti na ova pitanja i konstruirati stablo koje opisuje moguée pu-
tove. Na primjer, jasno je da se mis vrac¢a u svoju rupu nakon jedne minute s vjerojatnoséu
1/3. Ako se ne vrati u rupu u prvom koraku, prelazi ili u prostoriju 2 ili u prostoriju 3
i iz svake od njih u sljede¢em koraku nalazi hranu s vjerojatnoséu od 1/2. Dakle je vje-
rojatnost da mis$ nade hranu nakon dvije minute jednaka 1/6. U preostalim slucajevima
vraca se u prostoriju iz koje je i krenuo §to nam omogucuje nalazenje rekurzivne formule
za trazene vjerojatnosti.

2 4
0o, 05
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SLIKA 1.1. Labirint u kojem zivi mis.
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SLIKA 1.2. Graf pridruzen igri Pismo—Glava. Svaki simbol od dva slova predstavlja ishode
dvaju posljednjih bacanja nové¢i¢a. Ante pobjeduje ako triput za redom padne Glava, dok
Bozo pobjeduje ako se pojavi niz Pismo-Glava-Pismo.

Predlozeni nacin je prilicno kompliciran i postaje ubrzo neupotrebljiv kad se veli¢ina
labirinta povec¢ava. U ovom ¢emo poglavlju razviti puno djelotvorniju metodu za rjeSavanje
ovakvih i slicnih problema utemeljenu na matri¢cnom rac¢unu.

Primjer 1.1.2 (Igra Pismo — Glava). Ante i Bozo igraju sljedeéu varijantu igre Pismo —
Glava. Bacaju savrseno pravilan i simetri¢an nov¢i¢. Ante dobiva bod svaki put kad triput
za redom padne Glava, dok Bozo dobiva bod kad se pojavi niz Pismo-Glava-Pismo.
Postavljamo sljedeéa pitanja :

1. Koja je vjerojatnost da ¢e pobijediti Ante?

2. Koliko puta ¢e se bacati nov¢i¢ dok jedan od igraca ne pobijedi?
Situacija je, ustvari, slitna onoj prethodnoj. Jasno je da, nakon n bacanja, vjerojatnost
da ¢e jedan od igraca pobijediti u sljede¢em koraku zavisi samo o ishodima posljednja dva
bacanja. Mozemo, dakle, opisati igru kao Markovljev lanac sa skupom stanja

X = {PP,PG, GP, GG, A pobjeduje, B pobjeduje} , (1.1.1)

gdje, na primjer, PP znaci da su posljednja dva ishoda bila oba Pismo. Sada odredimo
vjerojatnosti prijelaza izmedu tih stanja i imamo problem slican onom s miSem u labirintu.

Primjer 1.1.3 (Ehrenfestov model). Ovaj model ima fizikalnu motivaciju. Bio je uveden

kako bi se na jednostavan nacin modeliralo ponasanje plina u dvjema spojenim posudama.

N kuglica, numeriranih od 1 do N, nalazi se u dvjema posudama. Na slu¢ajan nacin, s

jednakom vjerojatnoséu, odaberemo jednu kuglicu i premjestimo ju u drugu posudu.
Zelimo znati kako ¢e se sustav ponasati nakon dugog vremena (asimptotski) :

1. Postoji li pravilo prema kojem se ravna broj kuglica u pojedinoj posudi nakon dugog
vremena?

2. Koje je to pravilo?

3. Koliko c¢esto se sve kuglice nadu u istoj posudi?
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SLiKA 1.3. Model Ehrenfestovih posuda za slucaj N = 3.

Ponovo mozemo takav sustav opisati pomoéu Markovljevog lanca sa skupom stanja
X =1{0,1,..., N}, gdje su stanja numerirana brojem kuglica u lijevoj posudi.

Primjer 1.1.4 (Slucajni tekstovi). Pogledajmo sljedeéa tri slu¢ajno generirana “teksta’:

A. YxUV,luUgHCLVE?,MRiKaoiWjyhg nEYKrMFD!rUFUy.qvW;e:FfIN.udbBdo!,
ZpGwTEOFcA;;RrSMvPjA'Xtn.vP?JNZA:xWP, Cm?;i’'MzLqVsAnlgHyk,ghDT
:PwSwrnJojRhVjSe?dFkoVRN!MTfiFeemBXITdj m.h d’ea;Jkjx, XvHIBPfFT
s I'SLcSX;' XIS, ODjX.eMoLnQttneLnNE!qGRgCJ:BuYAauJXoOCCsQkLcyPO
MulKLRtSm;PNpFfp'PfgvIJNrUr t | aXtlA?; TPhPxU:,ZmVGr,,'DIjqZDBY
DrkPRiKDYRknDhivt;, LYXDuxNKpjegMvrtfz: JpNTDj'LFmHzXxotRM u.iya
UUrgZRcA QmCZffwsNWhddBUPAhJIFJvs. CkKFLJoXef;kCnXrv'uWNcpULYsnl
Kg OURmysAnxFjHawwsSpM H;PWPsMaFYLMFyvRWOjbdPILQlaaspNZkuO’Ns.!
JEXO,IxQ'GS;n;H:DH:VWIN :t'JMTUVpKCkVZ'NyKJMGilbQFXEgDEcWxMBiyo
ybRIWIAC deMJnnL;SBAZ?: . UuGnC:B.!IBUT,pT?tyHHLICvN, mKZgwIMJOJd
HHobua;KU.;kADVM?jr'v.SCq:hZLR;IgkmLkhn:ajhBM,gKexDAro,HlczZWTv
cFmNPt.MudUWPO, sTrWlJdgjoild.:d;CpJkJCW;FIRnpMGa;umFysOMAqQtmT
pPaYZKtOFYppeE.KFX?SuvcbaDrQ XECelD;cfoQKf?'jCTUalSS;fV:gqoWfSq
k:TfIYuPBANtKhewiNg'ImOFs:UhcExmBjsAaMhBf UVP, 'dcFk;gxJMQGyXI;
nVwwiWxS:YXQMELEIObT JiilUYSIOsg.gCqlrN:nEU:irHM'nOLXWUbJLTU re’
kk vAwMgt'KgWSxwxqJe,z' OBCrnolshSCDIZirla,rWNPkc?UgZm GOBX.QylY
jOtuF

B. nsunragetnetelpnlac. pieln tJmends d e.imnqu caa aneezsconns re.tc oml d e c, paeisfuaul
irt ssna | df.ieulat a ese t hre edn ro m eeel slsplotasstp etuoMeiiseeaenemzeaeuqpeer
enuoco sfehnnir p ts 'mpisu qrd iraLp nFetesa,opQeey rieeaduset MuuisecG il e m ru
daeiafasousfnircot i eeedracev ever.nsn iaeulu!,mtel Ipa rdbjdide tolr'murunlr bteaaua
ieasilureseuavrmoce ntvgm gnurnaunsa.mraayVarinanr eumsu cnponf ciuo .pssre elreeY
snrrq aani psu oqoddaiaaomrssloe’avia,loei va eroltrsurdeduuoe ffusir 'th'nilt has,slluoooe
tee 7eoxaea slsii i u edtvsear e,Mesatnd o o rvdocaeagiua apugiqn rclt smtee.te, gceade
etsn e v in eag ent so ra te, oi seGndd i eeet!dii e ese nanu d sp ul afeen agelonens
ssisaaoe cs eectadegotuudlru i 'c, uuuuts 'tt , dir atermdmucigedn esovsioieieerxdroie
mqso,es rrvteen,r dtei xcalrionuaae e vtmplsz miuga u aboir br gmcdexptedn pEua’t vm
vnic eeren ereaa,eegeta u rss nlmxomas ea nsbnt s,eEpeteae teiasbo cd ee tu em ue quee
en, sd eeneepeot

C. cesalu'act, bouleuivoie melarous die ndant leuvoiblue poit pesois deuntaciroverchu llie
e lle s r lerchar, laisueuayaissabes vet s cuetr i as, rdetite se d'iretie, de.. nendoules,
le pablur e d | copomouns ppait limmix a r aux urars laie Le r lercret ce c. n'are four
nsirepapole pa vr s, nte le efit. itesit, le faun e ju estatusuet usoin prcilaisanonnout ssss
| tosesace cole sientt, dent pontrtires. e, | mentoufssss chat Laneus ¢ Chontrouc Ce
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e. Et deses j'ecci uleus mmon s mauit paga lanse | cont ciquner e ¢ Cha s I'a Jes des
s'erattrlunt es de sacouen erends. ve e quns som'a aisajouraite eux lala pour ! a levionible
plaint n ss, danetrc ponce con du lez, | danoit, dirvecs'u ce ga vesai : chleme eesanl Pa
chiontotes anent fomberie vaud'untitez e esonsan t a | bondesal’is llaies, vapa e ! Lers
jestsiee celesu unallas, t. ces. ta ce aielironi mmmileue cecoupe et dennt vanen A la
ajole quieet, scemmu tomtemotit me aisontouimmet Le s Prage ges peavoneuse ! blec
douffomurrd ntis.. rur, ns ablain i pouilait lertoipr ape. leus icoitth me e e, poiroia s. !
atuepout somise e la as

Jasno je da nijedan tekst nije smislen. Ipak, tekst B. izgleda manje proizvoljno od teksta
, dok tekst C. izgleda sli¢nije francuskom tekstu od teksta B. Dovoljno je pokusati ¢itati

tekstove naglas.

Razlike su posljedica toga kako su tekstovi generirani. U sva tri slucaja koristen je

isti alfabet od 69 znakova (po 26 velikih i malih slova, nekoliko interpunkcijskih znakova i
razmak).

1

2.

. U prvom tekstu su znakovi (tj. elementi alfabeta) birani slu¢ajno i nezavisno s unifor-

mnom raspodjelom.

U drugom tekstu su elementi alfabeta birani nezavisno, no ne vise prema uniform-

noj raspodjeli. Vjerojatnost biranja pojedinog znaka odgovara ucestalosti (frekvenciji)

pojavljivanja tog znaka u pravom francuskom tekstu (u ovom slu¢aju, odlomak iz Bal-
zacovog djela Colonel Chabert. Frekvencije pojedinih znakova u slu¢ajnom tekstu su
stoga prirodnije, na primjer slovo e se pojavljuje ¢esée (u 13% slucajeva) nego li slovo

z (0.2%).

. Konacno, u zadnjem tekstu znakovi vise nisu birani nezavisno, ve¢ ovise o znaku prije
njih. U istom referentnom tekstu kao za tekst B. odredili smo ucestalost s kojom se
iza slova a pojavljuje a (nikad), b (u 3% slucajeva) i tako redom za sve ostale znakove.
Te su ucestalosti onda koristene kao vjerojatnosti prijelaza u generiranju teksta.

Postupak bi se mogao poboljsati, na primjer, birajuc¢i svaki novi znak u ovisnosti o

vise prethodnih znakova. Cak i sa samo jednim znakom, zacudujuée je kako se iz tako
generiranog teksta moze lako odrediti jezik na kojem je napisan referentni tekst. Vidljivo

je

to iz sljede¢ih dvaju primjera:

D. deser Eld s at heve tee opears s cof shan; os wikey coure tstheevons irads; Uneer | tomul
moove t nendoot Heilotetateloreagis his ud ang | ars thine br, we tinond end cksile:
hersest tear, Sove Whey tht in t ce tloour Id t as my aruswend Ne t nere es alte s
ubrk, t r s; penchike sowo Spotoucthistey psushen, ron icoowe | Whese's oft Aneds t
aneiksanging t ungl o whommade bome, ghe; s, ne. torththilinen’s, peny. d llloine’s anets
but whsto a It hoo tspinds | nafr Aneve powit tof f | afatichif m as tres, ime h but a
wrove Les des wined orr; t he ff teas be hende pith hty Il ven bube. g Bube d hitorend
tr, Mand nd nklichis okers r whindandy, Sovede brk f Wheye o edsucoure, thatovigh Id
Annaix; an eer, andst Sowery looublyereis isthalle Base whon ey h herotan wict of les,
h tou dends m’dys h Wh on'swerossictendoro whaloclocotolfrrovatel aled ouph rtrsspok,
ear'sustithimiovelime From alshis ffad, Spake's wen ee: hoves aloorth erthis n t Spagovekl
stat hetubr tes, Thuthiss oud s hind t s potrearall's ts dofe !

'Referentni tekst: Nekoliko Shakespeareovih soneta.
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SLIKA 1.4. Jedna konfiguracija Isingovog modela u dimenziji d = 2.

E. dendewoch wich iere Daf’ lacht zuerckrech, st, Gebr d, Bes. jenditerullacht, keie Un! etot’
in To sendenus scht, ubteinraben Qun Jue die m arun dilesch d e Denuherelererufein ien.
seurdan s ire Zein. es min? dest, in. maur as s san Gedein it Ziend en desckruschn kt
vontimelan. in, No Wimmmschrstich vom delst, esichm ispr jencht sch Nende Buchic-
htannnlin Sphrr s Klldiche dichwieichst. ser Bollesilenztoprs uferm e mierchlls aner, d
Spph! wuck e ing Erenich n sach Men. Sin s Gllaser zege schteun d, Gehrstren ite Spe
Kun h Umischr lhngertt, ms ie. es, bs de! ieichtt f; Ginns lhe d aftalt veine im t'seir; He
Zicknerssolanust, fllll. mmichnennd wigeirdie h Zierewithennd, wast naun Wag, autonbe
Wehn eietichank We dessonindeuchein ltichlich bsch n, Ichritienstam Lich uchodigem
Din eieiers die it f tlo nensseicichenko Mechtarzaunuchrtzubuch aldert; | von. fteschan
nn ih geier Schich Geitelten Deichst Fager Zule fer in vischtrn; Schtih Un Hit ach, dit?
at ichuch Eihra! Hich g ure vollle Est unvochtelirn An 2

Obratnim pristupom mozemo dobiti metodu kojom se moze automatski odrediti jezik
na kojem je tekst napisan.

Primjer 1.1.5 (Isingov model). Kao i Ehrenfestov model, i ovaj model dolazi iz fizike,
tocnije ststisticke fizike. Svrha mu je opisati feromagneti¢nost, tj. svojstvo spontane mag-
netizacije na dovoljno niskoj temperaturi. Promatramo povezani dio A resetke Z% (d je
dimenzija sustava, npr. 3), koji sadrzi N évorova. Svakom ¢voru pridruzimo “spin” (neka
vrsta elementarnog magneta), koji moze poprimati vrijednosti +1 ili —1. Izbor orijentacije
svih spinova se zove konfiguracija i ona je element skupa svih konfiguracija X = {—1,1}%.
Konfiguraciji o pridruzujemo energiju

H(o)=— Z g0 — hZUZ' . (1.1.2)

<i,j>€eA i€A

Ovdje oznaka < i,j > znaci da zbrajamo po svim parovima susjeda na reetci, tj. po
parovima ¢vorova na udaljenosti 1. Prvi ¢lan izraza za energiju je to veéi $to je viSe
susjednih spinova razli¢ito. Drugi ¢lan opisuje interakciju s vanjskim magnetskim poljem
h. On je to vedi §to je viSe spinova suprotnih magnetskom polju.

Temeljni je princip statisticke fizike da se sustav koji je u termickoj ravnotezi na tem-
peraturi T nalazi u konfiguraciji o s vjerojatnoséu proporcionalnom s e~ ##() (Gibbsova
mjera), gdje je § = 1/T. Na malim temperaturama sustav preferira konfiguracije niske
energije, dok u sluc¢aju kad temperatura neograniceno raste, sve konfiguracije postaju jed-
nako vjerojatne.

2Referentni tekst: Odlomak iz Goetheova Fausta.
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Ukupna magnetizacija uzorka je opisana slu¢ajnom varijablom

m(o) =Y o, (1.1.3)

LIS

Cije je ocekivanje dano s

_ Ypeamlo) e M)
D)
Isingov model je zanimljiv jer on pokazuje fazni prijelaz u dimenziji d vecoj ili jednakoj 2.
To znaéi da postoji kriti¢na temperatura ispod koje se magnetizacija ponasa kao prekidna
funkcija od h kada N — oo. Za temperature iznad kriti¢ne vrijednosti, magnetizacija je
neprekidna funkcija od h.

Zelimo li numericki odrediti magnetizaciju, u nacelu je dovoljno izra¢unati sumu (1.1.4).
Medutim, ta suma ima 2"V ¢lanova i taj broj vrlo brzo raste s porastom veli¢ine sustava.
Na primjer, za kocku s 10 x 10 x 10 spinova, broj ¢lanova je 2'%0 5to je reda veli¢ine od
103, Ra¢unalu koje rac¢una 10'° ¢lanova u sekundi trebalo bi vise vremena nego §to je
starost svemira za izraCunati tu sumu.

Alternatini pristup je preko Metropolisovog algoritma. Umjesto promatranja svih moguéih
konfiguracija od X, gledamo manji broj njih, ali dobro odabranih pomoéu Markovlje-
vog lanca. Polazimo of pocetne konfiguracije o, koju transformiramo promjenom jednog,
slu¢ajno odabranog, spina. Vjerojatnosi prijelaza ovise o razlici energija polazne i dolazne
konfiguracije. Ideja je da dobrim izborom vjerojatnosti prijelaza mozemo pomoéu Mar-
kovljevog lanca dobiti uzorak razumne veli¢ine koji ¢e dati dobru aproksimaciju za E(m).
Postavljaju se sljedeca pitanja:

(1.1.4)

1. Kako odabrati vjerojatnosti prijelaza?
2. Koliko koraka nam treba za izracunati E(m) sa zadanom tocnoséu?

Primjer 1.1.6 (Problem trgovackog putnika). Ovo je jedan od klasi¢nih problema optimi-
zacije. Trgovacki putnik treba posjetiti N gradova i vratiti se na polaziste posjetivsi svaki
grad toéno jednom. Kojim redom to treba uéiniti kako bi prijedeni put (duljina ciklusa)
bio minimalan?

Problem je u tome sto broj moguéih ciklusa iznimno brzo raste s brojem gradova N,
puno brze nego eksponencijalno. Ustvari, broj moguéih redoslijeda posjeta jednak je N!,
broju permutacija skupa od N elemenata. Ako nam nije bitan ni polazni grad ni smjer
obilaska, jos uvijek ostaje (N — 1)!/2 moguéih obilazaka. Rac¢unanje duljine prijedenog
puta postaje neizvedivo veé za vrijednosti N oko 20.

Moze se pokusati naéi priblizno rjesenje metodom sukcesivnih aproksimacija. Polazeci
od nekog pocetnog ciklusa malo ga modificiramo zamjenjujuéi mjesta dvaju gradova. Ako
ta modifikacija rezultira kraé¢im ciklusom, zaboravimo pocetni i nastavljamo s novim. Ako
dobijemo dulji ciklus, zaboravimo tu modifikaciju i pokusamo s nekom drugom.

Problem s tom metodom je da se sustav moze naéi zaglavljen u lokalnom minimumu
koji je puno losiji od globalnog minimuma koji trazimo. To znaci da smo u ciklusu koji je
kraéi od svih svojih susjeda koje mozemo dobiti zamjenjujuéi dva grada, dok bi permutacija
viSe od dvaju gradova mogla rezultirati kra¢im ciklusom.
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SLIKA 1.5. Uzastopne approksimacije rjeSenja problema trgovackog putnika metodom si-
muliranog kaljenja (preuzeto iz ¢lanka : S. Kirkpatrick, C. Gelatt i M. Vecchi, Optimization
by Simulated Annealing, Science, 220 (1983), pp. 671-680, copyright 1983 by A.A.A.S.)).

Efikasnija verzija ove metode zove se simulirano kaljenje. U toj se verziji ne odbacuju
sve modifikacije koje produljuju ciklus, ve¢ se prihvacaju s vjerojatnoséu koja pada s
produljenjem. Na taj nacin postupak moze izbjeéi zaglavljivanje u lokalnom minimumu
i ima priliku naé¢i dublji minimum. Naziv dolazi iz metalurgije : U nekoj leguri, atomi
razli¢itih metala se rasporeduju vise-manje pravilno, no s nesavrsenostima (defektima) u
njihovom rasporedu. Ti defekti ostaju u strukturi legure. Podgrijavanjem i ohladivanjem
legure vise puta daje se atomima prilika za postizanje pravilnijeg rasporeda i za snizavanje
potencijalne energije.

Ponovo, imamo sljedeéa pitanja :

1. Kako odabrati vjerojatnost prihva¢anja modifikacija?
2. Kako vjerojatnost postizanja odredene to¢nosti (priblizavanja trazenom minimumu)
ovisi o trajanju simulacije?

1.2 Definicije

Definicija 1.2.1. Neka je N prirodan broj. Matrica P tipa N x N je stohasticka matrica
ako njeni elementi p;j = (P)i; zadovoljavaju

0<pij <1 Vi, j (1.2.1)

N
d pij=1 Vi (1.2.2)
j=1
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Lako se provjeri da ako su P i @ dvije stohasticke matrice, onda je i njihov umnozak
PQ stohasticka matrica. Posebno, sve potencije P™ od P su i same stohasticke matrice.
Elementi p;; definiraju vjerojatnosti prijelaza iz stanja i u stanje 7 Markovljevog lanca.

Definicija 1.2.2. Neka je X = {1,...,N} konac¢an skup i P stohasticka matrica reda
N. Markovljev lanac sa skupom stanja X i matricom prijelaza P je niz (Xo, X1, X2,...)
sluc¢ajnih varijabli s vrijednostima u X, koje zadovoljavaju Markovljevo svojstvo

P{X, =j | Xn-1=in—1,Xn-2=tn-2,...,Xo =40} =P{Xpn=J | Xpo1 = in_1}
= Pin_1j (1.2.3)

za sva vremena n > 1 i za svaki izbor (ig,41,...,in—1,7J) elemenata iz X. Raspodjela od
Xo, koju oznacavamo s v, se zove pocetna raspodjela lanca.

Kako bismo se uvjerili da ova definicija ima smisla, provjerimo da su veli¢ine X,
konstruirane na opisani nacin zaista sluc¢ajne varijable, tj. da je zbroj po svim j € X
vjerojatnosti P{X,, = j} jednak 1. To slijedi indukcijom po n. Ako su varijables X, ...,
X,,—1 slucajne varijable, imamo :

Y P Xn=4}=> P{Xp=jXn1€X,..., X€X}
jex jex

:Z Z ”'ZP{Xn:jaXn—l:in_l,...,XQZiO}

JEX ip_1€X igEX

= Z Zpin_lj Z "'ZP{anlzinfl,-“aXO:iO}

in—1€EX jJEX in—2€X i0EX
—_—
=1 =P{Xp—1=in-1,Xn—2€X,... Xo€X}=P{Xp_1=in_1}
=P{X, 1€X}=1. (1.2.4)

Oznaka 1.2.3. Ako je pocetna raspodjela v zadana, raspodjelu pripadnog Markovljevog
lanca oznacavamo s P,. Ako je v koncentrirana u jednoj vrijednosti i (v = §;), raspodjelu
lanca oznacavamo s P; umjesto s Ps;. Konacno, pisemo X, ,,,) umgesto (X, Xnt1y -y Xm),
i P{Xnm) = i[nm)} umjesto P{Xp, = in, Xpy1 = tnt1,. .., Xon = i ). Velicina Xp, ) se
zove trajektorija (ili putanja) lanca izmedu vremena n i m.

Primjer 1.2.4. Za primjer 1.1.1 s miSem u labirintu, matrica prijelaza je dana s

0 1/3 1/3 0 1/3
/2 0 0 1/2 0

P=11/2 0 0 1/2 0 (1.2.5)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
U primjeru 1.1.2 igre Pismo—Glava, matrica prijelaza je
1/2 1/2 0 0 0 0
0 0 0 1/2 0 1/2
_11/2 172 0 0 0 0
P= 0 0o 1/2 0 1/2 0 (1.2.6)
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
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Evo najprije jedne karakterizacije Markovljevog lanca u terminima njegovih trajekto-
rija.

Teorem 1.2.5. Neka je {X,}nen niz sluc¢ajnih varijabli s vrijednostima v X, v vjero-
jatnosna raspodjela na X, i P stohasticka matrica. Tada je { Xy, }neny Markovljev lanac s
matricom prijelaza P i pocetnom raspodjelom v ako i samo ako za sve n = 0, i za svaki
1zbor ig, 11, ...,y elemenata iz X, vrijedi

P{X(0.0] = ilo,n] } = VieDigirPiia - - - Pin—1in (1.2.7)
Dokaz.
=: Indukcijom po n. Jasno je da tvrdnja vrijedi za n = 0. Ako vrijedi za n, onda

P{X[on11] = Gfomt1]} = P{Xn+1 = int1 | X0 = tjon] JP{ X[o0) = Ff0.m) }
= Pining1VioPioir Piviz - - - Pin_1in - (1.2.8)

<: Prema definiciji uvjetne vjerojatnosti, vrijedi

. . P{X[0,n) = jo,n)}
]P){Xn =1n ‘ X[O,nfl] = Z[O,nfl}} = ]P){X[O 1] = i[O n—l}} = Pin_1in > (129)

pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz (1.2.7). O

Jednadzba (1.2.7) daje vjerojatnost odredene trajektorije Xio,n]- Sljedeci rezultat po-
kazuje da Markovljevo svojstvo vrijedi i na trajektorijama : ponaSanje u vremenskom
intervalu [n 4+ 1, m| ovisi samo o stanju u trenutku n, a ne o prijasnjoj trajektoriji lanca.

Propozicija 1.2.6. Ako je {X,}nen Markovljev lanac na X, onda za sva vremena n <
meN, svei, € X, ACAX" i BCX™™" za koje je P{X,, = in, X[gn_1) € A} > 0 vrijedi

P{X}p11,m) € B | Xp = in, Xgn-1] € A} = P{X[pi1,m) € B | Xn =in} . (1.2.10)
Dokaz. Vrijedi
P{X[n-i-l,m} € B, X, = invx[o,n—l] € A}
P{ X, = in, Xjo,n_1) € A}

g E VigPigiy » + + Pipp—1im

Unt1,m)EB i0,n—1]€A

E Viopi()il e Diy_qin

Z'[O,n—l] €A

= Z Dininy1 + Pimn—1im > (1.2.11)
i[n«l»l,m]eB

P{ X}y 11,m) € B | Xp = in, Xgn_1] € A} =

§to ne ovisi o skupu A. Posebno, uzimajuéi A = X™ u gornjoj jednakosti dobivamo

P{Xjpi1m) €EB| Xn=in} = D Dininss - Dimsim - (1.2.12)

ifnt1,m €B

i tvrdnja slijedi usporedujudéi (1.2.11) i (1.2.12). O
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Posebno je vazan sluéaj kad je B = X™ "1 x {4}, tj. kad nas zanimaju sve trajektorije
koje zavrsavaju u i,, = j za vrijeme m. U tom slucaju relacija (1.2.12) daje

P{Xpn=j|Xn=1i}= Z Z Diini1Pinsvinga - - - Pim_17j - (1.2.13)

in+1€X im—leX

Po definiciji matriénog mnozenja, gornja suma nije nista drugo nego element (i, j) matrice
P koji oznatavamo s pg;n_n). Primijetimo da desna strana od (1.2.13) ovisi samo o

razlici m — n. Za sve 0 < n < m dakle vrijedi
P{X,=j| X, =i} :pg”‘”) —P{ Xy =7 | Xo=1i} (1.2.14)
(svojstvo stacionarnih prirasta). Konaéno, za sve m > 0,
PiXn=jt =Y P {Xn=jXo=i} = vl . (1.2.15)
i€X ieX
Matrica P™ nam, dakle, daje vjerojatnosti prijelaza u m koraka.

Primjer 1.2.7. Za matricu prijelaza (1.2.5) miSa u labirintu imamo

1/3 0 0 1/3 1/3

0 1/6 1/6 1/2 1/6

0 1/6 1/6 1/2 1/6]| . (1.2.16)
0 0 0 1 0

0o 0 0 o0 1

pP? =

i-ti redak matrice odgovara vjerojatnostima nalazenja u razlicitim stanjima ako je mis
otiSao iz stanja i. Zaista, ako polazi iz stanja 1, vidimo da ¢e se nakon dva koraka naci ili
ponovo u 1, ili u rupi ili kod hrane, sve s jednakom vjerojatnoséu od 1/3. Ako je otisao iz
jednog od stanja 2 ili 3, izgledi su jedan prema dva da je nakon dva koraka nasao hranu i
jedan prema Sest da se naSao u jednoj od prostorija 2, 3 ili 5.

1.3 Apsorbirajué¢i Markovljevi lanci

Definicija 1.3.1. KaZemo da je stanje j € X dostizno iz nekog drugog stanja i € X, i

. . . .. .. .. (n) . PR .
pisemo i ~> j, ako postoji vrijeme n € N za koje je pi; >0, 1. ako polazeéi iz i, moZemo
sti¢t u j s pozitivnom vjerojatnoséu u konacnom broju koraka. Pisemo i ~ j ako vrijedi @

i~ J 17~ 11 kaZemo da stanja i i j komuniciraju.
Lako se provjeri da je relacija ~~ refleksivna i tranzitivna i da je ~ relacija ekvivalencije.

Definicija 1.3.2. Stanje i € X je apsorbirajuce ako je p; = 1 (i onda nuzno p;; = 0
za sve j # i). Markovljev lanac je apsorbirajuéi ako postoji, za svako stanje iz X, neko
apsorbirajuce stanje dostiZno iz tog stanja.

U ostatku ovog odjeljka promatrat ¢emo apsorbirajuce lance s r > 1 apsorbirajuéih
stanja. Primjeri 1.1.1 i1 1.1.2 imaju po dva apsorbirajuca stanja.
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Numerirat ¢emo stanja tako da prvo navedemo g = N — r neapsorbirajuc¢ih stanja a
nakon njih r apsorbirajucih stanja. Matrica prijelaza u kojoj su stanja tako numerirana je

u kanonskom obliku
(@ R
P = (0 R (1.3.1)

gdje je @ matrica reda ¢, R je matrica tipa ¢ x r, 0 oznacava nul-matricu tipa r x ¢, a [
je jedini¢na matrica reda r. Indukcijom se lako pokaze da je

P — <%n [I+Q+”I' +QH_I]R> . (1.3.2)

Propozicija 1.3.3. Neka je P matrica prijelaza apsorbirajuceg Markovljevog lanca zapi-
sana u kanonskom obliku.

1. Vrijedi
lim Q" =0. (1.3.3)

n—oo

2. Matrica I — @ je invertibilna, i njena inverzna matrica je
1 oo
1-Q => Q. (1.3.4)
k=0

Dokaz.

1. Neka je ¢ < ¢ neapsorbirajuce stanje. Element (Q™);; matrice Q" je vjerojatnost da ce
se lanac na¢i u neapsorbiraju¢em stanju j, poslije n koraka, polazeéi iz i. Slijedi da je
(Q™)i; manja ili jednaka od vjerojatnosti da lanac ne ¢e doéi u apsorbirajuce stanje u
n koraka. Neka je

m; =min{n > 1: 3k > q, (P");x > 0} (1.3.5)
minimalan broj koraka nuzan za do¢i u apsorbirajucée stanje k iz . Neka je
pi =Pi{Xm, <q} <1 (1.3.6)
vjerojatnost nedostizanja apsorbiraju¢eg stanja u m; koraka, polaze¢i iz i. Neka je,
konaé¢no
M = max m;, p= max p; . (1.3.7)
1=1,...,q 1=1,...,q

Onda je vjerojatnost nedostizanja apsorbirajuéeg stanja polazeéi iz bilo kojeg neap-
sorbirajuéeg stanja u M koraka omedena s p. Slijedi da je vjerojatnost nedostizanja
apsorbirajuéeg stanja u Mn koraka omedena s p™. Ta vjerojatnost tezi prema 0 kad
n tezi u beskonacno. Vjerojatnost neapsorbiranja poslije proizvoljnog broja m koraka
je opadajuca funkcija od m i nuzno tezi prema 0. Dakle (Q");; tezi prema nuli kad n

tezi u beskonacno, za sve j € {1,...,q}.
2. Pretpostavimo da postoji vektor x za koji je Qz = x. Tada vrijedi
r=Qr=Q = =Q=---= lim Q"z=0, (1.3.8)

n—oo

§to pokazuje da 1 ne moze biti svojstvena vrijednost od (). Dakle je matrica I — Q)
invertibilna. Konac¢no, zbog

T-Q)) QF=1-Q"" 5T zan—oo, (1.3.9)
k=0

dobivamo relaciju (1.3.4) mnoze¢i gornju relaciju s lijeva s [I — Q] 1. O
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Matricu [I — Q]! zovemo fundamentalnom matricom lanca i oznacavamo s F'. Rela-
cija (1.3.2) pokazuje da je
0 FR
. n
nILH;oP = (0 I ) . (1.3.10)

Cinjenica da Q™ tezi u nulu znaéi da vjerojatnost apsorpcije tezi prema 1 kad vrijeme
tezi u beskona¢éno. Matrica B = F'R bi tada trebala predstavljati vjerojatnosti prijelaza,
u limesu za beskonaéno vrijeme, izmedu neapsorbirajuéih i apsorbirajuéih stanja. Sljedeéi
rezultat to potvrduje.

Teorem 1.3.4. Neka je F' fundamentalna matrica apsorbirajuéeg Markovljevog lanca.

1. Element f;; matrice F' je ocekivani broj posjeta (prolaza kroz) j polazeéi iz i :
fij = E(Z 1{Xn:j}> : (1.3.11)
n=0

2. Neka je T = inf{n > 1: X,, > q} slucajna varijabla koja predstavlja vrijeme do ap-
sorpcije. Tada je

q
=> fij- (1.3.12)
j=1

3. BElementi b, matrice B = F R su vjerojatnosti apsorpcije u razlicitim stanjima :
bip =Pi{X; =k} . (1.3.13)

Dokaz.
1. Za Bernoullijevu varijablu Y, ; = 1;x,—; vrijedi E;(Y, ;) = Pi{Ys; = 1} = (Q")y,

pa je
EZ(Z Yw’) = (@i = (F)ij = fij - (1.3.14)

n=0 n>0

2. Zbrajanjem gornje relacije po svim neapsorbiraju¢im stanjima dobiva se

Zfzg =E; (ZZYM> = Ei(ﬂ%;)l{Xnéq])

n=0 j=1

= ZIP’Z»{T >n} = ani{’f =n}=E;(r). (1.3.15)

n=0 n=0

3. Rastavljenjem po moguéim vrijednostima n od 7 — 1, pa onda po moguéim vrijednos-
tima j od X,,, dobivamo

z{XT - k} ZPz{X Xnt1 = k}

n>0
q
=3 P X = GYP{ X1 = kI Xy = 4}
n>0j71
= Z R)jk =Y (Q"R)ik = (FR) - (1.3.16)
n20 j=1 n>0
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Primjer 1.3.5. U primjeru 1.1.2 s igrom Pismo—Glava, matrice @ i R su

1/2 1/2 0 0 0 0
10 0 0 1/2 0 1/2
@=li2 12 0 o =0 o (1.3.17)
0 0 1/2 0 1/2 0
Fundamentalna matrica je
7/3 4/3 1/3 2/3
-1 | 1/3 473 1/3 2/3
F=[-Q = 4/3 4/3 4/3 2/3|° (1.3.18)
2/3 2/3 2/3 4/3
i matrica s vjerojatnostima apsorpcije je
1/3 2/3
- _11/3 2/3
B=FR= 1/3 2/3 (1.3.19)
2/3 1/3

Zaista, polazedi iz jednog od stanja PP, PG ili GP, Ante pobjeduje s vjerojatnoséu 1/3,
a Bozo s vjerojatnoséu 2/3. Polazeéi iz stanja GG, Bozo pobjeduje s vjerojatnoséu 1/3,
a Ante s vjerojatnoséu 2/3. Kako nitko ne moze pobijediti u prve dvije igre i kako se sva
cetiri stanja PP, PG, GP i GG dostizu s jednakom vjerojatno$éu, mozemo uzeti pocetnu
raspodjelu v = (1/4,1/4,1/4,1/4). Shodno tomu, Ante pobjeduje u igri s vjerojatnoséu

4
)
P, {X; = “A pobjeduje’} = > wibun = 1 . (1.3.20)
=1

Koje je otekivano vrijeme trajanja igre? Relacija (1.3.12) pokazuje da je zbroj elemenata
i-tog retka od F' jednak ocekivanju vremena apsorpcije polazeéi iz i, na primjer E;(7) =
14/3. Usrednjujuéi po pocetnoj raspodjeli nalazimo E,(7) = 23/6. Dakle je ocekivano
vrijeme trajanja igre 2 + 23/6 = 35/6, malo manje od 6 bacanja nov¢ica.

1.4 Ireducibilni Markovljevi lanci

Definicija 1.4.1. Markovljev lanac je ireducibilan ili ergodican ako je i ~ j Vi,j € X.
Lanac je regularan ako postoji potencija P™ od P ¢iji su svi elementi strogo pozitivni.

Regularan Markovljev lanac je nuzno i ireducibilan jer su sva stanja medusobno dostizna
u n ivise koraka. Obratno ne mora biti istina, jer u definiciji ireducibilnosti nije specificiran
broj koraka.

Primjer 1.4.2. Lanac koji opisuje Ehrenfestov model je ireducibilan. Kakav god bio
broj kuglica u lijevoj posudi, mozemo do¢i do bilo kojeg drugog premjestajucéi najvise N
kuglica iz jedne posude u drugu. Medutim, taj lanac nije regularan. Kako se u svakom
koraku premjesta toc¢no jedna kuglica, njihov broj u lijevoj posudi je naizmjeni¢no paran
i neparan. To znac¢i da ¢e svaki element matrice P™ biti nula za svaki drugi (parni ili
neparni) n.
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Definicija 1.4.3. Za podskup A C X, definiramo vrijeme prvog dolaska lanca v A kao
slucagnu varijablu
T4 =inf{n > 0: X,, € A} . (1.4.1)

Ako se skup A = {i} sastoji od samo jednog stanja, pisSemo T; umgjesto T{i}-

Vazna razlika izmedu apsorbirajuc¢ih i ireducibilnih lanaca je da se potonji uvijek
vra¢aju u svako od njihovih stanja.

Propozicija 1.4.4. Za ireducibilni Markovljev lanac na konac¢nom skupu X, vrijeme prvog
dolaska je skoro sigurno konacno za sve podskupove A C X :
P{74 < o0} nh_{lgo]P){TA n}=1 (1.4.2)

Dokaz. Promatrajmo Markovljev lanac s matricom prijelaza ]3, dobivenom polazeéi od
matrice stanja polaznog lanca u kojoj su stanja iz A u¢injena apsorbirajuéima :

R 0;;i zai€ A,
pij = { k . . (143)
pi; 1nace.

Trajektorije polaznog i modificiranog lanca podudaraju se do vremena 74. Dovoljno je,
dakle, dokazati (1.4.2) za apsorbirajuéi lanac. No u tom je slu¢aju tvrdnja izravna poslje-
dica Proporzicije 1.3.3. Zaista, vjerojatnost P;{74 > n} izbjegavanja apsorpcije do vremena
n, polazedi iz i, dana je kao zbroj (Q™);; po svim j € A, koji tezi u 0. O

Vazno je napomenuti da gornji rezultat ne mora vrijediti ako skup X nije konacan.
Vratit ¢emo se tom problemu u sljede¢em poglavlju.

Sada ¢emo poblize prouciti regularne Markovljeve lance. Njihovo najvaznije svojstvo
je sljedeta vazna ¢injenica.

Teorem 1.4.5. Neka je P matrica prijelaza reqularnog Markovljevog lanca. Tada postoje

brojevi 71, ..., mNn > 0, Ciji je zbroj jednak 1, takvi da je
m Ty ... TN
™ T2 ... TN
lim P"=1I:=| . . . . (1.4.4)
n—oo : . .
mT T ... TN
Stovise, vektor redak m = (1,72, ..., 7N) zadovoljava
TP =1, (1.4.5)

Dokaz. Ako lanac ima samo jedno stanje, tvrdnja je oCita, pa mozemo smatrati da je
N > 2. Pretpostavimo za pocetak da su svi elementi matrice P* strogo pozitivni za k = 1,
i da je d > 0 najmanji element od P. Tada je d < 1/2, jer je Nd < 1. Neka je y vektor-
stupac takav da je

0<mo <y <My Vie{l,...,N}. (1.4.6)
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Neka je z = Py. Najveca moguca vrijednost komponente z; od z se dobije ako je
yT' = (mo, My, ..., Mp) i pj1 = d. U tom sluéaju, zbroj zadnjih N — 1 elemenata retka j u
P je1l—d,iondaje zj = dmgy + (1 — d)My. Nuzno mora vrijediti

zj < dmo + (1 — d)My=: M; Vjied{l,...,N}. (1.4.7)
Slicnim se zaklju¢ivanjem pokaze da je
zj = dMy+ (1 — d)mo=m vie{l,...,N}. (1.4.8)
Shodno tomu, imamo m; < z; < My, gdje je
My —my = (1 —=2d)(My —my) . (1.4.9)

Stovise, lako se vidi da je my > mg i M; < My. Poslije n iteracija, komponente od Py ée
se nalaziti izmedu brojeva m,, i M,, koji zadovoljavaju

My, —my = (1 — 2d)"(My — mp) (1.4.10)

mogmlggmngMngnggMo (1.4.11)

Nizovi {m, }n>1 1 { My, }n>1 su susjedni i konvergiraju prema istoj grani¢noj vrijednosti u.
Imamo, dakle,

U
lim Ply=1|: |, (1.4.12)
n—oQ

U
gdje u ovisi o y. Primijenimo ovu relaciju na bazne vektore e1, ..., ey. Postoje brojevi m;
takvi da je
T
lim P"e; = | : (1.4.13)
n—oo
U

za svaki i. Kako je P"e; i-ti stupac od P™, dokazali smo relaciju (1.4.4). Nadalje, kako
u slucaju y = e; vrijedi mg = 01 My = 1, relacija (1.4.8) daje m; > d, dakle m; > d.
Odatle slijedi da su svi m; strogo pozitivni. Zbroj svih 7 ée biti 1 jer su sve potencije od
P stohasticke matrice.

Konaéno, za pokazati (1.4.5), dovoljno je primijetiti da je IIP = lim, o, P"* = IL
Svaki redak ove jednadzbe je ekvivalentan s (1.4.5).

Promotrimo na kraju slucaj kad su svi elementi od P* pozitivni za neki k > 1. Za-
kljuéujuéi kao gore mozemo pokazati da su sve komponente od P*"z ugnijezdene izmedu
vrijednosti m,, i M, koje zadovoljavaju M,, —m,, = (1 —2d)"(My—mg). U medukoracima
mozemo primijeniti (1.4.7) 1 (1.4.8) s d = 0 i zakljuciti da je My, 41 — mp 1 < M,, — m,, za
sve n. To ponovo povlaci da M,, — m,, tezi prema nuli. ]

Napomena 1.4.6. Gornji rezultat pokazuje da sve regularne stohasticke matrice P imaju
1 kao svojstvenu vrijednost. Ustvari, ve¢ smo ranije mogli zakljuciti iz definicije (1.2.2) da
za svaku stohasticku matricu vrijedi P1 = 1, gdjeje 1 = (1,1...,1)?. Relacija (1.4.4) nam
jos pokazuje da je za regularnu stohasticku matricu svojstvena vrijednost 1 jednostruka i
da su sve druge njene svojstvene vrijednosti po modulu strogo manje od 1.
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Napomena 1.4.7. Iz izraza (1.4.4) lako zakljuc¢ujemo da je
% =11. (1.4.14)

Matrica koja zadovoljava ovu relaciju zove se projektor. U naSem slucaju, II projicira
svaki vektor-redak v na neki visekratnik od 7 (tj. vII || 7), i svaki vektor-stupac x na
neki visekratnik vektora 1 (tj. Ilz || 1). Posebno, ako je v vjerojatnosna raspodjela (dakle
>, vi=1), onda je vII = 7.

Vektor redak 7 ima sljede¢a vazna svojstva :
1. Prema (1.4.4) vrijedi, Vi,j € X,

hm P{X, =j} = lim (P");; =m; . (1.4.15)

n—oo

7w dakle opisuje asimptotsku raspodjelu lanca koja je neovisna o poc¢etnom stanju.
2. Jednadzba (1.4.5) povlaci da je za svako vrijeme n,

Pr {Xn = ]} Z'Nz zg = an) =Ty, (1416)
ieX

§to motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 1.4.8. Vjerojatnosna raspodjela m = (w1, 7a,...,mN) koja zadovoljava rela-
ciju (1.4.5) zove se stacionarna raspodjela (ili invarijantna raspodjela) Markovljevog lanca.

Konaéno, imamo sljedeéi opéi rezultat :

Teorem 1.4.9. Za regularni lanac i svaku njegovu pocetnu raspodjelu v, vrijedi
lim P {X, =j}=m VjedX. (1.4.17)
n—oo

Dokaz. Prvii vrlo jednostavni dokaz mozemo dobiti primije¢ujuéi da je asimptotska ras-
podjela od X,, dana vektor-retkom

lim vP" =vll=m, (1.4.18)

n—oo

prema Napomeni 1.4.7. Zanimljivije je, medutim, pokazati alternativni, vrlo elegantni do-
kaz koji je dao Doeblin. Promatrajmo jedan drugi Markovljev lanac, definiran na prostoru
X x X. Njegove vjerojatnosti prijelaza P* su dane s

Plig).(kt) = PikPit - (1.4.19)
Pretpostavimo da je njegova pocCetna raspodjela produktna mjera p = v ® 7, tj. da je
p((i,j)) =vim; V(i,j) € X x X (1.4.20)

Oznacimo taj lanac s {(Xp,, Yn)}n>0. Po konstrukeiji, slu¢ajne varijable X i Yj su neza-
visne. Onda iz definicije (1.4.19) vjerojatnosti prijelaza slijedi da su X,, i Y,, nezavisne za
sve n, i da su nizovi { X, }n>0 i {Yn}n>0 ustvari dva Markovljeva lanca na X s matricom
prijelaza P, ¢ije su pocetne raspodjele zadane s v i 7.
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Matrica prijelaza P* je takoder regularna : dovoljno se uvjeriti da su elementi potencije
(P*)™ dani kao produkti pgz)pgy) . Promatrajmo skup

A={(,i):ie X} CAX X X. (1.4.21)
Vrijeme prvog dolaska mozemo pisati kao
T4 =inf{n >0: X,, =Y,}. (1.4.22)
Pretpostavimo da dva lanca imaju istu raspodjelu za n > 74. Toé¢nije,
P {X, =j,7a<n} =P, {Y, =j, 74 <n} VieX ,Vn=0. (1.4.23)

Kako bismo to pokazali, uvodimo novi proces {Z, },en definiran s

X, an< ,
Z, =3 om msTA (1.4.24)
Y, zan>Ty.
Izravnim se ra¢unom, razlazué¢i po mogué¢im vrijednostima od 74, provjeri da je
n
Po{Ziom) = ijom)} = Vio | Pim 1im (1.4.25)

m=1

za svaki n > 0 i za svaki izbor if ,) € X"*!. Prema Teoremu 1.2.5, slijedi da je {Z, }nen
Markovljev lanac s pocetnom raspodjelom v i matricom prijelaza P, pa ima istu raspodjelu
kao i {X, }nen. To dokazuje (1.4.23). Konac¢no, vrijedi

Py{Xn = ]} = IP>p{)(n =7,7TA
mj = Pﬂ-{yn = ]} = Pp{Yn = jaTA

n} +Pp{Xn =7,TA> n} )
n}+P,{Y, =j,74 >n}. (1.4.26)

NN

Oduzimanjem i koristenjem (1.4.23), dobiva se

Po{Xn =j, 74 > n} — Po{Yy = j,7a > n}|

‘PV{Xn =Jjt- 77]” < |

< 2P, {14 >n}. (1.4.27)
Ova veli¢ina tezi prema nuli kad n — oo, jer je 74 kona¢no skoro sigurno zbog Propozi-
cije 1.4.4. ]

Napomena 1.4.10. Doeblinov nam dokaz omogudcuje izraziti brzinu konvergencije prema
stacionarnoj raspodjeli pomoc¢u vremena 74 uvedenog u dokazu. Zaista, zbrajajuéi prvi
redak relacije (1.4.27) po svim j € X', dobivamo

D PAX =5} — 75| < 2Pugr{ra > n} . (1.4.28)
JjeEX

Lijevu stranu mozemo gledati kao ¢; udaljenost raspodjele od X,, od stacionarne raspo-
djele. Takav se tip argumenta zove argument sparivanja.

Vra¢amo sa sada opéem slucaju ireducibilnog Markovljevog lanca. U tom slu¢aju, ras-
podjela od X, ne mora konvergirati prema danoj raspodjeli w. Unato¢ tomu, dio prijasnjih
rezultata ostaje istinit.



20 POGLAVLJE 1. MARKOVLJEVI LANCI S KONACNIM SKUPOM STANJA

Propozicija 1.4.11. Neka je P matrica prijelaza ireducibilnog Markovljevog lanca. Tada
P ima 1 kao jednostruku svojstvenu vrijednost. Jedinstveni lijevi svojstveni vektor m od P
za svojstvenu vrijednost 1 za kogi je Y, m; = 1 ¢emo ponovo zvati stacionarnom raspodje-
lom tog lanca.

Dokaz. Promatrajmo stohasticku matricu @) = %[P + I]. Neka je

= in{n>1:p" >0}}. 1.4.29
m Zn;lgs\g{mm{n pi;’ > }} ( )
Promatrajmo matricu
1 m m m
m= T P P2 ... pmt g pm 1.4.
e O O L O L R

Za svaki par (i, j), postoji ¢lan u toj sumi u kojem je element (i, j) strogo pozitivan. Kako
su svi ostali elementi matrice nenegativni, zaklju¢ujemo da je (Q™); ; > 0. Dakle je matrica
(@) matrica prijelaza nekog regularnog lanca. Prema teoremu 1.4.5, postoji jedinstvena
raspodjela 7 za koju je 7Q) = w, §to povlaci %[ﬂ' + 7nP] =, dakle 7P = 7. ]

Primjer 1.4.12. Lako se, izravnim rac¢unom, provjeri da je stacionarna raspodjela Ehren-
festovog modela binomna raspodjela s parametrom 1/2 : v; = 27V (]:7 ) Kasnije ¢emo
vidjeti intuitivnu interpretaciju ovog rezultata.

Koja je interpretacija stacionarne raspodjele? S jedne strane, znamo da ako X,, ima
raspodjelu 7 u trenutku n, onda ée X, imati istu raspodjelu 7 u svim kasnijim vremenima
m > n. Obratno, Teoremi 2.1.3 i 2.1.5 nisu viSe nuzno istiniti : Dovoljno se sjetiti primjera
s Ehrenfestovim modelom. Medutim, jos uvijek imamo konvergenciju prema stacionarnoj
raspodjeli u srednjem ergodickom (ili srednjem Cesarovom) :

Teorem 1.4.13. Za ireducibilan Markovljev lanac i za svaku pocetnu raspodjelu v, srednja
frekvencija dolaska u svako stanje j konvergira prema m;:

n—1
1
lim E,,(Z 1{ij}> =7  VjeX. (1.4.31)

n—o0o N
m=0

Dokaz. Neka je IT matrica u kojoj su svi retci jednaki 7, vidi (1.4.4). Onda vrijedi IIP =TI,
iiz P1 =1 slijedi da je i PII = II. Nadalje,

(I+P+---4+P"HI-P+T)=1—-P"+nll. (1.4.32)

Pokazimo da je matrica I — P + II invertibilna. Neka je z vektor stupac za koji je (I —
P +1II)z = 0. Onda imamo

O=n(I—-P+Iz=n(l —P)x+nllx = nz, (1.4.33)
=0
jer je Il = 7 zbog >, m = 1. Slijedi da je Ilx = 0, dakle (I — P)x = 0. Kako je 1
jednostruka svojstvena vrijednost od P s pripadnim svojstvenim vektorom 1, to povlaci
z || 1, 8to je moguée samo ako je x = 0 jer je mz = 0 i svi 7; su pozitivni. Dakle je matrica
I — P +1I invertibilna.
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Neka je Z = (I — P+ 1)~ Kako je 7(I — P+ II) = , vrijedi 7 = nZ i II = IIZ.
Mnozeéi (1.4.32) zdesna s Z, dobivamo

I+P+ -+ P =T -PYZ+nl1Z = (I~ P")Z +nll. (1.4.34)

Sada za svako pocetno stanje ¢ imamo,

n—1 n—1
iEz(Z 1{Xm:j}> ! Z(Pm)ij = [1(I—P”)Z+H - (1.4.35)

n n .
m=0 m=0 ij

Kako su svi elementi matrice P™ uniformno omedeni s 1, ta veli¢ina konvergira prema
(I);; = m; kada n — oco. Za proizvoljnu pocetnu raspodjelu v, dobivamo na isti nacin
konvergenciju prema (vII); = ;. O

Napomena 1.4.14. Ovaj se dokaz moze ¢initi netransparentnim. Mozemo ga pojasniti
pomocéu nekih pojmova iz matri¢nog ra¢una. Neka matrica Q = P — 11, opisuje razliku
izmedu stohasticke matrice i njenog projektora na stacionarnu raspodjelu. Iz jednakosti
[IP = PII = II? = II slijedi da je IIQ = QII = 0, pa zaklju¢ujemo

P =T+ Q" (1.4.36)

(vidi zadatak 1.11). U sluc¢aju kad je P regularna, Q™ tezi prema 0 za n — oo. Ako je P
ireducibilna ali ne i regularna, funkcija n — Q"™ je oscilirajuca. Dokazi, medutim, pokazuju
da 1 nije svojstvena vrijednost od @ i da prosjeéni Q™ tezi prema nuli, dakle da prosjecni
P™ tezi prema II.

Stacionarna distribucija ima zanimljivu vezu s o¢ekivanjem vremena prvog povratka u
stanje 4, zvanim prosje¢no vrijeme povratka u i :

Teorem 1.4.15. Za ireducibilan Markovljev lanac sa stacionarnom raspodjelom w, pro-
sjeéna vremena povratka su dana s

1

U
Dokaz. Poénimo s izvodom relacije koja povezuje razli¢ita prosje¢na vremena prvog dola-
ska. Za 1,7 € X, imamo

Ei(Tj) = ]P’i{Tj = 1} + ani{Tj = n}

n=2

=pij+ Y _nY Pi{ry=nX =k}

nz2 k#j

=pij+ > 1> pinPe{r; =n—1}

nz2 k#j

=pij+ Y _pie y_(m+ DP{r; =m}

k#j m>1

=pij+ > Dik [Ek(Tj) + ) Pifr = m}}

k#£j m>1

=1

=1+ piEr(ry) . (1.4.38)
k]
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Tu relaciju mozemo napisati u obliku

1-— Ei(Tj> = — Z(l — 5kj)pikEk(Tj) . (1439)
keXx
Slijedi
1-— WjEj(Tj) = Zﬂ'i [1 — (51]E1(T])]
iEX
=Y mi[1=Ei(r) + (1= 6;))Ei(7)]
i€EX
= Z Zm(fsik = pik) (1 = 6;)Ex(75) -
keX ieX
Suma po ¢ se poniStava, zbog T = >, Tipik- ]

Primjer 1.4.16. U slucaju Ehrenfestovog modela s N kuglica, prosjetno vrijeme povratka
u stanje ¢ dano je s | |
Ei(r) = Vll _ 2N1.(NN! i)! '
Posebno, prosjecno vrijeme povratka u konfiguraciju u kojoj su sve kuglice u lijevoj posudi
je 2V, To postaje strahovito veliko kad je broj kuglica reda veli¢ine Avogadrovog broja,
tj. broja Cestica u jednom molu plina. Ovaj jednostavni model dobro opisuje situaciju u
kojoj dvije posude s plinom koji se mijesa nikad ne dolaze u stanje u kojem bi sav plin bio

u jednoj posudi.

(1.4.40)

1.5 Reverzibilni Markovljevi lanci

U ovom odjeljku skup X moze biti i beskona¢an (no mora biti prebrojiv). Prisjetimo se
da E% oznacava skup svih preslikavanja f: X — E.

Definicija 1.5.1. Neka je P stohasticka matrica. Vektor a = {a;}icx € [0,00)F, a # 0,
je reverzibilan (detaljno uravnotezen) u odnosu na P ako je

;Pij; = O5Pj; Vi,j € X . (1.5.1)
Markovljev lanac je reverzibilan ako njegova matrica prijelaza ima reverzibilan vektor.

Uvjet (1.5.1) se u fizici zove uvjet detaljne uravnoteienosti. Znacenje mu je da ako
su stanja ¢ i j zauzeta s vjerojatnoscu proporcionalnom s «; i «;, redom, onda je stopa
prijelaza iz ¢ u j jednaka stopi prijelaza iz j u 1.

Teorem 1.5.2. Neka je P o € [0,00)Y vektor razlicit od nul-vektora.

1. Ako je « reverzibilan u odnosu na P, onda je o invarijantna mjera.

2. Ako je a reverzibilan u odnosu na P, i Zje)( aj < 0o, onda je mjera w definirana s
T = i/ Y e O Stacionarna raspodjela.

3. Ako je m stacionarna raspodjela, onda je

P {Xo =10, X1 =i1,..., Xn =in}t =Pr{Xo=in, X1 = in_1,..., Xn =40} (1.5.2)

za svakin € N i za svaki izbor ig,...,1, € X.
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SLIKA 1.6. Dopusteni potezi skakaca u sahu. Broj moguéih poteza za svako polje.

Dokaz.
1. Vrijedi

Z aipij = Oéj ij'i = Oéj . (153)

ieX ieX
2. Slijedi izravno iz 1.
3. Prema Teoremu 1.2.5,

P-{Xo =10, X1 =1,..., Xn = in} = TigDigi1 Diria - - - Pin_1in
= PiyigTi1Pivig - - - Pin_1in

= = DirioPigiy - - - Pinin_1Tin » (1.5.4)
sto je jednako P {Xo = in, X1 = ip—1,..., X =0} O

Relacija (1.5.2) znaci da neka trajektorija lanca ima istu vjerojatnost kao i ona dobivena
od nje promjenom smjera vremena. To opravdava uporabu pojma reverzibilnosti.

Primjer 1.5.3 (Slucajna Setnja skakaca). Pretpostavimo da je skaka¢ postavljen na
Sahovnicu i da u svakoj jedinici vremena sko¢i s jednakom vjerojatnoséu na jedno od
polja koja su mu dopustena Sahovskim pravilima. Koliko je ocekivano vrijeme izmedu
dvaju uzastopnih posjeta skakac¢a donjem lijevom polju Sahovnice?

Neka je n; broj moguéih poteza polazeé¢i s polja ¢ (Slika 1.6). Skakaceva trajektorija je
tada opisana Markovljevim lancem s vjerojatnostima prijelaza

1 . . : .
— ako je potez i — j dopusten ,
Dij = Uz (155)

0 nace .

Onda se lako provjeri da je n = {n;};cx reverzibilni vektor tog lanca. Odatle slijedi da je

n; n;
R C 1.5.6
TS ean; 336 (1.5.6)

stacionarna raspodjela tog lanca. Sada iz Teorema 2.4.3 slijedi da je prosje¢no vrijeme
povratka na donje lijevo polje ploce jednako 1/m; 1) = 336/2 = 168.
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Primjer 1.5.4 (Ehrenfestov model). Sada smo u moguénosti objasniti zasto je stacionarna
raspodjela Ehrenfestovog modela upravo binomna (vidi Primjere 1.1.311.4.12). U tu svrhu,

umjesto da promatramo model kao Markovljev lanac na skupu {0,..., N}, promatramo
ga kao lanac na X = {0,1}"V (hiperkocka u N dimenzija). Komponenta z; stanja x =
(z1,...,zN) € X je 0 ako je i-ta kuglica u lijevoj posudi i 1 ako je u desnoj.

Iz nekog stanja x € X, mozemo prijeéi u tocno N drugih stanja koja se mogu dobiti
mijenjajuéi totno jednu komponentu od z, svaku s vjerojatnoséu 1/N. Odatle slijedi da je
svaki konstantni vektor reverzibilan i stacionarna raspodjela je uniformna: m, = 27V, Vz €
X. Medutim, moze postojati mnogo razli¢itih stanja u X koja odgovaraju istom broju
kuglica u posudi. Ustvari,

N\ 1
P {m kuglica u desnoj posudi} = Z Ty = < >2N . (1.5.7)

m
T Y xi=m

Dobili smo da je stacionarna raspodjela Ehrenfestovog modela binomna.

1.6 Zadatci

Zadatak 1.1. Alpinist se zeli popeti na Mont Blanc. Tijekom uspona, odlucio je provesti
no¢ u sklonistu Téte Rousse, i takoder u sklonistu Aiguille du Gotiter. Svako jutro slusa
vremensku prognozu. Ako je dobra, nastavlja uspon do sljede¢e postaje. U suprotnom, ako
se predvida loSe vrijeme, spusta se jednu postaju. Pretpostavimo da se alpinist na pocetku
nalazi u sklonistu Téte Rousse i da ¢e, bude li se prinuden spustiti u Nid d’Aigle, odustati
od uspona. Prognoza je dobra s vjerojatnoséu p, a losa s vjerojatnoséu ¢ = 1 — p, neovisno
o prognozi za prijasnji dan.

Mont Blanc (4800 m)
p/ -

Aiguille du Godter (3800 m)

(L)

Téte Rousse (3100 m)
/ q

Nid d'Aigle (2500 m)
1. Pokazite da se problem moze formulirati kao apsorbirajuéi Markovljev lanac i izra¢unajte
njegovu fundamentalnu matricu.
2. Izracunajte vjerojatnost da ¢e se alpinist uspjeti popeti na vrh kao funkciju od p.
Odredite vrijednost p* od p za koju je vjerojatnost dostizanja vrha jednaka 0.1.
4. Izratunajte ocekivani broj dana na usponu za slucaj p = p*.

w
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Zadatak 1.2. Vratimo se na problem s misem u labirintu (Primjer 3.1.1.) :

1. Odredite fundamentalnu matricu lanca.
2. Izracunajte vjerojatnost da ¢e mis na¢i hranu.
3. Izracunajte ocekivano trajanje potrage.

Zadatak 1.3. Dva igraca A i B igraju partiju tenisa. Igra¢ A dobiva bod s vjerojatnoséu
3/5, B s vjerojatnoséu 2/5, neovisno o prijasnjim bodovima.

Igra¢i su na pocetku izjednaceni. Za pobjedu moraju posti¢i prednost od dva boda
pred protivnikom.

1. Modelirajte igru apsorbirajué¢im Markovljevim lancem s pet stanja: E (izjednaceno),
prednost A, prednost B, A pobjeduje, i B pobjeduje. Napisite matricu prijelaza tog
lanca.

2. Pokazite da je fundamentalna matrica tog lanca dana s

1 25 15 10
N = 3 10 19 4
15 9 19

3. Izracunajte vjerojatnost pobjede igraca A ako su igraci na pocetku izjednaceni.
4. Izracunajte ocekivano trajanje igre ako su igrac¢i na pocetku izjednaceni.

Zadatak 1.4. Hobit Bilbo izgubio se u goblinskim peéinama u kojima caruje potpuna
tama. Polazedi iz peéine 1 bira s jednakom vjerojatnos¢u neki od tunela koji vode iz nje i
nastavlja tako dok ne zavrsi ili u Golumovoj peéini (broj 4) ili dok ne izade na zrak (broj
5).

1. Opisite Bilbovo putovanje kao Markovljev lanac. Konstruirajte matricu prijelaza i
fundamentalnu matricu.

2. Polazedi iz 1, kolika je vjerojatnost da ¢e Bilbo prije naéi izlaz nego Golumovu jazbinu?

3. Koliko je ocekivanje broja tunela koje ¢e Bilbo proé¢i prije nego Sto se ili oslobodi ili
zavr$i kod Goluma?
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Zadatak 1.5. Promatramo Markovljev lanac sa skupom stanja X = {1, 2, 3,4} i matricom
prijelaza
0 1/2 1/2 0
116 7/16 0 1/2
1/16 0 7/16 1/2
0 1/4 1/4 1/2

P =

1. Pokazite da je taj lanac ireducibilan.
2. Je li taj lanac regularan?
3. Izracunajte stacionarnu raspodjelu tog lanca.

Zadatak 1.6. Promatramo sljede¢i Markovljev lanac :

1/2
1 1/4 1/2
~ ™ ~ ~ ™
O GG O ©®
1/4 1/2 1

Odredite matricu prijelaza P tog lanca.
Je li lanac ireducibilan?

Je 1i lanac regularan?

Odredite njegovu stacionarnu raspodjelu.
Je li lanac reverzibilan?

Ol W

Zadatak 1.7. Neka je Markovljev lanac na X = {1,2, 3,4} dan sljedeéim grafom:

1/2

(,\)
1/2 @ 1/2

1/2

2

1/
1/2 @ 1/2

@)
1/2

. Je li lanac ireducibilan?

. Je li lanac regularan?

. Odredite njegovu stacionarnu raspodjelu.
. Je li lanac reverzibilan?

=W N



1.6. ZADATCI 27

Zadatak 1.8. Vrijeme u nekom gradu moze biti kiSovito, snjezno ili sun¢ano. Ako je kisno,
vrijeme sljede¢eg dana ¢e biti kisno s vjerojatnoséu 1/3, snijezit ¢e s vjerojatnoséu 1/6 i
bit ¢e lijepo s vjerojatnoséu 1/2. Poslije snijeznog dana, i kisni dan i snijezni dan dolaze s
istom vjerojatnoséu 1/2. Konaéno, poslije lijepog dana slijedi lijepi dan s vjerojatnoséu 1/4
i kisni dan s vjerojatnoséu 3/4. Pretpostavimo da vrijeme na dan n ovisi samo o vremenu
na dan n — 1.

1. Formulirajte problem kao Markovljev lanac s diskretnim vremeno. Kojeg je tipa taj
lanac?

2. Odredite asimptotsku vjerojatnost za kiSovito, snijezno i lijepo vrijeme.

3. Koliki je prosjec¢ni razmak izmedu dva snijezna dana?

Zadatak 1.9. Anica ima 3 kiSobrana. Svakog jutra ona odlazi u ured i navecer se vraca
kuéi. Pri svakom putovanju uzima kisobran ako pada kisa i ako joj je pri ruci. Ako kiSa ne
pada, ne uzima kisobran. Pretpostavimo da je vjerojatnost kise 1/3 i da ne ovisi o stanju
na pocetku prijasnjih putovanja. Neka je X,, broj kiSobrana koje Anica ima na mjestu s
kojeg polazi na n-to putovanje.

1. Pokazite da je {X,}, Markovljev lanac i konstruirajte njegovu matricu prijelaza.

2. Kojeg je tipa taj lanac?

3. Koja je vjerojatnost, nakon velikog broja putovanja, da Anica nema kisobran pri ruci
na pocetku putovanja?

4. Koja je asimptotska vjerojatnost da ¢e pokisnuti, tj. da nema kisobran i da pada kisa
kad kre¢e na put?

Zadatak 1.10. Pokazite da je binomna raspodjela stacionarna za Ehrenfestov model.

Zadatak 1.11. Svaku stohasticku 2 x 2 matricu moZzemo pisati kao
P:<1—p p ) za p,q € [0,1].
g 1l-—gq

1. Diskutirajte, u ovisnosti o p i g, kada je P apsorbrajuc¢a, ireducibilna, regularna.

2. Pokazite da je matrica
1
oo L <q p>
p+q\q P

projektor (I1? = II) koji komutira s P. Izraéunajte njegovu jezgru i sliku.

3. Neka je Q = P — II. Pokazite da je QII = IIQ = 0. Izracunajte Q?, a onda i Q" za
svaki n.

4. Izvedite iz prijasnjih rezultata P" za svaki n. Diskutirajte grani¢nu vrijednost od P"
za m — 0o U ovisnosti o p i q.
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Zadatak 1.12. Zeton se pomice po redetci na slici tako da u svakom koraku skace na
jedno od susjednih mjesta koja se biraju sluc¢ajno s jednakom vjerojatnoscu.

A Y

Odredite ocekivano vrijeme povratka u donji lijevi kut.

Zadatak 1.13. Promatrajmo

1. kralja;
2. damu;
3. lovca

na Sahovskoj plo¢i koji, u svakom koraku, slucajno i s jednakom vjerojatnoséu, skacu na
neko od polja koja su im dopustena pravilima Sahovske igre.

2 Z, 2
2 7., 2
20707/
1 /
a b cd e f g h a b c d e f g h a b cd e f gh

Odredite za svaku figuru ocekivano vrijeme povratka na polje u donjem lijevom kutu ploce.

Zadatak 1.14. Neka je X, Markovljev lanac sa skupom stanja X = {1,2,...,N} s
vjerojatnostima prijelaza

|y zaj=i+1ilii=Nij=1
Pi=Y1-p saj—i-1ilii=1ij=N.

1. Odredite stacionarnu raspodjelu tog lanca.
2. Za koje vrijednosti p je lanac reverzibilan?

Zadatak 1.15. Neka je G = (V, E) neorijentirani kona¢ni povezani graf. Neka je X,
Markovljev lanac na V' u kojem se X, 41 dobije tako da iz vrha X, slu¢ajno i s jednakom
vjerojatnoséu ska¢emo u neki od njegovih susjeda.

1. Pokazite da broj susjeda svakog vrha (njegov stupanj) ¢ini reverzibilan vektor.
2. Izvedite izraz za stacionarnu raspodjelu tog lanca.



Poglavlje 2

Markovljevi lanci s prebrojivim
skupom stanja

2.1 Slucajne Setnje

Slucajne Setnje su relativno jednostavan no ipak vrlo vazan primjer Markovljevih lanaca
s prebrojivim skupom stanja. U tom je sluéaju X = Z% beskonacéna reSetka dimenzije
d € N*. Po dogovoru, smatramo da lanac krece iz Xy = 0. Nakon toga, u svakom trenutku
prijelaza sluc¢ajno biramo jedno od 2d susjednih mjesta prema fiksnoj unaprijed zadanoj
raspodjeli.

Definicija 2.1.1. Slucajna Setnja na Z9 je Markovljev lanac s vrijednostima u Z%, s
pocetnom raspodjelom v = dy, i s vjerojatnostima prijelaza koje zadovoljavaju

pij=0  zai=jilili—j]|>1. (2.1.1)
Setnja je simetricna ako je

1
Pij = 5 zalli—j|l=1. (2.1.2)
Putanje slu¢ajne Setnje su nizovi to¢aka u Z? na udaljenosti 1, koju obi¢no identifici-
ramo s poligonalnom linijom koja povezuje te tocke (Slika 2.1).
U simetri¢nom slucaju, iz Teorema 1.2.5 izravno slijedi da svaki segment putanje X[g
ima vjerojatnost (2d)~". Mozemo lako odrediti neka svojstva raspodjele od X,,.

Y

SLIKA 2.1. Jedna putanja neke slu¢ajne Setnje u dimenziji d = 2.

29
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A
Xn

NEVAN n
NN

SLIKA 2.2. Jedna realizacija jednodimenzionalne slucajne Setnje.

\4

Propozicija 2.1.2. Za simetricnu slucajnu Setnju na Z %, slucajne varijable X,, zadovo-
ljavaju

E(X,)=0 i cov(X,)= %I (2.1.3)
za svako vrijeme n. Stovise, kada n — oo imamo
Xn ¢ 1

an —>N(0, 71) , 2.1.4

NG y (2.1.4)

gdje L oznacava konvergenciju u raspodgeli, i N'(0,%) oznacava standardnu normalnu ras-
podjelu s kovarijacijskom matricom 3.

Dokaz. Lako se provjeri da su slu¢ajne varijable Y,, = X,, — X,,_1 n.j.d., da im je ocekivanje
nula i kovarijacijska matrica é] , 8to povlaci (2.1.3). Relacija (2.1.4) onda izravno slijedi iz
centralnog grani¢nog teorema. O

Posljedica toga je da se polozaj slu¢ajne Setnje u trenutku n s velikom vjerojatnoséu
nalazi unutar kugle polumjera reda /n oko ishodista. Kazemo da slucajna Setnja ima
difuzivno ponaSanje (za razliku od balistickog, kod kojeg udaljenost od ishodista raste
proporcionalno s n).

Promotrimo sada poblize jednodimenzionalnu (d = 1) simetri¢nu slu¢ajnu Setnju. U
tom slucaju lako vidimo da je raspodjela od X, simetri¢na binomna raspodjela centrirana
uo:

1 n
P{Xn:k:}:2n<n2+k> Vke{-n,—n+2,...,n—2,n}. (2.1.5)
Posebno, vjerojatnost da se proces nade u 0 na n-tom koraku je dana s
0 za neparan n ,
P{X,, =0} = (2m)! _y (2.1.6)
W Za paran n = zm .

Primijetimo da za velike m Stirlingova formula daje

1 Virme ?™(2m)*™ 1

2m 9mme—2m m2m N

P{ X9y, =0} ~ 5 (2.1.7)
Za svako parno vrijeme, ishodiSte je najvjerojatnija tocka u kojoj se Setnja nalazi, no ta
se vjerojatnost smanjuje s vremenom.

Medutim, raspodjela svakog X, ne odreduje proces, X, nisu nezavisni.

Mozemo proucavati i mnoga druga svojstva slucajnih Setnji. Zanimljiva veli¢ina je
vrijeme 7( prvog povratka procesa u ishodiste (Slika 2.3) :

70 =inf{n > 1: X,, =0} . (2.1.8)
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70

SLIKA 2.3. Realizacija jednodimenzionalne sluc¢ajne Setnje za koju je 19 = 12.

Jasno je da 7y moze poprimati samo parne vrijednosti. Stovise, ako je 79 = n onda je
X, =0, dakle P{rp = n} < P{X,, = 0}. Zapravo, moramo odrediti

]P{T() = n} = P{Xl ;é O,XQ ?é 0, e 7Xn—1 7& O,Xn = 0} . (219)
Teorem 2.1.3. Raspodjela od 1y je dana s

0 za meparan n,

P{ro =n} = (2.1.10)

1
—P{X,,—2 =0} za paran n.
n

Dokaz. Pretpostavimo da je 79 = n. Kako proces ne moze promijeniti predznak ne pro-
laze¢i kroz 0, imamo

P{ro=n} =P{X; >0,X2>0,...,X,,-1 >0,X,, =0}
+P{X1 <0,X2<0,...,X,_1 <0,X, =0}
=2P{X; >0,X2>0,...,X,,-1 >0,X, =0}
= P{X; =1,X2>0,...,X,9>0,X, 1 =1,X, =0}
= 2P{X, =0|X, 1 =1}P{X; =1,X2>0,..., X, 5>0,X, 1 =1},
(2.1.11)

gdje smo u zadnjem retku koristili Markovljevo svojstvo. Svojstvo stacionarnih prirasta
(vidi (1.2.14)) povlaci

1

Slijedi da je

P{’To = n} = P{Xl =1,X9>0,...,X, 2>0,X,_1= 1} (2113)
:P{Xl = X1 :1}—P{X1 =X,.1=1,dme {2,...,n—2}: X :O}

Koristimo sada vazan argument koji se zove princip refleksije : Svakom putu od (1,1) do
(n — 1,1) koji prolazi kroz 0, mozemo na jedinstven nazin pridruziti put od (—1,1) do
(n —1,1), dobiven zrcaljenjem preko osi apscisa dijela puta lijevo od prvog prolaska kroz
0 (Slika 2.4). Odatle imamo

P{X;=Xp1=1,3me{2...,n—2}: Xp=0} =P{X; =—1,X,_1 =1} . (2.1.14)
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Xn(W) A
M NN\
\‘o\ Q ,c/, \/ n
\\d, \\d,

SLIKA 2.4. Za svaku realizaciju sluc¢ajne Setnje s 79 = m < n za koju je X; = 1, postoji
neka druga realizacija takva da je 79 = m i X; = —1, dobivena zrcaljenjem preko osi

apscisa.

Konaé¢no, primijenjujuéi ponovo svojstvo stacionarnih prirasta, dobivamo

1
P{X;=1,X,-1=1}=P{X,,1 = 1| X; = 1}P{X; =1} =P{X,,_o =0} - 3

1
P{X1= -1, X1 =1} =P{X,1 = 11X = ~1JP{X1 = 1} = P{X, 2 =2} - ;..

(2.1.15)
Uvrstavanjem u (2.1.13) slijedi
1
P{rg =n} = 5 [P{X,—2 =0} —P{X,—o =2}] . (2.1.16)
Ostatak dokaza je izravni racun. Kako je
n—2
B =0} (%) @NG-20 5w
dobiva se
1 2 1
P{ro =n} = §P{Xn_2 =0} [1 -1+ n] = 5P{Xn_2 =0}, (2.1.18)
Sto dovrsava dokaz. O

Sljedec¢a tablica daje prvih nekoliko vrijednosti vjerojatnosne raspodjele i funkcije dis-
tribucije za 79 :

N 2 1 6 8 10 12 14
_ 1 1 1 5 7 21 33
Plro=n} | 3 g 16 %8 7% Tood 3018
— 05| =0125 | ~0.063 | 220.039 | = 0.027 | 2 0.021 | = 0.016
P{ro<n} || =05 | =0625| 20688 | =0.727 | = 0.754 | = 0.774 | = 0.791

Vidimo da je vjerojatnost brzog povratka u nulu dosta velika, dok poslije raspodjela po-
prima male vrijednosti koje polako padaju. Iz (2.1.7) slijedi da za velike n, P{ry = n}
pada kao 1/n3/2. To ima zacudujuéu posljedicu :
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Korolar 2.1.4. E(7p) = +o0.

Dokaz. Vrijedi

E(r) =Y nP{rg=n}=>_ 2mﬁp{xzm_2 =0}~ ) \/71% =4o0. (2.1.19)

n>1 m>1 m=1

O

Drugim rije¢ima, slucajna Setnja se uvijek vracau 0, no raspodjela od 79 ne pada
dovoljno brzo da bi njeno ocekivanje bilo kona¢no. To je stoga Sto kad se slucajna Setnja
jako udalji od ishodista, onda joj treba jako dugo vrijeme za povratak.

Sliénim zaklju¢ivanjem mozemo odrediti i raspodjelu za vrijeme dolaska

7; =inf{n > 0: X,, = i}. (2.1.20)
Dajemo samo tvrdnju, a dokaz ostavljamo za vjezbu.

Teorem 2.1.5. Raspodjela za 7; je dana s

’ZTJIP’{Xn:i} zan € {|i, i +2,...},

P{r; = n} = (2.1.21)

0 ace .

Zbog slicnih razloga kao za povratak u 0, raspodjela od 7; pada kao 1/?13/2

ocekivanje je beskonac¢no.

, 1 njeno

2.2 Opcenito o stohastickim procesima

Do sada smo govorili o Markovljevim lancima, koji su posebni tip stohastickih procesa,
ne precizirajuéi vjerojatnosne prostore na kojima su konstruirani. To nije problem dok je
rije¢ o kona¢nim segmentima trajektorija : dovoljno je promatrati produktne prostore s
kona¢nim brojem ¢lanova. Slucaj beskonaé¢nih trajektorija zahtijeva neke dodatne mjere
opreza. Dajemo ovdje pregled opcenite konstrukcije stohastickog procesa s diskretnim
vremenom.

Neka je (E,€&) izmjeriv prostor. Skup E" = E x E X --- x E moze biti opskrbljen
strukturom £%", definiranom kao familija generirana svim dogadajima tipa

AV —{weE"weA}, AcE, (2.2.1)

koje zovemo cilindri. Oznacimo s EN skup preslikavanja = : N — E, tj. skup nizova
(0,1, 22, ...) s vrijednostima u E. Taj skup mozemo ponovo opremiti strukturom kons-
truiranom polazeéi od cilindara koju oznac¢imo s £V

Definicija 2.2.1.

e Stohasticki proces s vrijednostima u (E, E) je niz { X, }nen sluéajnih varijabli s vrijed-
nostima v (E,E), definiranih na istom vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) (drugacije
receno, svaki X, je F-E-izmjerivo preslikavanje s Q u E). To je, dakle, slué¢ajna va-
rijabla s vrijednostima u (EN | E¥V).
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e Neka je Q wvjerojatnosna mjera na (EV,£%Y). Konaénodimenzionalne raspodjele od
Q su mjere na (E™1, €97 definirane s

Q™ =@ o ()" (229)
gdje je 7™ projekcija 7™ : EN — EMY (2,21, 20,...) = (x0, ..., T,).

Lako se uvjeriti da niz {Q™},cn jednoznatno definira Q. Obratno, za dani niz
{Q(”)}neN koji odgovara mjeri Q, velicine Q ™ moraju zadovoljavati uvjet kompatibil-
nosti :

Neka je ¢, projekcija o, : E""1 — E™ (x0,...,2,) = (20,...,7n_1). Onda je
71 = o, o 7™ dakle za svaki A € %", (z(*=D)=1(A4) = (7(")~1(p; 1 (A)). Uvjet
kompatibilnosti se moze pisati kao

QN =QMoypt. (2.2.3)

Sljedeéi dijagram ilustrira situaciju (sve su projekcije izmjerive, mozemo ih promatrati i
kao preslikavanja skupova i kao preslikavanja familija) :

(EN,E%N)

Q
(n)

Y Q (n)

R | (B gentl) > [0.1]
©n
(n—1)

Y Q

(E",E9)

Mozemo poéeti konstruirati niz Q () koji zadovoljavaju uvjet (2.2.3).

Definicija 2.2.2. Neka su (E1,&1) i (E2, &) dva izmjeriva prostora. Markovljeva jezgra
na (E1,&1) u (E2, &) je preslikavanje K : Ey x &y — [0,1] koje zadovoljava sljedeéa dva
uvjeta

1. Za svaki x € Ey, K(x,-) je vjerojatnosna mjera na (Fa,E2).

2. Za svaki A € &, K(-, A) je E1-izmgerivo preslikavanje.

Primjer 2.2.3.
1. Neka je p vjerojatnosna mjera na (E2,&2). Onda je K definiran s K (z, A) = p(4) za
svaki x € Fq Markovljeva jezgra.
2. Neka je f : Fy — FE5 izmjerivo preslikavanje. Onda je K definirana s K(z, A) =
14(f(x)) Markovljeva jezgra.
3. Neka je X = {1,..., N} konacan skup i stavimo E; = Fy = X i & = & = P(X).
Onda je K definirana s
K(i,A) = pij , (2.2.4)
JEA

gdje je P = (pij)ijex stohasticka matrica, Markovljeva jezgra.
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Ako je p vjerojatnosna mjera na (E1, 1) i K Markovljeva jezgra na (Eq,&1) u (Ea, &2),
definiramo vjerojatnosnu mjeru u ® K na & ® & formulom

(h® K)(A) = i K (21, A )p(dar) , (2.2.5)

gdje je Ay, = {x2 € Ey: (x1,19) € A} € & prerez od A po z1. Provjerimo da je to zaista
vjerojatnosna mjera. Kako bismo razumjeli njen znacaj, izra¢unajmo njene marginalne
raspodjele. Neka su 71 i o projekcije definirane s m;(x1,z2) = x4, i = 1,2.

1. Za svaki izmjerivi skup A; € &1, vrijedi
(n® K)om ') (A1) = (1@ K)(A1 X Ez)

- / Lay (1)K (21, Ba)pa(day)
Eq

= [ K(z1, Ex)p(dzr) = p(41) , (2.2.6)
Aq
gdje smo koristili ¢injenicu da je prerez (A1 x &£1),, dan s Fy ako je x1 € Aq, is 0 ako
nije. To povlaci
(e K)or ' =p. (2.2.7)
Prva marginalna raspodjela od p ® K je dakle jednostavno p.
2. Za svaki izmjerivi skup Ay € &, vrijedi

(p®K)omy")(A2) = (p® K)(E1 x Ay)

= K(zy, A2)pu(dxy) . (2.2.8)
Er
Drugu marginalnu raspodjelu od p® K interpretiramo na sljedeéi nacin: to je mjera na
FE5 dobivena polazeéi od mjere p na F1,1i “od svakog x € Fq u Ay € & s vjerojatnoséu
K(.’El, Ag)” .
Konaé¢no, po jednoj varijanti Fubini-Tonellijevog teorema, provjerimo da za svaku
(1 ® K)-integrabilnu funkciju f : F1 X EFy — R vrijedi

/EleQfd(ue@K) = /El< E2f(xl,xQ)K(xl,dx2)>u(dxl), (2.2.9)

Mozemo sada nastaviti s kontrukcijom niza {Q (M},cn konaénodimenzionalnih ras-
podjela koje zadovoljavaju uvjet kompatibilnosti (2.2.3). Na izmjerivom prostoru (FE,E),
dana je vjerojatnosna mjera v, inicijalna mjera. Imamo za svaki n € N Markovljevu jezgru
K, na (E"t! g2ty 4 (E,£). Onda definiramo niz {Q ™}, cn vjerojatnosnih mjera na
(E™HL gntly rekurzivno s

QO =v,
QM =0 VgK, . n>2. (2.2.10)

Prema (2.2.7), imamo Q™ o o1 = (Q Y @ K, 1) o ;! = QD dakle je uvjet
kompatibilnosti doista zadovoljen.
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Interpretacija od (2.2.10) je da svaka Markovljeva jezgra K, opisuje vjerojatnosti prije-
laza izmedu vremena n i n+ 1, i dopusta definiranje mjere na segmentima putanje duljima
od jedne jedinice duljine. Primijetimo, kona¢no, da isto tako mozemo konstruirati za sve
m,n jezgru K, , na (E™, £%7) u (E™,£%™) takvu da je Q"™ = Q™ © K, ,,.

Mozemo takoder primijetiti da ako v, : E"' — E oznaava projekciju na zadnju
komponentu (xg,...,x,) — x,, onda formula (2.2.8) pokazuje da se raspodjela od X,
dana marginalnom raspodjelom v, = Q ™ o Y1 izrazava kao

P{X, € A} = v(A) = / K1 (2, A)Q ™ (dz) . (2.2.11)

Situacija je ilustrirana sljedeé¢im dijagramom :

(E,€)
A
Un
Un
)
(541, gom41) — 2 0,1
“n
Q™1
Y
(B, £m)

Dajemo sada bez dokaza opceniti rezultat koji opravdava opisani postupak.

Teorem 2.2.4 (Ionescu-Tulcea). Za niz mjera {Q ™ },en konstruiranih prema (2.2.10),
postoji jedinstvena vijerojatnosna mjera Q na (EN,E%N) takva da je Q™ = Q o (z(™)~1
za svaki n, tj. da su Q™ konacnodimenzionalne raspodjele od Q.

Primjer 2.2.5.

1. Produktne mjere: Dan je niz {u, }nen vjerojatnosnih mjera na izmjerivom prostoru
(E,&). Neka je, za svakin, Q™ = g ® juy ® - - - ® p,, produktna mjera. Postoji mjera
gornjeg oblika, s Markovljevom jezgrom

Kp(z,A) = piny1(A) Ve e E" VA€ . (2.2.12)

Relacija (2.2.11) pokazuje da je raspodjela v, od X,, dana s u,. Kazemo da su slucajne
varijable X,, nezavisne. Ako su sve pu, iste, kazemo da su nezavisne i jednako distri-
buirane (n.j.d.).

2. Dinamicki sustavi: Neka je dano izmjerivo preslikavanje f : F — FE, inicijalna
vjerojatnosna mjera v na E. Neka je za svaki n dana Markovljeva jezgra

Kn(z, A) =1af(zn) (2.2.13)
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i konstruirajmo Q (™ kao gore. Onda formula (2.2.11) pokazuje da za svaki A € E

imamo
Vn-l—l(A) = /;n-ﬁ 1Af(w7’b)@ (n)(dw)
:/ 1af(zn)vn(dey,)
E
B / va(da,) = va(f71(A4)) . (2.2.14)
f=HA)
Slijedi
Up =V O fﬁn VneN . (2'2'15)

Ova situacja odgovara deterministickom dinamickom sustavu. Na primjer, ako je f
bijekcija i v = 6z, koncentrirana u tocki, imamo vy, = 6 n(y)-

3. Markovljevi lanci: Neka je X konacan ili prebrojiv skup s familijom P(X), 1 P =
(pij)ijex stohasticka matrica na X, tj. 0 < p;; < 1Vi,j € X i dexpw =1VieX.
Neka je dana vijerojatnosna mjera v na X, i niz Q (™ konstruiran polazeéi od (2.2.10)
s Markovljevim jezgrama

Kn(i[O,n—lbin) = DPip_1in - (2216)

Stohasticki proces mjere Q, ¢ije su konaénodimenzionalne raspodjele Q (™), je Mar-
kovljev lanac na X s poc¢etnom raspodjelom v i matricom prijelaza P. U tom slucaju
relacija (2.2.11) glasi

P{Xn € A} =vn(A) =D > pijrna({i}) =D > P{Xpq =i}py . (2.217)

1EX jEA jEAIEX

2.3 Povratnost, prolaznost i period

Vra¢amo se sada proucavanju Markovljevih lanaca na prebrojivom skupu X. Prisjetimo
se da je wvrijeme prvog dolaska lanca u stanje i € X slucajna varijabla

7 =inf{n > 1: X,, =i}, (2.3.1)

uz dogovor 7; = oo ako X, # i Vn > 1. Ako lanac kreée iz stanja i u trenutku 0, 7; se
takoder zove i vrijeme prvog povratka u stanje i.

Za slucaj konacnog skupa stanja X', vidjeli smo da je za ireducibilni lanac 7; skoro
sigurno konacno (vidi Propoziciju 1.4.4). Ako je X beskonac¢an, to vise ne mora vrijediti.
Dokaz koji smo dali za Propoziciju 1.4.4 koristi Propoziciju 1.3.3 za apsorbirajuce lance,
¢iji se dokaz ne prenosi na beskonaé¢ni slucaj (definicija (1.3.7) od p ne sprjecava p = 1).
Moramo, stoga, uvesti sljede¢u razliku.

Definicija 2.3.1. Stanje i € X je povratno ako vrijedi
Pi{ri < oo} = lim Pi{r <N} = ZIP’ {ri=n}=1. (2.3.2)

U suprotnom je stanje prolazno. Markovljev lanac je povratan (prolazan) ako su sva nje-
gova stanja povratna (prolazna), redom.
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Cinjenica da je stanje povratno znaci da ¢e se lanac skoro sigurno vratiti u to stanje,
dakle da ¢e se u njega vracati beskonacno ¢esto. Ako je stanje prolazno, to znaci da postoji
pozitivna vjerojatnost da se lanac nikad viSe ne ¢e vratiti u to stanje.

Uvjet (2.3.2) nije, u opéem slucaju, lako provjeriti, jer pretpostavlja da znamo raspo-
djelu 7;. MozZemo, medutim, dobiti ekvivalentan uvjet koji se puno lakse provjerava. U tu
svrhu prvo dokazimo jednadzbu obnavljanja.

Propozicija 2.3.2. Za sve i,j € X i sva vremena n € N wvrijedi relacija
n
Pi{Xn=3j}=> Pi{r; =m}Pi{Xn m=j}. (2.3.3)
m=1
Dokaz. Razlazuéi po vremenima prvog dolaska u j, dobivamo
n
PifXn = j} = 3 Pilj & Ximo1)y Xm = J, Xn = j}
m=1

=Y Pi{Xn =jlj & Xpm-1) Xm = 5} Pilj & Xt o1y Xm =5}, (2.3.4)

m=1

:Pi{Xn:j‘Xm:j}:Pj{Xn—m:j} :Pi{Tj:m}
gdje smo koristili svojstvo stacionarnosti prirasta. O

Mozemo sada dokazati kriterij povratnosti koji se jednostavnije provjerava nego defi-
nicija (2.3.2).

Teorem 2.3.3. Sljedeca dva uvjeta su ekvivalentna:

1. Stanje i je povratno.
2. Vrijedi

ipi{xn =i} = +00. (2.3.5)

n=0
Dokaz.

=: Prema jednadzbi obnavljanja (2.3.3), mozemo pisati
S=> P{Xp=i} =1+ Pi{X, =i}
n=0 n=1
=14> > Pi{n = m}P{Xp_pm =i}
n=1m=1

0o (%s)
m=1 n=m

=14+ > P{r=m}) P{X,=i}=1+5. (2.3.6)
m=1 n=0

=1

Kako je S € [0, o0], jednakost S =1+ S nuzno povlaéi S = +oc.
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<: Ne mozemo izravno okrenuti gornju implikaciju. Mozemo, medutim, pokazati kontra-
poziciju definirajuéi za svaki 0 < s < 1 redove

() = 3 P Xy = i}s”,
n=0

$(s) =D Pi{ri =n}s". (2.3.7)
n=1

Ti redovi imaju polumjer konvergencije barem 1 jer njihovi koeficijenti ne prelaze 1.
Rac¢unom analognim onom iz (2.3.6) onda dobivamo

() =14 > Pi{r=m}> P{Xp m=i}s"

(o] o
=1+ Z P{ri=m}s™ ZPi{Xn =i}s"
m=1 n=0

=14+ 9Y(s)p(s), (2.3.8)
odakle )
Vo) = 15 (2.3.9)
Sada, ako je P;{1; < oo} = ¢(1) < 1, onda prijelazom na limes s 1, dobivamo
nz_%IP’Z-{Xn =i} = ii/n} Y(s) = 1_1(;5(1) <00, (2.3.10)

O

Jedna od primjena kriterija povratnosti je sljedeéi vazan rezultat.

Korolar 2.3.4. Simetricna sluc¢ajna Setnja na Z¢ je povratna za d =1 id = 2, a prolazna
za d > 3.

Dokaz. Kako je slucajna Setnja invarijantna na translaciju, dovoljno je provjeriti da je
ishodiste povratno ili prolazno stanje.

1. Za dimenziju d = 1 smo veé vidjeli u odjeljku 2.1 da se Py{X2,, = 0} ponasa kao
1//mm za velike m. Slijedi

> Po{Xn =0} =400, (2.3.11)
n=0

pa je po prethodnom teoremu ishodiste povratno stanje.

2. Za dimenziju d = 2 mozemo jos uvijek eksplicitno izracunati Po{Xs,, = 0}. Za 4?™
trajektorija duljine 2m, treba odrediti koliko ih se vrada u ishodiste. Nazovimo smje-
rove u redetci Z?2 Sjever, Jug, Istok i Zapad. Trajektorija duljine 2m koja polazi iz
ishodista i vrada se u njega mora napraviti odreden broj koraka (recimo k) prema
Sjeveru i isto toliko prema Jugu, a preostalih m — k koraka prema Istoku i isto toliko
prema Zapadu. Broj takvih trajektorija je dakle jednak

i (227Z> <2k’f) (2(721_,5)) _ kiow(g% _ <2T7:> i <’Z>2 . (23.12)

k=0 k=0
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. Za dimenzije d > 4 mozemo na isti naéin pokazati da Po{Xs, = 0} pada kao n~%2,
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Zadnju sumu mozemo pojednostavniti zahvaljujuéi sljede¢im identitetima:
2m 2m —1 2m — 1 2m — 2 2m — 2 2m — 2
= + = +2 +
m m m—1 m m—1 m— 2

— ... :g%(?) (m’ﬁ k> :é(’?)z (2.3.13)

Slijedi
427’m m mwm

Po{ Xom = 0} = — (2m>2 ~ (2.3.14)

gdje zadnja ekvivalencija slijedi iz Stirlingove formule. To povlac¢i divergenciju sume
za Po{X,, = 0}, dakle povratnost stanja ishodista.

. Za dimenziju d = 3, na slican nac¢in dobijemo da je broj putanja koje se vrac¢aju u

ishodiste nakon 6m koraka jednak
6m (3m)! \?
— ] . 2.3.1
k1+ko+kz=3m

Ovu sumu ne znamo vise egzaktno izracunati. Mozemo ju, medutim, ocijeniti na
sljededi nacin:

(B3m)! \? (3m)! (3m)!
2 <I<:1!I<:2!k:3! S e Tl ! 2 o Valles)!
k1+ko+kz=3m k1+ko+kz=3m
(3m)!

= ) 33m (2.3.16)

Maksimum se dostize kad su svi k; jednaki, kad je ta suma jednaka broju rije¢i duljine
3m koje mozemo napisati koristeéi tri razli¢ita slova, s ponavljanjem (k; odgovara
broju pojavljivanja svakog slova). Koristeéi Stirlingovu formulu onda nalazimo da je

33 (6m\ (3m)! 1
Po{Xem =0} < — ~ . 2.3.1
o{Xs 0} 6om <3m) (mh)3  2(7wm)3/2 (2:3.17)

Kako je dalje

Po{X6m = 0} = Po{Xem = 0| Xem—2 = 0} Po{ Xgm—2 = 0} (2.3.18)
—Po{X2=0}=1/6
1\ 2
> (6) Po{X6m-4 =0}, (2.3.19)

¢lanovi reda Pg{ X2, = 0} se smanjuju kao n=3/2 §to povlaéi da je red konvergentan

i da je ishodiSte prolazno stanje.
2

§to ponovo povlaéi prolaznost ishodista. O

U viSe smo se navrata koristili ¢injenicom da se slu¢ajna Setnja moze vratiti u ishodiste

samo u parnom broju koraka. Kazemo da ona ima period 2. Opéenitije, imamo sljedeéu
definiciju.
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Definicija 2.3.5. Period stanja i € X je broj
d; =NZD{n > 1: P{X,, =i} > 0} . (2.3.20)

Ako je d; = 1, kazemo da je stanje i aperiodi¢no. Ako su sva stanja i € X aperiodicna,
kaZemo da je lanac aperiodican.

Napomena 2.3.6. Regularan lanac je aperiodican. Zapravo, za svako stanje ¢, postoji
stanje j takvo da je p;; > 0. Po definiciji, postoji vrijeme n takvo da je Pp{X, = (} >0
za svaki k, £ € X. Posljedi¢no, vrijedi P;{X,, =i} > 0 i zaista

Pi{Xn—f—l = Z} = IP)Z'{Xl =7, Xnt1 = Z} = pijpj{Xn = Z} >0. (2.3.21)
Ovo povlaé¢i d; = NZD{n,n + 1} = 1.

Uveli smo relaciju ekvivalencije ¢ ~ j koja znaéi da je ¢ dostizno iz j i obratno. Lako se
pokaze da su svojstva povratnosti/prolaznosti i period konstante na klasama ekvivalencije.
Mozemo, stoga, govoriti o klasama povratnosti i prolaznosti, i o periodu neke klase. Ako
je lanac ireducibilan, onda je on i povratan, prolazan i aperiodi¢an ako i samo ako ima
povratno, prolazno i aperiodi¢no stanje, redom.

Propozicija 2.3.7. Ako su i i j u istoj klasi povratnosti, onda je
Pi{rj <oo} =Pj{r; <oo}=1. (2.3.22)

Dokaz. Neka je Ay = U%zl{Xm = j} dogadaj “lanac posjetuje stanje j u prvih M
koraka”. Tada je

lim P;j(Ay) =Y Pi{rj=m}=1. (2.3.23)
m=1

M—o0

Neka je ng najmanji prirodni broj takav da je P;{X,, =i} > 0. Onda za svaki M > ny,

M—ng
]P’j(AM N {Xno = Z}) = Z Pj{Xno = i,Tj =ng + TL}
n=1
M—ng
= Z Pj{Xno = i,j ¢ X[l,no]}Pi{Tj = n}
n=1
M—ng
SP{Xn, =i} Y Pi{rj=n}. (2.3.24)
n=1

Prva jednakost slijedi iz Cinjenice da se lanac ne moze vratiti u j prije ng i posjetiti 7 za
vrijeme ng, po definiciji od ng. Pustimo sada neka M tezi u beskonacno s desne strane
jednakosti. Lijeva strana tezi prema P;{X,, = i} zbog (2.3.23). Imamo, dakle,

Pj{Xno = l} < Pj{Xno = ’L}Pl{’rj < OO} . (2325)

Kako je Pj{Xp, =i} # 01 P;{r; < oo} < 1, nuzno slijedi P;{7; < oo} = 1. O
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2.4 Stacionarne raspodjele

Promatrajmo ireducibilni Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja X i s matricom
prijelaza P = (p;j)i jex-

Definicija 2.4.1. Vjerojatnosna raspodjela m na X je stacionarna ako zadovoljava

T = Zﬂ'ipij Vj eX. (2.4.1)
ieX
Opéenitije, mjera p na X (koja ne mora nuzno biti vierojatnosna mjera) koja zadovoljava
Wi =D icx MiDij 2a svaki j € X se zove invarijantna mjera tog lanca.

Za konacan skup stanja X smo vidjeli da ireducibilan lanac uvijek ima stacionarnu
raspodjelu. U beskona¢nom sluc¢aju to vise ne mora vrijediti. Pokazali smo na primjeru
da slucajne Setnje na Z? nemaju stacionarnu raspodjelu (medutim, one imaju mnoge
invarijantne mjere).

Izvedimo sada nuzan i dovoljan uvjet da bi ireducibilni Markovljev lanac imao staci-
onarnu raspodjelu, koja ¢e u tom slucaju uvijek biti jedinstvena. U tomu vaznu ulogu igra

) = Ek(i; Lxa=i}) - (2.4.2)

tj. prosjecan broj posjeta stanju ¢ izmedu dva posjeta stanju k. Intuitivno, ako je k po-
vratno, onda se lanac vraca u k beskona¢no ¢esto, pa onda ’yik mora mjeriti srednje
vrijeme provedeno u ¢. Mozemo ocekivati da to vrijeme odgovara invarijantnoj mjeri, a to
je zaista i slucaj :

veli¢ina

Propozicija 2.4.2. Neka je lanac ireducibilan i povratan. Tada vrijedi Vk € X :
1 MU

]Zk) je invarijantna mjera;

3 Za svaki i € X, imamo 0 < %(k) < 00;

4. ) je jedina invarijantna mjera za koju je 'y,g ) — 1.

Dokaz.

1. Ocito, jer je 1y skoro sigurno konacno, X, =ki X, #kzal<n <.
2. Imamo

o
%(k) — &, (Z l{Xn:i’nng}) ZPk{Xn =i,n < T}
n=1

(o)
=3 > Pi{Xp-1=j.n < T dpsi

JjEX n=1
=Y i Z Pi{Xm =j,m <7 — 1} (2.4.3)
JEX m=0

Sada drugu sumu u tom izrazu mozemo pisati kao

T —1

E’“(Z 1{Xm:j}> = Ek(i 1{Xm:j}) = 73(-’“) ; (2.4.4)
m=0 m=1
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jer je Pp{Xo = j} = ox; = Pr{X5, = j}. To pokazuje invarijantnost mjere A (k).
3. Invarijantnost mjere povlaci da je za svaki n > 0,

= A WP{X, =i} (2.4.5)
JEX
Posebno, 1 = %S;k) > jk P;{X, = k} za svaki j. Kako zbog ireducibilnosti postoji n
takav da(]e P;{X, = k} > 0, zakljucujemo da je y (k) < oo za svaki j. S druge strane,
imamo ;" > P{X, =i}, sto je strogo pozitivno za najmanje jedan n.
4. Neka je A invarijantna mjera takva da je Ay = 1. Tada za svaki j vrijedi

A= Z AiDij + Pkj 2 Drj - (2.4.6)
i#k
Odatle slijedi, koriste¢i donju ogradu pg; za A; u gornjem izrazu,
Aj = Zpkipij + Pij
ik
= ]P)k{XQ =7,k = 2} +Pk{X1 =3,k = 1} (2.4.7)

Indukcijom dobivamo da je za svaki n > 1 (a A b oznac¢ava manju od veli¢ina a i b)

n+1 (n+1)ATy,
> 3 il =i > m) = Ek< 3 1{Xm:j}> (2.4.8)
m=1
Kada n tezi u beskonac¢no, desna strana tezi prema 'y( ). Dakle imamo Aj fyj(k) 7a

svaki j. Posljedi¢no, i = A — ¥ je invarijantna mjera kOJa zadovoljava pp = 0. Kako
je e = 325 uiP;{ Xy = k} za svaki n, ireducibilnost povlaci p; = 0 Vj, pa je nuzno
A=~k O

Mozemo sada iskazati i dokazati glavni teorem o stacionarnim raspodjelama.

Teorem 2.4.3. Za ireducibilni Markovljev lanac sljedeéa su svojstva ekvivalentna :

1. Postoji staciionarna raspodjela.
2. Postoji stanje k € X za koje je

pr =Eg(1) < o0 (2.4.9)

3. Relacija (2.4.9) je zadovoljena za svaki k € X.
Stovise, ako su ta svojstva zadovoljena, onda je stacionarna raspodjela jedinstvena i dana

formulom
1
= — Vie X . (2.4.10)

223
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Dokaz.

2= 1: Ako je ur < oo onda je k povratno, i kako je lanac ireducibilan, onda je i povra-
tan. Po prethodnoj propoziciji, v*¥) je jedina invaarijantna mjera koja poprima
vrijednost 1 u k. Sada imamo

Tk

jeX n=1jeX
—
=1

Iz toga slijedi da je mjera 7 definirana s m; = 7§k)/uk invarijantna vjerojatnosna
mjera, tj. stacionarna raspodjela.

1 = 3: Neka je 7 stacionarna raspodjela, i & € X'. Onda je 4 definirana s 4; = m;/7
invarijantna mjera takva da je 4y = 1. Po prethodnoj propoziciji, nuzno vrijedi
v = ~®)_ Istim racunom kao gore slijedi

2™ 1

E — Ypp— = — . 2.4.12
5 (Tk) Z% o —— ( )
JjEX

3 = 2: Ocito.

U ovom slucaju, jedinstvenost mjere slijedi iz jedinstvenosti od v*), i relacija (2.4.10)
slijedi iz (2.4.12). O

Ovaj rezultat motivira sljede¢u definiciju.
Definicija 2.4.4. Stanje i € X za koje je

je pozitivno povratno. Povratno stanje i koje nije pozitivno povratno je nul-povratno. La-
nac je pozitivno povratan ako su sva njegova stanja pozitivno povratna. To je, na primger,
sluc¢aj kad postoji jedno takvio stanje i lanac je ireducibilan.

Ireducibilni lanac ima stacionarnu raspodjelu ako i samo ako je pozitivno povratan.

Primjer 2.4.5. Slucajne Setnje na Z < nemaju stacionarnu raspodjelu. Zapravo, ako bi 7
bila stacionarna raspodjela, invarijantnost na translaciju bi povlaéila da su i sve translacije
od 7 stacionarne raspodjele. No mi znamo da ako takva raspodjela postoji, ona mora
biti jedinstvena. Raspodjela m bi dakle morala biti uniformna, no ne postoji uniformna
vjerojatnosna mjera na Z .

Obratno, sve uniformne mjere su invarijantne. Funkcije (ne nuzno pozitivne) koje zado-
voljavaju (2.4.1) u sluc¢aju simetri¢ne sluc¢ajne Setnje se zovu harmonicke. Sve afine funkcije
su harmonicke, no u dimenzijama veé¢im ili jednakim 2 postoje i mnoge druge.

Dobili smo sljedeéi rezultat :

Teorem 2.4.6. Simetricna slucajna Setnja je nul-povratna za dimenzije d =1 i d = 2.
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2.5 Konvergencija prema stacionarnoj raspodjeli

U kona¢nom smo slu¢aju pokazali da ako je lanac regularan, onda raspodjela od X, konver-
gira prema stacionarnoj raspodjeli. Ako je skup stanja beskonac¢an, Markovljev lanac ne
moZe biti regularan : vjerojatnosti prijelaza su sumabilne, pa se ne mogu odozdo ograniciti
nekom strogo pozitivnom veli¢inom. Pokazuje se, medutim, da su pozitivna povratnost i
aperiodi¢nost dovoljne za konvergenciju prema stacionarnoj raspodjeli.

Teorem 2.5.1. Neka je { X, }n>0 ireducibilan Markovljev lanac koji je aperiodic¢an i po-
zitivno povratan. Tada za svaku pocetnu raspodjelu v imamo
lim P {X, =j}=m ViexXx. (2.5.1)

Dokaz. Poopéit éemo Doeblinov dokaz koji smo veé vidjeli za konacni sluéaj (vidi Te-
orem 1.4.9).

e Uvodimo Markovljev lanac (X, Y, )n>0 na X X X' s vjerojatnostima prijelaza

p?i,j),(k,l) = DikPjl (2.5.2)

i s po¢etnom raspodjelom p = v ® . U tom slucaju, X,, i Y;, su dva nezavisna lanca
s matricom prijelaza P i s pocetnim raspodjelama v i 7.

e Jedina netrivijalna stvar u poopéenju je pokazati da je P* ireducibilna i aperiodi¢na.
U tu svrhu, fiksirajmo stanje k € X. Promatrajmo prvo skup

Iy ={neN:P{X, =k} >0}. (2.5.3)

Markovljevo svojstvo povlaci da za n,m € I'y imamo i n +m € I'y. S druge strane,
po definiciji aperiodi¢nosti, imamo NZD 'y, = 1. Tvrdimo da postoji ng takav da svi
t > ng pripadaju u I'.
U tu svrhu pretpostavimo prvo da postoje n,m € I'y koji su uzajamno prosti. Po
Bézoutovom teoremu, postoje prirodni brojevi p,q > 1 takvi da je pn — gm = +1.
Zamjenjujuéi n i m, mozemo pretpostaviti da je pn — gm = 1. Neka je ng = gnm.
Tada za 1 < r < n imamo ng +r = gnm + r(pn — gm) = gm(n —r) + rpn € T'y.
Dovoljno je napisati svaki ¢ > ng kao t = ng +r+ns uz 1 < r < n i odatle mozemo
zakljuciti da je t € T'y.
Moze se dogoditi da je NZD 'y, = 1 i da ne postoje dva medusobno prosta broja medu
elementima tog skupa. No po Bézoutovom teoremu, mora postojati skup elemenata iz
I'; ¢ija linearna kombinacija je jednaka 1, i gornje se zaklju¢ivanje lako prilagodi tom
slucaju.

e Fiksirajmo stanja 1,7, k,¢ € X. Kako je P ireducibilna, postoji 7 € N takav da je
P {X, =k} > 0. Kako je za svaki n > ny,

Pi{Xyin =k} > Pi{X, = k}Pu{X, =k} >0, (2.5.4)

slijedi da je P;{X,, = k} > 0 za sve n > ng + r. Analogno, postoje mg,s € N takvi
da je P;j{X;, = £} > 0 za sve m > mg + s. Posljedi¢no, postoji vrijeme M takvo da je
Pfi,j){(Xtv Y:) = (k,€)} > 0 za sve t > M. To povlaci da je slozeni lanac ireducibilan i
aperiodi¢an.

e Kako slozeni lanac ocito ima invarijantnu raspodjelu m ® w, Teorem 2.4.3 povlaci da
je on pozitivno povratan.
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e Ostatak dokaza je isti kao i u kona¢nom sluc¢aju. Uvodimo vrijeme 74 prvog dolaska
na dijagonalu A = {(i,7): i € X'}, i pokazemo kao i u kona¢nom slucaju da je

P {X, = j} —mj| <2P,{ra >n}. (2.5.5)

Propozicija 2.3.7 povlac¢i da je 74 konac¢no skoro sigurno, pa onda i da gornja razlika
tezi u nulu za n — oo. O

Vazan, no opcenito tezak problem je ocijeniti brzinu konvergencije prema stacionarnoj
raspodjeli. Doeblinov dokaz nam daje (u kona¢nom slu¢aju) ocjenu

Z\IP’,,{Xn =j} — mj| <2Pugr{Ta >n}, (2.5.6)
jeX
koja je korisna u slucaju kad mozemo kontrolirati vrijeme 74.
Alternativni pristup se temelji na spektralnoj teoriji. Vidjeli smo da matrica prijelaza
P ima svojstvenu vrijednost 1 kojoj odgovaraju kao lijevi i desni svojstveni vektori, redom,
stacionarna raspodjela 7 i vektor 1 ¢ije su sve komponente jednake 1:

TP =m i P1=1. (2.5.7)

Neka je p vektor redak takav da je

pl=> p;=0. (2.5.8)

i€X

Tada je uP1 = pl = 0, §to pokazuje da je podprostor 1| = {u € R*: >, u; = 0}
invarijantan (zdesna) za P : 1; P C 1. Primijetimo da elementi od 1, nisu mjere, nego
redne mjere. Medutim, za odredene p € 1, zbroj ™+ u je vjerojatnosna mjera : dovoljno
za to je da vrijedi p; > —m; za svakii € X.

Ako je u € 1, lijevi svojstveni vektor od P za svojstvenu vrijednost A, i ako je P
ireducibilan, aperiodi¢an i pozitivno povratan, onda je nuzno |A| < 1. Zaista, kad to ne bi
bilo istina, raspodjela lanca s pocetnim uvjetom 7 + eu (za dovoljno mali realni €) ne bi
konvergirala prema .

Ovo nam daje karakterizaciju brzine konvergencije u terminima spektralnog procjepa :
Neka je A9 najveta svojstvena vrijednost od P koja je po modulu strogo manja od 1.
Znamo da se njoj odgovarajuéi svojstveni vektor nalazi u 1; (mozda s kompleksnim kom-
ponentama). Onda raspodjela od X,, konvergira eksponencijalno brzo prema stacionarnoj
raspodjeli 7, brzinom |\g|™. Medutim, odredivanje spektralnog procjepa je opéenito tezak
problem ako je skup X velik.

Reverzibilni Markovljevi lanci su pogodniji za proucavanje spektralnim metodama nego
nereverzibilni lanci. Kako bismo to vidjeli, uzmimo ireducibilni i pozitivno povratni lanac
sa stacionarnom raspodjelom , i uvedimo skalarni produkt

(floye = _mifigi - (2.5.9)
iex
Tada imamo
(fIPg)x = Z?TJ@- Zpijgj = Zﬂ'j ijiﬁgj = (Pflg)x - (2.5.10)
iex jex JjEX  iex

Drugim rije¢ima, linearni operator P je samospregnut (hermitski) u £2(C, ).
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Klasi¢ni rezultat iz teorije Hilbertovih prostora kaze da su sve svojstvene vrijednosti
od P realne i da su svi pridruzeni svojstveni prostori ortogonalni. Neka su x; i x2 dva
desna svojstvena vektora od P koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima A; i Ao, redom.
Onda je

(Xl - )\2)<x1\x2>7r = <)\1$1’$2>7T — <x1‘)\2$2>7r = <P.%'1‘$2>7r — <$1’P.ﬁ(}2>ﬁ =0. (2.5.11)

S jedne strane, uzimajuéi x1 = x9, dobivamo da je A realno. S druge strane, ako A1 # Ao,
dobivamo ortogonalnost od x1 i x2. Znamo takoder da je P mogudée dijagonalizirati.
Sada imamo varijacijsku reprezentaciju spektralnog procijepa :

<.Tf|] .fU)Tr
Aol = SU - 2.5.12
| 0| z: (2\1&:0 <$|x>ﬂ ( ° )

2.6 Zadatci

Zadatak 2.1. Pokazite da je raspodjela vremena prvog dolaska u i (i # 0) za jednodi-
menzionalnu simetri¢nu slucajnu Setnju dana s

d . L
—P{X, =1t} zane{li,|i+2,...},
D e il i +2....}

0 inace.

(Teorem 2.1.5). Zakljucite da je E(1;) = +o0.

Upute:

1. Po simetriji, mozemo pretpostaviti ¢ > 0.

2. Prikazite dogadaj {7; = n} pomoc¢u dogadaja {X,—1 =i —1}1i{r <n—2}.
3. Pomo¢u principa zrcaljenja pokazite da je

P{ri=n} = S [P{Xa1 =i~ 1} ~P{X, 1 =i +1)]

i zakljucite dalje izravnim rac¢unom.

Zadatak 2.2. Promatrajmo Markovljev lanac na N s vjerojatnostima prijelaza

P zaj=1+1,
pij=41—p zaj=0,
0 inacCe .

SCR® @ @ @

1-p
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1. Za koje vrijednosti od p je lanac ireducibilan?
U ostatku zadatka pretpostavimo da je p takav da lanac je ireducibilan.
2. Pretpostavimo Xy = 0. Neka je

10 = inf{n > 0: X,, =0}
vrijeme prvog povratka u 0. Pokazite da
Th=n = Xp=m, m=0,1,...,.n—1.

Izvedite raspodjelu od 7.

Pokazite da je stanje 0 povratno.

Pokazite da je stanje 0 pozitivno povratno.

Pokazite da je stanje 0 aperiodi¢no.

Neka je 7 jedinstvena stacionarna raspodjela ovog lanca. Izracunajte my pomodu
Eo(70).

7. Izrazite m; kao funkciju od m;_1 i izvedite m; za svaki .

STtk W

Zadatak 2.3. Stranka dolazi u banku. Pred jedinim Salterom je rep slu¢ajne duljine
L. Raspodjela od L je dana s P{L = k} = pg, k = 1,2,... (pretpostavljamo da je
Z/@lpkz =1).
Pretpostavimo da svaka stranka treba isto vrijeme usluge jednako 1. Nakon §to je jedna
stranka usluzena, na njeno mjesto dolazi druga, a ova prva ponovo staje na kraj repa.
Modeliramo situaciju sljede¢im Markovljevim lancem:

b3

b2

S
@_0_0_0_0__ -

1. Uz koji uvjet na p; je lanac ireducibilan?
U ostatku zadatka pretpostavimo da su p takvi da je lanac ireducibilan.
2. Uzmimo Xy = 0. Neka je
70 = inf{n > 0: X,, =0}

vrijeme prvog povratka u 0. Odredite njegovu raspodjelu.

Pokazite da je stanje 0 povratno.

Odredite nuzan i dovoljan uvjet na px za koji je stanje 0 pozitivno povratno.
Odredite dovoljan uvjet na py za koji je stanje 0 aperiodi¢no.

Neka je 7 jedinstvena stacionarna raspodjela ovog lanca. Izracunajte my pomocu
EO(T()).

7. Izracunajte rekurzijom m; za svaki .

S ok W
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Zadatak 2.4. Promatrajmo sljede¢i Markovljev lanac na X = Z *:

SUBAN IS e

3393
@<1 @ 1 @<1 <1

Je li taj lanac ireducibilan?

Je li stanje 1 povratno?

Je li stanje 1 pozitivno povratno?

Je li stanje 1 aperiodi¢no?

Neka je w stacionarna raspodjela tog lanca. Izra¢unajte my.
Izrac¢unajte m; za svaki ¢ € X.

A

Zadatak 2.5. Promatrajmo jednodimenzionalnu simetri¢nu slu¢ajnu Setnju na skupu
{0,1,..., N} s apsorbirajuéim rubovima, tj. pretpostavimo da su stanja 0 i N apsorbi-
rajuca. Neka je

T=m ATy =inf{n >0: X,, € {0,N}}

vrijeme apsorpcije i neka je

p(i) = P{ X, = N} .

. Odredite p(0) i p(N).
. Pokazite da za svaki ¢ € {1,..., N — 1} vrijedi

pli) = 3 lpli — 1) +p(+ 1)]

Funkcija f : Z D A — R za koju je f(i) = %[f(z — 1)+ f(i+1)] za svaki i € A je
harmonicka (diskretna).

Dokazite (metodom kontradikcije) princip maksimuma: Harmonic¢ka funkcija na A
svoj minimum i maksimum postize samo na rubu od A (pretpostavimo li A u obliku
A={a,a+1,...,b—1,b}, onda je njegov rub 0A = {a,b}).

Dokazite da je svaka linearna kombinacija funkcija harmonic¢kih na A i sama har-
monicka funkcija na A.

. Dokazite da ako se dvije harmonicke funkcije f i g podudaraju na rubu od A, onda su

one jednake na cijelom A (promatrajte f — g).

6. Pokazite da je svaka linearna funkcija f(i) = ci + h harmonicka.

7. Koristeéi stavke 1., 2., 5. i1 6., odredite funkciju p.

Zadatak 2.6. Promatrajmo simetri¢nu slu¢ajnu Setnju na X = {0,1,..., N} s apsorbi-
rajuéim rubovima, tj. ako Setnja dode u jedno od stanja 0 ili N, ostaje zauvijek u njemu.
Neka je

7 =inf{n >0: X,, € {0, N}}

vrijeme apsorpcije. Po dogovoru, stavljamo 7 = 0 ako je Xy € {0, N}.
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. Pokazite da je za svaki i € {1,..., N — 1},

Pi{r =n} = %[Pi,l{T =n—1}+Pip{r=n—-1}].

Neka je f(i) = E;(7). Koliki ée biti f(0) 1 f(N)?
Izvedite iz 1. da je

() = %[f(i D] 4L (2.6.1)

Pokazite da f(i) = —i? zadovoljava jednadzbu (2.6.1).

. Funkcija g : X — R je harmonicka ako je

[g(i—1)+g(i+1)] VieX.

N | —

g(i) =

Pokazite da ako f zadovoljava (2.6.1) i g je harmonicka, onda f+ g zadovoljava (2.6.1).
Pokazite da ako f1 i fo zadovoljavaju (2.6.1), onda je f; — fo harmonicka. Izvedite iz
principa maksimuma da ako se fi i fo podudaraju u 0iu NV, onda moraju biti svugdje
jednake.

Znamo li da su linearne funkcije harmonicke, odredite E;(7).

Zadatak 2.7. Promatrajmo slucajnu Setnju na N, apsorbiraju¢u u 0:

p p p
CO—QO_O_@ "
1-p 1—p 1—-p

Oznacimo s h(i) = P;{m < oo}.

1.

Odredite h(0).

2. Pokazite da je

h(i) = (1 — p)h(i — 1) + ph(i + 1) (2.6.2)

za svaki i > 1.

Promatrajte slucaj p = 1/2. Polazeéi od svojstava harmonickih funkcija izvedenih u
prethodnim zadatcima odredite h(i) za svaki i.

Uputa: h(i) je vjerojatnost.

Promatrajmo od sada opceniti slucaj 0 < p < 1. Pokazite da svako rjeSenje h jed-
nadzbe (2.6.2) zadovoljava i princip maksimuma: za svaki skup A = {a,a+1,...,b—
1,b} C N, h postize svoj maksimum na rubu 0A = {a,b} od A.

. Pokazite da dva rjesenja od (2.6.2) koja se podudaraju na rubu od A moraju biti

jednaka na cijelom A.

Pokazite da h(i) = o' zadovoljava jednadzbu (2.6.2) za odredene vrijednosti o i odre-
dite ih.

Odredite jedinstveno rjesenje h kad je p < 1/2. Nadite dva moguca rjesenja za p > 1/2.
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Zadatak 2.8. Neka je p € [0, 1]. Promatrajmo sljedeéi Markovljev lana na X = N:
p p p p
HCO__O_ @O @
—p e
1—p 1—p 1—p 1-p

1. Za koje vrijednosti od p je lanac ireducibilan?
Pretpostavimo da je p takav da je lanac ireducibilan.

2. Je li lanac aperiodican?

3. Pretpostavimo da je lanac reverzibilan i da je « reverzibilan vektor. Napisite rekurziju
za komponente od «, i odredite «,, kao funkciju od «y.

4. Za koje vrijednosti od p lanac ima stacionarnu raspodjelu 77 Odredite 7 za te vrijed-
nosti od p.

5. Za koje vrijednosti od p je lanac povratan? Pozitivno povratan?

6. Odredite ocekivano vrijeme povratka Eq(7).

7. Izracunajte ocekivani polozaj E.(X,,) za vrijednosti od p za koje 7 postoji.

Zadatak 2.9. Promatrajmo simetri¢nu slucajnu setnju na X = {0,1,..., N} s apsorbi-
raju¢im rubovima, tj. kad Setnja dode u jedno od stanja 0 ili N, ostaje tamo zauvijek.
Neka je

7=inf{n > 0: X,, € {0, N}}

vrijeme apsorpcije. Po dogovoru, 7 =0 ako je Xo € {0, N}. Za A € R ii € X stavimo

]Ei(e_M) za X =N,

0 inace .

FEN) =Ei(e™ 1y, —ny) = {

1. Koje su vrijednosti f(0,A) 1 f(N,\)?
2. Pokazite da je za svakii € {1,...,N — 1},

1
Pi{T = n} = 5[1@2'_1{7' =n-— 1} —|—PZ’+1{T =n— 1}] .
3. Pokazite da je za svakii € {1,...,N — 1},
1

4. Nadite relaciju izmedu ¢ i A takvu da gornja jednadzba za f ima rjeSanje oblika
fi, A) = e®. Pokazite pomoc¢u razvoja u red da je

A =22+0(\?) .
5. Odredite konstante a i b takve da je
Ei(e_/\T I{XT:N}) =ae fhe .
6. Razvijte gornju jednakost po A do reda 1. Izvedite
Pi{X; =N}

Ei(Tl{XT:N}) .
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7. Naznacite, ne provodeci racun, kako mozemo odrediti varijancu od 71y x, —ny i ocekivanje
i varijancu od .

Prisjetimo se razvoja

x —X 1

cosh(x) = % =1+ 51’2 +0O(z%)
T T 1

sinh(z) = % =x+ 51:3 +O(x°) .

Zadatak 2.10. Neka je p € [0,1]. Promatrajmo slu¢ajnu Setnju na Z danu sljedeéim
grafom.

p b p p b p
OO0
Y w_ w_ w_ w_ ) g

1—p 1—p 1—p 1—p 1—p I—p

1. Za koje je vrijednosti od p lanac ireducibilan?
Pretpostavimo da je p takav da je lanac ireducibilan.

2. Je li lanac aperiodican?

3. Izracunajte eksplicitno

Po{Xon =0}

za svaki n € N.

4. Pomocu Stirlingove formule nadite ekvivalent od Po{X2,} = 0 za n — oc.
Za koje je vrijednosti od p lanac povratan? Prolazan?

5. Neka je sada Y;, Markovljev lanac na N s grafom na slici:

1 p p p
OO0
1—p 1—p 1—p 1-p
Pokazite da ako je Xg = Yp > 0, onda je

Yn:Xn VngTo.

6. Izvedite dovoljan uvjet na p za koji je lanac Y, prolazan.

7. Za koje vrijednosti od p lanac Y,, ima stacionarnu raspodjelu 77 Za koje je p lanac Y,,
pozitivno povratan?

8. Pokazite daza p = 1/2 imamo Y, = | X,,|. Sto mozemo zakljucite o povratnosti/prolaznosti
lanca Y,,?

Zadatak 2.11. Neka je p € (0, 1). Promatrajmo Markovljev lanac na {0, 1,... N} s grafom
kao na slici.

p

p p p
CO.__ OO0ty ®
1 1
I-p 1-p 1—p

1-p
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Neka je

T:inf{nZ()i Xn € {O,N}}

vrijeme apsorpcije i neka je

f(i) =P{X; =N}

vjerojatnost apsorpcije u stanju V.

—_

Koliko je f(0) i f(N)?
Pokazite da je za svakii € {1,...,N — 1},

fl)=pfli+ 1)+ A -p)fi-1).

U ostatku zadatka pretpostavimo da je p # 1/2. Pokazite da postoje realni brojevi z
i z_ takvi da jednadzba za f(i) ima rjesanja oblika f(i) = z% i f(i) = 2'. Izrazite te
brojeve u ovisnosti o p = (1 — p)/p.

Nadite dvije konstante a i b takve da je

Pi{X, =N} = a2z +b2" .

. Neka je

Pokazite da je za svaki i € {1,...,N — 1},

g(i) =1+pg(i+1)+(1—plg(i—1).

Nadite jedno partikularno rjesenje oblika g(i) = vi za v € R ovisno o p.
Provjerite da opce rjeSenje ima oblik

g(i) = vi + az’, + Bz-
i odredite a i 8 za koje je

Ei(1) = vi + a2z’ + Bz .
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Poglavlje 3

Primjene na algoritme MCMC

3.1 Metode Monte Carlo

Metode tipa Monte Carlo je naziv za skup stohastickih algoritama koji nam omoguéuju
ocjenu veli¢ina koje mozemo interpretirati kao o¢ekivanja. Po¢injemo jednim vrlo jednos-
tavnim primjerom.

Primjer 3.1.1 (Racunanje volumena). Zelimo numericki odrediti volumen |V| nekog
kompaktnog (dakle zatvorenog i omedenog) podskupa V od R¥. Pretpostavimo da je V
zadan nekim brojem M nejednakosti:

V={zeR": fi(z)>0,..., fu(z) > 0} . (3.1.1)

Na primjer, ako je M = 11i fi(z) = 1 — ||z||?, onda je V kugla u R¥". Naravno, u
tom je slucaju volumen od V moguce izraziti formulom. Zanima nas slucaj kad je V
kompliciraniji, na primjer kad je presjek veteg broja kugala i poluravnina. Mozemo, bez
smanjenja opéenitosti, pretpostavti i da je V sadrzan u jedini¢noj kocki [0, 1]V.

Prva numericka metoda za rac¢unanje volumena sastoji se od diskretizacije prostora.
Podijelimo kocku [0,1]" na kockice sa stranicom ¢ (gdje je ¢ oblika 1/K za K € N).
Ukupni broj kockica je jednak 1/e¥ = K. Pobrojimo sada one kockice éije je srediste
sadrzano u V; neka je njihov broj jednak n. Onda je volumen od V priblizno jednak ne'¥.
Tocnije, mozemo omediti |V| s n_e"v i nye, gdje je n_ broj kockica koje su u potpunosti
sadrzane u V', a ny broj kockica koje imeju neprazan presjek s V', no to nije jednostavno
numericki realizirati.

Koja je to¢nost takvog algoritma? Ako je granica dV od V razumno glatka, za male vri-
jednosti € pogrjeska je reda veli¢ine povrsine granice puta e. Za izracunati |V| sa zadanom
tocnoséu J, moramo uzeti € reda veli¢ine 6/|0V|. To znaci broj kockica reda veli¢ine

(", o1

i onda, kako moramo napraviti M testova za svaku kockicu, imamo broj operacija reda
velicine (M|0V|/6)Y. Taj broj ne predstavlja probleme za male dimenzije (N = 1,2 ili 3
na primjer), no on raste vrlo brzo s porastom dimanzije N.

55
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Zanimljivu alternativu za velike N daju nam metode tipa Monte Carlo. U tom slucaju
generiramo niz X1, Xo, ..., X,,... nezavisnih jednako distribuiranih (n.j.d.) slu¢ajnih va-
rijabli s uniformnom raspodjelom na [0,1]Y. To se numericki lako realizira generato-
rima (pseudo-)slu¢ajnih brojeva s uniformnom raspodjelom na [0, 1] (to¢nije na skupu
{0,1,.. ., "max} gdje je nmax prirodni broj tipa 23! — 1, no dijeleéi te brojeve s nyax dobi-
vamo dobre aproksimacije uniformnih slu¢ajnih varijabli na [0, 1]). Dovoljno je promatrati
N-torke takvih brojeva.

Promatrajmo sada n.j.d. sluc¢ajne varijable

Yi=1{x,evy 1=1,2,.... (3.1.3)
Imamo
EY;) =P{X;, eV} =|V]. (3.1.4)
Empiricke sredine
1 n
Sp==->Y 3.15
- ; (3.1.5)

imaju ocekivanje E(S,) = |V| i varijancu Var S,, = VarY;/n. Slabi zakon velikih brojeva
povlaci
nli_)n;OIP’{‘Sn —E(Sn)| > 6} =0 (3.1.6)

za svaki 0 > 0. Prema tome, S,, mora davati dobru aproksimaciju volumena |V| za dovoljno
velike n. (Jaki zakon velikih brojeva takoder potvrduje da S, tezi prema |V| skoro sigurno,
tj. da S, zapravo i nije sluc¢ajna u limesu.)

Kako bismo odredili n u ovisnosti o zeljenoj to¢nosti moramo ocijeniti vjerojatnost da
¢biti |S,,—|V|| > 6, za velike ali konaéne n. Prvu procjenu nam daje Bienaymé-Cebisevljeva
nejednakost koja kaze da je

Var(S,)  Var(Y1) 1

P{|Sn — E(Sn)| > 6} < = g <5 (3.1.7)

gdje smo koristili ¢injenicu da je Var(Y;) < E(Y) < 1. Kako bi vjerojatnost pogrjeske
vece od § bila manja od e, dovoljno je, dakle, uzeti
! 3.1.8
n > 52 (3.1.8)
Kako je za svaki ¢ potrebno generirati N slucajnih varijabli i ispitati M nejednakosti,
broj rac¢unskih operacija ¢e bti reda M N/(6%¢). Prednost ove metode je da taj broj raste
linearno s porastom N, za razliku od eksponencijalnog rasta kod diskretizacije. Uo¢imo,
medutim, da za razliku od diskretizacije koja nam daje ispravan rezultat do na spomenutu
pogrjesku, Monte Carlo metoda nam ne jaméi da je rezultat tocan, ve¢ samo da je to¢an
s velikom vjerojatnoséu (odatle joj i ime).
Promijetimo da je ocjena (3.1.7) pesimisti¢na i da moze biti znac¢ajno poboljsana. Na
primjer, centralni grani¢ni teorem nam pokazuje da je

o f (S0~ E(S0))? 2} / e /2
lim P ————F—————>n"; = dx , 3.1.9
n—00 { Var(Sn) - ( )
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gdje se desna strana smanjuje kao e /2 7a velike 1. To znaci da je za velike n
P{|S, — V|| > 6} o e 0" /2Var() (3.1.10)
To nam dopusta poboljsanje ocjene (3.1.8) na

n > const log((;/s) , (3.1.11)
§to daje broj operacija reda velicine N M log(1/e)/6%. Ta ocjena nije rigorozna granica za
razliku od (3.1.8), jer nije uzeta u obzir brzina konvergencije u (3.1.9), sto vrijedi samo za
1 koji ne ovisi o €. Morali bismo koristiti ocjene iz teorije velikih davijacija, ¢ime se ovdje
ne ¢emo baviti. Rezultati su i dalje kvalitativno korektni.

Kao ilustraciju, pretpostavimo da zelimo naé¢i volumen podruéja u N = 1000 dimenzija
definiranog s M = 10 nejednakosti s tocnoséu § = 10~%. Metoda diskretizacije bi zahtije-
vala oko 10°°%Y operacija, §to je neizvodivo s danasnjim ra¢unalima. Monte Carlo metoda
bi dala rezultat iste tocnosti s vjerojatnogéu 1 — 107%, u svega oko log(10°) - 1012 ~ 1013
operacija, §to bi trajalo svega nekoliko minuta na osobnom racunalu.

Monte Carlo metoda se jednostavno poopcava i na probleme koji se ne svode na
racunanje volumena. Pretpostavimo, na primjer, da imamo vjerojatnosni prostor (€2, F, u1),
i sluéajnu varijablu Y : Q — R. Zeljeli bismo ocijeniti o¢ekivanje od Y. Monte Carlo me-
toda koja to rjeSava sastoji se od generiranja nezavisnih slu¢ajnih varijabli Y1, Y2, ..., Y, ...
koje sve imaju raspodjelu pY ~!, i od ra¢unanja njihovog prosjeka. Taj prosjek mora ko-
nvergirati prema trazenom ocekivanju (ako su Y integrabilne).

Ovaj algoritam je dosta efikasan ako mozemo efikasno generirati slucajne varijable Y;.
Ponovo, to je lako u malim dimenzijama no brzo se komplicira s porastom dimenzije.

Primjer 3.1.2 (Jednodimenzionalni slu¢aj). Jednodimenzionalna slu¢ajna varijabla Y
se jednostavno dobiva polazeéi od uniformne varijable. Neka je U uniformna slucajna
varijabla na [0, 1]. Njena funkcija distribucije dana je s

Fy(u) =P{U <u}=u za 0 <u< 1. (3.1.12)

Trazimo funkciju ¢ takvu da varijabla Y = ¢(U) ima funkciju distribucije propisanu s
Fy (y). Sada imamo

Fy(y) =P{Y <y} =P{o(U) <y} =P{U <9 ')} = ¢ '(v) - (3.1.13)

Dovoljno je, dakle, uzeti Y = F;l(U).
Na primjer, za generirati varijablu s eksponencijalnom raspodjelom, ¢ija je funkcija
distribucije dana s Fy (y) = 1 —e™Y, dovoljno je uzeti

1
Y:—Xlog(l—U) . (3.1.14)
Za normalnu varijablu ova metoda zahtijeva priblizno racunanje funkcije distribucije,

$to nije numericki efikasno. Postoji, medutim, alternativa kojom to mozemo izbjeéi. Neka
su U i V dvije nezavisne slu¢ajne varijable s uniformnom raspodjelom na [0, 1].
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Uvodimo varijable

R=+/-2log(1-0), Y1 =Rcos®

o =271V, Yo = Rsin® . (3.1.15)

Tada su Y7 i Yo nezavisne slucajne varijable sa standardnom normalnom raspodjelom.
Kako bismo to pokazali, provjerimo prvo da R ima funkciju distribucije 1 — e/ 2 dakle
joj je gustocéa re~"/2. Par (R, ®) tada ima zajednicku gustoéu re /2 /(27), i formula
zamjene varijabli pokazuje da par (Y7,Y2) ima zajednicku gustoéu e~ (Wit+y3)/2 /(27), sto
je gustoca para nezavisnih standardnih normalnih varijabli.

Naravno, oc¢ekivanja jednodimanzionalnih slu¢ajnih varijabli ¢ije su raspodjele ekspli-
citno poznate se numericki racunaju jednostavnim racunanjem integrala. Nas zanimaju
situacije u kojima se raspodjela od Y ne moze tako jednostavno prikazati.

3.2 Algoritmi MCMC

Promatrajmo diskretni vjerojatnosni prostor (X, P(X), 1), gdje je X prebrojiv skup, ali
vrlo velik. Na primjer, u slu¢aju Isingovog modela (vidi Primjer 1.1.5), skup X = {—1,1}"V
ima 2V elemenata, a zanimaju nas N reda veli¢ine najmanje 1000. Vjerojatnosna mjera
1 je u tom sluéaju preslikavanje s X' u [0, 1] takvo da je zbroj svih u(i) jednak 1.

Zeljeli bismo ocijeniti o¢ekivanje slu¢ajne varijable Y : X — R, na primjer magnetiza-
cije u slucaju Isingovog modela :

E(Y)=> Y(i)ui) . (3.2.1)

1EX

Metoda Monte Carlo se obi¢no sastoji od generiranja niza sluc¢ajnih varijabli Xg, X1, ...
na X, nezavisnih i s raspodjelom , i onda racunanja prosjeka svih Y (Xj).

Postupak za generiranje X; bi mogao biti sljedeéi : uvedemo potpuni uredaj na X i
odredimo funkciju distribucije

J
Fu) =S k). (3.2.2)
k=1

Ako je U uniformna slucajna varijabla na [0, 1], onda F,~ L(U) ima raspodjelu p. Medutim,
nastavljajuéi na ovaj na¢in ne dobivamo nista, jer je racunanje sume (3.2.2) jednako tesko
kao i racunanje sume (3.2.1), totno ono §to pokusavamo izbjeéi.

Metode MCMC (od engleskog Monte Carlo Markov Chain) izbjegavaju tu neugodnost.
Ideja je simulirati u isto vrijeme i raspodjelu i i slu¢ajnu varijablu Y pomoéu Markovljevog
lanca na & koji ima invarijantnu raspodjelu pu.

Neka je, dakle, { X, }nen takav lanac, pretpostavimo da je ireducibilan, s proizvoljnom
pocetnom raspodjelom v. Pridruzimo mu niz Y,, = Y (X,,) slu¢ajnih varijabli. To se moze
rastaviti kako slijedi :

Y, = Y(i)lgx, i - (3.2.3)
ieX
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Pogledajmo sredine
1
L= = Y, . 24
=15 324

Prema Teoremu 1.4.13 mozemo pisati
i E,(5.) = Jim (B, (Z va)
1 n—1
= SV i 1B (S 1xm)

1eX
= Y(i)u(i)
1eX
—E(Y). (3.2.5)

Ocekivanje od S, zaista konvergira prema trazenom ocekivanju. Kako bismo mogli pri-
mijeniti metodu Monte Carlo, trebamo viSe, trebamo imati konvergenciju (najmanje) po
vjerojatnosti od S, prema E(Y). Ne mozemo se izravno pozvati na zakon velikih brojeva
niti na centralni grani¢ni teorem, jer Y, nisu viSe nezavisne. Pokazuje se, medutim, da
analogni rezultati vrijede za slu¢aj Markovljevih lanaca.

Teorem 3.2.1. Neka je zadan reverzibilan Markovljev lanac s pocetnom raspodjelom koja
je jednaka stacionarnoj raspodjeli. Neka je Ao najveéa (po modulu) svojstvena vrijednost
razlicita od jedan matrice prijelaza tog lanca. Tada je

1/ 1+ Aol
n<S — Y. 2.
Var S, - <1 ol Var (3.2.6)

Dokaz. Kako lanac ostaje u stacionarnoj raspodjeli u, svi Y¥; imaju istu raspodjelu pY =1,
¢ak i ako nisu nezavisni. Slijedi

n—1
VarSn—[ZVarY +2 Z COVY},,Y)]

0<p<g<n
= —VarY + Z )cov (Yo, Yin) (3.2.7)
m=
uslijed svojstva nezavisnih prirasta. Sada za 1 = (1,1,...,1)” imamo

cov(¥0, Yin) = By (Yo~ Eu(Y0))(Yin — Ey(Yin))
=3 > (0 (0) ~ B () ~ E(Y)) Bu{Xo = i, Xou = i}

eriex (i) (P™)i;
=Y uOY (@) ~EY)[P™(Y —EX)1)];
i€X
= (Y =E@)L[P"(Y —E(Y)1)),
< |Ao/™(Y —E(Y)1)Y —E(Y)1), = |Ao|™ VarY . (3.2.8)

U nejednakosti smo koristili ¢injenicu da je Y —E(Y)1 € 1, jer je zbroj u;(Y (i) — E(Y))
jednak nuli i da se stoga vektor nalazi u potprostoru komplementarnom onom razapetom
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s 1. Rezultat onda slijedi uvrstavanjem u (3.2.7), zamjenom n — m s n i sumiranjem
geometrijskog reda. O

Iz ove ocjene i iz Bienaymé-Cebigevljeve nejednakosti slijedi da za racunanje E(Y) s
toCnoscu ¢ i s verojatno$éu 1 — € treba uzeti

VarY<1+ \)\0\>

2.
52 \1= ] (3:29)

U praksi, ne mozemo pokrenuti lanac to¢no iz invarijantne raspodjele. To dovodi do nesto
sporije konvergencije, no istog reda veli¢ine, jer raspodjela od Y, konvergira eksponenci-
jalno brzo prema pY ~!. Rezultati su, naravno, bolji ako je pocetni uvijet dobro odabran,
tj. tako da Y,, brzo konvergira.

3.3 Metropolisov algoritam

Vidjeli smo kako ocijeniti o¢ekivanje slu¢ajne varijable Y pomoéu Markovljevog lanca ¢ija
je invarijantna raspodjela dana s Y. Kako bi taj algoritam bio efikasan, treba nam jos i
moguénost efikasnog nalazenja matrice prijelaza koja daje zeljenu invarijantnu raspodjelu.

Jednostavan nacin rjeSavanja tog problema je potraziti reverzibilan Markovljev lanac.
Ilistrirat ¢emo tu metodu za Isingov model, no ona se moze lako poopéiti i na druge
sustave.

U slucaju Isingovog modela (Primjer 1.1.5), skup stanja je dan s X = {—1,1}*, gdje
je A podskup (pretpostavljamo konacan) od Z9. Vjerojatnosna mjera na X je definirana

S
e_ﬁH(o-)

(o) = — gdje je Zg = Z e PH) (3.3.1)
p oceX
Parametar § oznacava reciproénu temperaturu, a funkcija H : X — R, koja svakoj konfi-
guraciji pridruzuje njenu energiju, je dana s

H(o)=— Z 0,05 — hZO'i , (3.3.2)

i,jEA: |li—j|l=1 icA

gdje je h magnetsko polje. Cilj je izrac¢unati oc¢ekivanje varijable magnetizacije definirane
s
1
m(o) = Al Z o (3.3.3)
Al
(uveli smo faktor 1/|A| koji osigurava da m poprima vrijednosti izmedu —1 et 1). Kako bi
se zadovoljio uvjet reverzibilnosti, trazimo matricu prijelaza P na X ¢iji elementi zadovo-
ljavaju
:u'(o-)p(fo" = M(U/)po’a (334)
za svaki par (0,0') € X x X. To zna¢i nametanje zahtjeva
Doo’ _ e—ﬁAH(o’,o”) , (335)
Do'o

gdje je AH(o,0’) = H(¢') — H(0o). Primijetimo da ovaj uvjet ne ukljuc¢uje konstantu nor-
malizacije Zg, Sto je pozeljno, jer je racunanje te konstante jednako skupo kao i racunanje
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Metropolisov algoritam se sastoji najprije od definiranja skupa dopustenih prijelaza tj.
simetriéne relacije ~ na X’ (uvijek pretpostavljamo o ¢ o). Najéeée su

e Glauberova dinamika, koja se dobije uzimajuéi o ~ ¢’ ako i samo ako se dvije kon-
figuracija o i o’ razlikuju u to¢no jednoj komponenti; govorimo o dinamici okretanja
spina;

e Kawasakijeva dinamika, koju dobijemo uzimajuéi o ~ ¢’ ako i samo ako se ¢’ dobije
zamjenjujucéi dvije komponente od o; govorimo o dinamici zamjene spinova. U ovom
sluc¢aju lanac nije ireducibilan na X, jer se ¢uva ukupni broj spinova +11i —1 : lanac je
ireducibilan na svakom podskupu konfiguracija koje imaju fiksan broj spinova svakog
znaka.

Jednom kad smo odabrali relaciju ~, biramo vjerojatnosti prijelaza takve da je

Porg € PAHOT) a6 o |
Doo’ = 1 — Z Doo zao =o' ) (336)
o' ~o
0 inace .

Jedna od moguénosti zadovoljavanja uvjeta kad je o ~ ¢’ je uzimanje

Qoo za H(o') < H(o) ,
po.al = 79 7,3AH(UO'/) ( ,) = ( ) (337)
doo’ € ’ za H(o') > H(o)
gdje je ¢oor = Qoo 1 D p10p oo = 1. Mozemo, na primjer, odabrati ¢,, kao konstante

jednake reciprocnoj vrijednosti broja dopustenih prijelaza. To zna¢i da se kod smanji-
vanja energije uvijek dogodi prijelaz, a da se prijelaz koji povecava energiju dogada s
vjerojatnoséu e FAH(@")  Druga moguénost je uzeti

_ doo’

pO'O'/ == W . (338)
Primijetimo da je ra¢unanje razlike energija AH posebno jednostavno u slucaju Glaube-
rove dinamike, jer u racun ulaze samo spin koji je obrnut i njegovi susjedi. Tako da, ako
o(®) oznacava konfiguraciju dobivenu okretanjem spina k iz o, imamo

AH(o,0®)) = 20, [ Z gj+h|, (3.3.9)

i lli—kl=1

5to je zbroj od 2d + 1 ¢lanova za resetku A C Z .
Konkretno, Metropolisov algoritam s Glauberovom dinamikom se implementira kako
slijedi (s N = |A]) :
1. Inicijalizacija :
odabrati pocetnu konfigurciju o(0) (ako je moguce takvu da d, () bude bliska u);
izracunati mo = m(o(0)) (zahtijeva N operacija);
izracunati H(o(0)) (zahtijeva reda dN operacija);
staviti S = my.

2. Iteracije : Zan =1,2,..., Nyax,

e odabrati spin k slu¢ajno i uniformno na A;
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SLIKA 3.1. Primjer simulacije Glauberove dinamike. Evolucija u vremenu za h = 1 i
B = 0.6, za pocetnu konfiguraciju u kojoj su svi spinovi jednaki —1 (plavo). Pozitivno
polje h favorizira spinove jednake +1 (Zuto).

e izracunati AH(co(n — 1),0’), gdje je o/ = a(n — 1)*);

e ako je AH(o(n—1),0") <0, staviti o(n) = o';

e akoje AH(o(n—1),0") > 0, staviti o(n) = o’ s vjerojatnoséu ¢,
ako nije, uzeti o(n + 1) = o(n);

e ako smo okrenuli spin k, m,, = my_1 + 20%(n — 1)/N, ako nismo, m,, = m,_1;

e dodati m, na S.

e~ BAH(o(n-1).0").

Kvocijent S/(n+ 1) tada konvergira prema E(m) brzinom odredenom s (3.2.6). Jedina
veli¢ina koju je tesko ocijeniti je spektralni procjep 1 — |Ag|. Pokazuje se da je procjep
velik, osim za vrlo niske temperature i za temperature bliske kriti¢noj temperaturi faznog
prijelaza. U potonjem slucaju postoje alternativni algoritmi, poput Swendsen - Wangovog
algoritma koji konvergiraju puno bolje.

3.4 Simulirano kaljenje

Tlustrirajmo, za kraj, ideju algoritma simuliranog kaljenja na problemu trgovackog putnika
(Primjer 1.1.6). Prisjetimo se da za N gradova imamo funkciju (i,j) — d(7,j) koja nam
daje udaljenosti (ili vremena putovanja) izmedu gradova i i j. Cilj je naéi permutaciju o

od {1,2,..., N} koja minimizira ukupnu duljinu zatvorenog ciklusa,
N-1
H(o) =Y _d(o(i),o(i+1)) + d(a(N),a(1)) . (3.4.1)
i=1

Poteskoca je sto skup Sy svih moguéih permutacija ima N! elemenata (ustvari (N —1)!/2
elemenata ako se fiksira mjesto polaska i smjer obilaska), i Sto taj broj raste brze nego
eksponencijalno s porastom broja gradova IN. Tablica daje nekoliko vrijednosti vremena
trajanja rac¢una uz pretpostavku da svake mikrosekunde obradimo jedan ciklus.
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N | Broj gradova | Vrijeme racunanja
) 12 12 us

10 181440 0.18 s

15| 43.6-10° 12 sati

20 60 - 101° 1928 godina

25 | 310-10%' | 9.8 milijarda godina

Odatle i ideja za istrazivanje Sy pomocu Markovljevog lanca. Ponovo pocinjemo s
definiranjem simetri¢ne relacije ~ na Sy. Na primjer, mozemo uzeti o ~ ¢’ ako se dvije
permutacije razlikuju u jednoj transpoziciji. Jednostavni algoritam gradijentnog silaska
u kojem se u svakom koraku slucajno bira jedan dopusten prijelaz koji prihva¢amo ako
smanjuje H, ne daje dobre rezultate jer se lanac moze naéi blokiran u nekom lokalnom
minimumu.

Izaberemo i vjerojatnosti prijelaza kao u (3.3.7), mozemo izbjeéi tu neugodnost.
Medutim, tada lanac ne konvergira prema minimumu od H, nego prema Gibbsovoj mjeri
e PH(7) /Zg. Kada 3 tezi prema 400, ta mjera efektivno konvergira prema mjeri koncentri-
ranoj na globalnim minimumima od H. No ako izaberemo preveliki 3 (8to znaci prenisku
temperaturu), postoji opasnost da ¢e lanac previse vremena biti zarobljen u blizini lokalnih
minimuma.

Algoritam simuliranog kaljenja sastoji se u izboru Markovljevog lanca nehomogenog u
vremenu. To znaci da umjesto izbora fiksne vrijednosti 8 kao u (3.3.7), uzimamo £,, koji
ovisi 0 vremenu, tipi¢no kao 3, = So K™ za neki K > 1. Ako je K dovoljno blizu 1, tj. ako
se sustav hladi dovoljno polako, lanac konvergira prema dobroj aproksimaciji globalnog
minimuma od H — barem tako opazamo numericki u mnogim slu¢ajevima.
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Poglavlje 4

Podsjecanje na vjerojatnost

4.1 Binomna i Poissonova raspodjela

Poc¢injemo podsjetanjem na neke vjerojatnosne raspodjele koje e igrati vaznu ulogu u
ostatku kolegija. Bernoullijev pokus duljine n s vjerojatnoséu uspjeha p € [0, 1] sastoji se
od n nezavisnih ponavljanja elementarnog pokusa koji ima dva moguca ishoda : uspjeh,
koji nastupa s vjerojatnoséu p, i neuspjeh, koji se pojavljuje s vjerojatnoséu ¢ = 1 — p.
Ako se, na primjer, pokus sastoji od bacanja simetri¢ne kocke, i ako se uspjehom smatra

samo dobivanje Sestice, onda je p = &

5
Neka je X slucajna varijabla koja broji broj uspjeha u pokusu duljine n. Ona moze
poprimati vrijednosti 0,1,2,...,n, pri ¢emu se vrijednost k£ poprime s vjerojatnoséu
n _
P{X =k} = (k)pk(l —p)" R =b,,(k), (4.1.1)

gdje smo binomne koeficijente oznacili s

(Z) =Cn = k.(nnlk). : (4.1.2)

Ustvari, postoji (Z) nacina kako rasporediti k£ uspjeha i n — k neuspjeha u nizu od n
pokusa, a svaki se pojavljuje s vierojatnoséu p*(1 — p)"=F,

Definicija 4.1.1 (Binomna raspodjela). Neka je X slucajna varijabla koja poprima vri-
jednosti u {0,1,...,n} koja zadovoljava (4.1.1). KaZemo da X ima binomnu raspodjelu s
parametrima (n,p) ¢ pisemo X ~ by, ;.

Slu¢ajnu varijablu X mozemo prikazati kao zbroj od n nezavisnih i jednako distribu-
iranih sluc¢ajnih varijabli Y; od kojih svaka ima Bernoullijevu raspodjelu s parametrom p,
tj. takvih da je P{Y; = 1} = p = 1 — P{Y; = 0}. Kako je ocekivanje svakog Y; jednako
E(Y;) =0-P{Y; =0} + 1 -P{Y; = 1} = p, dobivamo da je o¢ekivanje od X

E(X)=Y kP{X=k}=>Y E(;)=np. (4.1.3)
k=0 i=1
Stovise, kako je varijanca svakog Y; dana s Var(Y;) :=E(Y;?) — E(Y;)? = p(1 — p), vidimo

da je varijanca od X jednaka

Var(X) :=E(X?) —E(X)? = np(1 —p) . (4.1.4)

67
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Druga vazna raspodjela je Poissonova.

Definicija 4.1.2 (Poissonova raspodjela). KaZemo da sluc¢ajna varijabla ima Poissonovu
raspodjelu s parametrom A > 0, ¢ pisSemo X ~ my, ako ona poprima cijele nenegativne
vrijednosti s vjerojatnostima

P{X =k} =e 2 = my\(k) . (4.1.5)

Prije no §to vidimo za $to nam je ona vazna, spomenimo neka osnovna svojstva te
raspodjele.

Propozicija 4.1.3.

1. Ako je X Poissonova slucajna varijabla s parametrom X, onda je
E(X) = Var(X) =\. (4.1.6)

2. Ako su X 1Y nezavisne Poissonove slucajne varijable s parametrima X i u, redom,
onda je X +Y Poissonova slucajna varijabla s parametrom X\ + .

Dokaz. Vidi zadatke 4.2 1 4.3. L]

Vaznost Poissonove raspodjele dolazi iz ¢injenice da je ona dobra aproksimacija bi-
nomne raspodjele b, , kada je duljina pokusa n velika a vjerojatnost uspjeha p mala;
uzimamo np = A. Imamo sljedeé¢i rezultat o konvergenciji :

Propozicija 4.1.4. Neka je {pn}n>0 niz takav da je lim,_,oo np, = A > 0. Tada, za svaki
keN,
lim by, p, (k) = m\(k) . (4.1.7)

n—o0

Dokaz. Neka je A\, = np,. Tada imamo

bmpn (k) = bn,)\n/n(k)

_nn-1). (kDA A nk
- k! s\~ n

O B (O NS

Kada n — oo, onda A\, = A\, \,/n —01j/n—0zaj=0,...,k—1, dakle

: DL A\
nh_)n;o b(k;n,pn) = k'nh—>nolo<1 — n> = (4.1.9)
pri ¢emu zadnja jednakost slijedi zbog lim,, oo In[(1 — A, /n)"] = —A. O

Primjer 4.1.5. Vjerojatnost dobitka na lutriji je 1/1000. Koja je vjerojatnost k dobitaka
ako igramo 2000 puta?
Modeliramo situaciju Bernoullijevim pokusom duljine n = 2000 s parametrom p =
0.001. Vjerojatnost k dobitaka je tada
_ 22

b2000,0.001 (k) =~ m2(k) =€ o (4.1.10)

Sljedeca tablica usporeduje to¢ne vrijednosti s Poissonovom aproksimacijom.
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k 0 1 2 3 4 5
b2000,0.001 (k) || 0.13520 | 0.27067 | 0.27081 | 0.18053 | 0.09022 | 0.03605
ma(k) 0.13534 | 0.27067 | 0.27067 | 0.18045 | 0.09022 | 0.03609

Prednost Poissonove raspodjele je lakSe ra¢unanje jer ne moramo racunati binomne
koeficijente.

Pokazat ¢emo sada mnogo jaéi rezultat koji nam pokazuje kako brzo u L' konver-
gira binomna prema Poissonovoj raspodjeli. Rezultat je, izmedu ostalog, zanimljiv i zbog
dokaza koji slijedi vjerojatnosnim argumentima uz minimum analize.

Teorem 4.1.6. Vrijedi
(e.)
Z‘bmp(k) - 7Tnp(k)‘ < 2np2 . (4.1.11)
k=0

Dokaz. Uvedimo vjerojatnosne prostore (0, p;),zai=1,...,n,danesQ; = {-1,0,1,2,...}

i
e?P—(1-p) zak=-1,

pi(k)=(1-p zak=0, (4.1.12)
k
e_p% zak>1.

Lako se provjeri da p; definiraju vjerojatnosnu raspodjelu. Za svaki ; uvodimo dvije
sluc¢ajne varijable

0 .= , . >1 ,
Xi(wi) = { o Yi(ws) = {wz ot (4.1.13)

1 inace , 0 inace .

Na taj nacin dobijemo P{X; = 0} =1 —p, P{X; = 1} = p, i P{Y; = k} = m,(k) za svaki
k> 0. Stoviée,

P{X; =Y} =P{X; =0,Y; =0} + P{X; = 1,Y; = 1}
=pi(0) +pi(1) =1 —p+pe™?, (4.1.14)

dakle
P{X; #Y;} =p(l —e?) < p*. (4.1.15)
Neka je (£2,p) produktni prostor za (€2;, p;). Tada
e X =X;+---+ X, ima binomnu raspodjelu P{X = k} = b, ,(k);
e Y =Y +-.-4Y, ima Poissonovu raspodjelu P{Y = k} = m,,(k), prema Propozi-
ciji 4.1.3.
Kako X # Y povla¢i X; # Y; za barem jedan i, iz (4.1.15) slijedi

P{X #Y} < Zn:IP{XZ» Y} <np? . (4.1.16)
=1
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Ostaje, dakle, za pokazati da je lijeva strana od (4.1.11) majorirana (omedena odozgo) s
2P{X # Y'}. Takav se postupak zove argument sparivanja. Uvedimo, zbog jednostavnosti,
notaciju f(k) =P{X =k}, g(k) =P{Y =k} i A={k: f(k) > g(k)}. Tada je

Z‘bn,p(k’) - Wnp(k‘)} = Z’f(k‘) - g(k)’
k=0 k=0
=S (F8) — g(k)) = D (f(k) — (k)

keA k¢ A
=2 (f(k) —g(k)) = > _(f(k) —g(k)) . (4.1.17)
keA kEN

=1-1=0

Sada mozemo pisati

S (f(k) - g(k) = P{X € A}~ P{Y € A}

k€A
SP{XeAYecA+P{XeAY #X} -P{Y € A}
SP{XeAYecA}+P{X #Y} -P{Y € A}
<P{X #Y}, (4.1.18)
¢ime je dokaz zavrsen. O

Uzmemo li, na primjer, p = A/n, ograda (4.1.11) nam daje

0 2
> Jbuasn(k) = mA(k)| < 2% . (4.1.19)
k=0

U primjeru 4.1.5, A2/n ¢e biti 4/2000 = 0.002. Dakle je zbroj svih apsolutnih vrijednosti
razlika b20o0,0.001(k) — m2(k) omeden s 0.004, i kako su svi pribrojnici pozitivni, svaki od
njih mora biti jos i manji. plupart seront bien plus petits encore.

4.2 Normalna i eksponencijalna raspodjela

Podsjetit ¢emo se i na dvije kontinuirane realne slucajne varijable. Najjednostavnije ih je
definirati u terminima funkcije distribucije.

Definicija 4.2.1 (Funkcija distribucije). Funkcija F : R — [0,1] je funkcija distribucije
ako vrijedi

e F je rastuca: x <y = F(x) < F(y).

o F je neprekidna zdesna: limy . F(y) = F(x) V.

o lim, , o F(x) =0 ilimy 4100 F(x) =1.

Funkcija distribucije F' je apsolutno neprekidna s gusto¢om f ako vrijedi

o) = [ s ay. (4.2.1)

Veza izmedu funkcije distribucije i sluc¢ajne varijable je ta da je za svaku realnu slu¢ajnu
varijablu P{X < t} funkcija distribucije.
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Ustvari,
e ako je s < t, onda je {X < s} C {X <t},ionda P{X < s} <P{X <t};
° lim3_>t+ ]P){X < 8} — P{X < t} = lim5_>t+ P{t <X < 8} = 0;
o lim, oo P{X <t} =01 limy o0 P{X < ¢} = L.

To motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 4.2.2 (Funkcija gustoce sluc¢ajne varijable). Ako je X sluc¢ajna varijabla, onda
se veli¢ina
Fx(t) =P{X <t} (4.2.2)

zove funkcija distribucije od X. Ako je Fx apsolutno neprekidna s gustocom f, kaZemo
da X ima funkciju gustoce f i vrijedi

P{X <t} = /t F(s) ds (4.2.3)
Pla < X <b} = P{X < b} — P{X < a} = /bf(s) ds (4.2.4)

U tom slucaju, moZemo zamijeniti < s < i obratno.

Ocekivanje realne sluc¢ajne varijable s funkcijom gustoce f definira se kao integral
o
E(X) = / zf(z) dz, (4.2.5)

(pod uvjetom da je funkcija xf(x) apsolutno integrabilna; ako nije, kazemo da X nema
ocekivanje).

Nemaju sve sluc¢ajne varijable funkciju gustoce : Na primjer, funkcije distribucije dis-
kretnih sluc¢ajnih varijabli kao $to su one iz prijasnjeg odjeljka, su po dijelovima konstantne
i imaju prekide, pa se ne mogu zapisati kao integrali neprekidne funkcije.

Prvi vazni primjer realne slucajne varijable koja ima gusto¢u je Gaussova ili normalna
slu¢ajna varijabla.

Definicija 4.2.3 (Normalna raspodjela). KaZemo da sluc¢ajna varijabla X ima normalnu
raspodjelu s ocekivanjem p i standardnom devijacijom o, i pisemo X ~ N(u,02), ako X
ima funkciju gustoce

1 —(x— o
flx) = Vool (w=p)?/20% (4.2.6)

Ako je X ~ N(0,1), kaZemo da ta varijabla ima standardnu normalnu raspodjelu.

Lako se provjeri da je za X ~ N(u,0?) njeno oéekivanje E(X) = u i njena vari-
janca Var(X) = o2. Vaznost normalne raspodjele slijedi ponajvise iz centralnog grani¢nog
teorema :

Teorem 4.2.4 (Centralni granic¢ni teorem). Neka je X1, Xo,... niz nezavisnih jednako
distribuiranih sluéagnih varijabli (skracenica n.j.d.), s konacénim ocekivanjem u i s konacénom
varijancom o?. Tada sluc¢ajna varijabla S, = Yoy X zadovoljava

_ b —x2/2
lim P{a < Sz b} =/ ¢ dz (4.2.7)
n—00 no? o V27

tj. (Sn — np)/Vno? konvergira po distribuciji prema standardnoj normalnoj varijabli.
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Drugi primjer raspodjele s funkcijom gustoée, posebno vazan za na$ kolegij, je ekspo-
nencijalna raspodjela.

Definicija 4.2.5 (Eksponencijalna raspodjela). KaZemo da slucajna varijable X ima eks-
ponencijalnnu raspodjelu s parametrom A > 0, i pisemo X ~ &xp(\), ako vrijedi

P{X >t} =e (4.2.8)

za svaki t > 0. Njezina funkcija distribucije je dakle Fx(t) =1 —e ™M za t > 0, i njezina
funkcija gustoée je Xe™, takoder za t > 0.

Lako se provjeri da eksponencijalna varijabla ima ocekivanje 1/ i varijancu 1/\2.
Vazno i zanimljivo svojstvo eksponencijalne raspodjele je Markovijevo svojstvo ili svojstvo
zaboravljanja : Zat > s > 0,

P{X > t|X > st =e M) =P{X >t —s}. (4.2.9)

Ponekad ¢emo trebati promatrati i parove ili n-torke slucajnih varijabli s funkcijama
gustoce koje ¢emo zvati slucajni vektori. Njihova zajednicka funkcija gustoée je definirana
kao funkcija f od n varijabli za koju je

P{X; <t1,Xo <tg,..., X 1tn}—/t1 /t2 nf:Bl,xg,...,xn)dxn...d:rgdxl
(4.2.10)
za svaki izbor (t1,tg,...,t,). Drugim rije¢ima, vrijedi
"
ftr,ta, ... tn) = WP{Xl <ty Xo <to,..., Xpn <tn}. (4.2.11)
Slucajne varijable X, Xo,..., X, su nezavisne ako vrijedi

P{X1 <t1, Xo <to,...,Xn <to} =P{X1 <t }P{Xs <bo}...P{Xp <tu} (4.2.12)

za svaki izbor t1, %9, ..., t,. Pokazuje se da je to ekvivalentno s ¢injenicom da se zajednicka
funkcija gusto¢e moze pisati kao

f(l’l, Ly e vy .@n) = fl(l'l)fg(l‘g) N fn(]}n) (4213)
za funkcije gustoée f1, fa,..., fn (zvane marginalne gustoce).

Navedimo jos jedan vazan rezultat :

Propozicija 4.2.6 (Konvolucija). Ako su X1 i Xy nezavisne sluc¢ajne varijable s funkci-
jama gustoée f1 i fo, redom, onda X1+ Xo ima funkciju gustoée definiranu konvolucijom

(fr+ f2)(2 / fiz — w2) folie2) das (4.2.14)

Primjer 4.2.7 (Gamma raspodjela). Neka su Xi,..., X, varijable n.j.d. s raspodjelom
Erp(A). Racunajuéi konvoluciju njihovih funkcija gustoce, moze se indukcijom po n poka-
zati da njihov zbroj S, = X1 + --- + X,, ima funkciju gustoce

A" n—1 _—Az
’}/)\,TL(I‘) = mfﬁ 1 e A (4215)

za x > 0. Kazemo da S,, ima Gamma raspodjelu s parametrima (A, n).
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4.3 Zadatci

Neka je X slucajna varijabla s vrijednostima u N. Funkcija izvodnica od X je funkcija
Gx : C — C definirana s

Gx(z) =E(z") = izk P{X =k} .
k=0

Zadatak 4.1. Izracunajte funkcije izvodnice za sljedeée raspodjele”

1. Bernoullijeva: P{X =0} =1—p, P{X =1} =p, za p € [0,1].

2. Binomna: P{X =k} = b, (k) = (})p*(1 —p)" %, za k=0,1,...,n.
3. Poissonova: P{X =k} =m\(k) = e *N\/kl,zaA>0ikeN.

4. Geometrijska: P{X =k} =p(1 —p)k¥~!, zapc[0,1]ik e N*.

Zadatak 4.2. Pretpostavimo da Gx postoji za sve z u krugu polumjera strogo veceg od
1. Pokazite da je

Gx(1)=1, Gx(1)=EX), Gx(1)=EX?) -EX),

i izvedite izraz za varijancu u terminima funkcije izvodnice. Izracunajte oc¢ekivanja i vari-
jance za raspodjele iz prethodnog zadatka.

Zadatak 4.3. Neka su X i Y dvije nezavisne slucajne varijable s vrijednostima u N, i
Gx i Gy njihove funkcije izvodnice. Pokazite da je Gx+y = GxGy.

Primjena: Provjerite sljedece tvrdnje.

1. Zbroj n nezavisnih Bernoullijevih slucajnih varijabli ima binomnu raspodjelu;

2. Zbroj dviju nezavisnih binomnih sluc¢ajnih varijabli ima binomnu raspodjelu;

3. Zbroj dviju nezavisnih Poissonovih slu¢ajnih varijabli ima Poissonovu raspodjelu.
Zadatak 4.4. Neka je N slucajna varijabla s vrijednostima u N, i neka je Gy (2) = E(2"V)
njena funkcija izvodnica. Neka su X1, Xs,... nezavisne i jednako distribuirane slu¢ajne
varijable s vrijednostima u N, nezavisne s N. Neka je Gx(z) = E(2%X) njihova funkcija
izvodnica.

1. Neka jen € N* i
Sp=X14+ X .

Napisite funkeiju izvodnicu E(25%) od S,, kao funkciju od Gx(z).
2. Neka je
SN=X1+4+-+Xn.

Pokazite da je funkcija izvodnica Gg(z) = E(2°V) dana s
Gs(z) = Gn(Gx(?)) -

Uputa: Napisati P{Sy = k} kao funkciju od P{Sy = k|N =n}, n € N*.
3. Pretpostavimo da N ima Poissonovu raspodjelu s parametrom A > 0, i da X; imaju
Bernoullijevu raspodjelu s parametrom p € [0, 1]. Odredite raspodjelu od Sy .
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Zadatak 4.5. Neka je U uniformna slucajna varijabla na [0, 1], tj. funkcija gustoce joj je
karakteristicna funkcija 1jg ).
1. Odredite funkciju distribucije za U.
2. Neka je ¢ : [0,1] — R strogo rastuéa funkcija koja ima inverznu funkciju ¢ =!. Odredite
funkciju distribucije za slu¢ajnu varijablu Y = ¢(U).
3. Odredite ¢ tako da Y bude eksponencijalna s parametrom A.



Poglavlje 5

Tockovni Poissonovi procesi

Tockovni Poissonov proces je sluc¢ajni proces koji pridruzuje vjerojatnosnu raspodjelu kon-
figuracijama tocaka na R ;. Te tocke mogu modelirati, na primjer, trenutke dolaska auto-
busa na postaju, vrijeme pristizanja telefonskog poziva na telefonsku centralu i sli¢no.

U odredenim sluc¢ajevima, na primjer kad autobusi voze po voznom redu i nema smet-
nji u prometu, dolasci su pravilno raspodijeljeni u vremenu. U drugim situacijama, na
primjer kad imamo radove koji ometaju promet, dolasci postaju nepravilno raspodijeljeni
i pojavljuju se duga razdoblja cekanja autobusa, nakon kojih sljedeé¢i autobus dolazi gotovo
odmah. Poissonov tockovni proces modelira najslu¢ajniju mogucu situaciju.

Xo=0 Xi(w) Xo(w) Xz(w) Xa(w) X5 (W)

O O O
19 19 \ 9%

Y

SLIKA 5.1. Jedna realizacija Poissonovog procesa.

Procese mozemo opisati na vise razli¢itih na¢ina. Jednu realizaciju mozemo specificirati
rastué¢im nizom pozitivnih realnih brojeva

Xo=0< Xj(w) < Xo(w) < X3(w) < ..., (5.0.1)
koji opisuju polozaje tocaka u R . Alternativno, realizaciju mozemo opisati i zadajuci
broj to¢aka Nj(w) sadrzanih u svakom intervalu I oblika I = (¢,¢ + s]. Oznac¢imo li krace

abrégeons N4 s N; (to obitno zovemo brojeca mjera), imamo N ;14 = Npps — Ny, i
vrijednosti IV; su dane kao funkcije od X, izrazom

Ni(w) =sup{n > 0: X, (w) <t}. (5.0.2)
Obratno, vrijednosti X,, se dobivaju iz V; izrazom
Xp(w) =1inf{t > 0: Ny(w) = n} . (5.0.3)

Dat ¢emo dvije ekvivalentne konstrukcije Poissonovog procesa. Prva polazi od raspodjele
za Nt.

75
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Ntl

5 r———
40 o—

30 —

20 —

10 o—

SLIKA 5.2. Brojeta mjera jedne realizacije Poissonovog procesa.

5.1 Konstrukcija preko brojeée mjere

Definicija 5.1.1 (Poissonov proces). Tockovni Poissonov proces zadovo;java sljedece
uvjete:

1. Ny ovisi samo o duljini intervala I, tj. N 14 1ma istu raspodjelu kao Ns.
2. Ako su Iy, ..., Iy po parovima disjunktni, Ny, ,..., Ny su nezavisne.

3. E(Nr) postoji za svaki interval I (konacne duljine).

4. Postoji interval I za koji je P{N; > 0} > 0.

5. Nema dvostrukih tocaka: lim._g éP{N8 >2}=0.

Pretpostavljajuéi da takav proces zaista i postoji, mozemo izvesti neka njegova svoj-
stva.

Propozicija 5.1.2.

1. Neka je a(t) = E(N;). Tada postoji A > 0 takav da je a(t) = At.
2. Za svaki omedeni interval I C R 1, vrijedi P{N; > 1} < E(Ny).

Dokaz.
1. Kako je Ny = 0, imamo «(0) = 0. Stovise, zbog Ni;s = N; + Nt 1+ imamo
a(t +s) = a(t) + E(Ny 1) = alt) +a(s) , (5.1.1)

zbog uvjeta 1. Po jednom rezultatu iz analize (Cauchyjeva jednadzba), to povlac¢i da
je nuzno a(t) = At za neki A > 0, i svojstvo 4. povlaci A > 0.
2. Kako je E(Ny) po pretpostavci konacan, imamo

E(N;) = i KP{N; =k} > iIP{NI =k} =P{N; > 1}, (5.1.2)
k=0 k=1

§to pokazuje i da je P{N; > 1} konaé¢no i da je omedeno s E(Ny). O
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Vazno svojstvo Poissonovog procesa je da slucajne varijable N, ;14 nuzno imaju Po-
issonovu raspodjelu.

Teorem 5.1.3. Ako proces zadovoljava 5 uvjeta iz Definicije 5.1.1, onda sluc¢ajne varijable
Nt 1+ tmaju Poissonovu raspodjelu s parametrom As:

As)F
k!

Dokaz. Prema svojstvu 1., dovoljno je pokazati tvrdnju za t = 0, tj. za N,. Podijelimo
(0, s] na k intervala jednake duljine, oblika

P{N(p i = K} = ma(k) = e ¢ (5.13)

(ijl,Sj] nge je S = % za 0 < j < k. (514)

Ideja je pokazati da je, za dovoljno veliki k, malo vjerojatno da ¢emo imati vise od jedne
tocke po intervalu, dakle da je raspodjela od Yj(k) = N(s;_,,s;) gotovo Bernoullijeva. Tada

je raspodjela od Ny bliska binomnoj, koju mozemo dobro aproksimirati Poissonovom za
velike k.

Iz uvijeta 1. i 2. slijedi da su varijable Yj(k) n.j.d., s istom raspodjelom kao N, = Ny,
pa imamo
k
k
No=>"v". (5.1.5)
j=1
Uvedimo sada slucajne varijable
(k)
—(k) 0 zaY, =W~ =0,
Y = y 5.1.6
J {1 za Yj(k) >1 ( )

Te su varijable ?g“ takoder n.j.d., i imaju Bernoullijevu raspodjelu. Slu¢ajna varijabla

k
NB =37, (5.1.7)
j=1
zadovoljava Ns(k) < N; za svaki k, pa imamo
P{N® > m} < P{N, > m} (5.1.8)

)

L : S e (k) . . .
za svaki k i svaki m. Stovise, N, 3( ima binomnu raspodjelu s parametrom

pe=PYY =1y =Py > 1) = P(N, > 1} (5.1.9)
Ocijenimo razliku izmedu raspodjela N§k> i Ng. Imamo

P{N® £ N} =P{3j e {1,...,k}: Y,¥) > 2}
k
<STP{yH > 2)
7=1

= kP(Y® > 2} = kP{N,)), > 2} . (5.1.10)
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Uvjet 5. uz € = s/k onda povlaci
Jim P{N® £ N} =0. (5.1.11)
Kako s jedne strane imamo donju ogradu
P{N, =m} > P{N, = N® = m} > P{N® = m} —P{N®) £ N,} , (5.1.12)

a s druge strane gornju ogradu

PN, =m} =P{N{) = No = m} + P{N{" #£ N, =m}
P{N{® = m} +P{N, # NM} (5.1.13)
slijedi
Jim P{N®) =m} = P{N, =m} . (5.1.14)
—00

Ostaje za pokazati da kpy tezi prema As za k — oco. Ako je to slucaj, onda Propozicija 4.1.4
povlac¢i da Ny ima Poissonovu raspodjelu s parametrom As. Imamo

o0

oo J
kpe = B(N®) =" jP{NF) = Z > P{N
/=1

j=1 j=1

—ZZP{N(k =Jj}= ZP{N(k > (}. (5.1.15)

l=1 j=¢

Analogno sa pokaze da je
=> P{N.>1}. (5.1.16)
/=1

Sada iz (5.1.8) slijedi kpr, < As za svaki k. Po jednom teoremu iz analize, mozemo zamijeniti
sumu i limes i pisati

Jim ZIP’{N B> = Z lim ]P’{N >0} = iP{NS >0} = \s, (5.1.17)
=1

zbog (5.1.14). To pokazuje da kpj, zaista konvergira prema s, i shodno tomu, da je ras-
podjela od Ny, koja je limes binomne raspodjele s parametrom kpy, Poissonova raspodjela
s parametrom As. ]

5.2 Konstrukcija preko vremena ¢ekanja

Druga konstrukcija tockovnog Poissonovog procesa temelji se na raspodjeli razlika polozaja
Zn = Xp — Xp—1. Ona jednoznacno karakterizira proces preko relacije

w) =Y Zjw). (5.2.1)
j=1

Vazan rezultat je da su varijable Z; n.j.d. i da imaju eksponencijalnu raspodjelu s para-
metrom .
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Teorem 5.2.1. Za svaki n, slu¢ajne varijable Z1, ..., Z, su nezavisne i imaju istu ekspo-
nencijalnu raspodjelu Exp(N).

Dokaz. Fiksirajmo trenutke
to=0<s1 <t1 <89 <tg < <8y <tp. (5.2.2)
Onda mozemo izrac¢unati

P{Xl S (Sl,tl],XQ S (Sg,tg] , Xn € (Sn,tn]}

= IP’{N(QSﬂ = o,N(slm 1 N(t1 o] =0, Nty 5] = 0, N 1] = 1}

= H P{N(tk—hsk} = 0} H P{N(Skvtk] 1} P{Nsn tn) > 1}
k=1 k=1
n n—1
= H e~ Msk—tk—1) H Aty — si) e~ AMtk—sk) [1 — e—A(tn—Sn)]
k=1

— \"™ 1H k_sk sn_—)\tn]

t1 t2 tn
/ / / A e dg, da,_y ... dag day (5.2.3)

Zajednicka raspodjela od (X7, ..., X, ) tada ima gusto¢u

fl@r, . @) = (5.2.4)

Ale ™ Mn za0< iz < --- < Ty,
0 inace .

Sada mozemo izrac¢unati funkciju distribucije za Zj:

]P){Zl<21,-..,Zn<2n}:P{X1<21,X2—X1<2’2,-. X X’VL 1 X Zn}
=P{X1 <2, Xo< 22+ X1,...,Xn < 2n+ Xn_1}

z2+w1 Zn+Tn—1
/ / / f(z1,...,xn)dezy .. .dzy . (5.2.5)

Zajednicka gustoca od (Z1, ..., Z,) se tada dobiva racunajuéi derivacije
an
mp{zl <2105 2n gzn} = flzr,z1+ 22, ., 21+ + 2)
= Nt MEFEE) (5.2.6)

Ta je gustocCa zaista zajedniCka gusto¢a n nezavisnih eksponencijalnih varijabli s parame-
trom A. O

Ovaj nam rezultat daje metodu pomoéu koje mozemo konstruirati Poissonov proces:
svaki X,, se dobiva polaze¢i od X,,_; dodavanjem eksponencijalne slu¢ajne varijable neo-
visne o prijaSnjim varijablama. Uo¢imo da X, ima Gamma raspodjelu s parametrima
(A, n).

Uoc¢imo da se Markovljevo svojstvo (4.2.9) moze pisati kao

P{Z,>t+e|Zy>th=e  Ve>0, (5.2.7)
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pa je
P{Z,<t+e|Z,>t 1—e?
fim D1 >ty e (5.2.8)

e—0 IS e—0 £

Parametar A predstavlja, dakle, stopu pojavljivanja novih to¢aka, neovisno o proslosti. Taj
smo rezultat mogli i izravno izvesti preko brojeée mjere.

5.3 Poopcenja

Postoje mnogobrojna poopéenja Poissonovog procesa od kojih neka navodimo ovdje.

1. Nehomogeni Poissonov proces : U tom slucaju broj tocaka N ;4 ima Poissonovu
raspodjelu s parametrom

t+s
/ A(u) du (5.3.1)

gdje je A(u) pozitivna funkcija koja opisuje stopu u trenutku u. Ovakav proces dopusta
opis situacija u kojima se nove toCke pojavljuju s promjenjivim intenzitetom, na pri-
mjer kada uzimamo u obzir kako dnevne fluktuacije u prometu utje¢u na dolazak
autobusa na postaju. Homogeni Poissonov proces se dobiva ako je A(u) konstanta.

2. Poissonov proces u dimenziji n > 2 : Ovaj proces mozemo definirati preko nje-
gove brojeée mjere zamjenjujuéi intervale I podskupovima (izmjerivima) od R™. Broj
tocaka u dvama disjunktnim skupovima je neovisan, i broj tocaka u skupu je proporci-
onalan njegovom volumenu. Ovakvim procesom mozemo, na primjer, modelirati broj
zvijezda u odredenom podrucju svemira ili neba.

3. Proces radanja i umiranja : Tockovni Poissonov proces mozemo promatrati kao Cisti
proces radanja : Ako Ny interpretiramo kao broj jedinki u populaciji u trenutku ¢, taj
se broj povetava po konstantnoj stopi A. Opcenitije, u procesu radanja i umiranja,
nove se jedinke radaju po stopi A, a postojec¢e umiru po stopi u; obje stope mogu
ovisiti o trenutnoj brojnosti populacije.

4. SloZeni Poissonov proces : Neka je Ny broje¢a mjera jednostavnog Poissonovog procesa,

i neka su Y7, Ys, ..., n.j.d. slu¢ajne varijable neovisne o Ny. Tada proces
Ny
Si=>Y (5.3.2)
i=1

zovemo slozenim Poissonovim procesom. U svakom trenutku u kojem se Poissonov
proces X, poveta za jedan, slozeni proces S; poveCa se za slu¢ajnu vrijednost Y,.
Ako N; opisuje trenutke dolaska automobila na benzinsku crpku a Y, opisuje koli¢inu
goriva utoCenu u automobil n, onda je S; ukupna koli¢ina goriva prodana do trenutka
t. Ako su svi Y; skoro sigurno jednaki 1, dobivamo polazni Poissonov proces.

5. Proces obnavljanja : Takav se proces definira kao i Poissonov polazeé¢i od njegovih vre-
mena ¢ekanja, osim §to Z,, ne moraju viSe pratiti eksponencijalnu raspodjelu. Takvim
se procesima, na primjer, modeliraju trenutci zamjena strojeva sa slu¢ajnim radnim
vijekom (odatle naziv “obnavljanje” : svaki novi stroj traje neovisno o prethodnom,
proces zaboravlja svoju proslost u svakom trennutku obnove). Ovakav proces vise ne
mora imati svojstvo nezavisnosti brojeé¢e mjere, no uz odredene uvjete na raspodjelu
od Z, (postojanje prvih dvaju momenata) postoji asimptotska verzija koja ima ta
svojstva.
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5.4 Zadatci

Zadatak 5.1. Stranke dolaze u banku po Poissonovom procesu intenziteta A. Ako znamo
da su tijekom prvog sata u banku dosle dvije stranke, koja je vjerojatnost

1. da su obje dosle tijekom prvih 20 minuta?
2. da je najmanje jedna dosla u prvih 20 minuta?

Zadatak 5.2. Racunalnom serveru pristizu zahtjevi po tockovnom Poissonovom procesu
po stopi od 60 zahtjeva na sat. Odredite vjerojatnosti sljedeéih dogadaja :

1. Interval izmedu dvaju prvih zahtjeva je bio izmedu 2 i 4 minute.

2. Nije bilo ni jednog zahtjeva izmedu 14:00h i 14:05h.

3. Ako znamo da su dva zahtjeva stigla izmedu 14:00 i 14:10, oba su stigla u prvih 5
minuta.

4. Ako znamo da su dva zahtjeva stigla izmedu 14:00 i 14:10, najmanje jedan je stigao u
prvih 5 minuta.

Zadatak 5.3. Racunalni posluzitelj salje poruke prema tockovnom Poissonovom procesu.
U prosjeku salje jednu poruku svakih 30 sekundi.

1. Koja je vjerojatnost da posluzitelj ne ¢e poslati ni jednu poruku tijekom prvih dviju
minuta rada?

2. U kojem trenutku oc¢ekujete drugu poruku (koje je ocekivano vrijeme slanja druge
poruke)?

3. Koja je vjerojatnost da posluzitelj ne ¢e poslti poruku tijekom prve minute ako znamo
da je tijekom prve 3 minute poslao 3 poruke?

4. Koja je vjerojatnost za barem 3 poruke u prve 2 minute ako znamo da je bila barem
jedna poruka tijekom prve minute?

Zadatak 5.4. U pozivnom centru pozivi stizu po tockovnom Poissonovom procesu po
stopi od 10 poziva na sat.

1. Ako operater ode na pauzu izmedu 10:00 i 10:30 sati, koliko ¢e poziva u prosjeku
propustiti?

2. Koja je vjerojatnost da ¢e propustiti vise od 2 poziva?

3. Zmajucéi da su bila 4 poziva izmedu 10 i 11 sati, koja je vjerojatnost da tijekom pauze
nije propusten ni jedan poziv? Da je propusSten barem jedan poziv?

4. Znajuéi da su bila 2 poziva izmedu 10:30 i 11 sati, koja je vjerojatnost da su oba bila
izmedu 10:30 i 10:457

Zadatak 5.5. Protok vozila po nekoj cesti je modeliran Poissonovim procesom intenziteta
A = 2 vozila po minuti. Zbog radova, promet se naizmjeni¢no propusta u svakom smjeru.
Za to vrijeme vozila u suprotnom smjeru stoje. Pretpostavljamo da svako zaustavljeno
vozilo zauzima u prosjeku 8 metara na cesti.
1. Koja je raspodjela vremena pristizanja X,, n-tog vozila?
2. Dajte gaussovsku aproksimaciju raspodjele od X, uz pomoé centralnog grani¢nog
teorema.
3. Koliko dugo mozemo obustaviti promet u jednom smjeru ako zelimo da vjerojatnost
da kolona zaustavljenih vozila bude ne dulja od 250m iznosi 0.27 (Vrijednost x za koju
je P{N(0,1) < 2} = 0.2 je z ~ —0.85.)
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Zadatak 5.6 (Paradoks autobusa). Vremena dolaska autobusa na postaju su opisana
Poissonovim procesom (X, ), intenziteta A. Putnik dolazi na postaju u trenutku ¢ nakon
pocetka voznje.
1. Izra¢unajte vjerojatnost da je putnik zakasnio na n-ti autobus ali je stigao na vrijeme
za (n + 1)-vi autobus.
2. Izracunajte vjerojatnost da je zakasnio na n-ti autobus i da ée vrijeme ¢ekanja (n+1)-
vog autobusa biti barem s.
3. Izracunajte vjerojatnost da ¢e morati cekati sljedeéi autobus barem s vremena.
4. Izvedite prosjecno vrijeme ¢ekanja autobusa i usporedite s prosje¢nim vremenom izmedu
prolazaka autobusa. Sto Vam se ¢ini?

Zadatak 5.7. Neka su (X,,)p 1 (Y3,)n dva nezavisna Poissonova procesa, s intenziteima \
i pu, redom. Neka je (Z,), proces dobiven superpozicijom (X,,), i (Yy),. Pokazite da je i
to Poissonov proces i odredite njegov intenzitet.

Zadatak 5.8. Neka je X,, tockovni Poissonov proces intenziteta .

Neka je Y,, proces dobiven brisanjem svakog X, (n > 1) s vjerojatnoséu 1/2, neovisno o
svima ostalima, i numeriranjem preostalih to¢aka prirodnim brojevima. Ozna¢imo s N i
My, broj X,, 1 Y, redom, u intervalu (0, ¢].

1. Odredite raspodjelu od NVy.

2. Pokazite da za svaki k, | — P{M; = [|N; = k} ima binomnu raspodjelu i odredite
njene parametre.

3. Izvedite raspodjelu za M;.

Pokazite da je Y,, to¢kovni Poissonov proces i odredite njegov intenzitet.

5. Sto se zbiva ako se svaki X, brise s vjerojatnoséu 1 —¢q, 0 < g < 1?7

e~



Poglavlje 6

Markovljevi procesi

Markovljevi procesi su analogni Markovljevim lancima u kontinuiranom vremenu. Podsje-
timo se bitnog svojstva koje nam dopusta definiranje lanaca, Markovljevog svojatva:

P{Xn =3 | Xn-1=0Xp2=1n2,....Xo=lo} =P{Xy =j | Xp1 =1}
= Dij (601)

za svako vrijeme n. Markovljev proces se definira uvjetom

P{Xopt =7 | X =1, Xg, p =in-o,...,Xgy =0} =P{Xepy =j | Xy =1}
= P(i, ) (6.0.2)

za svaki izbor vremena 0 < sg < 51 < -+ < Sp20 < s < s+t € R,. Zasvakit > 0,
skup P;(i, 7) mora biti stohasticka matrica koju zovemo jezgra prijelaza. Njeni elementi su
vjerojatnosti prijelaza.

Primjer 6.0.1 (Markovljev lanac s neprekidnim vremenom). Neka je Y;, Markovljev lanac
s matricom prijelaza P, i neka je N; broje¢a mjera totkovnog Poissonovog procesa sa
stopom A. Onda je

X: =Yy, (6.0.3)

Markovljev proces kojeg zovemo Markovijev lanac s neprekidnim vremenom. Taj proces
ima prijelaze u slu¢ajnim trenutcima koje daje Poissonov proces umjesto u pravilnim
razmacima kao polazni Markovljev lanac. Svojstvo (6.0.2) je posljedica dvaju Markovljevih
svojstava : onog od lanca Y}, i onog od eksponencijalne raspodjele, vidi (4.2.9).

Kako broj skokova N; do trenutka ¢ ima Poissonovu raspodjelu, vjerojatnosti prijelaza
su dane formulom

Pi,j) =Y P{N =n}P{X,=j} =) e (A
n=0 n=0

)"
ol Di;" (6.0.4)

gdje su pz(;L) elementi matrice P™ koji opisuju vjerojatnosti prijelaza u n koraka za Mar-

kovljev lanac Y.

83
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6.1 Stopa prijelaza

Jezgre prijelaza P; za razliite t nisu proizvoljne nego se ravnaju po Chapman—Kolmogorovljevoj
jednadzbi (ona je analogna relaciji (1.2.13) za Markovljeve lance).

Propozicija 6.1.1 (Chapman—Kolmogorovljeva jednadzba). Familija {P,}i>0 jezgri pri-
jelaza Markovljevog procesa s prebrojivim skupom stanja X zadovoljava

Poyi(i,5) = > Pu(i, k) Py(k, 5) (6.1.1)
keXx

za svaki izbor s,t >0 41,5 € X.
Dokaz. Imamo

Pyis(i,j) = P{Xse = j | Xo =i}
_ Z ]P){Xs-i-t :quS - kaXO = /L}

= P{Xy =i}
- P{Xs1t =5, Xs =k, Xo =i} P{X, = k, Xo = i}
o PX =k X =i} P{Xo =i}
=) P X =j| Xe=k Xo=i}P{X, =k | Xo=1i}, (6.1.2)
red —Pu(k.j) —P.(i.k)
prema Markovljevom svojstvu (6.0.2). O

Chapman—Kolmogorovljeva jednadzba nam pokazuje da ako znamo jezgru prijelaza P,
za sva vremena t u intervalu (0, to], onda ju znamo i za sva vremena t € R ;. To nas navodi
na promatranje limesa

. . Py(i,g
q(z,J):}ngg) (h),

i1#£jeX. (6.1.3)
Ako taj limes postoji, to je, po definiciji, desna derivacija od P;(i,5) ut = 0. U tom slucaju
veli¢ina (i, j) se zove stopa prijelaza iz stanja i u stanje j.

Primjer 6.1.2 (Markovljev lanac s neprekidnim vremenom). Razvojem izraza (6.0.4) u
Taylorov red oko h = 0, zbog pg-)) =0 za i # j, dobivamo

Pyp(i,j) = (1= Ah+...)(Ahpij +...) = Ahpi; + o(h) , (6.1.4)

§to nam daje stopu prijelaza
q(i,7) = Apij - (6.1.5)

Primjer 6.1.3 (Poissonov proces ). Neka je Ny brojeca mjera totkovnog Poissonovog pro-
cesa s parametrom A. Mozemo ju promatrati kao Markovljev proces u kojem su dopusteni
samo prijelazi izmedu n i n 4+ 1. Vjerojatnosti prijelaza su tada dane s

Pi(nyn+1)=P{Nys=n+1|Ny=n} =P{Ny =1} =Ase ™ . (6.1.6)
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Odgovarajuca stopa prijelaza je onda

Y/ —Ah
g(n,n +1) :}llii%eT:)\. (6.1.7)

Graficki prikaz lanca daje Slika 6.1.

O—0—0—0—

SLIKA 6.1. Graficki prikaz Poissonovog procesa, ili ¢istog procesa radanja.

U pravilu, Markovljevi se procesu konstruiraju izravno iz stopa prijelaza ¢(i, j), umjesto
polazeéi od jezgre prijelaza P.(i,7). U tu svrhu, definiramo

A@) =Y qli,j) (6.1.8)
J#i

§to nam daje stopu po kojoj proces napusta stanje i. Pretpostavimo da je 0 < A(7) < oo.
U tom nam slucaju
o qlisg)
J) = . 6.1.9
rli.) = 52 (6.1.9

daje vjerojatnost da proces prelazi u stanje j, ako znamo da je napustio stanje .
Neka je {Y}, }n>0 Markovljev lanac s matricom prijelaza R = {r(i,j)}. Polazeéi od tog
lanca mozemo konstruirati (i simulirati) Markovljev proces {q(i, j)} na sljede¢i nagin :

e Uzmimo n.j.d. slu¢ajne varijable 19, 71, . . . koje imaju eksponencijalnu raspodjelu Exp(1),
neovisne o vjerojatnostima prijelaza lanca Y.

e Ako proces odlazi iz stanja Xy = Y{, mora napustati to stanje po stopi A(Yp), Sto znaéi
nakon slu¢ajnog vremena t; koje ima eksponencijalnu raspodjelu Exp(A(Yp)). Za to je
dovoljno odabrati t; = 79/A(Yp).

th

5 —

40 —

30 ~—

2 O————— P—

10 -—

o o o 0—0 o >

T, T, T T t

SLIKA 6.2. Realizacija Markovljevog procesa iz ulozenog Markovljevog lanca (Y,,), =
(2,1,5,3,2,4,...).
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e U trenutku ¢;, proces skace u stanje Y7, u kojem ostaje slu¢ajno vrijeme t2 koje ima
eksponencijalnu raspodjelu Exp(A(Y1)).

Nastavljajuéi ovaj postupak, definiramo vremena zadrzavanja

ty = —2—1 (6.1.10)

i stavimo
Xy =Y, za T, <t< Tn+1 s (6111)

gdje su trenutci prijelaza dani s
n
T,=) t. (6.1.12)
=1

Jedina razlika izmedu opcéeg sluc¢aja i posebnog slucaja Markovljevog lanca s neprekid-
nim vremenom (Primjer 6.0.1) je Sto razli¢ita vremena zadrzavanja ne moraju imati istu
raspodjelu.

6.2 Generatorska matrica i Kolmogorovljeve jednadzbe

Pokazimo sada kako odredujemo jezgru prijelaza P, polazeéi od stopa ¢(i, j). Vaznu ulogu
igra generatorska matrica procesa.

Definicija 6.2.1 (Generatorska matrica). Neka je X; Markovljev proces sa stopama pri-
jelaza {q(i,j)}. Generatorska matrica (infinitezimalna) tog procesa je matrica L s elemen-

tima
Ling) = 109 2t F S (6:2.1)
—A\i) zai=7j.
Primijetimo da definicija (6.1.8) od A(¢) povlaéi
Y L3G,j)=0 VieX. (6.2.2)
JEX

Teorem 6.2.2 (Kolmogorovljeve jednadzbe). Jezgra prijelaza zadovoljava Kolmogorov-

ljevu jednadzbu unatrag

d
—P, =LP, 6.2.3
dt t t ( )

kao i Kolmogorovljevu jednadzbu unaprijed

d
Zp=PL. 6.2.4
de 't (6.24)

Dokaz. Gledamo jednadzbu unatrag. Po¢injemo od Chapman—Kolmogorovljeve jednadzbe,

Puin(iy§) = Pui,5) = Y Pu(i, k) Pi(k, §) — P(i, 5)
keX
= Pu(i, k) Pk, 5) + [Puli,i) — 1] Pi(i, §) . (6.2.5)
ki
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Dijeljenjem obje strane s h i prijelazom na limes za h — 0 dobivamo derivaciju. Za prvi
¢lan na desnoj strani imamo

.1 . . . .
lim g Py(i, k) Py(k, j) = g q(i, k) Py(k, 5) - (6.2.6)

Pogledajmo drugi ¢lan. Primijetimo da uvjet >, P, (i,k) = 1 povlaci

mni@%@n—q):nml(—E:Rde):-}j@@mz-auy (6.2.7)
i

h—0 h—0 h /
k#i

Uvrstavanjem (6.2.6) i (6.2.7) u (6.2.5), dobivamo

CRg) = Y4l KRk ) MR G) = 3 L k) PuCk. ) (6.2.8)
ki kex

Sto nije nista drugo nego jednadzba (6.2.3) napisana po komponentama. Dokaz tvrdnje za
jednadzbu unaprijed ide posve analogno, polaze¢i od rastava

Poyn(i j) = Piliy§) = Y Puli k) Pa(k, 5) = Pi(i, )

kex
=Y Pui, k) Palk, 5) + Poi, 5)[Pa(d, §) — 1] (6.2.9)
kg
umjesto od (6.2.5). O

Kolmogorovljeve jednadzbe su sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi za elemente
matrice P;(i, j). Kako je Py = I, identiteta, rjeSenje mozemo pisati kao eksponentu matrice
Lt,

o

P=c=Y" (" (6.2.10)

n!

n=0

Za provjeru je dovoljno derivirati red ¢lan po ¢lan (Sto smijemo ako red apsolutno ko-
nvergira). U opéem je sluéaju tesko naéi eksplicitni oblik za e, no u nekim je posebnim
sluéajevima to moguce.

Primjer 6.2.3 (Markovljev lanac s neprekidnim vremenom). Primijenjujuéi definiciju
generatorske matrice na (6.1.5), i koriste¢i ¢injenicu da je 7, q(i, j) = A1 — pii) jer je
matrica P stohasticka, dobivamo

L=\P-1I). (6.2.11)

Opéenito, €48 nije jednako e? e, ali ako je AB = BA, imamo e48 = ¢4 eP. Kako je
PI =IPie M =¢ M dobivamo

P =e MNP (6.2.12)

Sto je ekvivalentno sa (6.0.4).
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A
O__®
<
1
SLIKA 6.3. Graf Markovljevog procesa s dva stanja.

Primjer 6.2.4 (Poissonov proces). Za Poissonov proces generatorska matrica je dana
formulom

-\ zaj=1,
L(i,j)=qX =zaj=i+1, (6.2.13)
0 inace .

Kolmogorovljeva jednadzba unatrag je tada

d

dt
Napisimo generatorsku matricu u obliku L = A(R — I) gdje je I jedini¢na matrica, i
(R)ij =1za j =141, 0 inace. Kako je IR = RI, imamo

Pi(i,§) = ~APy(i, ) + APi(i + 1,5) . (6.2.14)

bt = e~ MI MR _ - S A" n (6.2.15)
N N n! ' -
n>0
jer je e M = e~M I Elementi matrice R” su jednaki 1 za j —i = n i 0 inace. Odatle,
uzimajuéi matri¢ne elemente (i, j) iz (6.2.15), nalazimo
e () :
. e — zZa j =1
Peij) =3 G- (6.2.16)
0 inace .

Lako se provjeri da je to zaista rjeSenje sustava (6.2.14). Mogli smo i izravno dobiti ovaj
rezultat primijetivsi da je Pj(i,7) vjerojatnost da Poissonov proces ima j — i toCaka u
intervalu [0, t), 8to slijedi iz Poissonove raspodjele.

Primjer 6.2.5 (Markovljev proces s dva stanja). Neka je X = {1, 2}, sa stopama prijelaza
q(1,2) = Xiq(2,1) = p (Slika 6.3). Tada generatorska matrica ima oblik

L= (‘A A > : (6.2.17)

poo—p

Izravnim raéunom se pokaze da je L? = —(\ + p)L, pa je L™ = (— (A + u))" 1L za svaki
n > 1. Slijedi

P =e _I+Z —A+p)" L
n>1
1
R N e O VDL
I AﬂL(e 1)L

1 —(Atp)t _ Ne— (At
<u+/\e A= e ) (6.2.18)

)\ + lu/ 'u — 'ue_()""_u)t )\ + N e_(A+M)t
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Primijetimo, posebno, da je za A+ p > 0

h A

i At Atp

Jm P= |7 \ (6.2.19)
Adp A+p

To znaci da ¢e asimptotski, sustav biti u stanju 1 s vjerojatnoséu pu/(A + p), i u stanju 2
s vjerojatnoséu A/(A + u), kakvo god bilo pocetno stanje.

6.3 Stacionarne raspodjele

Definicija 6.3.1 (Stacionarna raspodjela). Vjerojatnosna raspodjela m na X je staci-
onarna za proces s jezqgrom prijelaza Py ako je

TP =7 vVt >0, (6.3.1)

ili, u komponentama,

Y w(@)PGj) =7(j) VjeX VE>0. (6.3.2)
ieX

Kako opéenito ne znamo jezgru prijelaza, korisniji énam biti kriterij u terminima ge-
neratorske matrice.

Teorem 6.3.2. 7 je stacionarna raspodjela ako i samo ako je 7L =0, tj.

> w(i)L,4)=0 VieX. (6.3.3)
1€EX
Dokaz.
=: Neka je 7 stacionarna raspodjela. Napis§imo Kolmogorovljevu jednadzbu unaprijed po
komponentama
—Pt (i,5) =Y Pi(i,k)L (6.3.4)
kex

Mnozeéi s (i) i zbrajajuéi po ¢ dobivamo
d . ) .
Y (D)5 Pling) = Y m(@)Pii, k)L(k, j) (6.3.5)
1€EX i,keX
Lijevu stranu mozemo pisati kao
d
—Z Pi(i,j) = m(5) =0. (6.3.6)
1EX

Zbrajanjem po i na desnoj strani dobivamo

> w(i)Py(i, k)L(k,j) = > w(k)L(k, j) . (6.3.7)

ikeX kex

Jednakost od (6.3.6) i (6.3.7) je zaista ekvivalentna s (6.3.2).
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<: Pretpostavimo da je 7L = 0. tada, po Kolmogorovljevoj jednadzbi unatrag,

d

= D)) = Y w(i) Y Lii. k) Pu(k. )
1EX 1EX kex
-3 (Srotan) pen 0. 639
keX ™MeX
=0

Slijedi da je >, m(i)P:(i,j) konstantna, pa mora biti jednaka svojoj vrijednosti za
t = 0. No ta vrijednost je 7(j) jer Py(4,j) = d;5. To dokazuje da je m stacionarna. [J

Primjer 6.3.3 (Markovljev lanac s neprekidnim vremenom). Kako je L = A(P — I),
jednadzba wL = 0 je ekvivalentna s 7P = 7. Raspodjela 7 je, dakle, stacionarna za lanac
s neprekidnim vremenom X; = Yy, ako i samo ako je stacionarna za lanac s diskretnim
vremenom Y.

Primjer 6.3.4 (Poissonov proces). Poissonov proces nema stacionarnu raspodjelu. Vidjeli
smo da je generatorska matrica dana s L = A(R — I), gdje je (R);; = 1zaj =i+ 11
0 inace. Uvjet 7L = 0 je ekvivalentan s Rm = 7, dakle s m;41 = m; za svaki i. No ne
postoji vjerojatnosna raspodjela na N u kojoj bi svi elementi bili jednaki. Izraz (6.2.14)
za vjerojatnosti prijelaza takoder pokazuje da one teze prema 0 kad ¢ — oo. To je stoga
Sto se raspodjela “proteze do beskonacnosti”.

Primjer 6.3.5 (Proces s dva stanja). U slucaju procesa s dva stanja, jednadzba 7L = 0

glasi
(1) (=A) +7(2)p=0. (6.3.9)

Kako je m(1) + m(2) = 1, mora biti

I A
(A2 6.3.10
" <A+u A+u) (63.10)

To doista odgovara grani¢noj vrijednosti od P; iz (6.2.19).

U slucaju Markovljevih lanaca s diskretnim vremenom vidjeli smo da sve pocetne
raspodjele konvergiraju prema jedinstvenoj stacionarnoj raspodjeli pod uvjetom da je
lanac ireducibilan, aperiodic¢an i pozitivno povratan. U sluc¢aju neprekidnog vremena, uvjet
aperiodi¢nosti nije vise nuzan. To je posljedica sluc¢ajne naravi duljine intervala izmedu
prijelaza.

Kazemo da je Markovljev proces ireducibilan ako mozemo naéi, za svaki par stanja
(1,7), neki put (ig = i,41,...,1, = j) takav da je q(ig,ix+1) > 0 zasvaki k=0,...,n — 1.

Teorem 6.3.6. Ako je Markovljev proces ireducibilan i ima stacionarnu raspodjelu ,

onda
tlim P(i,5) =m(j) Vi,j € X . (6.3.11)

Stovise, ako jer : X — R funkecija za koju vrijedi >, w(i)|r(i)| < oo, onda je

lim ~ r(Xo)ds=> w(i)r(i) = Ex(r). (6.3.12)

1
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)\0 )\1 )\2 )\3
OO0
M1 M2 M3 Ha
SLIKA 6.4. Graficki prikaz procesa radanja i umiranja.

Prihvatit ¢emo ovaj rezultat bez dokaza. Relacija (6.3.12) je analogna Teoremu 1.4.13.
Posebno, ako je r(i) = d;5, to pokazuje da je srednje vrijeme provedeno u stanju j jednako

m(j)-

Vidjeli smo da se za reverzibilne Markovljeve lance stacionarna raspodjela lako dobiva
iz uvjeta detaljne uravnotezenosti. Na potpuno analogan nac¢in kazemo da je je Markovljev
proces sa stopama prijelaza {q(i,j)} reverzibilan ako postoji raspodjela 7 takva da je

m(i)q(i,j) = 7(5)q(,1)  Vi,jeX. (6.3.13)

Teorem 6.3.7. Ako je zadovoljen uvjet detaljne uravnotezenosti (6.3.13), onda je raspo-
djela m stacionarna.

Dokaz. Zbrajajuéi uvjete po svim ¢ # j dobivamo

> w(@)ali,g) = 7(5) Y ali i) = 7(HAG) = =7() L, 5) - (6.3.14)
i#j i#j

No to je ekvivalentno s >, (i) L(,j) = 0. O

Primjer 6.3.8 (Proces radanja i umiranja). Neka je X = {0,..., N}, i pretpostavimo da
su jedine stope prijelaza razli¢ite od nule dane s

gn,n+1)=X\, zad<n<N,
g(n,n—1) = py za0<n<N. (6.3.15)

Ovdje X; predstavlja, na primjer, broj jedinki u nekoj populaciji, koje se radaju po stopi
Ap 1 umiru po stopi uy,, gdje stope mogu ovisiti o broju n tih jedinki. Graficki prikaz daje
Slika 6.4.

Pretpostavimo da su stope strogo pozitivne. U tom sluc¢aju moze biti zadovoljen uvjet
detaljne uravnotezenosti stavljanjem

An—
m(n) = ” Lr(n—1). (6.3.16)
Indukcijom dobivamo
An—1Ap—2--- Ao
m(n) = m(0) , 6.3.17
() Hnfn—1--- M1 ©) ( )

i 7(0) se odreduje iz uvjeta normalizacije  , w(i) = 1.
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6.4 Zadatci

Zadatak 6.1. Promatramo Markovljev proces X; na X = {1,2,3,4} s infinitezimalnom
generatorskom matricom

-2 1 1 0
2 -5 1 2
L= 2 0 =3 1
o 0 1 -1

. Prikazite proces graficki.

. Odredite njegovu stacionarnu raspodjelu.
. Je li proces X; ireducibilan?

. Je li proces X; reverzibilan?

=W N

Zadatak 6.2. Poduzetnik ide na sluzbeni put u Pariz, Bordeaux i Marseille. U svakom
se gradu zadrzava eksponencijalno vrijeme s o¢ekivanjem 1/4 mjeseca za Pariz i Bordeaux
te 1/5 mjeseca za Marseille. Ako je u Parizu, odlazi u svaki od preostalih gradova s
jednakom vjerojatnoséu 1/2. Iz Bordeauxa, odlazi u Pariz s vjerojatnoséu 3/4 i u Marseille
s vjerojatnoséu 1/4. Iz Marseillea se uvijek vrac¢a u Pariz.

1. NapiSite generatorsku matricu Markovljevog procesa koji opisuje ovaj sluzbeni put.
2. Odredite udio vremena koje putnik provodi u svakom gradu.
3. Koliko ¢e putovanja u prosjeku biti godisnje izmedu Pariza i Bordeauxa?

Zadatak 6.3. Mala prodavaonica informaticke opreme ima najviSe tri ra¢unala u pro-
davaonici. Kupci dolaze po stopi od dva tjedno. Ako se u prodavaonici nalazi bar jedno
racunalo, kupac ga kupi. Ako se u prodavaonici nalazi najviSe jedno rac¢unalo, poslovoda
naruc¢i dva rac¢unala. Vrijeme ¢ekanja je eksponencijalno s o¢ekivanjem od 1 tjedna.

1. NapiSite generatorsku matricu Markovljevog procesa koji opisuje broj racunala u pro-
davaonici.

2. Odredite njegovu stacionarnu raspodjelu.

3. Koja je stopa prodaje racunala?

Zadatak 6.4. Biciklistu se mogu dogoditi nezgode jednog od dvaju tipova koje nastupaju
po Poissonovom procesu :

e Pada u jarak u prosjeku jednom u 10 sati voznje. U tom mu slucaju treba eksponen-
cijalno vrijeme s o¢ekivanjem od 0.1 sata za dovodenje bicikla u vozno stanje.

e Probusi mu se guma u prosjeku jednom u 25 sati voznje. Za popravak mu treba
eksponencijalno vrijeme s oc¢ekivanjem od 1 sata.

1. Odredite stacionarnu raspodjelu.

2. Koji udio vremena biciklist provede u voznji?

3. Poopéite rjeSanje na slucaj N razlic¢itih tipova nezgoda od kojih svaka nastupa po
stopi p; 1 zahtijeva eksponencijalno vrijeme za popravak s o¢ekivanjem 1/A;.
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Zadatak 6.5. Molekula hemoglobina moze na sebe vezati ili molekulu kisika ili molekulu
ugljicnog monoksida. Pretpostavimo da molekule pristizu po Poissonovom procesu sa sto-
pama Ao, i Aco 1 ostaju vezane tijekom vremena koje ima eksponencijalnu raspodjelu sa
stopama (o, i pco, redom. Odredite udio vremena koji molekula hemoglobina provede u
svakom od stanja : slobodna molekula, vezana s kisikom, vezana s uglji¢cnim monoksidom.

Zadatak 6.6. Vozila dolaze na benzinsku crpku po stopi od 20 vozila na sat. Na crpki
je samo jedan uredaj za punjenje. Ako voza¢ nade uredaj slobodan, staje i puni spremnik
gorivom. Za to mu treba eksponencijalno vrijeme s o¢ekivanjem 6 minuta. Ako je u tre-
nutku dolaska vozaca uredaj zauzet i ako nitko ne ¢eka, vozaé staje u rep. Ako se u repu
ve¢ nalazi jedno vozilo, voza¢ ne staje na toj crpki.

1. Formulirajte problem kao Markovljev proces i nadite njegovu stacionarnu raspodjelu.
2. Odredite prosje¢ni broj vozaca koji natoce gorivo u jednom satu.

Zadatak 6.7. Modeliramo radioaktivni raspad N atoma Markovljevim procesom { X };>0
na skupu stanja X = {0,1,..., N} sa stopom prijelaza q(n,n — 1) = u, gdje X; oznacava
broj neraspadnutih atoma u trenutku t.

@O0

Odredite generatorsku matricu L. Izracunajte L2, pa L™ za svaki n. Izvedite jezgru
prijelaza P;.
2. Promatrajmo sada slucaj N =2 :

OSSOSO

Odredite generatorsku matricu L i napisite Kolmogorovljeve jednadzbe unaprijed.
Rijesite te jednadzbe za pocetni uvjet Xy = 2, tj. nadite P;(2,7) za j = 2,1,0.
Uputa : RjeSenje diferencijalne jednadzbe ?i—f = —px + f(t) dano je formulom

1. Promatrajmo slucaj N =1 :

z(t) = z(0) e M + /0 e =) f(s)ds .

3. Na isti nacin, izra¢unajte P;(N,j) za j = N,N —1,...,0 za proizvoljan N.
4. Izracunajte
lim E(Y;)

N—oo

gdje je Y; = N — X; broj raspadnutih atoma u trenutku ¢ ako je bilo N atoma u
trenutku 0.

Zadatak 6.8. Promatrajmo ¢isti lanac umiranja sa stopom umiranja g(n,n — 1) = u za
sve n > 1. Odredite jezgru prijelaza P;(1, 7).
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Zadatak 6.9. Promatrajmo Markovljev proces na skupu X = {1, 2, 3} ¢iji je graf prikazan
na slici:

Napisite generatorsku matricu tog procesa.

Odredite stacionarnu raspodjelu tog procesa.

Neka je R matrica za koju je L = —AI + AR. Izracunajte R?, R3 i R" za svakin € N.
Izvedite e M? i jezgru prijelaza P, za svaki t.

Promatrajmo sada Markovljev proces na skupu X = {1,..., N} sa sljedeéim grafom:

U W

Napisite generatorsku matricu L ovog procesa.
6. Odredite njegovu stacionarnu raspodjelu .
7. Naznacite oblik jezgre prijelaza P; za svaki .

Uputa: Mozemo se koristiti sljede¢im razvojima.
Neka je w = 27/3 = _1 | V3

flz) = l(ex —I—ewx+em) = é(ex +2e77/2 cos(\f3:v/2)> .

3
Tada je
flz) =1+ lx:} + a4+ z?" 4
3! 6! (3n)!
@) = ga* + %aé +o+ (3n1— ol gl oy
@)=z +—at+.. 4+ 1 2 4
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Zadatak 6.10. Neka su A, p > 0. Promatrajmo Markovljev proces na skupu stanja X =
{0,1,..., N} sa sljedeéim grafom:

> N =

O

(2

m

@)

Odredite generatorsku matricu L tog procesa.

Odredite njegovu stacionarnu raspodjelu .

Je li taj proces reverzibilan?

Promatrajte slucaj N = 1. Izracunajte L™ za svaki n € N, i odredite jezgru prijelaza
P zasvet > 0.

Promatrajte slucaj N > 1, uz A = p. Za svakij € X stavimo

N
. 1 .
Qi(j) = N ZPt(kH]) :
k=1
Pomoc¢u Kolmogorovljevih jednadzbi izrazite

d d
dpig s . d
dt t( ’]) 1 dtQt(j)
kao funkciju od P;(0,7) i Q¢(j). Koristeéi rezultat stavka 4., izvedite P;(0,7) 1 Q¢(j)
za svaki j € X. Razlikujte slucajeve j =015 > 0.

Neka je i € {1,..., N}. Izracunajte

d
Az
dt t(za.])
i izvedite P;(i,7) za svaki j € X. Razlikujte slucajeve j =01 j > 0.
Sto ée biti
lim P; 7
t—o0
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Poglavlje 7

Teorija repova

7.1 Klasifikacija i Kendallova notacija

Teorija repova (engl. “queueing theory” ) dopusta nam modeliranje situacija u kojima
stranke (klijenti) dolaze u slu¢ajnim vremenima do posluzitelja (servera). Posluzitelj moze
biti Salter u banci ili posti, blagajna u prodavaonici, no isto tako i ra¢unalni procesor ¢iji su
klijenti programi koji stizu na izvrSenje. Vrijeme potrebno za posluziti stranku je takoder
slu¢ajno.

Zeljeli bismo biti u moguénosti odgovoriti na sljedeéa pitanja:

Koje je srednje vrijeme ¢ekanja za stranku koja dolazi u rep?

Koji dio vremena je posluzitelj zauzet?

Koja je vjerojatnosna raspodjela duljine repa?

Prema kojem procesu se ravnaju stranke koje, nakon §to su posluzene, odlaze iz sus-
tava?

Postoji ¢itav niz modela repova koji se razlikuju po raspodjelama vremena dolazaka,
vremena posluzivanja, po broju posluzitelja, po ograni¢enjima duljine repa i poretku
posluzivanja stranaka.

Kendallova notacija dopuSta nam specifikaciju spomenutih modela u kompaktnom
obliku. Najcescée se takva oznaka sastoji od tri simbola:

A/B/s (7.1.1)

gdje A oznacava raspodjelu vremenskih intervala u kojima dolaze stranke, B oznacava ras-
podjelu vremena usluge i s je broj posluzitelja. Najcesée vrijednosti za A i B su sljedece:

e M (Markov) : Exponencijalna raspodjela. Znamo da takva raspodjela povlac¢i Mar-
kovljevo svojstvo. Ovaj je slucaj najjednostavniji za analizu.

e D (Deterministicki) : Konstantna vremena. A = D znaci da stranke stizu u pravil-
nim intervalima, dok B = D znag¢i da je vrijeme usluge jednako za sve stranke.

¢ E (Erlang) : Erlangova raspodjela. To je, ustvari, gama raspodjela, po kojoj se ravna
zbroj eksponencijalnih varijabli.

e G (Opéi) : Proizvoljna raspodjela. Taj se simbol rabi kad gledamo svojstva koja ne
ovise o pojedinoj raspodjeli.

Ako je duljina repa ogranic¢ena konac¢nom vrijedno$éu N, koristimo oznaku
A/B/s/N . (7.1.2)

97
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Ako nije drukéije re¢eno, uzimamo N = oo.

Konaé¢no, mozemo specificirati i poredak kojim se stranke posluzuju. Ako nije drukéije
rec¢eno, smatra se da je to FIFO (first in, first out), Sto znaci da se stranke posluzuju redom
kojim dolaze. Alternativa je LIFO (last in, first out). U tom se slu¢aju novopristigle stranke
stavljaju na Celo repa i posluzuju se ¢im se server oslobodi.

7.2 Markovljev slucaj: M/M/s rep

Markovljevi lanci M/M/s su najjednostavniji za analizirati, jer markovska priroda vre-
mena dolazaka i usluga znaci da je duljina repa ustvari Markovljev proces. Stoga mozemo
primijeniti metode razvijene u prethodnim poglavljima.

Primjer 7.2.1 (M/M/1 rep). Najjednostavniji slucéaj imamo za jedan server na koji
stranke dolaze prema Poissonovom procesu s parametrom A, i na kojem je vrijeme usluge
eksponencijalna slu¢ajna varijabla s parametrom u. Pretpostavka o Poissonovim vreme-
nima dolazaka je relativno realisti¢na, jer smatramo da klijenti dolaze iz velikog skupa ne-
zavisnih jedinki. Pretpostavka o eksponencijalnim vremenima usluge je ve¢ diskutabilna.
Uzimamo ju ponajviSe stoga sto dopusta eksplicitne formula za veli¢ine koje promatramo.
Neka je Ny duljina repa u trenutku ¢. Ona se razvija po procesu sa stopom prijelaza

gn,n+1)=X\ za 0,
qgn,n—1)=p za 1. (7.2.1)

n =
n =

Drugim rijecima, Ny je proces radanja i umiranja u kojem dolazak nove stranke odgovara
radanju, a odlazak posluzene stranke umiranju (Slika 7.1).
1z relacije (6.3.17) slijedi da proces ima stacionarnu raspodjelu 7, dakle zadovoljava

(n) = (2)%(0) . (7.2.2)

Konstanta 7(0) se odreduje iz uvjeta da zbroj svih m(n) mora biti jednak 1. Taj je zbroj
geometrijski red pa dobivamo

) = (1-3) (A) A< p. (7.2.3)

1) \ 1

Stacionarna raspodjela je dakle geomterijska (pomaknuta u 0). Ako je A > u, red divergira
i ne postoji stacionarna raspodjela. U tom slu¢aju, stopa dolazaka novih klijenata prelazi
kapacitet posluzitelja i duljina repa raste neogranic¢eno.

Pretpostavimo da je A < p i da se rep uravnotezio. Tada mozemo izracunati razne
zanimljive veli¢ine.

e Vjerojatnost da je posluzitelj zauzet dana je s

P-{N; >0} =1-m(0) = 2 : (7.2.4)

To je upravo udio vremena koji server provede zauzet.
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SLIKA 7.1. Graf pridruzen M/M/1 repu.

e Prosjecna duljina repa dana je s

Zmr =7 i/)lf/,u (7.2.5)

gdje smo koristili izraz za vrijednost oc¢ekivanja geometrijske sluc¢ajne verijable. Pri-
mijetimo da vrijednost divergira kada A/u tezi prema 1.
e Neka je W vrijeme ¢ekanja stranke prije pocetka posluzivanja. Razlikujemo dva slucaja.
Ako je rep bio prazan, vrijeme ¢ekanja je nula i imamo
A
P{W =0} =P.{N; =0} :1—;. (7.2.6)
U suprotnom, ako je rep duljine n > 0 u trenutku dolaska stranke, moramo c¢ekati
dok tih n stranaka ne bude posluzenno. Vrijeme ¢ekanja je dakle zbroj n nezavisnih
eksponencijalnih varijabli s parametrom p, $to je gama varijabla s parametrima (n, ).
Funkcija gustoce za W je dana s

> —pt MU
F6) =D mm e )

)\’I’L 1tn 1
=(1-=)e "
( > Z (n—1)!
_A

M(u A)e (=t (7.2.7)

ngn— 1

Drugim rije¢ima, uz uvjet W > 0, W je eksponencijalna sluc¢ajna varijabla s parame-
trom pu — A
e Prosjecno vrijeme ¢ekanja do pocetka posluzivanja dano je s

o A
E,TW:/ tf(t)dt = ——— . 7.2.8
W)= [t =2y (7.2.8)
Prosje¢no ukupno vrijeme ¢ekanja, uklju¢ujuéi vrijeme posluzivanja, je tada
1 1
EW)+—=—. 7.2.9
(W) PRTES (7.2.9)

Primjer 7.2.2 (M/M/1/N rep). Promatrajmo slu¢aj kada je duljina repa ogranic¢ena s
N. Ako stranka dode i nade rep duljine N, otiéi ée i ne ¢e se prikljuciti repu. U tom slucaju
sustav je opisan Markovljevim procesom sa stopama prijelaza

gn,n+1)=X\ zad<n<N,
qgn,n—1)=p zad<n<N. (7.2.10)
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SLIKA 7.2. Graf pridruzen M/M/1/N repu.

To je jos uvijek proces radanja i umiranja (Slika 7.2), i relacija (7.2.2) i dalje vrijedi za
1 < n < N. Jedina razlika je normalizacija, S§to rezultira stacionarnom raspodjelom

1—X\p (A)" pw
— | = z i,
an) = 1~ MmWFH A (7.2.11)
1
NT1 zZaX=.

Za razliku od repa proizvoljne duljine, stacionarna raspodjela uvijek postoji. Ako je A <
i ako N neograniceno raste, dobivamo stacionarnu raspodjelu M/M/1 repa.

Primjer 7.2.3 (M/M/srep). Pretpostavimo da stranke formiraju jedan rep za s posluzitelja
koji rade paralelno. Kad se jedan posluzitelj oslobodi, dolazi mu stranka s c¢ela repa. U
tom slucaju, uvijek imamo g(n,n+1) = A, no imamo dvije razli¢ite stope g(n,n —1). Ako
je duljina n repa manja od s, tada je samo n posluzitelja aktivno i odlasci se zbivaju po
stopi nu. U suprotnom, ako je duljina repa veca ili jednaka od broja posluzitelja s, svi su
posluzitelji zauzeti i stopa odlazaka je su. Imamo

<s,
g(n,n—1) = {”“ s (7.2.12)
S| zanz=s.

I ovo je proces radanja i umiranja (Slika 7.3), i stacionarna raspodjela, ako postoji, zado-
voljava

11 (Q)w(m - ;<2>nw(o> an<s,

"o " ! (7.2.13)
(L) 1 (2)r0- () e mnee

Ako je A < us, mozemo odrediti 7(0) tako da 7 bude vjerojatnosna raspodjela pa postoji
stacionarno stanje. U suprotnom rep nema stacionarnu raspodjelu.

Mozemo izracunati sve one veli¢ine koje smo izrac¢unali za M/M/1 rep, samo §to su svi
izrazi kompliciraniji. [znimka je prosjeéni broj zauzetih posluzitelja koji je dan s

Zmr(n)+ Z sm(n) . (7.2.14)
n=1 n=s+1

Primijetimo i u izrazu (7.2.13) za stacionarnu raspodjelu da je

iwn— _ nm(n) zan<s,
u( 1) { (7.2.15)

sm(n) zan>s,
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SLIKA 7.3. Graf pridruzen M/M/s repu.

mozemo napisati (7.2.14) u obliku

iA (n—1) ii (7.2.16)

n=1 =

Kako stacionarna raspodjela postoji uz uvjet \/u < s, lako se dobije da je prosje¢an broj
zauzetih posluzitelja manji od s. Udio zauzetih posluzitelja jednak je A/us.

Primjer 7.2.4 (M/M/oco rep). Pretpostavka o beskonaénom broju posluzitelja moze se
¢initi nerealnom, no pokazuje se da ona moze dobro posluziti za opis situacije kad je
broj posluzitelja velik u odnosu na broj stranaka, kao, na primjer, kod nekih telefonskih
centrala.

U tom slucaju, stope prijelaza su dane s

gn,n+1)=2A za

>0,
qg(n,n—1) =np zan>1 (7.2.17)
Stacionarna raspodjela moze se izra¢unati kao i u prijasnjim sluc¢ajevima i dana je ekspli-

citnom formulom
—)\/u ()‘/M)

n!

w(n) =

Duljina repa, koja je jednaka broju zauzetih posluzitelja, ravna se po Poissonovoj raspodjeli
s ocekivanjem \/p.

(7.2.18)

A A A A
OSSOSO OW

2 2u 3

SLIKA 7.4. Graf pridruzen M/M /oo repu.

Navodimo vazan rezultat koji vrijedi za sve M/M/s repove.

Teorem 7.2.5. Ako je \ < su, onda stranke napustaju M/M/s rep prema Poissonovom
procesu intenziteta A.

Dokaz. Ako imamo samo jedan server, s = 1, tvrdnja se provjerava izravnim rac¢unom.
Promatramo dva slucaja.

1. Imamo n stranaka u repu. U tom slucaju, sljedeéi odlazak stranke iz repa dogodit ¢e
se poslije eksponencijalnog vremena sa stopom .
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2. Rep je prazan. Tada treba ¢ekati vrijeme T} po raspodjeli &p(\) do dolaska prve
stranke, plus vrijeme Tb, nezavisno, po raspodjeli &rp(u), dok ta stranka ne bude
posluzena. Funkcija gustoée varijablee T1 4+ T» dobiva se kao konvolucija,

¢

A

/ e e t=8) 4g = a (e — e*)‘t) . (7.2.19)
0 A—p

Prvi slu¢aj nastupa s vjerojatnoséu A/u, a drugi s vjerojatnoséu 1 — \/u. Funkcija gustoce

za vrijeme sljedeceg odlaska dobiva se kombiniranjem tih dvaju slucajeva i glasi

A A\ Apo, _ _
Ze Nt_|_<1_) e M _ oMY = N M | 7.2.20
o n il ) (7.2.20)

To je upravo funkcija gustoce eksponencijalne varijable s parametrom A.

U opéenitom slucaju tvrdnja se dokazuje koristeéi reverzibilnost. Analogno postupku
u dokazu formule (1.5.2), pocevsi od stacionarne raspodjele, proces Ny ima istu raspodjelu
kao i proces s okrenutim vremenom Np_;. Okretanje vremena zamjenjuje uloge stranaka
koje dolaze u rep i onih koje odlaze iz njega, pa i dolazni i odlazni proces imaju istu
raspodjelu. O

Ovaj je rezultat bitan u teoriji repova jer on opisuje raspodjelu stranaka koje staju u
drugi rep nakon §to su bile posluzene u prvom repu.

7.3 Opceniti slucaj: G/G/1 rep

Repovi u kojima vremena dolazaka stranaka i vremena usluge nisu eksponencijalna su
osjetno tezi za proucavanje. Razlog tomu je da vise nemamo Markovljevo svojstvo i tre-
nuta¢no stanje viSe nije dovoljno za poznavanje budué¢nosti, koja sad ovisi i o vremenu
koje je stranka koju se upravo posluzuje veé¢ provela u posluzivanju.

U nekim se slucajevima ovakvi repovi mogu svesti na Markovljeve repove uvodeéi
dodatna stanja.

Primjer 7.3.1 (M/E, /1 rep). Pretpostavimo da stranke dolaze prema Poissonovom pro-
cesu intenziteta A, ali da vremena usluge imaju gama raspodjelu s parametrima (r, u)
uz r > 2. Moguca interpretacija je situacija u kojoj stranka treba r uzastopnih usluga
od kojih svaka treba eksponencijalno vrijeme s parametrom p. Ako N; oznacava zbroj
broja stranaka u repu i broja usluga koje joS treba obaviti za stranku koju se u trenutku
posluzuje, onda se N; ponasa kao Markovljev proces sa stopama prijelaza
gn,n—1)=p zan

)

>1
>0. (7.3.1)

gn,n+r)=2A zan

Broj usluga se smanjuje za 1 po stopi u, a povetava za r dolaskom svake nove stranke.
Ako je A < pu, moze se pokazati da sustav ima stacionarnu raspodjelu koja je linearna
kombinacija geometrijskih raspodjela.
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SLIKA 7.5. Graf pridruzen Markovljevom prikazu repa M/E,./1.

U pravilu, ovakva Markovljeva reprezentacija nije moguca i moramo se sluziti teorijom
procesa obnavljanja. Takav je proces karakteriziran nizom slu¢ajnih vremena 0 < 77 <
T» < ..., zvanih vremena obnavljanja, takvih da je ponaSanje na svakom vremenskom
intervalu [T},, Ty,+1) nezavisno i s istom raspodjelom kao i na drugim intervalima.

Trebat ¢e nam sljedeéi rezultat, poznat kao jaki zakon velikih brojeva.

Teorem 7.3.2 (Zakon velikih brojeva za procese obnavljanja). Neka je 1/u ocekivanje
intervala Ty+1 — T, i neka je Ny = sup{n: T,, < t} brojeca mjera vremena obnavljanja.
Tada je

1
P{tlgrolo ENt = ,u} =1. (7.3.2)
Stovi§e,
1
tliglo ;E(Nt) = L. (7.3.3)

Relacija (7.3.3) potvrduje da prosje¢ni broj vremena obnavljanja konvergira prema u
u srednjem ergodi¢nom. Veli¢inu p mozemo dakle promatrati kao stopu procesa.

Promatrajmo rep u koji stranke dolaze prema procesu obnavljanja sa stopom A, i u
kojem je vrijeme usluge slu¢ajno s ocekivanjem 1/ .

Teorem 7.3.3. Ako je A\ < p, i ako je pocetna duljina repa konacéna, onda ée duljina repa
dostiéi 0 u konacénom vremenu skoro sigurno. Stovise, udio vremena u kojem Ce posluzitelj
biti zauzet je A/ .

Dokaz. Vrijeme T,, dolaska n-te stranke je zbroj n nezavisnih sluc¢ajnih varijabli s oéekivanjem
1/A. Jaki zakon velikih brojeva kaze da s vjerojatnoséu 1 imamo

lim — = —. (7.3.4)

Neka je Zy vrijeme potrebno za posluziti stranke koje su u repu u trenutku 0 i neka
je s; vrijeme potrebno za posluziti i-tu stranku koja dode poslije vremena 0. Znamo da
je E(s;) = 1/u. Pretpostavimo suprotno, da ée posluzitelj biti uvijek zauzet. Tada n-ta
stranka odlazi u vrijeme Zy 4+ S, gdje je S, = s1 + -+ + s,. Jaki zakon velikih brojeva
povlaédi da je
Zo+ S, 1
lim 2020 _ 2 (7.3.5)
n—o0 n 1%
Kako je 1/ < 1/, to povlaci da za velike n, n-ta stranka odlazi iz repa prije nego sto je

dosla, sto je nemoguce. Dakle posluzitelj ne moze biti cijelo vrijeme zauzet.
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Neka je sada A,, vrijeme koje je server proveo zauzet u trenutku 7;,. Tada imamo
Ap,=8S,—Z,, (7.3.6)

gdje je Z, vrijeme potrebno za isprazniti rep od stranaka u njemu u trenutku 7},. Sada je

T T AT/ (737

S druge strane, ako rep dostize ravnotezu, E(Z,) mora ostati ograni¢eno, dakle Z,, /n mora
teziti u 0. O

Za sluéaj M/M/s repa smo pokazali izravnim ra¢unom da je udio vremena tijekom
kojeg je posluzitelj zauzet jednak A/pu. Sljedeéi rezultat nam kaze da je to istina i za sve
druge G/G/1 repove.

Neka je X; duljina repa u trenutku ¢, i neka je W, vrijeme ¢ekanja n-te stranke. Dvije
vazne veli¢ine su srednja duljina repa

1 t
L=1lm - | X,ds, (7.3.8)

t—oo t 0
i srednje vrijeme ¢ekanja

= lim —ZW (7.3.9)

n—oo n

Teorem 7.3.4 (Littleov zakon). Neka je \* stopa kojom stranke dolaze i prikljucuju se
repu. Tada je
L=X\W. (7.3.10)

U slu¢aju M/M/1 repa imamo A* = A. Izravnim ra¢unom smo dobili prosje¢nu duljinu
repa (A/u)/(1 — (\/p)) 1 prosjeéno vrijeme ¢ekanja 1/(u — A). Littleov zakon je, dakle,
provjeren za taj sluc¢aj. Imajmo, medutim, na umu da je to prosjecna vrijednost u odnosu
na stacionarnu raspodjelu. No pokazuje se da su ti prosjeci jednaki ergodickim prosjecima
za Markovljeve procese.

Promotrimo, kona¢no, vazan posebni slucaj repa M/G/1, u kojem stranke dolaze po
Poissonovom procesu intenziteta A. Znamo da posluzitelj naizmjence prolazi kroz zauzeta
i slobodna razdoblja. Neka je O,, trajanje n-tog razdoblja zauzetosti. Slobodna razdoblja
imaju srednje trajanje 1/A. Udio vremena tijekom kojeg je posluzitelj slobodan je dan s

1/A

TATEO) (7.3.11)

S druge strane, Teorem 7.3.3 pokazuje da je taj udio jednak 1 — \/u. Zaklju¢ujemo da je

1/p
1—=Xp~

Konaéno, vazno svojstvo repova M/G/1 je sljedece.

E(On) = (7.3.12)
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Teorem 7.3.5 (Svojstvo PASTA). Neka je w(n) udio vremena tijekom kojeg je rep duljine
n, 1 neka je a, asimptotski udio stranaka koje na dolasku nalaze rep duljine n. Tada je

an =7(n) . (7.3.13)

Skrac¢enica PASTA dolazi od engleskog “Poisson arrivals see time averages”. To svoj-
stvo ne mora vrijediti za vremena dolaska koja ne slijede Poissonovu raspodjelu.

7.4 Zadatci

Zadatak 7.1. Benzinska crpka ima samo jedan uredaj za punjenje. Vozila dolaze po
Poissonovim procesu po stopi od 20 vozila na sat. Vrijeme punjenja je eksponencijalna
slu¢ajna varijabla s ocekivanjem 2 minute.

1. Odredite stacionarnu raspodjelu broja vozila na crpki.
2. Odredite prosje¢no vrijeme ¢ekanja do pocetka punjenja i ukupno vrijeme.
3. Koji udio vozila mora ¢ekati prije pocetka punjenja? Koji udio mora ¢ekati dulje od 2
minute?
Pretpostavimo sada da vozaci koji na crpki zateknu 2 vozila odlaze bez tocenja goriva.

4. Odredite stacionarnu raspodjelu broja vozila na crpki. Koja je vjerojatnost da ¢e vozilo
oti¢i bez punjenja?
5. Odredite prosjetna vremena ¢ekanja i usluge.

Zadatak 7.2. Stranke pristizu u frizerski salon po Poissonovom procesu po stopi od 5
stranaka na sat. Radi samo jedan frizer i njegovo vrijeme usluge za pojedinu stranku je
eksponencijalno s o¢ekivanjem 15 minuta. Cekaonica ima samo dva stolca; ako stranka
dode dok su oba zauzeta, odlazi neusluzena.

1. Izracunajte stacionarnu raspodjelu.

Koja je vjerojatnost da ¢e stranka morati ¢ekati prije pocetka usluge?

Odredite prosjecno vrijeme Cekanja.

Koji je prosjecni broj stranaka posluzenih u jednom satu?

Pretpostavimo sada da imamo dva frizera od kojih svakom treba vrijeme za jednu
stranku koje ima eksponencijalnu raspodjelu s o¢ekivanjem pola sata. Izracunajte pro-
sje¢ni broj klijenata usluzenih u jednom satu.

ik o

Zadatak 7.3. Pozivni centar osiguravajuéeg zavoda prima u prosjeku 40 poziva na sat.
Ima 3 operatera koji odgovaraju na pozive i trajanje poziva je eksponencijalno s o¢ekivanjem
3 minute.

1. Koji je prosjecni broj operatera koji su zauzeti?

2. Koja je vjerojatnost da ¢e stranka morati ¢ekati odgovor na poziv?
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Zadatak 7.4. Cekaonica doktora H ima dva stolca. Pacijenti dolaze po Poissonovom
procesu po stopi od 6 pacijenata na sat. Pacijenti koji nadu 3 stolice zauzete odlaze nadi
drugog lije¢nika. Trajanje konzultacija je eksponencijalno s ocekivanjem 3 minute.

1. Koja je vjerojatnost da je ¢ekaonica puna?
2. IzraCunajte oc¢ekivano vrijeme ¢ekanja pacijenta prije pregleda.
3. Koliko pacijenata lijetnik prosje¢no pregleda na sat?

Zadatak 7.5. Thelma i Louise imaju frizerski salon ¢ija ¢ekaonica ima dva stolca. Svakoj
od njih za usluziti jednu stranku treba eksponencijalno vrijeme s o¢ekivanjem 30 minuta.
Stranke dolaze po Poissonovom procesu po stopi od 5 na sat. Ako su oba stolca u ¢ekaonici
zauzeta, odlaze neobavljena posla.

1. Odrediti stacionarnu raspodjelu procesa.

2. Koja je vjerojatnost da je ¢ekaonica puna?

3. Koja je vjerojatnost da su obje frizerke zauzete? Da je samo jedna zauzeta? Da nijedna
nije zauzeta?

4. Koje je srednje vrijeme ¢ekanja stranaka?

5. Koji je udio vremena Louise zauzeta? Jeste li morali nesto posebno pretpostaviti kako
biste dobili rezultat?

Zadatak 7.6. Madame Jamilah prorice sudbinu na sajmu u Patelin-sur-Loire. Stranke
dolaze po Poissonovom procesu intenziteta 4 po satu, a trajanje konzultacije ime ekspo-
nencijalnu raspodjelu s ocekivanjem od 10 minuta.

1. Pretpostavimo da red pred njenim Satorom moze biti dugacak koliko god treba. Izracunajte

(a) stacionarnu raspodjelu duljine repa;
(b) prosjecno vrijeme ¢ekanja stranke;
(c) prosjecni broj stranaka po satu.

2. Uslijed problema s javnim redom i mirom, organizatori sajma zabranili su ¢ekanje u
redu izvan Satora, a u maloj ¢ekaonici u Satoru ima mjesta za samo jednu stranku.
Odredite

(a) stacionarnu raspodjelu broja stranaka,;
(b) prosjecno vrijeme ¢ekanja stranke;
(c) prosjecni broj stranaka po satu.

Zadatak 7.7. Promatramo M/M/2 rep koji usluzuje stranke po stopi i, i M/M/1 rep koji
usluzuje stranke po stopi 2u. Za koji od tih repova je veéa vijerojatnost da je posluzitel;
zauzet?
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Zadatak 7.8 (M/M/s/0 rep). Pozivi dolaze na telefonsku centralu po Poissonovom pro-
cesu sa stopom A. Centrala ima s raspolozivih linija, a poziv na jednoj liniji ima eks-
ponencijalno trajanje s oc¢ekivanjem 1/u. Poziv koji dolazi kad su sve linije zauzete biva
odbijen.

1. Nadite stacionarnu raspodjelu.

2. Izracunajte vjerojatnost odbijanja poziva.

Zadatak 7.9. Cilj ovog zadatka je usporediti dva tipa repa s dva posluzitelja.

U prvom slucaju stranke formiraju jedan rep i biraju prvog posluzitelja koji bude
slobodan (M/M/2 rep). Pretpostavimo da stranke stizu po Poissonovom procesu sa stopom
A, i da je vrijeme usluzivanja eksponencijalno s parametrom p = A.

G

™~
e

G

. Odredite stacionarnu raspodjelu 7 za ovaj rep.

. Koja je vjerojatnost da stranka ne ¢e morati ¢ekati prije pocetka usluzivanja?
. Koje je prosjec¢no vrijeme ¢ekanja prije poc¢etka usluzivanja?

. Neka je S broj zauzetih posluzitelja. Odredite E,(S).

0000 <>—

N R

U drugom slucaju imamo za svakog usluzitelja poseban rep. Stranke biraju svaki od
njih s vjerojatnoséu 1/2.

< E) 000 p»
AN N
/

(A_ |E) OO0 A/2

5. Objasnite zasto je, s gledista stranke, ovaj slucaj ekvivalentan jednom M/M/1 repu
sa stopom A/2 1 A.

Odredite stacionarnu raspodjelu 7 za ovaj rep.

Koja je vjerojatnost da stranka ne ¢e morati ¢ekati prije pocetka usluzivanja?

Koje je prosje¢no vrijem ¢ekanja prije pocetka usluzivanja?

Neka je S broj zauzetih posluzitelja. Odredite E(.5).

10. Usporedite ova dva sustava.

© 0N
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Dodatak A

Rjesenja nekih zadataka

Ovaj dodatak sadrzi rjeSenja nekih zadataka. Dani odgovori sluze samo za provjeru vasih
rjeSenja i ne pruzaju detaljne upute.

A.1 Zadatci iz Poglavlja 1

Zadatak 1.1
1. Numeriramo stanja ovim redom: Téte Rousse, Aiguille du Gotter, Nid d’Aigle, Mont
Blanc.
0 p g O
_|a 0 0 p _ (0 p _(a O
P_00107 Q_<q0)’ R_(Op'
0 0 01

Fundamentalna matrica :

1 1 p
e (q 1> '
2. Pi{X, =4} =p*/(1 — pq).

Pt =(5-1)/2

4. Eq(r) = (1+p*)/[1 —p*(1 — p")] = (1 +V5)/[2(3 — V/5)] = 2.118.

@

Zadatak 1.2

3/2 1/2 1/2
F= (3/4 5/4 1/4) .
3/4 1/4 5/4

2. Pi{X, =4} = 1/2, Po{X, = 4} = 3/4 = P3{X, = 4}.
3. Ei(r) = 5/2, Eo(r) = 9/4 = Es(7).

Zadatak 1.3

1. Numeriramo stanja : E, prednost A, prednost B, A pobjeduje, B pobjeduje,

0 3/5 2/5 0 0
Q<2/5 0 0), 3(3/5 0).
3/5. 0 0 0 2/5

109
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3. P1{A pobjeduje} = 9/13.
4. Ey(r) = 50/13.

Zadatak 1.4

1. Matrica prijelaza u kanonskom obliku i fundamentalna matrica su dane s

0 1/3 1/3 1/3 0 | (33 16 15
Q=14 0 4], R=[14 14), F=g(12 32 12
1/3 1/3 0 0 1/3 15 16 33
2. Ei(7) = 8/3.

3. Pi{X, =5} =3/8.

Zadatak 1.5

1/2 <::>‘\\\\\i<j6
1/16 :;;\\\‘

7/16 (::::;(:::)

e O
N7

2. P? ima samo pozitivne elemente, dakle je lanac regularan.
3. ™= 35(1,8,8,16).

7/16

Zadatak 1.6
1.
0 1 0 0
1/4 1/2 1/4 0
P=
0 1/2 0 1/2
0 0 1 0
2. Lanac je ireducibilan.
3. Lanac je regularan (svi elementi od P* su strogo pozitivni).
4. m=(3351%).
5. Lanac je reverzibilan.
Zadatak 1.7
1.

0 1/2 0 1/2
/2 0 1/2 0
/2 0 1/2 0

0 1/2 0 1/2

P=

Lanac je ireducibilan.
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2. Lanac je regularan (svi elementi od P? su strogo pozitivni).

3.r=(344 0.

4. Lanac nije reverzibilan. Na primjer, m1p13 = 0 # m3p31.

Zadatak 1.8

1/3
"CO__@_e0"

1. Lanac je regularan s matricom prijelaza (za stanja X = (Lijepo, Kisa, Snijeg))

1/4 3/4 0
P=11/2 1/3 1/6
0 1/2 1/2
2 7= (L4 1)
3. IESnijeg(TSnijeg) = 6.
Zadatak 1.9
1 1/3 2/3
odiodiBoWiBoel
.~ .~ ~_
2/3 1/3 2/3
1.
0 0 0 1
p_ 0 0 2/3 1/3
1 o 2/3 1/3 0
2/3 1/3 0 0
2. Lanac je regularan.
3. m=(&, 2, &, %), dakle 7(0) = &.
4 % -m(0) = %

§ mimiot, Bomisje,
pj=ql—% zaj=i+1, dakle py={~F* zai=j—1,
0 inace , 0 inace .
Neka je
1 N!
T, —
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Onda je

i N! 1 N-j+1 1 J+1
o
2 PiTON | G-DN—j+ 1) N G+DN - -1 N
Nl j+N—j
— =, .
N 2N (N =)

Zadatak 1.11

1. Lanac je
e apsorbirajuéi za p =0 ili ¢ = 0;
e ireducibilan neregularan za p = ¢ = 1;
e regularan u ostali slucajevima.

2. Jezgra je generirana s (p, —q)7; slika s (1,1)7.
3. Izravnim se rac¢unaom dobije

_l—=(p+aq) (p -p
@= p+q (—q Q>

zatim Q% = [1 — (p+ ¢)]Q i onda Q" = [1 — (p + ¢)]" ' Q za svaki n > 2.
4. PP=(Q+1)2 =Q*+1Q + QI + 112 = Q% +1I, pa je

Pn:Qn+H:[1—(p+q)}”(p —p>+1<q p> '
P+q -¢ q) ptq\q p

Slijedi da za 0 < p + g < 2 vrijedi lim,,_,o, P™ = 1.
Ako je p=gq =1, onda je P" = I za paran n i P" = P = ({}) za neparan n.
Ako je p = ¢ = 0, matrica @ nije definirana, no P = I pa i P" = I za svaki n.

Zadatak 1.12

Ocekivano vrijeme povratka je 60/2 = 30.

Zadatak 1.13

1. 420/3 = 140.
2. 208/3.
3. 280/7 = 40. (Pazite, lovac se kreée samo po poljima iste bojel!)

Zadatak 1.14

1. Stacionarna raspodjela je uniformna : m; = 1/N Vi.
2. Lanac je reverzibilan ako i samo ako je p = 1/2.

Zadatak 1.15
2. m = N;/ Zjev N; gdje je N; broj susjeda vrha i.
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A.2 Zadatci iz Poglavlja 2

Zadatak 2.2

Lanac je ireducibilan za 0 < p < 1.

Po{ro =n} = p" (1 — p) (geometrijska raspodjela).

Zbrajajuci geometrijski red provjerava se da je >, o Po{7o = n} = 1.
Vrijedi Eo(70) = 3 ,50np" (1 —p) =1/(1 — p) < cc.

Kako je Po{X; =0} > 01iPo{X2 =0} > 0, stanje 0 je aperiodi¢no.
o = 1/E0(7‘0) =1 —p.

m = (1 — p)p* za svaki i > 0 (jos jednom geometrijska raspodjela).

O Ut W

Zadatak 2.3

Lanac je ireducibilan ako za svaki n > 0, postoji m > n takav da je p,, > 0.
Po{ro =n} = pp-1(1 —p).

Po{ro < oo} =3 2oPn-1=1.

Vrijedi Eo(70) = Y50 WPn—1 = Y_ps1(n 4+ 1)pp = E(L) + 1 < o0,

Dovoljno je NZD{k: p > 0} = 1.

mo=1/(E(L) +1).

7T1=7T()iﬂiZ(l—pl—pQ—---—pi_1>7T0 Z&SV&kii}Q.

N Otk W

Zadatak 2.4

Lanac je ireducibilan.

Py{m = 2n} = 27" dakle je 1 povratno.
E1(71) = 4 dakle je 1 pozitivno povratno.
Stanje 1 nije aperiodi¢no, ima period 2.
™ = 1/4.

m; = 2~ D) za svaki ¢ # 0.

ANl S

Zadatak 2.5

1. p(0) =01ip(N)=1.
7. p(i)=i/Nzai=0,1,...N.

Zadatak 2.6

2. £(0) = F(N) =0.
7. (i) =i(N —i)zai=0,1,...N.

Zadatak 2.7

h(0) =1 jer je 19 = 1.

h(i) = 1 za svaki 1.

pa? —a+1—p=0dakle je a € {1,(1 — p)/p}.

Kada je p < 1/2, a =1 je jedino dopustivo rjesenje, sto daje h(i) = 1 Vi.

Kadap > 1/2, dvarjesenja « € {1, (1—p)/p} mogu biti vjerojatnosti. Moze se pokazati
da je a = (1 — p)/p ispravno rjesenje, dakle je h(i) = [(1 — p)/p]".

o=
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Zadatak 2.8

Lanac je ireducibilan za 0 < p < 1.
Lanac je aperiodican.

an = (p/(1 = p))" 0.
Mora biti Zn>0 ay, < 00, dakle p < 1/2. U tom sluc¢aju dobivamo

ap 1-2p < D >n
Zm>0 Qm I-p\1—-p .
5. Lanac je pozitivno povratan za p < 1/2.

Eo(r0) = 1/m0 = (1 —p)/(1 - 2p).
7. Ocekivani polozaj je

L .

Ty =

o

Er(X) =Y nmy=—>

= 1-2p°
Zadatak 2.9
1. f(0,A) =01 f(N,\) =1.
4. cosh(c) = e
5. a = —b=2/sinh(cN), i onda
.\, _ sinh(ci)
@0 = sinh(cN)
6. Vrijedi
S i(NE—4?) 5
f(%M-N—T)\"‘O()\)a

pa onda imamo P{X,; = N} = i/N i Ej(tl{x —n3}) = i(N? —i%)/(3N).

Zadatak 2.10

1. Lanac je ireducibilan za 0 < p < 1.
2. Lanac nije aperiodican (period mu je 2).
3.

2n

Po{Xan =0} =p"(1—p)" < N >
4. ( )n
4p(1 —p)
Popi X9y, =0p ¢ ————
Lanac je prolazan za p # 1/2, povratan za p = 1/2.

6. Y, je prolazan za p > 1/2.
7. Y, ima stacionarnu raspodjelu pa je pozitivno povratan ako i samo ako je p < 1/2.
8. Y,, nul-povratan ako je p =1/2.

Zadatak 2.11
1. f(0)=0i f(N)=1.

3. zy=1liz_=p
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4. a=1/(1—p") = —b, dakle

A.3 Zadatci iz Poglavlja 4

Zadatak 4.1

1. Bernoullijeva: Gx(z) =1 —p + pz.

2. Binomna: Gx(z) = (1 —p + pz)™.

3. Poissonova: Gx(z) = e**=1,

4. Geometrijska: Gx(z) = pz/[1 — (1 — p)z].
Zadatak 4.2

1. Bernoullijeva: E(X) = p, Var(X) = p(1 — p).

2. Binomna: E(X) = np, Var(X) = np(1 — p).

3. Poissonova: E(X) = A, Var(X) = .

4. Geometrijska: E(X) = 1/p, Var(X) = (1 — p)/p>.

Zadatak 4.4

1. E(zS") =Gx(2)".
3. Gs(z) = e*(z=1) dakle S ima Poissonovu raspodjelu s parametrom g\.

Zadatak 4.5

2. P{Y <y} =P{U <o 'y} =v"'(y).
3. p(u) = —log(1 —u)/X.

A.4 Zadatci iz Poglavlja 5

Zadatak 5.1

1. 1/9.
2. 5/9.

Zadatak 5.2

—e %

1. e™
2. e~
3. 1/4
4. 3/4.



116 DODATAK A. RJESENJA NEKIH ZADATAKA

Zadatak 5.3

674.

. Poslije 1 minute.
(2/3)3 = 8/27.
. 8et/(1—e2).

U

Zadatak 5.4

5.
. (37/2)e7.
1/161 1/4.
1/4.

W N =

Zadatak 5.5

1. Gamma raspodjela s parametrom (n,2).
2. Raspodjela od (X,, —n/2)/y/n/4 je priblizno standardna normalna raspodjela.
3. T'=13.59 minuta.

Zadatak 5.6

e*’\t()\t)”/n!.
e~ Alt+s) (At)™/nl.
e s,

1/, dakle jednako ocekivanom vremenu izmedu prolaza.

W =

Zadatak 5.7

To je Poissonov proces intanziteta A + u.

Zadatak 5.8

1. N; ima Poissonovu raspodjelu s parametrom At.
2. Vrijedi
1 k!

PM, = 1INy = b} = o q—p

3. M, ima Poissonovu raspodjelu s parametrom At/2.

4. Intenzitet od Y, je \/2.
5. Y, je Poissonov proces intenziteta g\.

A.5 Zadatci iz Poglavlja 6

Zadatak 6.1
1.
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_ (5 1 4 6
2. ™= (E’ 16° 16° E)

3. Proces je ireducibilan.
4. Proces nije reverzibilan.

Zadatak 6.2

(?)

2 7= (4,11,

3. 12 putovanja godisnje.

Zadatak 6.3
1.

-1 0 1 0
2 =3 0 1
L= 0o 2 -2 0

o o0 2 =2
2. m=1(0.4,0.2,0.3,0.1).
3. 1.2 racunala mjese¢no.
Zadatak 6.4
1. 7= 3:(100,1,4).
2. Udio vremena je % = %.
3. Opcenito,

1 . . L/ N .
7(0) = —=——— i (i) = ——=—— zai=1,...,N
1+Zjﬂj/)‘j 1+Zjﬂj/>‘j

117
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Zadatak 6.5

Udjeli vremena su jednaki vrijednostima 7, koje se izrazavaju kao u prethodnom zadatku,

opdi slucaj.

Zadatak 6.6
Lor= (424,

2. 50/7 stranaka na sat.

Zadatak 6.7
1. Za N =1,
0 0 n e 1
L:<—M M>’ L"= ()" 'L VYn>1, Pt:<1_eut
2. Za N = 2,
Pi(2,2) =e M,
Bi(2,1) = pte
Pi(2,0) =1— (14 pt)e
3. Za proizvoljan N,
: (R :
Py(N,j)= ————e*# =1
t( ’]) (N—])'e ) J )
(NN
P(N,0O)=1—(1 s
(N, 0) < + pt + +(N—1)' e
4. Vrijedi
S SR
E(}Q): (N_])Pt(Naj): e_ut+NPt<N70)7
(k—1)!

sto povlaci

Zadatak 6.8
1 0 0
1 —e M e Mt 0o ...
P=11- (14 put)e ™M pte # e nt 0
Zadatak 6.9
1.

-2 A 0
L=10 =X A

0
e M)
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2. m=(3,4 1)
3.
010 0 01
R=1[0 0 1], R*=11 0 0}, R =T,
1 00 010
paje R" = R" (mod 3)
4.
) () (A
M= (M) fO) ()
I fl(ae) - f(A)
i Pt = e*M e)‘tR.
Zadatak 6.10
1.
—NX XA A A
poo -0 0
L=| M 0 —u 0
7 0 0 —p
2.
= (A )
- H+N)\ M? 9ty
3. Sustav je reverzibilan.
4.
1+ xe Ot X — ye= (Mt
Py = —(A+p)t —(A+p)t
)\+1U’ M-[ue(""“) )\+Me( H
5. Za j =0,
1+ Ne (N+Dut
P, =
1 — e~ (N+1)ut
Qt(o) N+ 1 )
izaj#0
1— e_(N+1)Mt
P —
Qu(j) = ]\g\f
+1

6. Za svaki i £ 0, Py(i,0) = Qi(0) i
Py(i,j) = (5@' - %) e M +Qu(j)

za svaki j # 0.

7. tlggoPt(z,j) = N1 2sveid.
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A.6 Zadatci iz Poglavlja 7

Zadatak 7.1
m(n) = (1/3)(2/3)".

4 minute i 6 minuta.

2/31(2/3)e /3 22 0.48.

= %(9, 6,4). Vjerojatnost odlaska je 4/19.
28/19 = 1.47 minuta i 66/19 = 3.47 minuta.

Tl o

Zadatak 7.2

1. 7(0) = 64/369 i m(n) = (5/4)"(0).

2. 305/369 = 0.827.

3. m(0) - 655/256 =2 0.444 sata = 26.6 minuta.
4. 1220/369 = 3.31 stranaka na sat.

5. 4-1685/1973 = 3.41 stranaka na sat.

Zadatak 7.3

1. 47/24 = 1.958 zauzetih operatera.
2. 11/24 = 0.458.

Zadatak 7.4

1. 7(3) = 27/65 =2 0.415.
2. 387/13 = 29.77 minuta.
3. 228/65 = 3.5 stranaka na sat.

Zadatak 7.5

7(0) = 625/1364 (1,2/5,8/25,32/125, 128/625).
128/1363 = 9.39%.

35.8%, 18.34% i 45.85%.

(904/1363) - 15 minuta = 9.95 minuta.
613/1363 = 44.97%.

U W

Zadatak 7.6
1(2\n

) ™ =35(5)"

) Ex(W) = 3 sata = 20 minuta.

) 4 stranke na sat.

) m=15(9,6,4).

) Ex(W) = 240 =~ 7.37 minuta.

) 3.16 stranaka na sat.

=l
I

Zadatak 7.7

Vjerojatnost je dvostruko veéa za lanac M/M/1.

RJESENJA NEKIH ZADATAKA
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Zadatak 7.8

1.

2.

—

s).

Poziv se odbija s vjerojatnoséu w

Zadatak 7.9

_

CORXND AW =

111 1 1

- (3’3’6’ 127@"')'

P AW =0} =2/3.

E-(W)=1/(3)).

E(S) =1.

m(n,m) = 9~ (ntm+2) gdje su n i m broj stranaka u svakom repu.

P {W =0} =1/2.

E(W)=2/\

Er(S) =5/4.

S gledista stranaka, prvi sustav je bolji: prosje¢no vrijeme ¢ekanja je krace i vjerojat-
nost da ée biti odmah posluzeni je vec¢a. Drugi sustav daje nesto veéu stopu zauzetosti.
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