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Predgovor

Postovani Citatelji,

u rukama imate nastavni materijal koji izlaZe gradivo kolegija Matematika 1 za
studente prve godine Gradevinskog fakulteta. MoZda se pitate zasto nam, unatoc
dostupnosti niza dobrih udZbenika na hrvatskom jeziku koji obraduju sadrzaje
ovog kolegija, treba (i) ova skripta. Pitanje je to koje smo si i mi kao autori
postavili kad smo procjenjivali trebamo li pristupiti radu na njoj. Odgovor do
kojeg smo dosli odito je bio dovoljno poticajan da ju napisemo; ponudit ¢emo ga

i vama u nadi da ¢e i za vas biti dobra motivacija da se njome sluZite.

Prvi dio odgovora je sadrzan u samom pitanju. Toc¢no, postoji vise dobrih
udzbenika, no niti jedan od njih ne pokriva u potpunosti program naseg kolegija.
Jedan od uzroka takve situacije je i nedavna reforma visokog obrazovanja, koja je
uvjetovala saZimanje nastavnih planova i smanjenje broja i satnice matematickih
kolegija. Posljedi¢no, u okviru kolegija Matematika 1 nasli su se zajedno sadrzaji
iz linearne algebre i iz matemati¢ke analize, dvaju podrudja koja su zbog svoga
opsega i znacaja vrlo rijetko zastupljena u istom udzbeniku. Nadalje, postojece
knjige iz linearne algebre obuhvacaju i teme kojima u nasem kolegiju nije bilo
mjesta, kao Sto su teorija grupa ili teorija linearnih operatora. Pisanjem materijala
koji ¢e ukljucivati samo relevantne sadrzaje iz obaju podruéja Zeljeli smo otkloniti
potrebu konzultiranja vise udZbenika i probleme vezane s njihovim nabavljanjem.
Osim toga, zajedni¢ki okvir omogudio je i standardiziranje notacije i olak$ao

pozivanje na prijasnje rezultate.

Drugi dio odgovora vezan je uz dojam da su postojeci udzbenici po koncep-
ciji i nadinu izlaganja vie orijentirani prema publici kojoj je matematika primarni
interes. Shodno tomu, primjerena se pozornost posveuje strogosti formulacije

rezultata te njihovim izvodima i dokazima. Nama se, pak, ¢ini da je u nastavnhom



i

materijalu namijenjenom studentima tehni¢kih fakulteta nuzno i korisno u izvjes-
noj mjeri odstupiti od tih standarda i umjesto na matemati¢ku rigoroznost nagla-
sak staviti na motivaciju, primjere i primjene pojmova koji se obraduju. Skripta
pred vama je rezultat naSeg poku3aja nalazenja dobrog kompromisa izmedu tih
zahtjeva. Kompromis je vidljiv ve¢ i u samom izgledu teksta, posebno u dije-
lovima otisnutima sitnijim slovima. Te dijelove, koji uglavnom sadrze dokaze,
moguce je izostaviti pri spremanju ispita. Oni sluZe za zadovoljenje intelektualne
znatiZelje zahtjevnijeg Citatelja.

Pri pisanju skripte nismo se posebno trudili u€initi ju saZetom. Uostalom,
Matematika 1 je opseZan kolegij, s velikom satnicom (4+44), koji nosi 9 ECTS
bodova (najvise na prvoj godini studija), i Zeljeli smo vec i samim opsegom skripte
naglasiti potrebu kontinuiranog rada i uéenja.

Ugodna nam je duznost zahvaliti Alanu Filipinu, Dori Pokaz i Martini Ben-
kovi¢, koji su pozorno &itali dijelove rukopisa, predloZili nam mnoga poboljsanja i
pronasli brojne pogreske. Zahvaljujemo i studentima Matiji Soéevu, Dejanu Sto-
jakovi¢u, Mati Stojanovu, Marku Vlaini¢u i Igoru DaidZi¢u koji su nam ukazali
na pogreske u ranijoj verziji skripte. Bit ¢emo zahvalni svima koji nas upozore
na preostale propuste i nedostatke.

U Zagrebu, rujna 2008. Tomislav Dogli¢

Nikola Sandri¢
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Uvod

Zasto (i kako) treba utiti matematiku?

Matematika je nezaobilazan dio programa na svim tehni¢kim fakultetima.
Predaje se, tradicionalno, na prvim godinama i mnogim studentima predstavlja
ozbiljnu, ponekad i nepremostivu prepreku na putu do stjecanja akademskog
stupnja. Razumljivo je, stoga, da si mnogi studenti postavljaju pitanja: A zasto
nam to, uopCe, treba? Zasto moramo ulagati puno truda i vremena u ulenje
stvari koje nisu ono &ime se u Zivotu Zelimo baviti? | zasto nam te stvari, ako
nam i trebaju, predaju na apstraktan nacin koji nam je stran i koji nije blizak
nasoj svakodnevnoj praksi i iskustvu? Unato¢ tomu $to su to smislena i legitimna
pitanja, ona se rijetko postavljaju javno i naglas - studenti se ne Zele dovesti u
poloZaj da im se s visoka odgovori kako je to jasno, olito, da je tako uvijek bilo i
da nije moguce biti dobar inZenjer ne znajuéi matematiku. Svrha je ovog uvodnog
poglavlja odgovoriti na ta i sli¢na pitanja i uvjeriti studente da je ulaganje truda
i vremena u svladavanje programa ovog kolegija dobra investicija. Za pocetak,
ispri¢at cemo vam pricu.

Na nekom trZistu za pretplatnike se nadmecu dvije tvrtke mobilne telefonije,
MobiFon i TeleZvon. MobiFon nudi usluge uz mjesecnu pretplatu od 200 kn
i cijenu razgovora od 1 kn/min. TeleZvon trazi 0 kn mjesetne pretplate, ali
minuta razgovora naplacuje se 2 kn. Koju od njih odabrati ako olekujemo da
¢emo telefonirati po 5 min svaki dan? Treba |i taj izbor preporuditi i prijatelju
koji pri¢a po dva sata dnevno?

U istom gradu su i dvije tvrtke za iznajmljivanje automobila. Tvrtka OdiMi
traZzi 400 kn za vozilo i jo§ 1 kn po prijedenom kilometru, dok tvrtka DojdiMi
napla¢uje 800 kn za pocetak i 0.5 kn po kilometru. Kod koje od njih treba
iznajmiti automobil za odlazak u grad udaljen 600 km i povratak iz njega? Je li



to ista tvrtka kod koje treba iznajmiti vozilo za odlazak po poslovnog partnera
na aerodrom udaljen 20 km?

Na gornja e pitanja odgovoriti svatko tko je svladao €etiri ratunske operacije,
jer odgovor ne zahtijeva niSta vise od nekoliko zbrajanja i mnozenja. Uz neSto
eksperimentiranja i pogadanja moguce je ustanoviti i da su za neku kilometraZu
(ili minutaZu) troskovi isti; u nasem primjeru, to je 800 km. No je li to jedina
takva vrijednost? Mogu li se troskovi podudarati i za neku manju vrijednost? Ili
za neku vecu? Mozemo li biti sigurni da je na sva putovanja dulja od 800 km
ponuda DojdiMi povoljnija od OdiMi, ili za neke velike udaljenosti ponovo OdiMi
postaje jeftinija? | kako bismo u to uvjerili skeptika kojem to nije jasno i o&ito? |
moZe li nam odgovor na ova pitanja nekako pomod¢i odgovoriti na sli¢na pitanja
o mobitelima?

Gornji su primjeri jednostavni, gotovo karikirani. Unato& tome, njihovom
analizom moZemo do¢i do odgovora na neka od pitanja s poletka ovog poglavlja.
Prvo, uotimo da je zajedni¢ka karakteristika obaju problema to $to ovise samo
o stvarima koje se dobro opisuju brojevima. Nije bitan tip mobitela, niti marka
automobila, niti grad u koji se putuje. Bitne su cijene, udaljenosti, trajanje.
Bitni su, dakle, kvantitativni aspekti. Nadalje, jednom kad zanemarimo mobitele
i automobile i probleme svedemo na kvantitativne aspekte, vidimo da oba nasa
problema imaju istu strukturu; u oba slu¢aja jedna veli¢ina (cijena) ovisi o drugoj
(minute, kilometri) tako da se iznos druge mnoZi konstantnim faktorom (cijena
po minuti, po kilometru) i da se tome dodaje konstantan iznos (pretplata, startna
cijena). Uz neSto malo truda moguée je sjetiti se i drugih problema s takvom
strukturom: cijena voZnje taksijem, tro$kovi proizvodnje, porez. Jasno je da
razumijevanje jednoga od njih znadi i razumijevanje svih ostalih, i da sposobnost
rjeSavanja jednog od njih znali i sposobnost rjeSavanja ostalih. Treba nam,
dakle, okvir u kojem ¢emo moci formulirati i rijesiti opéi, arhetipski, problem koji
Ce opisivati sve ostale probleme tog tipa. Takav nam okvir daje matematika.

Matematika je, dakle, skup znanja i umije¢a pomocu kojih se realni objekti i
njihovi odnosi prikazuju pomocu apstraktnih objekata i njihovih odnosa. Takve
prikaze zovemo matemati¢kim modelima. Iz nasih primjera vidimo da se razli¢ite
realne situacije mogu prikazivati istim matemati¢kim modelom: linearna funkcija
f(x) = ax + b sluzi nam i za opis situacije s mobitelima i s rent-a-car tvrt-

kama. Vrijedno je, dakle, uloZiti trud u razumijevanje svojstava linearne funkcije,



jer ¢emo to znanje modi primijeniti u brojnim realnim kontekstima. Na istom
primjeru vidimo da matematika mora biti apstraktna: mobitelska matematika
bi bila beskorisna kod rent-a-cara, i obratno; apstraktna matematika u kojoj
baratamo linearnim funkcijama je korisna za sve probleme u kojima se javlja li-
nearna ovisnost. Isto tako nema smisla govoriti o gradevinskoj matematici, jer
bi gradevinaru za uspjesno bavljenje strukom jo3 trebala i ekonomska, ekoloska,
geodetska, prometna i tko zna kakva sve jo§ matematika. Bolje je, stoga imati i

nauditi samo jednu, pa makar i apstraktnu.

Primjeri iz nase pricice su, ponavljamo, karikirani. Naveli smo ih stoga jer ste
se s linearnom funkcijom i rjeSavanjem linearnih jednadZbi vec sreli u dosadasnjem
tijeku svog obrazovanja. No znate i koji apstraktni matemati¢ki koncept opisuje
kvantitativne aspekte zajedni¢ke izmjeni godi$njih doba, rada srca, izmjeni plime
i oseke i $kripanju tramvaja u zavoju? Znate li da su porast broja stanovnika na
zemlji, koncentracija radioaktivnih tvari i zarada pri oro¢enju nekog iznosa novca
opisani istim matemati¢kim modelom? Znate li §to je zajedni¢ki matematicki
model za osjetljivost ljudskog uha, kiselost sapuna i snagu potresa? | kako se
pomocu toga moZe odrediti koliko je star pretpovijesni kostur? | znate li da ste

i te stvari ve¢ udili u srednjoj skoli?

MoZda vam se gornja pitanja ¢ine nebitnima za va¥ bududi rad. Svakako,
sapuni, kosturi i porast broja stanovnika ne spadaju u probleme s kojima se
svakodnevno susrece inZenjer gradevine. No tesko je zanijekati da su nam sile,
momenti, brzine i ubrzanja bitni. Sve se te veli¢ine matematicki opisuju pomocu
pojma vektora. Isplati se, dakle, nauditi baratati vektorima, jer su oni nezaobilazni
u problemima mehanike i statike. Nadalje, ravnoteZa nekog fizikalnog sustava
matemati¢ki se opisuje ne¢im $to se zove diferencijalna jednadZba. Diferencijalna
se zove stoga Sto se u njoj pojavljuju derivacije nepoznate funkcije. No Sto su
derivacije? Matemati¢ki koncept kojim se opisuje i kvantificira brzina promjene
neke veli¢ine. A kakve to ima veze s ravnotezom? Sila je, po 2. Newtonovom
zakonu, produkt mase i ubrzanja, ubrzanje je promjena brzine u vremenu, a brzina
je promjena poloZaja u vremenu. lzgleda, dakle, da su i derivacije nesto $to treba
inZenjeru (pa i studentu) gradevine. Uz ravnoteZu je vezan i pojam teZista. A
kako se odreduje poloZaj tezista nekog tijela? Integriranjem. A integriranje je
postupak suprotan deriviranju. Dakle, i to nam treba.



Nadamo se da vas je ovih nekoliko recenica uvjerilo da su svi sadrZaji obu-
hvacéeni kolegijom Matematika 1 bitni za vase obrazovanje i rad. Nadamo se i da
vas je pri¢a o mobitelima i rent-a-caru uvjerila da je snaga matematike upravo u
njenoj apstraktnosti. Ostaje nam jo$ odgovoriti na dva pitanja koja se, takoder,
ponekad Cuju. Prvo je: A zasto to sve moramo uliti kad postoje priruénici i
tablice? Drugo je neSto modernija inadica: A zasto to sve moramo uditi kad

imamo radunala i software?

Podimo redom. Istina je da se mnoge stvari mogu naci u prirunicima i
tablicama. To nam je dovoljno dok ostajemo u okviru onoga 3to je netko negdje
nekada vec izralunao, isprojektirao i izgradio. No Sto ako poZelimo izgraditi nesto
novo? Sto ako poZelimo izgraditi nedto nage, originalno, bez premca i uzora? Ako
pozelimo (ili budemo primorani) biti kreativni? U tom slu&aju, gotovo, knjisko,
tabli¢no znanje ne ¢e nam biti od velike koristi. Mi danas ne znamo tko ¢e od nas
provesti svoj cijeli radni vijek kao rutinski inZenjer koji svoje znanje crpi iz tablica,
a tko ¢e pozeljeti biti vide od toga. Sto je najbolje, ni vi to ne znate. Mudro
je, stoga, ne ograniditi si buduée mogucnosti i ne zatvoriti si vrata stru¢nom i
osobnom napredovanju. A upravo je to opasnost kojoj se izlaZete oslanjajuéi se

samo na tude znanje.

Glede drugog pitanja, nepobitno je da nam racunala i software pruZaju brojne
mogucnosti koje prijasnji narastaji stru¢njaka nisu imali. Tim se mogucnostima
treba u punoj mjeri koristiti. Te mogucnosti medutim, nisu neiscrpne i neo-
grani¢ene. Prvo je ogranitenje isto kao i kod literature - moZzemo naéi samo
ono $to je netko veé napravio, izracunao ili isprogramirao. Drugo je ogranitenje
suptilnije i vezano je s ¢injenicom da racunala daju odgovore koji su dobri samo
onoliko koliko su dobra pitanja koja im postavljamo. Ne znamo li dobro for-
mulirati pitanje, ne¢emo dobiti dobar odgovor. Cak i na korektno postavljeno
pitanje moZemo dobiti odgovor koji nije lako interpretirati. Prisjetimo se samo
kako malo informacija neskolovanom oku pruZa rendgenska snimka ili elektro-
kardiogram. Dakle, ra¢unala su korisna samo ako im znamo postaviti smisleno
pitanje i ako znamo pravilno interpretirati odgovor.

Nadamo se da su vas do sada relene stvari uvjerile da treba (na)utiti ma-
tematiku. Sada kad viSe nije sporno zasto, recimo nesto o tome kako to treba
u€initi. U dvije rijeci - s razumijevanjem. Nitko nema nikakve koristi od napamet

naucenog odgovora, izrecitirane definicije, Sablonski rijeSenog zadatka. Ocjena



steCena temeljem takvog znanja nije korisna nikome, ponajmanje studentu koji
ju je dobio. Koristi od matematike koje smo gore spominjali imaju samo oni koji
razumiju $to su naudili.

Ulenje matematike, vise nego veline stvari, podsjeéa na izgradnju vrlo visoke
zgrade. Najbitniji su temelji. A oni se u matematici polaZu od samih pocetaka
formalnog obrazovanja. Kao $to se na losim temeljima ne moZe izgraditi solidna
zgrada, tako se s nedovoljnim predznanjem ne moZe smisleno, s razumijevanjem,
nauditi matematiku.

Prvi je, dakle, preduvjet dobro predznanje. Kao ni jedan drugi predmet, mate-
matika ovisi o onome ¥to ste nautili tijekom osnovne i srednje skole. Zelimo li
vam dati nova znanja, moramo podrazumijevati da ih imate na ¢emu temeljiti.
Na mnoge stvari koje ste &uli ¢emo vas podsjecati i u ovoj knjizi i na nastavi,
no ne bi bilo realno olekivati da moZemo time pokriti sadrzaje koji se provlace
kroz dvanaest godina obrazovanja. Svjesni smo da studenti dolaze na fakultet s
razli¢itim razinama predznanja, kako zbog razlika u $kolama, tako i zbog razli¢itih
individualnih sklonosti prema matematici. No i studenti moraju biti svjesni da
je stjecanje zajednicke razine predznanja propisane srednjoskolskim programom
isklju¢ivo njihova odgovornost. Solidno svladan gimnazijski program dobar je
temelj, no programi pojedinih srednjih stru¢nih $kola mogu se pokazati nedostat-
nima. Iskustvo nam govori da studenti iz takvih $kola moraju uloZiti vise truda i
napora kako bi mogli kvalitetno pratiti nastavu i usvajati nove sadrzaje. Iskustvo
nam, takoder, pokazuje da uz takav pristup razlike u predznanju bivaju uspjesno
nadoknadene.

Drugi uvjet za uspjesno svladavanje programa kolegija je stalan i kontinuiran rad.
Matematika je opseZan predmet. Razumijevanje je nuZan, no ne i dovoljan uvjet
za uspjeh. Potrebna je i rutina. A rutina se stje¢e samo radom i vjezbom. Pri
tome ne mislimo samo na rutinu pri raunanju i rjeSavanju zadataka, ve¢ i na
rutinu u prepoznavanju matemati¢kog sadrzaja u nekom problemu i u izboru od-
govaraju¢eg matemati¢kog modela.

Razumijevanje i rutina su, dakle, dvije komponente uspjeha. No vaznu ulogu igra
i njihov medusobni odnos te organizacija i balansiranje rada u njihovu postizanju.
Pogresan se pristup naj¢esée srece pri uobi¢ajenom odnosu prema teoriji i zadat-
cima. Uobicajeno je naime, da se na pismenom dijelu ispita rjeSavaju zadatci,

a na usmenom se provjerava poznavanje teorijskih osnova. Kako pismeni ispit



prethodi usmenom (i eliminatoran je), tako studenti vrlo &esto prvo ulaZu napor
u Sablonsko rjeSavanje nekoliko tipova zadataka, a zatim, produ li pismeni ispit,
pokuSavaju u dva - tri dana "nauditi teoriju”. Nedvojbeno je da takav pristup
ponekad rezultira polaganjem ispita, no svaki tako poloZen ispit je gubitak za
sve koji u tome sudjeluju. Najveli je, svakako, gubitak za studenta koji je tako
"polozio” ispit. Ako ne mislite tako, pokuSajte dati dobar odgovor na pitanje,
kakva je korist od rjeSavanja zadataka bez njihovog razumijevanja? Nitko od vas
ne e za pladu rjeSavati zadatke iz matematike. Ono $to ¢e vam u radu trebati,
tj. prepoznavanje matematic¢kih sadrZaja u stvarnim problemima, ne ¢ete postiéi
rjeSavanjem ispitnih zadataka. Steli Cete to upoznajudi apstraktne matematicke
koncepte i uéeéi se uoavati ih u stvarnim situacijama. Ako nikad niste Culi za
linearnu funkciju, tesko éete ju prepoznati u nasim primjerima s pocetka; ako
ne znate uvjete uz koje linearni sustav ima jedinstveno rjeSenje nikad necete biti
sigurni da su uvjeti jedne od tvrtki povoljniji za sve udaljenosti vece od 800 km.
Zadatci na ispitu sluze tomu da se vidi jeste li ovladali matematitkim (" teorij-
skim"”, ako hocete) konceptima koji se u njima javljaju, i jeste li stekli dovoljno
rutine da ih moZete rijesiti u za to propisanom vremenu. | samo tomu. Dakle,

prvo "teorija”, onda zadatci.

Spomenuli smo da nam matematika jam¢i da je ponuda tvrtke DojdiMi po-
voljnija za sve udaljenosti vece od 800 km. Time smo se dotakli jednog aspekta
matemati¢kog znanja o kome jo$ nismo govorili: matemati¢ko znanje je sigurno,
izvjesno, apsolutno. Ono ne ovisi 0 mjerenjima ni empiri¢kim opaZanjima, vec
se se do njega dolazi postupkom logi¢kog zaklju€ivanja. Drugim rije¢ima, ma-
tematicke spoznaje se temelje na dokazima. llustrirajmo to na primjeru s kojim
smo se svi sreli, na Pitagorinom poucku. Pitagorin poucak je tvrdnja da je u
svakom pravokutnom trokutu kvadrat hipotenuze jednak zbroju kvadrata kateta.
To se jo¥ uobi¢ajeno zapisuje kao a? + b? = ¢?, gdje su s a i b oznalene katete
a s ¢ hipotenuza pravokutnog trokuta. Za zadani pravokutni trokut je vrlo lako
provjeriti da Pitagorin poulak vrijedi. No takva provjera za jedan trokut nista ne
govori o istinitosti pou¢ka za neki drugi trokut. Kako moZemo biti sigurni da ta
tvrdnja vrijedi za sve pravokutne trokute?

Pogledajmo Sliku 1. Na njoj je u kvadrat ABC'D upisan kvadrat A’B'C'D/,
a ostatak Cine Cetiri sukladna pravokutna trokuta. Dakle je povrSina kvadrata
ABCD jednaka zbroju povrsine kvadrata A’B'C'D’ i &etverostruke povrsine
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Slika 1: Pitagorin poucak.

jednog od tih trokuta, recimo A’BB’. No povriina velikog kvadrata je jednaka
kvadratu njegove stranice, a duljina stranice je zbroj kateta pravokutnog trokuta,

a-+b. Imamo .
(a+0b)*=c*+ 4§ab.

Kvadriranjem izraza na lijevoj strani i sredivanjem dobivamo
a’ +b* =2,

a to je upravo tvrdnja Pitagorinog poucka. Kako gornji postupak moZemo pro-
vesti za bilo koji pravokutan trokut, vidimo da i Pitagorin poulak vrijedi za sve
pravokutne trokute. Dali smo dokaz te tvrdnje. Ne trebamo viSe provjeravati
njenu istinitost za svaki pojedinaéni slu&aj.

Dokazi su bit matematike. Dokazi izdvajaju matemati¢ko znanje od svih os-
talih vrsta znanja. Dokazi ga &ine apsolutnim. Do matemati¢kih se spoznaja
dolazi na razne nadine: intuicijom, empirijom, formalnim manipulacijama, no
matemati¢kim istinama one postaju tek kad budu dokazane. Bilo bi, stoga, ra-
zumno ocekivati da u nastavnom materijalu za matematicki kolegij sve relevantne
tvrdnje budu potkrijepljene dokazima. Moramo vas, naZalost, razoarati. Prelis-
tate li na brzinu ovu knjigu, vidjet ¢ete da je veéina tvrdnji izre¢ena bez dokaza.
Cak i tamo gdje se nalazi dokaz, najée¥ce je otisnut sitnijim slovima, ¥to upucuje



na moguénost preskakivanja tog dijela pri prvom &itanju, pa i potpunog izostav-
ljanja. Takav je pristup rezultat kompromisa. S jedne smo strane Zeljeli progiriti
knjigu dijelom materijala koji se odnosi na srednjoskolsko gradivo, a s druge smo
strane morali voditi ratuna o njenoj opseznosti i zadrZati ju u razumnim okvirima.
Zainteresirani se Citatelj za izostavljene dokaze moZe obratiti nastavnicima ili ée
ih potraZiti u literaturi.

Evo na kraju i posljednjeg savjeta. Nastavni materijal koji imate pred sobom
bit ¢e najbolje iskoristen u kombinaciji s redovitim pohadanjem predavanja. Treba
ga gledati prije kao dopunu predavanjima nego kao zamjenu za njih. Tek kad je
student osloboden potrebe grozni¢avog zapisivanja i prepisivanja s plo¢e moZe se
u potpunosti koncentrirati na ono $to se na predavanju govori. S druge strane,
nastavnik osloboden pritiska detaljnog formuliranja iskaza i njegovog zapisivanja
na plo¢u moZe vise pozornosti posvetiti izlaganju konteksta i motivacije te tako
vise pribliZiti gradivo studentima. Nadamo se da ¢e tako ostvarena sinergija

rezultirati kvalitetnijim nastavnim procesom i poboljsati njegove ucinke.



Poglavlje 1

Vektorski racun

1.1 Vektori i osnovne operacije s njima

U egzaktnim znanostima osim skalarnih veli¢ina (masa, duljina, temperatura itd.)
imamo i veli¢ine kod kojih nam je bitan smjer (brzina, sila, akceleracija itd.) Takve
veli¢ine zovemo vektorskima. Temeljna je razlika izmedu skalarnih i vektorskih
veli¢ina u tome Sto nam je za matematicki opis skalarne veli¢ine dovoljan jedan
realan broj, dok nam za vektorske veli¢ine treba vise realnih brojeva. U ovom
¢emo poglavlju opisati matemati¢ke koncepte i tehnike koje nam omoguéuju
efikasno matemati¢ko modeliranje vektorskih veli¢ina.

Primjer 1.1. Na 20 m od vas nalazi se kamion koji vozi brzinom od 72
km/h (20 m/s). Sto éete poduzeti?

Za donoSenje odluke o tome treba li skociti u stranu ilv ostati na mjestu
nije nam dovoljna samo informacija o iznosu brzine. Treba nam i podatak
jesmo li na pravcu kojim se kamion giba, 1 ako jesmo, giba li se prema nama

ili od nas.

Oznatimo s E na$ trodimenzionalni prostor koji ima to¢kastu strukturu tj.

njegovi elementi su tocke.

Definicija 1.1. Neka su dane tocke P,QQ € E. Duzina PQ je skup svih

tocaka pravca kroz P 1 Q) koje se nalaze izmedu P 1 Q), ukljucivo P i Q).

Primijetimo da iz Definicije 1.1 direktno slijedi da je PQ = QP.
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Definicija 1.2. Vektor ili usmgjerena duZina 1@ je duzina kod koje su
rubne tocke uredene, tj. jedna od njih je pocetak P a druga je kraj Q). Pocetak

jos zovemo hvatiste.

Slika 1.1: Duzina i usmjerena duzina.

Iz Definicije 1.2 slijedi da je opcenito 1@ =+ Q? jer imaju razli¢ite pocetke
i krajeve.

Definicija 1.3. KaZemo da su vektori l@ i P'Q)" jednaki ako postoji tran-
slacija prostora koja prevodi P u P i Q u Q.

Slika 1.2: Jednakost vektora.

Ova nam definicija zapravo govori da su dva vektora jednaka ako jedan vektor

mozemo translacijom prevesti na drugi.

Koje su nam informacije nuZne i dovoljne da bismo mogli jedinstveno defini-

rati vektor (jedinstvenost podrazumijevamo u smislu gornje definicije, tj. do na

translaciju prostora)?

1. Prirodno je vektoru pridruZiti njegovu duljinu (normu, intenzitet). Duljinu
vektora ]@ oznatavamo s d(P, Q) =| ]?Cj |.
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2. Pravac koji prolazi kroz P i () zovemo nositelj ili smjer vektora @

3. Za vektor @ kazemo da je orijentiran od P prema (@), tj. polinjeu P a

zavrSava u Q).

Provjerimo jesu li nam ova tri uvjeta nuZna i dovoljna (u smislu Definicije 1.3).
Ako za neki ne-nul vektor znamo njegovu duljinu i smjer, jasno nam je da imamo
samo dva vektora te duljine i tog smjera (u smislu Definicije 1.3). Sada samo

izaberemo orijentaciju koja nam treba.

Napomena 1.1. O istoj ili suprotnoj orijentaciji ima smisla govoriti ako i

samo ako vektori imaju isti smjer.

Napomena 1.2. Ako uzmemo proizvoljnu tocku P € E i zadani vektor 7,
onda postoji jedna jedina tocka Q) € E takva da vrijedi @ - a.

%
Definicija 1.4. Vektor: d i b sukolinearni ako leze na istom pravey ili

na paralelnim pravcima.

Vektor kod kojeg su poletak i kraj jednaki, tj. P = @, zvat ¢emo nul
. Y . = . .
vektor i oznacavati s 0. Pogledajmo sada neka svojstva nul vektora:

=
1. Otitoje | 0| = 0.
2. Nul vektor nema smjer jer ga moZemo translatirati na svaki pravac (tj.

kolinearan je sa svakim vektorom).

3. Jednako je orijentiran kao i svaki vektor pa nema ni orijentaciju.

_>
+ b koji dobijemo tako
i vektorom @ zovemo
T

- ..
Zbroj vektora @ i b definiramo kao vektor @ = @
%

da pocetak vektora b translatiramo na kraj vektora a
vektor koji ima poletak u poletku od d a kraj u kraju od Preciznije, uzmemo

o . e v
proizvoljni O € E i uzmemo A, B € E takve da je OA =d i AB=b. Iz
Napomene 1.2 znamo da takve to¢ke A i B postoje i da su jedinstvene. Tada je

2 —-0D
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O O
50

Slika 1.3: Motivacija za definiciju zbrajanja vektora.

Napomena 1.3. Za bilo koje tri tocke P,O,Q € E vrijedi ]@ = %Jr@

Teorem 1.1 (Svojstva zbrajanja vektora). Za sve vektore vrijede sljedece

turdnje:

1. (d + ?) +7 =1+ (? + ) (asocijativnost).

— — . .
2.d+0=0+d="1 (nul vektor je neutralni element u odnosu na

zbrajangje vektora).

— - =
3. Za svaki vektor @ postoji vektor o takav da vrijedi @ +d = o +d =

g . .
0. Vektor a’' zovemo suprotni vektor vektora E), 1 0znacavamo ga s
J =7
- =
4. d+ b =10 +7d (komutativnost). &

Slika 1.4: Pravilo trokuta i pravilo paralelograma.
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Teorem 1.1 nam kaZe da zbrajanje vektora ima ista svojstva kao obi¢no zbra-
janje realnih brojeva.

g c

Ty

a+b+c+d

a

Slika 1.5: Pravilo mnogokuta za zbrajanje vise vektora.

%
Napomena 1.4. Vektor o' = —d iz Teorema 1.1 ima sljedeca svojstva: ima

istu duzinu 1 isti smjer kao 1 vektor d, ali je suprotne orijentacije. Dakle
ako je q = ﬁ, onda je —d = Ezl

Za slucaj d+d pisemo 24 (tj. vektor koji je istog smjera i iste orijentacije
ali dvostruke duljine od vektora _>). Sligno 24 + @ = 37, itd. Zan € N
imamo induktivno n@ = (n — 1)@ + @. Jo¥ dodatno definiramo 1- @ = @
i0-d = ﬁ Time je motivirana sljedeca opca definicija mnoZenja vektora
skalarom, tj. realnim brojem.

Aa,A>0

———

B’ . |

i 0 a A B
\<—I
Aa,A<o0

Slika 1.6: Mnozenje vektora skalarom.

Za ) € R, definiramo \@ kao vektor:
1. &ja je duljina jednaka ||| @],

2. koji ima isti smjer kao @,
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3. koji ima istu orijentaciju kao vektor @ za A > 0, a suprotnu orijentaciju
od vektora @ za A < 0.

Teorem 1.2 (Svojstva mnozenja vektora skalarom). Za sve vektore i sve

skalare vrijedi:
- 7 = N et g - .
1. M@+ b)=Xd +Xb (distributivnost obzirom na zbrajangje vektora),
2. (A + ,u)E> = \d +ud (distributivnost obzirom na zbrajanje skalara),
3. Mud)=(\u)d (homogenost),
J1-d=1d (postojanje jedinice).d
Definicija 1.5. Neka je V neki neprazan skup na kojem imamo definirane

operacije zbrajanja elemenata i mnoZenja elemenata skupa skalarom (realnim

brojem) takve da vrijedi :

1. za svea,beV jea+beV,
2. za svakia €V i svaki N\ €ER je A-a €V,

3. operacije zbrajanja v mnozZenja sa skalarom zadovoljavaju svojstva iz

Teorema 1.1 1 Teorema 1.2.

Tada kazemo da je skup V' (realni) vektorski prostor (realni jer su skalari

realni brojevi). Elemente od skupa V' zovemo vektori.

Primijetimo da se u Definiciji 1.5 nigdje ne govori o geometrijskim veli¢inama.
Iz nje vidimo da pojam vektora nije ograni¢en na geometrijske objekte.

Vratimo se sada Definiciji 1.4 i pokuSajmo definirati kolinearnost u drugim
terminima. Neka je dan polupravac (zraka) s poletkom u O, i neka je A # O
tocka koja leZi na tom polupravcu. Tada je jasno da za proizvoljnu to¢ku P € E
vrijedi: P leZi na polupravcu ako i samo ako postoji A € R takav da je O? =

—
A OA.
Ako su vektori ‘@ i b kolinearni, onda, uz pretpostavku @ # 0, postoji pravac
—
pitotke O,A, B € F na p takve da je @ = OA, b = OB. Imamo da je
%
b =\4d, gdje je

Al

A= | ako @i b imaju istu orijentaciju i

=
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|E>| ... .. ..
A= _ﬁ ako @ i b imaju suprotnu orijentaciju.
. . . . - . . . .
Imamo sljedeéi zaklju¢ak: vektori a # 0 i b su kolinearni ako i samo ako
postoji A € R takav da je b = A\d. Pritome @i b # 0 imaju istu

orijentaciju za A > 0 a suprotan za A < 0. (Usporedimo ovo s Definicijom 1.4).

Primijetimo jo$ jednu zanimljivu stvar: za svaki vektor a # (0 mozemo
konstruirati jedini€ni vektor ili ort vektor, tj. vektor koji ima duZinu 1 i ima

isti smjer i orijentaciju kao i @. Kako je @ # 0, onda je |@| # 0, pa moZemo

definirati af = %. Otito je |ag| = 1 i af ima isti smjer i orijentaciju kao i @,
te vrijedi @ = | |ag.

1.2 Vektorski prostor Xy(FE). Linearna kom-

binacija vektora

Neka je O € E proizvoljna istaknuta to¢ka prostora E. Tada znamo da svakoj
drugoj to¢ki P € E pripada potpuno odreden vektor O? Taj vektor zovemo
radij-vektor ili vektor polozaja to¢ke P u odnosu na to¢ku O. Na taj nacin
imamo definiranu bijekciju izmedu skupa E i skupa Xp(F) = {O_}>’ . Pe LB}
(skup svih radij-vektora, odnosno svih vektora s poetkom u O i zavrSetkom
negdje u E). Bijekcija je konstruirana na prirodan nacin, tj. svakoj to¢ki P € E

pridruzen je vektor OP.

E

0

Slika 1.7: Radij-vektori u Xo(F).
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Neka su sada @, T e Xo(E) i A € R. Vektore @ + T i A@ nanosimo od
%
totke O tako daje @ + b € Xp(E) i \d € Xo(E) (Napomena 1.1).

Imamo zadane dvije operacije (funkcije):
1. (d,b)— d + b je funkcija sa Xp(E) x Xo(E) — Xo(F).
2. (\, @) — \q je funkcija sa R x Xo(E) — Xo(E).

Vidjeli smo da operacije zbrajanja vektora i mnozenja vektora skalarom zado-
voljavaju svojstva iz Teorema 1.1 i Teorema 1.2. Stoga je skup Xo(F) vektorski
prostor prostora E pridruzen to&ki O (Definicija 1.5).

Napomena 1.5. Uzmemo li neku drugu tocku QQ € E, Q # O, onda je

Xo(E) wektorski prostor prostora E pridruzen tocki @ ustvari translacija
vektorskog prostora Xo(FE) za vektor @

Napomena 1.6. Slicno definiramo vektorski prostor Xo(M) = {O? : P e
M} za ravninu M i vektorski prostor Xo(p) = {O? : P € p} za pravac p.

Neka su sada ai,a3,...,a, € Xo(E), A, Ao, ..., N\, € R, Tada za vektor
@ € Xo(E) koji je oblika @ = MA@l + @3 +- - -+ Aoy, kaZemo da je linearna
kombinacija vektora a_f, a_2>, - an s koeficijentima Ay, g, ..., A,,. KaZe se jos da
je vektor a rastavljen u linearnu kombinaciju od al. a3, ..., an.
Definicija 1.6. Za vektore ai, a3, ...,a, € Xo(FE) kazemo da su linearno
zavisni ako postoje skalari A, Ao, ..., A\, € R takvi da je Ala_f + )\26?2 4+ -+

- . . . e .
)xna_n> = 0 1 bar jedan od skalara i, Ao, ..., N, je razlicit od nule. Vektor:
a_1>, a_%, - an € Xo koji nisu linearno zavisni su linearno nezavisni .

Napomena 1.7. Iz Definicije 1.6 izravno slijedi:

1. Vektor: a_f,a_g,...,c?n € Xo su linearno nezavisni ako i samo ako iz
Aai + Asas + -+ A\pay, = 0 sligedi da su Ay = o =--- A, = 0.

2. Ako su 071, a_g, - a, € Xo linearno zavisni, onda barem jedan od njih

mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju drugih.
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3. Ako je barem jedan od vektora @i, a3, ...,an € Xo(E) jednak nul vek-
toru, onda su ti vektori linearno zavisni, jer uz nul vektor moZemo

staviti proizvoljan skalar razlicit od nule.

. - . .
4. Ako imamo dva vektora E), b € Xo(E), onda su oni linearno zavisni

ako 1 samo ako su kolinearni.
Teorem 1.3. Bilo koja dva vektora iz Xo(p) su linearno zavisna. &

Tvrdnja Teorema 1.3 je jasna, jer se nalazimo na pravcu, a na pravcu su bilo

koja dva vektora kolinearna pa tvrdnja Teorema 1.3 slijedi iz Napomene 1.7.

_>
Teorem 1.4. Ako su @, b bilo koja dva linearno nezavisna vektora iz Xo (M),
onda je svaki vektor 7 e Xo(M) moguée rastaviti u linearnu kombinaciju

— .
od @ i b. Stovise, takav rastav je jedinstven.de

Jednostavna posljedica Teorema 1.4 je da su svaka tri vektora iz Xo(M)

linearno zavisna.

_>
Teorem 1.5. Ako su @, b i ¢ tri linearno nezavisna vektora iz Xo(E),
onda je svaki vektor j € Xo(F) moguce rastaviti kao linearnu kombinaciju

— .
vektora 7, b i ¢. Stovise, taj rastav je jedinstven.de

Iz Teorema 1.5 izravno slijedi da su svaka Zetiri vektora iz Xo(F) linearno

zavisna.

Napomena 1.8. Neka su &, i e3 vektori iz Xo(E) koji ne leze u istoj

ravnini. Tada su oni linearno nezavisni.

Dokaz:

Linearna kombinacija bilo koja dva vektora od ei,es © e lezi u ravning
u kojoj leze i ta dva vektora. Kako treéi vektor po pretpostavcei ne lezi u
ravnint u kojoj leZe druga dva, on se ne moZe izraziti kao njihova linearna

kombinacija, pa slijedi da su oni linearno nezavisni.de



18 POGLAVLJE 1. VEKTORSKI RACUN

1.3 Baza vektorskog prostora Xy(F). Koor-

dinatni sustav

Definicija 1.7. Uredena trojka (e_f, e, e_3>) trigu linearno nezavisnih vektora
iz Xo(E) zove se baza vektorskog prostora Xo(FE). Analogno, uredeni

par (e_f, e_2>) linearno nezavisnih vektora iz Xo(M) je baza vektorskog prostora
Xo(M).

Napomena 1.9. Primijetimo da je baza vektorskog prostora Xo(p) svaki
ne-nul vektor iz Xo(p).

Neka je (€1, €3, €3)

bilo koja baza vektorskog prostora Xo(FE) i d bilo koji
vektor iz Xo(F). Tada je d = a,e, +ases +ases, pri emu su skalari aq, as i as
jednoznagno odredeni vektorom @ (Teorem 1.5). Kako su ti skalari jednozna&no
odredeni, zaklju¢ujemo da nam je dovoljno znati tri skalara kao informaciju da
bismo znali neki vektor u Xo(FE). Skalare ai,ay i a3 zovemo komponente ili
koordinate vektora @ u bazi (e_f, ?2, €_3>>

Jasno je da uredenih trojki linearno nezavisnih vektora u Xo(E) ima beskona&no
mnogo. Zanimaju nas takve trojke (baze) u kojoj ¢e komponente svakog vektora
iz Xo(FE) biti jednostavne ili lake za odrediti. Konstruirajmo jednu takvu bazu
na sljededi nadin:

Uzmimo tocku O kao ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava, te to¢ke E, =
(1,0,0), E, = (0,1,0) i E. = (0,0,1). Definirajmo ¢ = OE,, j = OE, i
? = O—EZ Kako vektori ?,7,? ne leZe u istoj ravnini, prema Napomeni 1.8
oni su linearno nezavisni, pa &ine bazu. Stovide, duljine su im 1 i leZe na okomitim

pravcima, pa kaZemo da ine ortonormiranu bazu vektorskog prostora Xo(FE).

Neka je sada @ proizvoljan vektor iz Xo(F). Tada znamo da vrijedi q =
— — - . . . o
az 1 +ayj + az_>k: i koordinate (ay, a,,a.) su jednozna&no odredene.
Ako susada @, b € Xo(E), onda imamo

- = >
?:agjz +ay,j +ak
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|z svojstava zbrajanja vektora i mnoZenja vektora skalarom (Teorem 1.1 i Teorem

1.2) imamo

- -
T+ b = (as+b) 7 +(ay+b,)F +(as+b)%.

S druge strane vektor @ =d + b takoder ima razvoj u bazi (

T =cp i + ¢y J +c. k. Zbog jednoznalnosti koeficijenata imamo da je

N
i,7,k), t.

Co =0y + by, cy=ay,+0by, c,=a,+b,.

Zaklju¢ujemo da se zbrajanje vektora svodi na zbrajanje njihovih odgovarajucih
koordinata.

Analogno, imamo

—

%
i+ (/\ay)7 + (Na) k

AT = (Nay)

_>
Uzmimo sada bazu (?,7, k) itotku P s koordinatama (z,y, z). Tada je
jasno da su koordinate vektora ﬁ vezane uz koordinate to¢ke P, tj. vrijedi
oy -

OP=z1 +yj +z2k.
Za totku P’ s koordinatama (2,4, 2') znamo da je OP' =2/ i + y’7 +7Zk.

_ — — — _

Sada je, zbog PP’ = 1@ +OP = —O? +OP =0OP — O? (pravilo trokuta

za zbrajanje vektora), moguce prikazati PP’ kao

—
PP = (' —2)7 +( —) T +(—2)k.

—
Dakle, komponente (koordinate) vektora PP’ se dobivaju kao razlika koordinata
njegove krajnje i poletne tocke.

— —
Napomena 1.10. Vidjeli smo da je PP' = (x’—x)7+(y’—y)7+(z’—z) k.

-
Znamo da je |PP'| = d(P,P') = \/(z/ —2)2 + (v — y)® + (2' — 2)2, pa slijedi

da je dulyina proizvoljnog vektora jednaka

7| = JaF a2 +al

1.4 Vektorski prostor R”

%
Neka je (?, ?, k) bilo koja baza od X (F). Tada znamo da za proizvoljni @ €

Xo(FE) postoje i jedinstveni su a,, a,, a, € R takvi da je d =ay i +ay j +a, k.
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Ako sada identificiramo @ € Xo(FE) s uredenom trojkom njegovih koordinata,
qd = (ay,ay,a,), pravila za zbrajanje vektora i mnoZenje vektora sa skalarom
(koja su opisana u to¢ki 1.3) nam daju pravila za takve operacije nad uredenim

trojkama:
L. (as,ay,a;) + (by, by, b.) = (g + by, ay + by, a, +0,),
2. Mag, ay,a,) = (Aag, Aay, Aa).

Sada zaboravimo geometriju (jer ne moZemo lako predotiti takve skupove) i
za proizvoljni n € N definirajmo takve operacije nad uredenim n-torkama realnih
brojeva (1,2, ...,x,) gdje su x; € R za i = 1,...,n. Skup svih takvih n-torki
oznacavat ¢emo sa R™. Dakle R" = {(x1,z9,...,2,) : x; E Rzai =1,...,n}.
Za (x1,%2, ..., Tn), (Y1, Y2, -, Yn) € R™ i A € R definiramo:

(1'1,1’2, >xn) + (y17y2> "'7yn) = (xl + Y1, T2 + Y2y ..y T + yn)>

M1, Ty oy ) = (AT1, ATo, ooy ATy,).

Lako je provjeriti da zbrajanje uredenih n-torki i njihovo mnoZenje skalarom za-
dovoljavaju svojstva analogna svojstvima iz Teorema 1.1 i Teorema 1.2. Odatle
slijedi da je R™ vektorski prostor za proizvoljni n € N.

U totki 1.3 smo vidjeli da se svaki vektor iz X (£) moZe prikazati kao linearna
kombinacija vektora iz svake baze od X (E). To svojstvo baze od X (E) zovemo
potpunost. Linearna nezavisnost baze jamdi jedinstvenost takvog prikaza. Sada
mozZemo definirati bazu u R™ kao potpun i linearno nezavisan skup vektora iz
R"™. MoZe se pokazati da skup od n vektora € = 0,...,0,1,0,...,0) &ja je i-ta
koordinata 1 a sve ostale su nula, 2 = 1, ..., n, ¢ini bazu u R". Kako ta baza ima

n vektora, kaZzemo da je R" n-dimenzionalni realni vektorski prostor.

1.5 Skalarni produkt

Vektori su generalizacija brojeva. Zelimo imati operacije koje imamo za brojeve
i koje se svode na operacije s brojevima za n = 1 (slu¢aj n = 1 svodi se na
vektorski prostor Xo(p) ili R! = R). Do sada smo vidjeli kako moZemo vektore
zbrajati i mnoZiti skalarom. Zelimo uvesti i mnoZenje vektora. Kao motivacija

mozZe nam posluziti pojam rada sile na nekom putu.
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Znamo da je rad sile F' na putu s dan formulom W = F - s (odnosno
W = |?||?|) ako su sila i put kolinearni. Zelimo imati sli¢an izraz i za slu¢aj
kad F' i s nisu kolinearni. U tu svrhu moramo na odgovarajuéi nacin definirati
produkt dvaju vektora. Kako je rad skalarna veli¢ina, rezultat produkta vektora

mora biti skalar. Osim toga, novodefinirani produkt se za slu¢aj kolinearnosti F

" mora svoditi na gornju formulu za rad.

[
%

Definicija 1.8. Neka su @ #+ 6) i b # 6) Skalarni produkt vektora

> —

d, b e Xo(E) je skalar koji oznacavamo s @ - b i definiramo formulom

- =
d- b =|d|b]|cose,

%
gdje je @ kut 1zmedu vektora adib. (Uzimamo 0 < ¢ < 7, odnosno manji

_>
od dvaju kutova izmedu vektora dib .) Ako je barem jedan od vektora q i

— —
b nul vektor, onda je a-b=0.

oV
oV

>0 A

oy b oV
oV oY

%’ﬁ Y ’

oV OF

=0

Slika 1.8: Uz definiciju skalarnog produkta.

— —

Zakljutujemo da iz @ - b =0 (tj. iz ||| b |cos = 0) slijedi da su ili @ i
%
b okomiti (tj. kut ¢ medu njima je 7) ili je barem jedan od njih nul vektor.

_>
Sto utiniti ako @ i b nemaju zajednitko hvatidte (tj. nisu iz Xo(E))?
—

Uzmimo njima jednake vektore @ = OA i b = OB iz Xo(E), pa imamo
definiran skalarni produkt za svaka dva vektora.

Pogledajmo sada jedini¢ne vektore (i, j, k) baze pravokutnog koordi-

_)
natnog sustava (iz totke 1.3). Iz Tablice 1.1 vidimo da su vektori 7,? k

medusobno okomiti (ortogonalni) i jedini¢ni (normirani), pa kazemodaje (i, 7, k)
ortonormirana baza vektorskog prostora Xo(E). Primijetimoda (i, j, k)
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%
T T E
11 0 o0
Flo 1 0
%
Klo o 1

Tablica 1.1: Skalarno mnozenje vektora baze pravokutnog koordinatnog sus-
tava
nije jedina takva baza (npr. (k, j, i)

je druga takva baza). Svaka tri vektora
%
(d,b,7)

za koje vrijede relacije kao gore &ine ortonormiranu bazu u Xo(E).

Sada si postavimo pitanje, kako izracunati skalarni produkt?

Neka su @ = aw? + ay7 + aZ? [ ? = bx? + by7 + bZ?. Tada je
— — — —
A — b = (ag—by) 7 +(a,—by)J +(a-—b.)k,
odnosno
|E) - €>| = \/(az b:)? + (ay — by)? + (a. — b.)?

oV
QY

¥

Slika 1.9: Racunanje skalarnog produkta.

Sada iz kosinusovog poucka za trokut OAB imamo

— — —
@ — b= |dP+| b =2/ b]|cose.
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Kako je

— -
@b =|d|b]|cosy

to imamo
%
(ap —bo)* + (ay —by)* + (az —b.)* = a2 +al + a2+ b2+ b2+ b2 —2d - b

Odatle sredivanjem dobijemo

_>
@b = agb, + ayb, + a.b..

Napomena 1.11. Primijetimo da skalarni produkt moZemo generalizirati na
vektore prostora proizvoljne dimenzije.
Neka su @ = (1, T, ..., Tp), Y = (Y1, Y2, -y Yn) € R™. Tada skalarni produkt

vektora x iy definiramo kao

T - 7 = T1Y1 + 22Yo + ... + TpYn-

Teorem 1.6 (Svojstva skalarnog produkta). Za sve vektore iz Xo(FE) i sve

skalare iz R vriyjedi:
1. (d + ?) =74 -7+ s (aditivnost),
2. (\d) - T = Ad - ?) (homogenost),

R —
3. d-b =10 -d (simetricnost).d

1. Uvrstavajuéi b = du definiciju skalarnog produkta dobijemo q-d =
@[], .

4| =V7d -4 = \/a; +a; + az.

Ova se formula za duZinu vektora, slaze s Napomenom 1.10.

. — — _ N
2. Polaze¢iod @ - b = |d|| b |cos¢ dobivamo za ne-nul vektore @ i b

cosp = % azbe+ayby+azb.

| a2+a2+a2/02+b2 402

Time smo dobili korisnu formulu za kut izmedu dva vektora.
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Definicija 1.9. Neka su V' i W realni vektorski prostori. Za preslikavanje
(funkciju) sa V-u W, tj. f:V — W kaZemo da je linearni operator ako

vrijedi

FOT + ) = (@) + uf (D)

%
za sve 7, b €V ivsve A\, u € R. Posebno, ako je vektorski prostor W =R,

onda f zovemo linearni funkcional.

Primjer 1.2. Neka je e Xo(E) fiksan vektor. Tada je skalarno mnoZenje

s fiksnim vektorom < linearni funkcional.

Imamo definiranu funkciju f: Xo(E) — R s f(E)) =d - 7. Neka su sada E},? €
Xo(E) i A\, 1 € R proizvoljni, onda imamo
— — — —
FOAT+pub)=ANad +pb)- =X -C+pub -7 =2(d)+puf(b).d
Neka je sada (7, j, k

prostora Xo(E) (konstruirana u totki 1.3). Tada za proizvoljni @ € X (E)
— —

) na%a standardna ortonormirana baza vektorskog

vrijedi d = a, i + ay j + a, k. PomnoZimo li sada prethodnu jednakost
redom vektorima baze (i, j, k) te iskoristimo svojstvo ortonormiranosti baze
dobijemo:
— — —
a, = d z,ay:E> ],azzﬁ-k

Dakle imamo

Napomena 1.12. Analogna formula
T =(d DU+ (d- V)V +(d- )W
vrijedi za bilo koju ortonormiranu bazu, (7, o, ﬁ)

Uzmimo proizvoljni jedini¢ni vektor @ € Xo(E) i rastavimo ga u proizvoljnoj
ortonormiranoj bazi (i, j, k) od Xo(E). Kako je |@| = 1, vrijedi a2 + a; +

a? = 1. Tada su otito a,,a,,a, € [—1,1], pa postoje brojevi a, 3,7 € [0, 7]
takvi da je

a; = cosa, a,=cosf, a,=cos".
Odatle je

cos’a +cos? B+cos’y =1 i
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— — —
d =cosa i +cosfBj +cosvyk.

Brojeve cos a, cos 3, cosy zovemo kosinusi smjera vektora a.

Neka je sada @ € Xo(E), @ # 0 proizvoljan (ne nuZno jedini¢ni) vektor.
Pogledajmo vektor ag = %

%

. Vec smo rekli (totka 1.1) da je @ jedini¢ni i iste
@ . Stovite, vrijedi

orijentacije i smjera kao i

—
W =it

a_-> az—>
‘—Eyr‘] +ml{?

Dakle su kosinusi smjera vektora @ definirani s

cosa = % cos@’:%', cosy = F.

Iz definicije skalarnog produkta i gornjih razmatranja slijedi da su koordinate
vektora jednake duljini njegovih projekcija na koordinatne osi.

MozZemo promatrati i opéenitiji problem:

Kako projicirati zadani vektor na proizvoljni pravac?
Neka je d € Xo(FE). Tada postoji D € FE takva da je 7 = O? Uzmimo
proizvoljan pravac p kroz O i neka je OD’ ortogonalna projekcija vektora 7 na

p. Nadalje, neka je @ € Xo(FE) proizvoljan vektor koji lezi na p i ag njegov

D

o]

'
an

QY

D1

Slika 1.10: Projekcija vektora na pravac.

jediniéni vektor. Tada imamo
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MnoZeci gornju jednadzbu s ag dobivamo
a—O> : 7 - AEO)2 = /\7

— — s
jer su ag i D'D okomiti. D_a)kle imamo OD' = (7 . a_g)a_g jer je OD" = Mg
Ako sada uvedemo oznaku d’ za OD’, imamo

7 =(d @,

1.6 Digresija - determinante matrica 2. i 3.

reda

Iz prethodnih smo odjeljaka mogli vidjeti da se uvodenjem vektora i pravila za
racunanje s njima dobiva moguénost saZetog iskazivanja i zapisivanja rezultata.
U ovom se odjeljku upoznajemo s pojmom determinante koji igra vaznu ulogu u
sazetom i elegantnom formuliranju rezultata o linearnim sustavima, a koristan je
i pri radu s vektorima. Determinante se povijesno javljaju u kontekstu rjeSavanja
sustava linearnih jednadzbi. Pogledajmo sljedeci sustav:

axr + by = «
cr +dy = .

Ako pomnoZimo prvu jednadzbu s d, drugu s —b i zbrojimo ih, dobijemo
(ad — be)r = ad — b,

odnosno, za ad — bc # 0,
ad — Bb
r=—77-.
ad — be
S druge strane, ako prvu jednadZbu pomnoZimo s ¢, drugu s —a i zbrojimo ih,

dobijemo
_ac—fa  fa—ac

Y= %c—ad ~ ad—bc
Koeficijente naseg sustava moZemo zapisati u obliku tablice koju zovemo ma-

A:<ZZ).

trica.
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Sada za matricu A definirajmo funkciju det koja ¢e matrici A pridruZivati realan

broj na sljedeéi nacin:

detAzdet(a 2) = ad — bc.

c
- e b .
Oznaka koju jo$ koristimo je . Tada imamo
c
a b a «
g d c p
x = i y=

a b a b
c d c d

Pri izvodenju ovih formula pretpostavljali smo da je ad — bc # 0, tj. da smijemo

a

dijeliti s det A. Ako to nije slu€aj, to znali da je ad = be, odnosno £

b To je uvjet kolinearnosti (pa onda i linearne zavisnosti) vektora a i + b j

i ci 4+ dj, odnosno paralelnosti pravaca definiranih izrazima ax + by = «,

cx+dy = B. Vidimo da je u vrijednosti det A pohranjena informacija o linearnoj
zavisnosti/nezavisnosti dvaju vektora.

Analogno, za sustav s tri jednadZbe i tri nepoznanice imamo:
a1r + agy +azz = «
bll‘ —f- bgy + ng = 6

C1T + C2y + c3z = 7.

Matrica tog sustava je matrica treceg reda, i dana je s

ay Gz as
A - bl bQ b3
Ci1 Co2 C3

Determinantu matrice treceg reda ratunamo rekurzivno razvojem po prvom retku.

U tom se razvoju pojavljuju determinante drugog reda:

a; ag as
det A = bl b2 b3 = aq

C1 Cy C3

by bs

C2 C3

by bs

C1 C3

by bo

C1 C2

— Q9 + as
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Determinante matrica drugog reda znamo ralunati, tj. sveli smo problem racunanja
determinante treeg reda na problem ra¢unanja determinante drugog reda.

Drugi na&in na koji moZemo ralunati determinante matrica tre¢eg reda je Sar-
rusovo pravilo: ispod determinante dopisemo njena prva dva retka, pa onda
zbrojimo produkte elemenata na glavnoj dijagonali i njoj paralelnim pravcima i
od toga oduzmemo produkte elemenata na sporednoj dijagonali i njoj paralelnim

pravcima. Po tom pravilu imamo:

ayp az as
b1 bg bg = a1b203 + agblcg + &2[)301 — agbgcl — CL1b302 — &2()163.
1 C2 C3

Svojstva determinante:

1. Zamjena redaka stupcima i obratno ne mijenja vrijednost determinante, tj.:

ap az as ap by
by by b3 |=]ax by c
Ci Co C3 as bg C3

2. Ako dva susjedna retka (stupca) zamijene mjesta, determinanta mijenja
predznak, tj.:

a; az as by by bs
bi by b3 |=—| a1 ax as
Ci1 C2 C3 Ci1 C2 C3

3. Ako su dva retka (stupca) u determinanti jednaka, determinanta je jednaka

nuli.

4. Ako su svi elementi retka (stupca) pomnoZeni istim skalarom, determinanta
se mnozi tim skalarom,tj.:

a; Aas as ay az as
bl )\bz bg :)\ bl b2 b3

C1 /\CQ C3 C1 C2 C3
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5. Vrijedi:
a; + dl as + dz as + d3 a; ao as dl dg d5
b1 b2 b3 == b1 b2 bg + b1 bg b3
C1 Co C3 Ci Cy C3 Ci1 C2 C3

Determinantama ¢emo se vise baviti u poglavlju o rjeSavanju linearnih sustava.
Ovdje smo uveli samo ona njihova svojstva koja ¢e nam trebati pri radu s vekto-

rima.

1.7 Desni i lijevi koordinatni sustavi. Orijen-
tacija

Znamo da je za proizvoljnu to¢ku O € E skup Xo(F) vektorski prostor. Neka je

— —
(@, b, ) neka baza od X(E). Tada uredenu trojku (O;d, b, ) zovemo
%
koordinatni sustav. Neka susada O,0’ € E'inekasu (_z>, 7}, k)i(i ,7, k")

(
proizvoljne ortogonalne baze od X (F) odnosno Xo/(E). Tada imam
: = TN P G Sy
vokutna koordinatna sustava S = (O; i, 7, k)i S = (054,57, K). Pos
tavlja se pitanje, je li moguce krutim gibanjem (rotacija, translacija ili oboje)
_>

prevesti S’ u S tako da O’ prijede u O, 7 ui, 7 ugjgikuk?

1

Ako je to moguce, onda kaZemo da su S i S’ ekvivalentni ili jednako orijen-
tirani. Kako to odrediti?

Prvo translatiramo O’ u O, onda dovedemo 7 u ? Tada ravnina okomita na
7 u kojoj su ? i E’) prijede u ravninu okomitu na ? u kojoj su ? i ? Sada
rotacijom oko osi koja sadrzi _z> dovedemo ? na 7 Time vektor k' padne na
pravac vektora k : ili se preklopi s njim (tj. imaju istu orijentaciju), ili je suprotne
orijentacije.

Jasno je da je svaki treci pravokutni koordinatni sustav jednako orijentiran s to¢no
jednim od ova dva. lli se poklopi sa S, ilisa S’, ako S’ nije ekvivalentan sa S. To
znadi da se skup svih pravokutnih koordinatnih sustava raspada na dva podskupa.

Koordinatne sustave u jednom podskupu zovemo desnima a u drugom lijevima.

Postavlja se pitanje, kako odrediti jesu li dva pravokutna sustava jednako

orijentirana ili nisu?
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Neka su S = (O; i, 7, /{)_)I S = (O’;7,7, k") dva pravokutna koordinatna
— =
sustava. Prikazimo ', 7', k' preko 7, 5, k:

]{/ = C + C j +c3
Izratunajmo
ay az 4as
D - b1 bg b3
Ci Co C3

Ako je D > 0, onda su S i S” (odnosno njihove baze) jednako orijentirani, ako
je D < 0, onda nisu.

Napomena 1.13. Za svaka dva sustava S i S" (ne nuzno pravokutna) je
D #0. Dakle, ako su S i S" dva proizvoljna sustava (ne nuzno pravokutna),
onda se orijentiranost od S i S ispituje analogno, tj. pomocu determinante

pripadajuce matrice.

Definicija 1.10. Orijentirant prostor je prostor u kojem se zna koji su
koordinatni sustavi desni (pozitivno orijentirani) a koji lijevi (negativno ori-
jentirani).

1.8 Vektorski produkt

Vektorski produkt definira se samo za vektore trodimenzionalnog prostora (vidjeli
smo u toc¢ki 1.4 da postoje n-dimenzionalni vektorski prostori za svako n € N
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a u Napomeni 1.10 vidjeli smo da moZemo definirati skalarni produkt na n-
dimenzionalnom vektorskom prostoru R™).

Neka je O &vrsta totka u prostoru E i (O; i, j, k) pravokutni normirani
%
b

desni koordinatni sustav. Vektorski produkt vektora @ i je vektor

= =
T x b = (ayb, — asb,) T + (aby — agh.) 7 + (asb, — aybe) &,

nosn
odnosno NN
A B
X b = ay a, a,
b, b, b,

Determinantu u ovoj formuli shva¢amo &isto formalno, kao saZeti zapis.

Teorem 1.7 (Svojstva vektorskog produkta). Za sve vektore iz Xo(E) i sve

skalare 1z R vrijedi:

) (homogenost),

x ¢ (distributivnost prema zbrajanju),

x @) (antikomutativnost).d

Primijetimo da tvrdnje Teorema 1.7 slijede izravno iz svojstava determinante
koja smo vidjeli u tocki 1.6.
@

Duljina vektora @ x b je dana formulom

— — —
@ x bP=[aP| V] - (- D)~

Napomena 1.14. Vektorski produkt dvaju vektora jednak je nul vektoru ako
1 samo ako su ti vektori kolinearni. To ukljucuje i slucaj kad je jedan od njih

(ili ¢ak oba) nul vektor, jer je nul vektor kolinearan sa svakim vektorom.

Dokaz:
%
Ako je barem jedan od vektora a, b nul vektor, turdnja slijedi lagano iz formule za
%
duljinu vektora d x b. Neka su sada oba vektora razlicita od nul vektora.

— — —
Neka su @ i b kolinearni. Zbog @ - b = |d||b|cosg, i ¢ = 0 ili ¢ = 7, imamo
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— — —
(@ - b)2 = |dP|b 21, pa desna strana formule za duljinu vektora d x b iséezava.
— =
Tada je |'d % b\:O,paiE)x b=20.
%
Obmtno neka je q x b 0. Tada je |a X b| = 0, pa iz formule za duljinu

_>
|d x b| zmamo 0=|d]? \b|2 —(d - b)2. Kako je d - b = |d||b|cose, imamo

0=|d? T 12(1—cos? ). Po pretpostavcije |d| # 04| b | #0, pajecos?p =1, 1. ¢ =0
ili p =m. Dakle @i b su kolinearni.&
Ako @ i b nisu kolinearni, iz formule za duljinu | @ x b | slijedi

— — —
@ > O =[P 01— cos’ ) = [@L| 5[ sin’ .

Dakle imamo

— —
d x b|=|d||b]|sine.

Neka su @ i b nekolinearni. Tada iz svojstva skalarnog produkta i formule za

vektorski produkt imamo:

a x
— —
b-(dxb)=0.
— —
To znadi da je d a x b okomit na ravninu u kO_]Oj sud i b tj. (7, b, dxb )
je jedna baza. Pitanje je sad je i @ x b orijentiran, prema "gore” ili prema
"dolje"?
A
ax b
b 77777777777777777777777 :/:7'
—— >1///
a
Slika 1.12: Vektorski produkt
Neka je (O; i, j, k) pravokutni normlranl desm koordinatni sustav, i neka
— - . =
suﬁzaxi—i—ayj azklb—bz—l—bj—l—bkzapmvektora |bu
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bazi (:: 7, ® ). Tada je @ x T = (ayb, — ozzby)7> + (asb, — ambz)T + (azb, —

ayb,) k . lzratunajmo sada determinantu D (opisanu u to¢ki 1.7). Imamo:

[07% Gy a
D — bl‘ by bZ =
ayb, —a.b, a.by —azb, azb, —a,b,
(ayb — azby)2 + (ayb, — agcbz)2 + (azb, — aybgc)2 > 0.

Kako je (O; ) j k:) desni koordinatni sustav (pravokutni i normirani), to je

(O; a,b,d x b ) desni (opéenito nepravokutni) koordinatni sustav.

Pogledajmo sljedeée svojstvo ortonormirane baze ( i j k ) koje ¢e nam biti

koristno pri ra¢unanju.

|7 7 R
R
A
7o

Tablica 1.2: Vektorsko mnozenje vektora ortonormirane baze

Napomena 1.15. Primijetimo jednu bitnu stvar: vektorsko mnozenje nije
ﬁ
asocijativno. Uzmimo npr. vektore ortonormirane baze ( i j k;) Tada je
A , - ==
(i x i)x j =0, dok je s druge strane i x (i X j):—j tj.
e N e
(i X i)x j# 1 x(ix7j).

Vektorski produkt je koristan pri matemati¢kom opisivanju veli¢ina kao $to je
kutna brzina. Sa Slike 1.13 vidimo daje @ =7 x ¥.

Lako se moZe dokazati (iskoristimo moguénost prikaza vektora u ortonormiranoj bazi
- . . . . . .
(i,7, k) pravila za skalarno mnoZenje, pravila za vektorsko mnoZenje te gornju tablicu)

da vrijede sljedece korisne formule:
Tx (B xT)=(a )b —(q-8)@
(@xB)xe=(T- )b —(V-0)4.

Primjenom gornjih formula lagano se dokazuje Jacobijev identitet:

7><(7x?)+?x(7x7)+?x(7x?):ﬁ.
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<

=1

ey

Slika 1.13: Kutna brzina.

Ako u Jacobijev identitet uvrstimo a=] #* 6> imamo:

_>><(_b>><7)—|—?><(_> @) 7x(7x€>):6>, odnosno

a a X a)+
7x(7x7)+ﬂ>x(7x?):ﬁ.
Kako je @ x (@ x ?) =(d - ?)7 —(a 7)_[9> imamo
Tx (B xD)+(T- 0T —(T- Db =0
tji. (d- 7)7 = x (? x @)+ (d - ?)7 Podijelimo li ovaj izraz sa | @'|? dobijemo:
7:%}%7+ﬁa x (b x )

< —

Dobili smo formulu za rastav vektora b na vektor kolinearan s i vektor okomit na d za

unaprijed zadani q.

1.9 MjeSoviti produkt

Neka su zadani vektori @ J

— — — .
=a; 1 +ay a,k, b =by % +b,5 +bk i
T =c i +cy i +ek, gdie je ( ) neka desna ortonormirana baza.
%
d

Tada njihov mjeSoviti produkt definiramo s

Gy Gy Gy
x @)=1|b, b, b, |,

Cx Cy Cs
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odnosno s
— b, b b, b b, b
7-(6 x?):az R T R Y
Cy Cs Cy Cs Ca Gy

_)
Definicija 1.11. Za vektore @, b, ¢ € Xo(E) kazemo da su kompla-

narni aoko leZe u istoj ravnina.

(W]

o

Slika 1.14: Mjesoviti produkt triju vektora.

%
Napomena 1.16. Vektori @, b, ¢ € Xo(E) su komplanarni ako i samo

ako su linearno zavisni.

- —
Napomena 1.17. Za vektore @, b, ¢ € Xo(E) vrijedi @ - (b x €) =0

. - .
ako i samo ako su 7, b ,7 komplanarni.

Dokaz:

Ako su d, b ,7 komplanarni po Napomeni 1.16 oni su linearno zavisni, pa tvrdnja
slijedi iz svojstava determinante 3,4 1 5 1z tocke 1.6.

%

Obratno, ako je a - (b x ?) = 0 4 ako je barem jedan od njih jednak nul vektoru,

onda tvrdnja lagano slijedi. Pretpostavimo zato da su a £ 0,b #0 1 < # 0. Tada,
— —
kako je - (b x 7) =0, zakljucujemo da su vektori @i b x ¢ okomiti. No znamo da
— —

je vektor b x @ okomit na ravninu u kojoj leze b i ?, pa kako je d okomit na b x ?),

zakljucujemo da on leZi u ravnini u kojoj leZe i b 1 ..

Do sada smo spomenuli skalarno mnoZenje, vektorsko mnoZenje i mjeSoviti
produkt. Kako pamtiti ove operacije (geometrijska interpretacija)? Neka su
- .
d,b,7 € Xo(F). Tada je:
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. - LT -
| je povrSina paralelograma razapetogs @ i b, jerje|d x b | =

| sin o, gdje je |@| baza, a | b |sin ¢ visina paralelograma.

- . . . -
) = || b x| cosel| (¢ jekut izmedu @ i b x ). Velicina
| je povrdina baze, a |E>|| cos ¢| je duljina visine paralelepipeda.

Pomodéu mjesovitog produkta mozemo proizvoljan vektor 7 prikazati u proizvoljnoj (ne nuznoj

— —
ortonormiranoj) bazi (@, b, @). Neka je dan d e Xo(E) i neka je (@, b, @) proizvoljna
baza od X (F). Tada vrijedi:

Napomena 1.18. Neka su dane tocke P; = (x;,y;,2;) ¢ = 1,2,3,4 (u pravokutnom
- = —
koordinatnom sustavu (O; i, j, k). Tada je volumen tetraedra ¢iji su vrhovi tocke P;

1=1,2,3,4 jednak apsolutnoj vrijednost broja

T2 —T1 Y2 —Y1 22—
| 3 —T1 Ys —Y1 23—z

Ty —T1 Ya— Y1 24— 21

(=20

Dokaz:
Uzmimo vektore P, Py, Py, P3, P Py. Tada je volumen paralelepipeda razapetog s Py Py, Py, Py, P| Py

jednak apsolutnoj vrijednosti broja

T2 —T1 Y2 — Y1 22— 21
L3 —2T1 Ys—Yr 23— X
Ty —T1 Ysa—Y1 24— 21

Kako je volumen tetraedra ¢iji su vrhovi P; i = 1,2,3,4 jednak % volumena paralelepipeda

razapetog s Py Py, Py, P3, P| Py, imamo tvrdnju.d



Poglavlje 2

Analiticka geometrija

2.1 Pravac u ravnini

U ovom poglavlju bavimo se analiti¢kim opisom geometrijskih objekata. Ograniit ¢emo se pri
tome samo na pravce i ravnine u trodimenzionalnom prostoru, no vazno je znati da se na sli¢an
nadin mogu opisati i sloZeniji geometrijski objekti kao $to su krivulje i plohe. Takav analiti¢ki
opis ne ovisi 0 geometrijskom zoru, pa se pomocu tog aparata mogu prikazivati i proucavati
objekti u vise dimenzija.

2.1.1 Opdi oblik jednadzbe pravca u ravnini

Neka je (O; i, j ) fiksirani pravokutni koordinatni sustav u ravnini (baza ( ¢, j ) vektorskog
prostora X (M) je dobivena analogno kao i baza iz totke 1.3) kojeg jo¥ oznatavamo Oxy i
kojeg ¢emo nadalje bez napomene koristiti u ravnini.

Promotrimo jednadZbu prvog stupnja
Ax+ By+ C =0,

pri ¢emu su A, B i C realne konstante i barem jedan od A i B je razli¢it od nule. Ta jednadzba
opisuje neki skup totaka u ravnini, a zbog uvjeta da je barem jedan od A i B razli¢it od nule,
taj skup je neprazan. Ako je B # 0, onda za proizvoljni ¢ imamo

A C

Yo = *EIO B

Dakle postoji totka (xq, yo) iz ravnine koja zadovoljava jednadzbu Az+ By+C = 0, tj. vrijedi
Azg + Byg + C = 0. Oduzimanjem ovih dviju jednadzbi dobijemo jednadzbu A(z — z¢) +
B(y — yo) = 0 koja je ekvivalentna jednad?bi Az + By + C = 0.

PokaZimo sada da je jednadzbom A(x — z¢) + B(y — yo) = 0 odreden pravac p kroz totku

37
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(20, 10) okomit na vektor 77 = AT + B?.

Zaista, ako totka (z,y) leZi na pravcu p, onda je taj pravac nositelj vektora 7 = (x —x0)7—|—
(y—1yo) J , pa zbog okomitosti imamo 7 -7 = 0. Kako je 7 -7 = A(z—x0)+B(y—yo) =0
imamo A(x — x¢) + B(y — yo) = 0.

Ako totka (x,y) ne leZi na pravcu p, onda 7 i 77 nisu okomiti, tj. o # 0, odnosno ne vrijedi
A(z — xo) + B(y — yo) = 0. Dakle sve totke na p zadovoljavaju A(x — xq) + B(y — yo) =
0, i niti jedna totka izvan p ne zadovoljava A(x — x9) + B(y — yo) = 0. To znati da
A(x — x0) + B(y — yo) = 0 zadovoljavaju samo i jedino totke s pravca p.

>y

Xy )

Slika 2.1: Pravac u ravnini.

Definicija 2.1. Jednadzba

Az +By+C =0
|

s proizvoljnim koeficijentima A, B, C takvima da je barem jedan od A i B razli¢it od nule
(to se jos formulira i kao A2 + B? > 0) je opéa jednadzba pravca. Jos se naziva i

implicitna jednadZba pravca.

Napomena 2.1. Ako imamo dvije jednadzbe, Ax + By +C =01 A’z + B'y + C' = 0,
onda one odreduju isti pravac ako i samo ako postoji t € R takav da je A’ =tA, B’ =tB
1O =1tC.

Dokaz:

Ako jednadzbe Az + By +C = 0 i Az + B'y + C' = 0 odreduju isti pravac, znaci
da prolaze kroz istu tocku (zo,yo) i da je za svaku drugu tocku (x,y) tog pravca vektor
7= (z—x0)7+(y—y0)7 okomit na 7 :A?—i—Bj inan = A7 + B j. Dakle
su vektori T i ? kolinearni, tj. postoji t € R takav da je g’) =t7. Odatle je A/ =tA i
B’ =tB, no kako jednadzbe Ax + By +C =0 i A'x + B'y + C' = 0 odreduju isti pravac
znaci da je 1 ' = tC.

Obratno, ako postoji t € R takav da je A’ = tA, B’ =tB i C' = tC, onda su ocito
B e T e o . _ )
n=Ai+Bjin =A"i+B"j kolinearni, pa je dovoljno provjeriti da pravcip (pravac
odreden s Ar+ By+C =0) i p' (pravac odreden s A'x + B'y + C' = 0) prolaze kroz istu
tocku. Ocito je (xg,yo) rjesenje jednadibe Ax + By + C = 0 ako i samo ako je (xo,yo)
rjesenje jednadzbe A’z + B'y + C' = 0, pa imamo tvrdnju.de
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Pogledajmo sada neke posebne slutajeve jednadzbe pravca (tzv. nepotpune oblike):
1. Ako je C' =0, onda pravac prolazi kroz ishodiste, jer je totka (0,0) rjeZenje jednadzbe
Az + By = 0.
2. Ako je B =0, onda je pravac paralelan s osi ¥, jer je tada vektor 7 oblika 7 = A—i>.
— B7.

3. Ako je A =0, onda je pravac paralelan s osi x, jer je tada vektor 7 oblika 70

4. Ako je B = C =0, onda je pravac os y, jer je (0,0) rjesenje jednadzbe Az = 0 i vektor
ﬁ
ﬁjeoblika H=A7q.

5. Ako je A= C =0, onda je pravac os z, jer je (0,0) rjeSenje jednadzbe By = 0 i vektor
7 jeoblika W =By .

2.1.2 Segmentni oblik

Polazimo od potpunog oblika jednadzbe pravca Ax+ By+C = 0. Pretpostavimo da je C' # 0
i podijelimo jednad?bu Az + By + C' = 0's —C. Dobijemo 2z + Ly =1. Akosu Ai B
razli¢iti od 0 to moZemo pisati kao

Uvedemo |i oznake a = —

Q)
-
I

T4 =1,

Ovakav oblik jednadzbe pravca zovemo segmentni oblik jednadzbe pravca.

Uocimo sljedece: ako je x = 0, onda je y = b, a ako je y = 0, onda je z = a, tj. pravac
prolazi kroz totke (0,b) i (a,0). Dakle je geometrijsko zna&enje veli¢ina a i b dano totkama u

kojima pravac sijete koordinatne osi.

2.1.3 Kanonski oblik

Jasno je da je pravac jedinstveno odreden totkom kojom prolazi i vektorom smjera (vektor na
kojem lezi).
Sada Zelimo na¢i jednadzbu pravca p ako znamo totku P; = (x1,y1) kroz koju prolazi
. . — —- — v " .
pravac i vektor smjera pravca § =m i +n j. Totka P = (z,y) leZi na p ako i samo ako su
vektori ¥ = PLP =(x—x1) i +(y—y1)j 1 & kolinearni, tj. ako postoji A € R takav da
je T =27 Iz uvjeta x —x1 = Am i y — y1 = An eliminiranjem konstante proporcionalnosti

A dobijemo

Ovaj oblik jednadzbe pravca zovemo kanonski oblik jednadzbe pravca.
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Slika 2.2: Segmentni oblik jednadzbe pravca.

Slika 2.3: Kanonski oblik jednadzbe pravca.

Napomena 2.2. Parametri m in u nazivnicima kanonske jednadzbe su formalni, u smislu
da jedan od mjih moZe biti jednak nuli (ali ne oba), jer brojevi m i n nam samo daju
informaciju o vektoru smjera i ne predstavljaju djelitelje u operaciji dijeljenja brojeva.
Npr.
T _y-m

m 0

znaci da je 0(x —x1) = m(y — y1), tj. y = y1. Dakle imamo pravac paralelan s osi x, bez
%

komponente u smjeru j , Sto se vidi i iz vektora smjera T =mi+0 J-

2.1.4 Pravac kroz dvije tocke

Ako uzmemo dvije razlitite tocke P = (x1,y1) i @ = (z2,y2) u ravnini M, onda je jasno da
njima prolazi jedinstveni pravac p. Nadimo jednadZbu tog pravca.
o . — — . .
Uotimo da je vektor 1@ = (22 —x1) % + (y2 — y1) § u stvari vektor smjera pravca
p, a kako p po pretpostavci prolazi to¢kom P, iz kanonske jednadzbe pravca imamo da je
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P=(X,Y,)
Slika 2.4: Pravac kroz dvije tocke.

jednadzba pravca kroz dvije tocke

T—1 . Y~
T2—T1 Y2—41

Yy = M (:L' - 1‘1) + Y.

ro—Iq

Pravac kroz jednu tocku s koeficijentom smjera

Neka je zadan pravac p u ravnini svojom kanonskom jednadZbom (tj. znamo to¢ku kroz koju

prolazi) uz pretpostavku da je m # 0. Uvodeci oznaku k = ™, dobivamo jednadzbu pravca

kroz jednu tocku s koeficijentom smjera:

L=y =k(z—=z). |

Veli¢inu k& zovemo koeficijent smjera pravca p.

2.1.5 Eksplicitni oblik

Neka je zadan pravac p u ravnini jednadZbom kroz jednu to¢ku i koeficijentom smjera, y—y; =
k(x—x1). Tada je y = kx —kx1+y;1. Uvedemo li oznaku | = —kx1 4y, dobivamo eksplicitni

Napomena 2.3. Za x =0 imamo y =1 tj. pravac prolazi tockom (0,1).

oblik jednadZbe pravca:

Uzeli smo da je k = . Sto to znadi?
Znamo da su m i n komponente vektora smjera pravca p. Neka je ¢ kut koji vektor smjera

pravca p zatvara s pozitivnim smjerom x osi (tj. s vektorom i ). Kako je tgy = -, imamo

k= tgp.
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y

Slika 2.5: Eksplicitni oblik jednadzbe pravca.

2.1.6 Normirani oblik (normalni oblik)

Neka je dan pravac p u ravnini (cijelo vrijeme radimo s pravokutnim desnim koordinatnim
sustavom Ozy). Povucimo sada kroz O pravac g okomit na p. Oznatimo s Py totku presjeka
i s d njenu udaljenost od ishodista |OP|, tj. d = |OP|. Neka je W =ai+bj jedinitni

y q
N
0
N X
' P
p

Slika 2.6: Normirani oblik jednadzbe pravca.

vektor na pravcu ¢, tj. a®+b* = 1. Jasno je da su a,b € [—1,1], pa tada postoje ¥, ¢ € [0, 7]
takvi da je a = cos®y i b = cos ¢. Ovdje su cos i cos ¢ kosinusi smjera vektora 7 odnosno
pravca p (totka 1.5). Zbog komplementarnosti kutova ¢ i ¢ (¢ = 5 — 1)) je cos ¢ = sin1), pa
imamo 70 = cos w7 + sin 7,/17.

Totka P = (z,y) leZi na pravcu p ako i samo ako projekcija vektora O? =7 na pravac q ima
duljinu d, tj. P = (x,y) le%i na pravcu p ako i samo ako je 7 - @ = d. Jednadzbu 7 - 77 = d,
odnosno

’ rcosy + ysiny =d ‘

zovemo normirani oblik jednadzbe pravca.
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Ako je pravac u ravnini zadan svojom implicitnom (opéom) jednadZbom
Az + By+C =0,
postavlja se pitanje kako pronaéi njegov normirani oblik. Pretpostavimo da je
xcosy +ysinyy —d =0

njegov normirani oblik, po Napomeni 2.1 mora postojati ¢ € R takav da bude
tAx +tBy +tC = xcosy + ysiny — d

za sve x i y, dakle mora biti
tA =costy, tB=siny, tC=—d.

Iz prve dvije jednakosti kvadriranjem i zbrajanjem slijedi
i 1
VAZ + B2’

a iz treCe jednakosti zbog d > 0 nalazimo da je

sign t = —sign C

(tj. predznak od ¢ je jednak suprotnom predznaku od C'). Stoga je
1
—sign C' - /A2 + B?’

Dakle normirani oblik jednadZbe pravca

t =

Az + By+C =0

glasi

Az+By+C -0
—sign CvV/A?+B?

2.2 Odnosi tocaka i pravaca u ravnini

2.2.1 Kut dvaju pravaca. Paralelnost i okomitost

Odredimo kut dvaju pravaca u ovisnosti o obliku jednadZbe kojom su zadani.

a) Opéi oblik:

Neka su p; i po zadani s
Aix+Biy+Cy =0
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odnosno
Asx + Boy + Cy = 0.

Vektori koji su okomiti na p; odnosno py su dani s
= rd
ni=A1i + DB j
odnosno s
— —
nh=Asi +Bayj.
Definicija 2.2. Kut izmedu pravaca p1 i ps zadanih u opéem obliku definiramo kao

kut izmedu 17{ 1 175

Neka je ¢ kut izmedu 77{ i 175 Tada imamo

cosp = n - s _ A1Ay + BBy
Inilln3| — /A2 + BZ,/AZ+ B2

Dakle kosinus kuta izmedu p; i p2 je dan formulom:

A1 Ax+B; By

COSQY = —F——=F——.

Napomena 2.4. Pravci py i po su paralelni ako i samo ako su ni Qb kolinearni,

tj. ako i samo ako postoji A € R takav da je n = )\rT%, odnosno ako i samo ako je

Al Bl

Ay By
Napomena 2.5. Pravct py i p2 su okomiti ako ¢ samo ako je -5 =0 tj. ako i
samo ako je

AlAQ + B1B2 =0.

Kanonski oblik:

Neka su p; i po zadani s
r— I Yy—Uy
mq ni1

odnosno s

r — T2 o Y — Y2
ma ny
Tada su vektori smjera pravaca py i p2 dani s

— — —
s{=m11 +ny)

odnosno s
- —
55 =mai +ng J -
Definicija 2.3. Kut izmedu pravaca py i p2 zadanih u kanonskom obliku definiramo

kao kut njihovih vektora smjera.
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Kako je kosinus kuta izmedu s_f i s_2> dans

5153 o mimg + ning
-l ’
[sillszl  /m} +niy/m3 +n3

to je kosinus kuta izmedu p; i ps dan's

cosp =

mima+ning

COS =
90 \/m§+n%\/m§+n§

Napomena 2.6. Pravci p; i po su paralelni ako i samo ako su S iss kolinearni,

tj. ako i samo ako postoji A € R takav da je 51 = As3, odnosno ako i samo ako je
mi - ﬂ

ma n2

Napomena 2.7. Pravci p; @ pa su okomiti ako i samo ako je -5 = 0, tj. ako 1

samo ako je

mims + ning = 0.

Eksplicitni oblik:

Neka su p; i po zadani eksplicitnim jednadzbama

y=kx+I,

y = kox + ls.
Tada su koeficijenti smjera pravaca py i p2 dani s

k1 =tger,

ko = tg ps,
gdje su 1 odnosno o kutovi koje zatvaraju vektori smjera pravaca p; i p2 S T 0si.
Definicija 2.4. Kut izmedu py i pa zadanih u eksplicitnom obliku definiramo kao
razliku kutova @s @ @1.

Neka je ¢ = @2 — 1. Tada imamo

tg e —tgy;
tgo =tg(p2 — 1) = T+tgprtaps’

odnosno tangens kuta izmedu p; i p2 je dan formulom

— ko—k;
tgs@ T 14kiks”

Napomena 2.8. Pravci p1 @ pa su paralelni ako i samo ako je ¢ = 0, tj. ako 4

samo ako je w1 = @2, odnosno ako ¢ samo ako je
k1 = ko.

Napomena 2.9. Pravci p1 @ pa su okomiti ako @ samo ako je ¢ = 3, tj. ako i
samo ako je tgp = 0o, odnosno ako i samo ako je 1+ kike = 0. To je ekvivalentno

s
1

ey = ——.
1 T
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Slika 2.7: Kut dvaju pravaca.

2.2.2 Udaljenost tocke od pravca

Neka su dani totka Py = (xo,y0) i pravac p u ravnini. Zanima nas udaljenost totke Py od

pravca p.

Definicija 2.5. Udaljenost tocke Py od pravca p je udaljenost tocke Py do presjecista

pravca p s pravcem kroz Py okomitim na p.

Napomena 2.10. Udaljenost tocke Py od pravca p moZemo definirati i na drugi nacin
koji je ekvivalentan s Definicijom 2.5. Udaljenost tocke Py od pravca p je udaljenost od

Py do njene ortogonalne projekcije na p.

Izraunajmo sada udaljenost toke Py od pravca p. Neka je pravac p dan u normiranom
obliku, tj.
xcosy +ysiny =d,

i neka je W= costh i +siney j (kao u totki 2.1.7). Definirajmo sada broj koji ¢emo zvati
otklon s
0(Py,p) = xocosp + yosiny — d.

Uotimo da je broj
T cos P + Yo sin

ustvari projekcija vektora O—PO> na vektor 70 = cos w? +sin ¢7. Otklon je jednak udaljenosti
totke Py od pravca p ako je totka Py s one strane pravca p na koju pokazuje vektor w (tj.
sa suprotne strane od ishodi3ta) jer je tada §(FPp,p) > 0, a negativnoj udaljenosti ako je Py s
iste strane pravca p na kojoj je i ishodiste jer je tada 6(Pp,p) < 0. Dakle je udaljenost totke
Py od pravca p

’d(Po,p) = |z cost + yg siny — d|. ‘
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Ako je pravac p u ravnini zadan svojom implicitnom (opéom) jednadZbom
Ax+ By+ C =0,

onda iz totke 2.1.6 znamo da njegova jednadZba u normiranom obliku glasi

Ax+ By +C — 0
—sign Cv A% + B?

Dakle udaljenost totke Py = (zo,y0) od pravca p je

A.ZEQ +By0 +C

d P)7 - )
(Fo. ) —sign Cv/A? + B?

odnosno

Awo+Byo+C
d(Po,p) = %~

Koristeci gornju formulu za udaljenost totke od pravca &ija je jednadzba zadana u opéem
obliku, lagano moZemo izvesti i formule za udaljenost to¢ke od pravca &ija je jednadzba zadana
u bilo kojem obliku spomenutom u totki 2.1 (segmentni, kanonski, pravac kroz dvije totke,
eksplicitni).

Ukoliko je jednadZzba pravca p zadana:

a) u segmentnom obliku, tj.

odnosno

bx + ay —ab =0,

udaljenost totke Py = (x0, o) od pravca p je

bx —ab
d(Py, p) = lretquall,

b) u kanonskom obliku kroz totku Py = (z1,y1) s vektorom smjera § = (m,n), tj.

rT—T1 _Y—4n1

m n

)

odnosno

nx —my —nx; +my; =0,

udaljenost totke Py = (xq,y0) od pravca p je

_ |nzo—myo—nzi+myi|.
d(P07p) - Vm2+n2 ’
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c) kroz dvije totke Py = (x1,41) | Py = (22, y2), tj.

rT—T1 _ Y—Wh

b
T2 — T1 Y2 — Y1

odnosno
(y2 —y1)r — (x2 — 1)y — (Y2 — y1)21 + (22 — 1)1 = O,

udaljenost totke Py = (x,y0) od pravca p je

d(P, _ 1G2—y1)zo—(z2—x1)yo— (Y2 —y1)T1+(@2—x1)y1] .
( 07p) \/(7;2—7;1)2+(y2—y1)2 ’

d) u eksplicitnom obliku, tj.
y=kr+1,

odnosno
kx—y+1=0,

udaljenost tocke Py = (z0,yp) od pravca p je

kxo— l
d(Py,p) = ool

2.2.3 Presjeciste dvaju pravaca

Neka su dana dva pravca u ravnini. Tada su njihovi mogudéi poloZaji u ravnini sljedeéi:
1. sijeku se u jednoj to&ki,
2. paralelni su,

3. poklapaju se, tj. identiéni su.

Slika 2.8: Moguéi polozaji pravaca u ravnini.

U slu¢aju da se sijeku u jednoj totki, zovimo je S = (x5, ys), koordinate totke S dobiju
se kao rjedenja sustava dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama.

Npr. ako se pravci p; i ps sijeku u jednoj totki S = (zs,ys) i dani su u opéem obliku:
Ayx+Biy+Cy =0

AQ.’L‘—‘y—Bgy-i-CQ:O



2.2. ODNOSI TOCAKA I PRAVACA U RAVNINI 49

i ako je
A, B
R
Az B
onda je prema tocki 1.6
By
BQ CQ
Ty = 1—
A1 Bl
A2 BQ
i
Ci A
Cy Ay
Ys=1——-
Al Bl
Ag B2

Uotimo sljedecu &injenicu koja lagano slijedi iz uvjeta paralelnosti pravaca (Napomena 2.4).

Napomena 2.11. Ako je

A1 Bl —0
Ay By |
onda su p1 i pa paralelni.
Vrijedi i obrat, ako su py i ps paralelni, onda je
Ar But_ g
Az B

2.2.4 Uvjet presijecanja pravca i segmenta (duzine)
U tocki 2.2.2 definirali smo otklon to¢ke Py od pravca p koji je dan u normiranom obliku
xcosYy +ysiny =d

formulom
3(Po,p) = xocosth + yosiny — d.

Pokazali smo da je udaljenost totke Py od pravca p jednaka
|0(Po, p)|-

Osim udaljenosti, otklon nam (kroz svoj predznak) daje i drugu informaciju: §(P, p) je pozi-
tivno ako je Py na onoj strani od p na koju pokazuje = cosy i +siny j .

Odatle imamo sljededi zaklju¢ak: pravac p presijeca duZinu AB ako su brojevi §(4,p) i §(B,p)
suprotnog predznaka.
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2.2.5 Uyvjet presijecanja triju pravaca u istoj tocki

Neka su dana tri pravca p1, ps, p3 u ravnini u opéem obliku, tj.
A1£E+Bly+01 =0
A2$+BQ?J+CQ =0

A3I+Bgy+03 =0.

TraZimo uvjet za postojanje to&no jednog presjecista.
Da bi se p1, p2, p3 sjekli u jednoj tocki barem jedna od determinanata

A B;
Ay By

A B;
As Bs

As  Bo
As Bs

) )

mora biti razli¢ita od nule, jer ako su sve tri jednake nuli, onda prema Napomeni 2.11 presjeciste

ili ne postoji ili ih ima beskonaéno mnogo.

Neka se sada, bez smanjenja oplenitosti, p; i p2 sijeku u jednoj to¢ki. Ozna&imo ju sa
S = (zs,ys). Tada ps mora prolaziti kroz S, tj. mora pripadati sveZnju pravaca odredenom s

p1 i pa.
Sto moZemo iz ovoga zakljutiti?

Kako se nalazimo u ravnini, po Teoremu 1.4 vektori
— —
771> = Al 1+ Bl 7

— —
ns=Ai +Baj,

Dakle imamo
Az = aAi + BA;

Bg = OéBl + /BBQ

DokaZimo da je i
03 = 0401 + ﬂc’g

Kako p1, p2, p3s po pretpostavci prolaze istom to¢kom, S, imamo
Az + Biys +C1 =0

A2xs + B2ys + 02 = O

Ast + B3ys + C’3 =0,
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ali kako vrijedi
Az = aAy + BA;

B3 = aBl + 632

lagano dobijemo da je
Cs = aCy + BCs.

Dakle dobili smo da pravac ps pripada sveZnju odredenom s p; i po ako i samo ako vrijedi
Azr + B3y + C3 = a(A12 + By + C1) + B(Ax + Bay + Ca) = 0

za neke a, 5 € R.
Drugim rije¢ima, vektori (A1, B1,C1), (As, Ba,Cs), (As, B3, C3) su linearno zavisni, pa po
svojstvima determinante 4. i 5. iz to¢ke 1.6 imamo da je

A1 B G4
A2 BQ CQ =0.
A3 Bz C3

Znadi uvjet presijecanja triju pravaca u istoj tocki je

A1 Bl Cl
A2 B2 02 =0
A3 Bg 03
i barem jedna od triju determinanta
A1 Bl A1 B1 A2 B2
A2 BQ ’ A3 33 ’ A3 B3

je razli¢ita od nule.

2.3 Pravac u prostoru

2.3.1 Pravac kroz jednu tocku sa zadanim smjerom

Neka su dani vektor 5 i totka Py u prostoru i neka je & njezin radij-vektor
(totka 1.2). Zelimo naéi jednadzbu pravca p kroz totku P, sa smjerom s .

Totka P € FE lezi na pravcu p ako i samo ako je ﬁ = {5 za neki t € R. Neka
je 7 radij-vektor to¢ke P. Tada imamo Fﬁ = 7 — 74, odnosno jednadzba

pravca kroz to¢ku F, s vektorom smjera Kl je dana's

T =T+t
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Slika 2.9: Pravac u prostoru.

2.3.2 Parametarske jednadzbe pravca

Neka je pravac p kroz totku Py = (xo, %o, 20) zadan vektorom smjera S =

at +bj +ck. Tada znamo da je jednadzba pravca dana s T =T +tS.

Sada, kako je
_>

- = >
=01 +Y%J tzak
i za proizvoljnu totku P = (z,y, z) € E njezin radij-vektor 7 je
e
T=xi4yj +2k,
imamo: P lezi na pravcu p ako i samo ako je

(x,y,2) = (xo + ta,yo + tb, zo + tc).

JednadZbe

r=ux9+ta, y=1yo+1th, z=zy+1tc

zovemo parametarske jednadzbe pravca kroz tocku F, sa smjerom 5.

2.3.3 Kanonske jednadzbe pravca

Neka je dan pravac p u prostoru s parametarskim jednadZbama kroz Fy u smjeru

s Eliminacijom parametra t iz parametarskih jednadzbi dobijemo

T—To _ Y~Y% _ 2=Z0
a b c

To su kanonske jednadzbe pravca kroz F, u smjeru 5.
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Napomena 2.12. Ako je pravac p u prostoru odreden tockom Py i vektorom
smjera S, onda P € E lezi na p ako i samo ako su Poﬁ i S kolinearni.

Prema Napomeni 1.14 to je ekvivalentno s
_>
P()[T': X ? =0.

Raspisano po koordinatama to glasi

T_7

(y—vo)e—(2—20)b) 7 +((2—20)a—(z—0)c) § +((z—20)b—(y—yo)a) & = 0.

Kako su vektori baze linearno nezavisni, njihova linearna kombinacija je jed-
naka nuli samo ako su svi koeficijenti jednaki nuli. Izjednacavajuci s nulom

- = =
koeficigjente uz v, 7 i k dobivamo kanonske jednadzbe pravca.

Napomena 2.13. Ako je pravac u prostoru zadan kanonskim jednadzZbama

T—To Y—Y _<Z— %0
a b c

onda iz njih izravno ¢itamo sljedece informacije:
1. pravac p prolazi tockom (xo, Yo, 20) i

2. wvektor smjera pravca p je dan s (a,b,c) odnosno a,b, c su koeficijenti

smgera pravea p.

Posebno, kanonska jednadzba pravca kroz ishodiste s vektorom smgjera
S = (a,b,¢) je dana s
z
- d

Ako je dan pravac u ravnini s to¢kom kroz koju prolazi i vektorom smjera i
ako je taj vektor smjera jedini¢ni, onda ima dva kosinusa smjera. Zbog komple-
mentarnosti, jedan kosinus smjera prelazi u sinus, i njihov omjer daje koeficijent
smjera (totka 2.1.5 i totka 2.1.6).
Ako je pravac u prostoru zadan to¢kom kroz koju prolazi i vektorom smjera

5 = (a,b,c), onda znamo da je vektor

1 a b ¢
50 = s =
B EIRRNEINEINE]
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jedini¢ni, istog smjera i orijentacije kao i <, pa odreduje isti pravac.
Iz to¢ke 1.5 znamo da postoje kosinusi smjera vektora s, odnosno postoje
a, B,y € [0, 7] takvi da je

a b c
cosa:|:s—‘, cosﬁz|:8—|, cos*y:|:8—|.

Dakle koeficijenti smjera a,b,c su razmjerni s kosinusima smjera i koeficijent

razmjernosti je
|§>| =Va?+ b2 + 2.
2.3.4 Pravac kroz dvije tocke

Neka su dane dvije razli¢ite totke P, = (z1,y1,21) | Po» = (22, Y2, 22) u prostoru.

Tada kroz njih prolazi jedinstveni pravac p. Odredimo njegovu jednadzbu.

Slika 2.10: Pravac kroz dvije tocke u prostoru.

Znamo iz to¢ke 2.3.1 da je pravac jedinstveno odreden to¢kom kojom prolazi
i vektorom smjera. Uzmimo sada npr. toc¢ku P; kao to¢ku kojom prolazi p i
definirajmo ¥ = ]TP; Kako p prolazi i to¢kom P, jasno je da S lezi na p, tj.
Kl je vektor smjera pravca p.
Ozna&imos 7 radij-vektor proizvoljne to¢ke P € F, s B radij-vektor tocke P i
S r_g radij-vektor to¢ke . Sada imamo da je T = ]TP; = 7"_2) — 7"_1> pa iz tocke

2.3.1 imamo: tocka P lezi na pravcu p ako i samo ako P zadovoljava jednadZbu
T RraB-7)

Taj izraz zovemo jednadzba pravca kroz dvije tocke.

Ako sada 7 = T{ + t(r_g> — r_f) raspidemo koordinatno dobijemo jednadzbe

r=x1+t(re— 1), Y=y +tly2—wy1), z2=2+1t(22—21)




2.3. PRAVAC U PROSTORU %)

koje zovemo parametarske jednadzbe pravca kroz dvije tocke.

Eliminacijom parametra t iz parametarskih jednadZbi dobijemo jednadzbu ﬁ =

ﬁ = ——- koju zovemo kanonska jednadzba pravca kroz dvije tocke.

2.3.5 Pravac zadan dvjema projekcijama

Neka je pravac p kroz totku Py = (20,30, 20) s vektorom smjera s = (a, b, ¢) zadan svojom
kanonskom jednadZbom
T2 _ Y~ Y% _ 2~ %0

a b c

Iz jednakosti prvog i treCeg omjera dobivamo

a a a
r=x0+ —(2—20) = -2+ 20 — —20,
c c c

odnosno, uz oznake m = % i m; = 29 — %29
c c )

T =mz+ mi.

Analogno, iz jednakosti drugog i treCeg omjera imamo

b b b
y=1yo+ —(2—20)=-2+y0— 20,
C C C

odnosno, uz oznake n = % ing =yo— %zo,

Yy=mnz+mni.

Dakle, vrijedi

Napomena 2.14. Iz tocke 2.5.3 slijedi da su kosinusi smjera vektora smjera iz kanonske

jednadzbe
T—mp  Yy—n
m  on
dani s
m n 1
cosq = ———, cos ff = ————, Cosy = ————.
vm?+n2+1 vm?4+n2+1 vm?+n?+1

2.3.6 Svezanj pravaca

SveZanj pravaca sa sredistem u tocki Py = (2o, Yo, 20) je skup svih pravaca koji

prolaze kroz tu to¢ku. Tada za svaki izbor a, b, c € R koji nisu svi jednaki nuli

. oL TTe . Y—Uo . r—rn i . . .
jednadzbe == = 4% = =20 opisuju neki pravac iz tog sveZnja.
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y=nz+n,

X =mz+m
1

X \\‘(ml,nl)
Slika 2.11: Pravac zadan dvjema projekcijama.

2.3.7 Dijeljenje duzine u zadanom omjeru

Neka su dane totke A = (z1,y1,21) | B = (22, Ys, 22) u prostoru. Neka totka C'
dijeli duZinu AB u omjeru > zan,m € N, tj. AC:CB=m:n.
Ako je r_f =x1 1 +y1 J + 2 k radij-vektor tocke A i r_% =91 +Yo2J +22k

Slika 2.12: Dijeljenje duzine u zadanom omjeru.

radij-vektor to¢ke B, onda je radij-vektor ? to¢ke C' dan s
7 =7 +AC.

Kako je

AC = "B

m—+n
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Aﬁ:r—g_r—fa
imamo
n m n
T Ik e L
m-+n m-+n m-+n

Dakle koordinate to¢ke C su

mTi1+nre MY +nys mzi+nze
m+n ' m4n 7 m4n

Napomena 2.15. Ako je m = n dobivamo koordinate polovista duzine AB.

7 =

Imamo
(71 +73),

DN | —

odnosno

C— ($1+$2 Y1+ Y2 21—1—22)
2 ’ 2 2 '

2.4 Ravnina u prostoru

2.4.1 Opdi oblik jednadzbe ravnine

Promatramo izraz oblika
Ar+By+Cz+ D =0

pri &emu je barem jedan od A, B, C razli¢it od nule (ili ekvivalentno A? + B? +

2 . . 7 . . . . . A B D
C? > 0). Bez smanjenja opcenitosti, neka je C' # 0, tj. 2 = —5x — zy — &.
Tada postoji totka (xo, Yo, 20) za koju je Azxg + Byo + Czp + D = 0 (jer za
proizvoljne zq i Yo je zp = —%mo — gyo — %) Oduzimanjem izraza Axg+ Byo+
Czg+ D =0od Az + By + Cz + D = 0 dobivamo jednadzbu ekvivalentnu

jednadzbi Ax+ By +Cz+ D =0
A(x —x0) + B(y — yo) + C(z — 2) = 0.

PokaZimo sada da je jednadzbom A(z — xo) + B(y — yo) + C(2 — 29) = 0
opisana ravnina u prostoru kroz totku Py = (xg,%0,20) i okomita na vektor
7 = (A, B,0).
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0]

Slika 2.13: Op¢i oblik jednadzbe ravnine.

Zaista, ako je totka P = (z,y,z) to¢ka u takvoj ravnini, onda je jasno da i
vektor 7 = POIB leZi u toj ravnini. Onda je w7 = 0, odnosno, kako je
-7 = Az — x0) + By — yo) + C(2 — 2), imamo da izraz

Alx —20) + By — o) + C(z —20) =0

vrijedi za sve totke na toj ravnini.
S druge strane, ako P € E ne leZi u ravnini, onda odito T = Poﬁ i 7 nisu
okomiti (jer Poﬁ ne leZi u ravnini), tj. ne vrijedi

Az —x0) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0.
Dakle, jednadzba
Al —20) + By —yo) +C(2z — 29) =0

je jednadZba ravnine kroz to¢ku Py = (g, %o, 20) koja je okomita na vektor
= (A, B,C). lzraz

| Az + By +Cz+ D =0]

zovemo op¢i oblik jednadzbe ravnine.
Ako je ravnina II dana u opéem obliku Az + By +Cz+ D =0 i ako je C' # 0,

onda je

A B D
Z=—=Tr— =Y— —=.
c'cd' ¢
Oznatimo a; = —4, by = =2 i ¢; = —Z. Dakle imamo jednadzbu

z=mr+ by +c
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koju zovemo eksplicitni oblik jednadZbe ravnine.

Pogledajmo sada specijalne slu¢ajeve jednadzbe ravnine (tzv. nepotpune
oblike):

Slika 2.14: Ravnine u posebnim polozajima.

1. Ako je D =0, onda je otito da O = (0,0,0) zadovoljava opéu jednadzbu
ravnine Ax + By + Cz = 0, tj. ravnina prolazi kroz ishodiste.

2. Ako je C' =0, onda normala 77 = (A, B,0) nema komponentu u smjeru
%
osi z (tj. k), paimamo cosy = 0. Tada je jasno da je ravnina paralelna

s osi z i da sijete koordinatnu ravninu Ozxy u pravcu Az + By + D = 0.

3. Ako je B = C =0, onda normala 77 = (A,0,0) ima komponentu samo u
smjeru osi x. Imamo Ax + D = 0, odnosno = = —%, ravnina je paralelna

s koordinatnom ravninom Ovyz.

4. Ako je B = C = D = 0, onda prema 1. ravnina prolazi kroz ishodiste
a prema 3. ravnina je paralelna s koordinatnom ravninom Oyz. Dakle

zaklju¢ujemo da je ravnina Az = 0 koordinatna ravnina Oyz.
Od &etiri parametra, A, B,C'i D, imamo samo tri nezavisna, jer jedan parametar

moZemo eliminirati dijele¢i onim od A, B, C koji je razli¢it od nule.

2.4.2 Normalni oblik jednadzbe ravnine

Neka je II ravnina u prostoru E koja ne prolazi kroz ishodiste (tj. totku O) i

koja sijece sve tri koordinatne osi. Povucimo okomicu iz to¢ke O na ravninu II.
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. vy ol - . .y . Or.
Neka ta okomica sijete IT u totki P, i neka je |OP)| = p. Neka je nj = %
(tj. jedini&ni vektor istog smjera i orijentacije kao i OF;) i neka su «a, 3,7 kutovi
¢to ih 71y zatvara s pozitivnim smjerovima osi z, y, z redom (tj. s vektorima baze
- > 7. o o- .
i,7,k iztotke 1.3 ). To znali da je

—

— —
ng =cosa i +cosfj + cosvy k.

Tada proizvoljna to¢ka P € FE lezi u Il ako i samo ako je projekcija njenog
radij-vektora 7 na pravac odreden s 1§ duljine to¢no p.

M

Slika 2.15: Normalni oblik jednadzbe ravnine.

Drugim rije¢ima to¢ka P € E s radij-vektorom 7 lezi u II ako i samo ako
Kl zadovoljava jednadZbu

g = p.

Taj izraz zovemo normalni (ili Hesseov) oblik jednadZbe ravnine, a vektor

775 zovemo normala ravnine II.
Posebno, ako II prolazi kroz ishodidte (tj. to¢ku O), onda je p = 0, pa je
normalna jednadzba ravnine oblika

7 np = 0.

Imamo okomitost radij-vektora 7 totke P € E na ng.

Napomena 2.16. Ako tocka P € E ima koordinate (x,y, z), onda je ska-

larni oblik normalne jednadzbe ravnine dan s

rcosa+ycosS+ zcosy —p = 0.‘
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Napomena 2.17. Normalni oblik jednadzbe ravnine je zgodan za odredivanje
udaljenosti tocke od ravnine.

Neka je M = (x1,y1,21) € E proizvoljna. Kao i kod pravea (tocka 2.2.2)
vektor g (normala) orijentira stvari: vangska strana u odnosu na ravninu je
ona na koju pokazuje normala.

Ako sada kroz M povucemo ravninu II' koja je paralelna s 11, duljina okomice
do I ée biti p+ d (za neki d € R, jer je duljina okomice do 11 jednaka p), a

kako M lezi u II', mora biti
ricosa+yjcos B+ zycosy=p—+d

— —
(jer je, ravnina 11" paralelna s I1 pa ima istu normalu ng = cosa i +cos BJ+
cosy k kao i11). Kako je d, u stvari, udaljenost ravnine 11 od ravnine 1T,

udaljenost tocke M od ravnine 11 je

d = x1 cosa + yy cos B + 21 cosy — p,

ako je M s one strane 11 na koju pokazuje ng. Za tocke s druge strane bit

ced < 0. Imamo nesto analogno otklonu iz tocke 2.2.2. Stoga je udaljenost

tocke M od ravnine Il dana s

d(M,1I) = |zy cosa + yy cos B + 21 cosy — p|.

Napomena 2.18. [z opce jednadzbe ravnine lagano se prelazi na normalni
dijeljenjem s R = ++v/A%2 + B2 + C2, pri cemu se uzima predznak suprotan
od predznaka od D.

Dakle tmamo

5 B
cosa=—, cosfi=—
R’ R’

Vektor normale 72§ je normirani vektor 7 = (A, B,(C), tj. istog su smjera

cosy =

=10

i orijentacije, pa odreduju istu ravninu. Stoga ¢emo i vektor 7 zvati vektor
normale.

Napomena 2.19. Ako je ravnina 11 dana u opcéem obliku Ax + By + Cz +
D =0, onda su koordinate A, B, C vektora normale w razmgerne s kosinu-
sima smjera (Napomena 2.18) i koeficijent razmjernosti je v/ A% + B% 4+ C2.

.. D
Velicina D]

Tarprscz Je udaljenost od ishodista.
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Napomena 2.20. Neka je dana tocka M = (z1,y1,21) € E. Tada je, po
Napomeni 2.17, udaljenost tocke M od ravnine Az + By + Cz+ D = 0 dana

S

_ |Az1+By1+Cz1+D|
d(M7 H) - VAZYB21(C2

2.4.3 Segmentni oblik jednadzbe ravnine

Neka je II ravnina u prostoru E takva da ne prolazi kroz ishodiste i neka sijece
sve tri koordinatne osi. Nadalje, neka su to¢ke A = (a,0,0), B = (0,5,0),C =
(0,0, c), redom, totke u kojima II sije¢e koordinatne osi z, ¥, z.

Sada, kako su A, B, C' € 11, iz normalne jednadZbe ravnine imamo,

Dakle,
acosa = p, bcos 5 = p, ccosy = p.
z
C
c
b B
a Y y
A
X
Slika 2.16: Segmentni oblik jednadzbe ravnine.
Odatle,
b p b
cosa = —, cosff ==, cosy = —.
a b c

Uvrstavanjem u skalarni oblik normalne jednadzbe ravnine dobivamo jednadZbu

iriri=t

koju zovemo segmentni oblik jednadzbe ravnine.
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2.4.4 Parametarski oblik jednadzbe ravnine

Neka je dana ravnina II koja prolazi to¢tkom F, € E i neka su 511 55 linearno

nezavisni vektori takvi da je ravnina II paralelna s njima.

0

Slika 2.17: Ravnina zadana parametarski.

Totka P € E leZi u ravnini IT ako i samo ako vrijedi
Poﬁ = us_l> + v5_2>.

(Za P € E takvu da je P € II vektori ﬁ, s_f i 5_5 su komplanarni).
Ako oznadimo's 7 radij-vektor tocke P € F a s T4 radij-vektor to¢ke Fy, zbog
Poﬁ =7 -7 gornja jednadZba prelazi u jednadZbu

7:7“_()>+u3_1>+vs_2>,

koju zovemo parametarska jednadZba ravnine. Varijable u i v zovemo para-

metri, a vektore ?1 i s_g vektori smjera.

Neka je Py = (0,%0,20), 51 = (a1,bi,c1), 53 = (ag, by, cy). Tada P =
(z,y,2) € E leZiu ravnini ako i samo ako vrijedi T = Tg+usi4vss. Raspisujuci
po koordinatama dobijemo jednadZbe

’x:xo—i-ual—l—va% Y = Yo + uby + vbo, z:zo—i-ucl—l—ch‘

koje zovemo skalarni oblik parametarske jednadZbe ravnine.
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Napomena 2.21. Kad parametri u 1 v neovisno jedan o drugom prolaze
sve vrijednosti izmedu —oo 1 0o dobije se cijela ravnina. Kako imamo dva

parametra (u i v), vidi se da je ravnina dvodimenzionalni objekt u prostoru.

Napomena 2.22. Eliminacijom parametara iz skalarnog oblika parametar-
ske jednadzbe ravnine dobijemo jednadzZbu ravnine kroz zadanu tocku Py =

(20, Yo, 20) @ dva vektora smjera 5= (ay,b1,¢1) 1 55 = (ag, by, ) :

T—To Y—Yo <%0
aq bl C1 = 0.
a9 bg Co
Dajmo sada geometrigsku interpretaciju gornje jednadzbe.

Tocka P € FE lezi u ravnini 11 ako i samo ako vrijedi
P()[:‘; = US—1> + US—2>,

odnosno, ako i samo ako su P, ?,?1,3_5 komplanarni. Po Napomeni 1.16,
vektori Py ﬁ, 51,53 su komplanarni ako i samo ako je
T—To Y—Y 22— %0
Poj (5_1>><_2)): ay by 1 =0.

a2 by C2

2.4.5 Jednadzba ravnine kroz tri tocke

Neka su dane tri totke P, = (x1,91,21), Po = (2,92, 20), P3 = (73,¥3,23) u
prostoru takve da ne leze na istom pravcu. Zanima nas jednadZba ravnine koju
odreduju te tri tocke. Kako totke P, P, P3 ne leZze na istom pravcu, onda su
vektori @ [ }TP; nekolinearni. Dakle, moZemo uzeti da su }TP; i ]TP; vektori
smjera ravnine kroz tri tocke Py, P», P3 (uzmemo npr. totku P; kao fiksnu to&ku

kroz koju ravnina prolazi). Kao i u to¢ki 2.4.4, totka P € E lezi u ravnini ako

i samo ako su vektori P, P, P,P,, P, P; komplanarni. Po Napomeni 1.16 to je
ekvivalentno s

PP . (PP, x PP;) =0.

Kako je
X T—x Y-y 224
Plp'(P1P2><P1P3): To— Ty Y2—Y1 22— 21

T3 —T1 Ys—WY1 23— 21
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to dobivamo jednadzbu ravnine kroz tri tocke Py, P,, P; u obliku

r—r Y—Yy1 =2z—%
To—T1 Yo—th 22—z |=0.

T3 —T1 Ys— Y1 23— 21

2.5 QOdnosi ravnina i pravaca u prostoru

2.5.1 Kut dviju ravnina

Neka su II; i II, dvije ravnine dane jednadZbama

A1I+B1y+012+D1:0

A2x+B2y+C’2z+D2 = 0.

Definicija 2.6. Kut izmedu I1; i Iy je kut izmedu njihovih normala n =
(Ala Bh Ol) [ 775 = (A27 B27 CQ)
Kako je kosinus kuta izmedu 77{ i 775 dan s

771> . 772> - A1Ay + BBy + C1Ch
nilln3| /A2 + B2+ C2\/AZ+ B2+ C2’

cos p =

imamo da je kosinus kuta izmedu II; i II; dan s

A1A2+B1Ba+C1Co
VA2+B3+C3\/A3+B3+C3

Cosp =

Napomena 2.23. Rawvnine I1; i Ily ée biti paralelne ako i samo ako su 77{
i 5 kolinearni, tj. ako i samo ako postoji A € R takav da je np = )\771),

odnosno ako 1 samo ako vrijed:

A22A1232231202201.

Napomena 2.24. Ravnine 11y i IIy ce biti okomite ako © samo ako su 77{ )

nb okomiti, t5. ako i samo ako je ni g = 0, odnosno ako i samo ako vrijedi

AlAQ + B1B2 + 0102 = 0.
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Sada moZemo saZeto iskazati tvrdnju o svim mogucim poloZajima dviju rav-
nina u prostoru.

Teorem 2.1. Promatrajmo dvije ravnine zadane jednadzbama Aix + Biy +
Ciz+ D1 =014 Ayx+ Boy+ Coz+ Dy = 0. Tada vrijedi jedna (i samo jedna)
od sljedecih triju tvrdngi:

1. Rawnine se ne sijeku.
2. Rawvnine se sijeku u jednom i samo jednom pravcu.

3. Ravnine se podudaraju. &

. v - ¥ ‘WAL _ B Ch D, i i T
Prvi slucaj se desava ako je - = 7L = & + .- Proporcionalnost prvih triju
L . i AL B G Dy

koeficijenata izrazava paralelnost ravnina. Ako je jo$ i =5 =& = p.oonda

se ravnine podudaraju, imamo treéi slu¢aj. Konaéno, drugi slu¢aj imamo ako
vrijedi barem jedna od nejednakosti ’3—; =+ g—;, g—; #+ g—; % #* ‘:—;, tj. ako ravnine
nisu paralelne. Ako ravnine nisu paralelne, onda se one moraju sjeci, i njihov
presjek je pravac. Dakle pravac u prostoru mozemo zadati i parom jednadZbi
dviju neparalelnih ravnina. Korisno je znati kako iz tog oblika moZemo dodi do
kanonskih jednadZbi. U tu svrhu treba naci bar jednu to¢ku u presjeku ravnina.

Kako ravnine nisu paralelne, narusava se barem jedan od omjera iz Napomene

A B A
2.23. To znati da je bar jedna od determinanata . , v G i
Ay By Ay Oy
B A, B
! ' | razlitita od nule. Uzmimo, odredenosti radi, da je ! ! # 0.
B2 CQ AQ BQ

Uvrstavajuéi z = 0 u jednadZbe ravnina dobivamo sustav &ije rjeSenje nam daje

to¢ku Ty na pravcu presjeka. Njene su koordinate
Bl D1 D1 Al
By Dy Dy Ay

Al Bl Al Bl
AQ BQ A2 BQ

S
I
\'O

Vektor smjera 7 pravca presjeka mora biti okomit na obje normale pa ga moZemo
uzeti kao njihov vektorski produkt, ? = 77{ X 775 = (B1Cy —B201)7+ (C1Ay—
CQA1)7 + (A1By — AgBl)?. Sada imamo sve elemente (koordinate tocke 7§ i
komponente vektora ?) za formiranje kanonskih jednadZbi pravca p.
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2.5.2 Presjeciste triju ravnina

Neka su dane tri ravnine 11y, Il i II3 s jednadZbama
Az + By +Ciz+ Dy =0,

Asx + Boy + Coz + Dy = 0,
A3$+B3y+032+D3 = 0.

Znaci, sve totke prostora koje se nalaze u presjecistu IIy, Ily i 113 moraju zado-

voljavati sustav

A1I+Bly+012+D1:0
A2$+Bgy+CQZ+D2:0

Uvedimo sljedeée oznake za determinante

A B ) -D, By ¢4
A=| Ay, By C5 |, Ay =] —-Dy By Cy |,
A; By Cj —Ds By Cj
A, —D; 4 Ay By —-D
Ay=|A —D, Cy|, A.=|A, By —D,
As —D3 (s Az Bs —Ds

Ako je A # 0 (sada su z,y, z nepoznanice), onda je presjeciste jedinstveno (tj.

jedna totka, totka 2.4.5) i koordinate su mu

Znati dobili smo uvjet da se tri ravnine sijeku u tocki i koordinate te to¢ke. Koji
su slu¢ajevi jo§ mogudi?

Moguce je da nema rjesenja (bilo koje dvije ravnine se ne sijeku, tj. paralelne su),
rjeSenje je neki pravac (sve tri se sijeku u jednom pravcu) i rjeSenje je ravnina

(sve tri ravnine se podudaraju).
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2.5.3 Kut pravca i ravnine

Neka je dan pravac p u prostoru kroz to¢ku P, s vektorom smjera ¥ = (a,b,c)
i ravnina II svojom jednadzbom Ax + By + Cz + D = 0.

Definicija 2.7. Kut izmedu pravca p i ravnine Il je komplement kuta izmedu

S =(a,b,c) i W = (A B,C).

Znati, ako je 5 — ¢ kut izmedu S = (a,b,c) i W = (A, B,C) onda je kut
izmedu p i II jednak .
Kako je kosinus kuta izmedu 5 = (a,b,¢) i @ = (A, B,C) dan's

T FWA T Vet ey/EL B

2

T T aA+bB 4+ cC
cos( <p>

i kako je cos (3 — ¢) = sin¢, imamo da je sinus kuta izmedu p i II dan izrazom

aA+bB+cC
\/a2+b2+c2 \/A2+BQ+CQ .

sinp =

Napomena 2.25. Pravac p i ravnina II su okomiti ako i samo ako su Kl
i W kolinearni, tj. ako i samo ako postoji A\ € R takav da je W= \Y

)

odnosno ako i samo ako vrijedi
A:a=B:b=C":c.

Napomena 2.26. Pravac p i ravnina 11 ée biti paralelni ako © samo ako su
S i1 okomiti, tj. ako i samo ako je S -7 =0, odnosno ako i samo ako
vrigeds

aA+bB+cC =0.

2.5.4 PresjeciSte pravca i ravnine
Ako je pravac p zadan parametarski jednadZzbom

r = x1 + at, y =1y + bt, z =z +ct,

onda uvr$tavanje u opcu jednadZbu ravnine daje jednadZbu za vrijednost para-

metra t koja odgovara presjecistu

_Axl +By1 +CZl +D

t:
Aa + Bb+Cec
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Koordinate presjeka su

_ A(E1+By1+021+D _ A1'1+By1+021+D _ Ax1+By1+C’z1+D
(371 O darBrice 9 T 0T A Boe A T € Aay Bhioe

).

Napomena 2.27. Ako ne postoji takav t koji je konacan, tj. ako je nazivnik

od
AZL‘l +By1 +CZl + D

Aa+ Bb+ Ce

jednak nuli, imamo uvjet paralelnosti pravca 1 ravnine

Aa+ Bb+ Cec=0.

2.5.5 Pripadnost pravca ravnini

Uvjet pripadnosti pravca "¢ = Y24 = 220 ravnini Az + By +Cz + D = 0

dan je parom jednadZbi

A$0+Byo+CZO+D:0

Aa+ Bb+ Cc=0.

Prva jednadZzba izraZava &injenicu da totka (xg, 4o, 20) (kojom prolazi pravac)
leZi u danoj ravnini, a druga je uvjet paralelnosti pravca i ravnine.

Sada moZemo saZeto iskazati tvrdnju o medusobnom odnosu pravca i ravnine.

Teorem 2.2. Neka su ravnina i pravac zadani jednadzbama Az + By +Cz+

D =0 %" = % = 2225 Tada vrijedi jedna (i samo jedna) od sljedecih

triju tvrdnju:
1. Pravac i ravnina se ne sijeku.
2. Pravac i ravnina se sijeku u samo jednoj tocki.
3. Pravac je sadrzan u ravnini.de

U prvom i treCem slu¢aju pravac je paralelan s ravninom (Aa+ Bb+Cc = 0).
Ako jo¥ imaju i zajedni¢ku to¢ku (Azg+ By + Czo+ D = 0), onda pravac lezi
u ravnini (tre¢i slu€aj). Drugi slu¢aj je karakteriziran s Aa + Bb+ Cc # 0.
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2.5.6 Kut dvaju pravaca

Neka su dani pravci u prostoru p; i py kroz to¢ke Py = (x1,%1,21) odnosno
Py = (29,99, 22) s vektorima smjera 5 = (a1, b1, c1) odnosno 55 = (ag, by, 2),
redom.

Definicija 2.8. Kut izmedu pravaca py @ pe je kut izmedu njihovih vektora
smjera s—1> 1 s_2>

h

Slika 2.18: Mimosmjerni pravci.

Znamo da je kosinus kuta izmedu 57 i 55 jednak
515

a1ao + blbg + c1Co
COS(P: o pp— -
B

Vi + 02+ 3+ 0+

pa je kosinus kuta izmedu p; i py jednak

ajas+bibatcico
Va3 +b3+c3y/a3+b3+c3

cos p =

Sto ako se pravci ne sijeku, tj. mimoilaze se?
Tada je ideja da ih usporednim (paralelnim) pomakom dovedemo do presijecanja.

To ¢emo uciniti tako da projiciramo p; na ravninu paralelnu sa p; koja sadrzi ps.

Napomena 2.28. Pravci p1 © ps u prostoru su paralelni ako i samo ako su
1 i s kolinearni, tj. ako i samo ako postoji A € R takav da je 5= \ss,
odnosno ako 1 samo ako je

ay by €1
az ba C2
To j0s oznacavamo s

ay:by e =ay by .
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Napomena 2.29. Pravci py i ps u prostoru su okomiti ako i samo ako su

s—f 1 ?2 okomiti, tj. ako © samo ako je ?1 . s_2> =0, odnosno ako i samo ako je

a1as + blbg + Cci1c9 = 0.

2.5.7 Presjeciste dvaju pravaca

Neka su dani pravci p; i py u prostoru koji prolaze kroz P, = (x1,y1, 21) odnosno
Py = (x9,ys,22) s pripadajuéim vektorima smjera 5 = (a1,b1,¢1) odnosno

55 = (@g, by, c2). Tada su njihove kanonske jednadzbe dane s

r—T Y—Uyp 22—z

a1 by &1

T—T2 Y—Y Z2— 2
as b cy
Jasno je da ako se p; i py sijeku, onda moraju leZati u istoj ravnini. Neka je to
ravnina Az + By + Cz+ D = 0. Nadimo sada uvjet da pravci p; i py leZe u
istoj ravnini.
To znati da i totke P, = (x1,y1,21) | Po = (%2, Yo, 22) 1 vektori 5 = (a1,b1,c1)
i 55 = (ag, by, c2) leZe u toj ravnini. To&nije, totke leZe u toj ravnini, a vektori
su paralelni s njom. Tada i vektor P, P, mora lezati u istoj ravnini sa s_1> i s—2> tj.

mora biti s njima komplanaran. Uvjet komplanarnosti je
—
P1P2'(S_1>><5_2>):07

tj.
To —T1 Ya2—Y1 22— 21
ay by C1 = 0.

a2 by Co

Time smo dobili uvjet da pravci p; i py leZe u istoj ravnini.
Moze se desiti da su oni paralelni, pa nema presjecista. Prema Napomeni 2.28,
pravci p; i po Ce se sjedi ako je

Ty —T1 Y2 —WY1 22— 21
aq bl C1 =0

a2 by Co
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i ne vrijedi

a1 : by e =ag by,

Pomocu gornje determinante moZemo karakterizirati sva etiri moguca poloZaja
dvaju pravaca u prostoru.

Teorem 2.3. Za dva pravca u prostoru vrijedi jedna (i samo jedna) od
slyedecih tvrdngi:

1. Pravci su mimosmgjerni, tj. ne leZe u istoj ravnina.
2. Pravci leZe u 1sto) ravnini i ne sijeku se.

3. Pravci leZe u isto) ravnini © sijeku se u jednoj tocki.
4. Pravci se podudaraju.de

Prvi slu¢aj odgovara situaciji u kojoj je determinanta razli¢ita od nule. U
drugom slu&aju su drugi i treéi redak determinante proporcionalni (paralelnost
pravaca) ali nisu proporcionalni prvom. Ako su sva tri retka proporcionalna,
imamo isti pravac, Cetvrti slu¢aj. U tre¢em slucaju drugi i treci redak nisu pro-
porcionalni (pravci nisu paralelni), no prvi se redak moZe izraziti kao njihova

linearna kompozicija. Pozabavimo se slu¢ajem mimosmjernih pravaca.

2.5.8 Udaljenost dvaju pravaca u prostoru

Neka su dani neparalelni pravci p; i ps u prostoru koji prolaze kroz P, = (x1,y1, 21)
odnosno P, = (9,2, 22) s pripadajuéim vektorima smjera 5= (ay,b1,c1) od-
nosno 54 = (@g, by, c2). Onda su njihove kanonske jednadzbe dane s

r—Tr Y—Yyp 22—z

ai by C1

T—T2 Y—Ya2 22— 22

a2 by Co

Definicija 2.9. Udaljenost pravca pi od pravca py je duljina zajednicke oko-
mice na ta dva pravca.
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IzraCunajmo duljinu zajedni¢ke okomice:
Polozimo kroz p; ravninu II paralelnu s py (tj. p; leZi u ravnini). Tada je duljina
zajedni¢ke okomice jednaka udaljenosti bilo koje tocke na py do II (jer su py i I1
paralelni). Dakle, kako p; lezi u I i II je paralelna sa py, imamo da II prolazi
kroz P; = (x1,y1,21) i paralelna je sa 5= (a1,b1,¢1) i 55 = (ag,by,¢2). 1z
Napomene 2.22, jednadzba ravnine II je dana s

T—21 Y— U

ai

5)
Razvojem po prvom retku dobivamo

by c
L +(y—wy1)

by co

+ (z — 21)

= 0.

Iz gornje jednadzbe vidimo da je normala od II dana s

by

|

by co

do II, uzmimo to¢ku P, = (z3,ys, 22). Tada je, prema Napomeni 2.20,

a; by

az by

ai

a2

) |

Kako je duljina zajedni¢ke okomice jednaka udaljenosti od bilo koje to¢ke na p-

To — 1 22— 2
a1 C1
a2 C2
d(Py, TT) = % :
by ¢ a; b
_|_
by co as by
odnosno,
To — T1 22— 21
a1 C1
az C2
d(p1,p2) = % .
by ¢ ap b
by co az by
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Napomena 2.30. Kako znamo da postoji ravnina 11 takva da py lezi u njog
i paralelna je sa ps? FEkvivalentno je pitanje, kako konstruirati ravninu kroz
tocku Py = (x1,y1,21) paralelnu s vektorima BREY

Ako su's{ i 53 nekolinearni, onda uzmemo da je normala ravnine 11

T =5 X 5.

Time smo dobili izraz kao 1 gore tj.

“

1 imamo odredenu ravninu kroz P.

by 1 ap ar b

Y

by co Co Q2 az by

Ako su 57 i 54 kolinearni, onda su p1 i po paralelni, pa je udaljenost p;
od py jednaka udaljenosti bilo koje tocke s ps do py, sto znamo izracunati.
(Uzmemo li ravninu okomitu na py kroz Py, jasno je da moZemo uzeti da joj
je normala s1. Tada pogledamo presjek te ravnine i pravca ps, Sto je tocka,

zovimo je M. Udaljenost py od ps je jednaka udaljenosti Py od M ).



Poglavlje 3

Matrice 1 linearni sustavi

3.1 Osnove matri¢cnog racuna

3.1.1 Motivacija

Promotrimo sustav linearnih jednadzbi
x — 2 +2u=-3

2y +2z F+u=1
T +y —=z =—1
2 +y +z +u=23.

To je sustav od Cetiri linearne algebarske jednadzbe s nepoznanicama x,y, 2 i
u. U primjeru iz to¢ke 1.6 smo vidjeli da je kod uvodenja pojma determinante
dobra ideja tretirati sve koeficijente (brojeve uz z,y, z i u) kao jedinstveni objekt
(matricu). Ako bismo uspjeli razviti ratun takvih objekata, onda bismo mogli
sustav linearnih jednadzbi gledati kao linearnu jednadZbu u jednoj nepoznanici.
Npr. za gornji sustav bismo imali

N
I
N = O =
= = N O
—_

|
—_
_ O =N

75
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T
x=|"Y1,
z
u
-3
1
B—
1
3

Dakle na$ sustav od &etiri linearne jednadZbe s Cetiri nepoznanice bi se mogao
napisati kao linearna jednadZba s jednom nepoznanicom

A-X=B8B

7 7

gdje je operacija mnoZenje objekata koje ¢emo prouavati i koju ¢emo

definirati.
Promotrimo problem jedne linearne jednadZbe s jednom nepoznanicom
ar =b.
Imamo dva sluéaja:

1. Ako je a # 0, onda postoji jedinstveno rjeSenje xy od ax = b i vrijedi

To=—=a 'b.
a

2. Ako je a = 0, onda:

a) za b # 0 ne postoji z( koji zadovoljava jednadZbu az = b,

b) za b = 0 svaki zy € R zadovoljava jednadzbu ax = b.

Na$ je cilj generalizirati "teoriju” jedne linearne jednadZbe s jednom nepozna-
nicom na slu¢aj viSe linearnih jednadZbi s vise nepoznanica. Pri tome trebamo
rijesiti neke probleme, kao npr. definirati operacije ("zbrajanje”, "mnoZenje"
takvih objekata), smisao jednakosti (definirati kada ¢e dva takva objekta biti jed-
naka), inverzije (definirati inverz objekta, koji bi bio generalizacija recipro¢nosti
brojeva), definirati analogone za "a # 0", "a =0", "b # 0", "b= 0" itd.
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3.1.2 Osnovni pojmovi

Definicija 3.1. Neka su m i n prirodni brojevi. Pravokutna shema u kojoj
je um redaka 1 n stupaca sloZeno m -n realnih brojeva zove se matrica tipa

mXn.

a;; Qa2 apz -+ Qip

ag1 Q22 Q23 -+ Q2p
A=

Am1 Am2 Am3 - Amn

Matrica A ima m redaka i n stupaca. Realni brojevi sloZeni u matricu su njeni
elementi. Svaki element je indeksiran s dva indeksa: prvi je redni broj retka,
drugi je redni broj stupca na &ijem se presjeku nalazi taj element. Npr. element
a;; se nalazi na presjeku i-tog retka i j-tog stupca.

Neka je A matrica kao gore. Zbog jednostavnosti zapisa nju jo$ zapisujemo kao

A = [ay]i2;

i=1,j=1

ili samo

A = [ai).

]\/[:10_1
2 3 1

Matrica M je realna matrica tipa (2 X 3).8

Primjer 3.1.

Brojevi a;;, k = 1,...,n matrice A &ne i-ti redak matrice A (prvi indeks je
fiksan, drugi se mijenja od 1 do n).
Brojevi aj, k =1,...,m matrice A &ine j-ti stupac matrice A (drugi indeks je
fiksan, prvi se mijenja od 1 do m).
Ako je m = n, tj. ako je matrica A oblika

a1; a2 -+ Aip

Q21 Qg2 -+ QAa2p

Qp1 Ap2 **° QAnp
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kaZzemo da je kvadratna, i to n-tog reda.

U kvadratnoj matrici elementi s jednakim indeksima, tj.

A11,A22, .-y Anp

¢ine glavnu dijagonalu. Zbroj svih elemenata glavne dijagonale kvadratne ma-

trice zovemo tragom te matrice i oznatavamo tr A.

trA = ay +ag + -+ aw |

Kvadratna matrica A je dijagonalna ako je a;; = 0 za i # j, tj.

a1 0 0
A - 0 a.gg 0
0 0 Ann

Ako su u dijagonalnoj matrici svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki, tj. ay; =
agy = ... = any, = a, matrica je skalarna. Skalarna matrica s jedinicama na

glavnoj dijagonali se zove jedini€na i oznaava sa I,,. Takvu matricu

00 - 1

moZemo saZeto pisati [, = [d;;], pri ¢emu je

1, 1=y
by=4
0, 1 # ]
Simbol ¢;; zovemo Kroneckerova delta. Matrica &iji su svi elementi jednaki

nuli zove se nul matrica. Ako je kvadratna, onda je reda n, ako nije, onda je

tipa m x n. Ozna¢avamo ju s Op,y,.

Primjer 3.2. Sljedeée matrice su nul matrice i to reda 3, tipa 2 x 4 1 tipa

000 0000 0

0 O O 7 < >’ ( ).*
0000 0

000

2 x 1, redom,



3.1. OSNOVE MATRICNOG RACUNA 79

Neka je A = [a;;] matrica tipa m x n. Matrica B = [b;;] tipa n X m za koju

jebj=a;zai=1,..,m, j=1,..,n je transponirana matrica matrice A.

A:234,
01 2

Ozna&avamo ju s AT,

Primjer 3.3. Ako je

onda je
2 0
AT=13 1 |.&
4 2
Kvadratna matrica A = [a;;] za koju je a;; = 0 za i > j zove se gornja

trokutasta. Sli¢no se definira donja trokutasta matrica, tj. A = [a;;] je donja
trokutasta ako je a;; = 0 za 1 < j.

Primjer 3.4. Matrica A je gornja trokutasta, dok je B donja trokutasta

2310
014 2 200
A= ; B=|3701].®

0010
01 2

00 0 2

Kvadratna matrica A je simetri¢na ako je AT = A, tj. a;; = aj; zai,j =
1,..,n. Akoje AT = —A tj. a; = —aj; zai,j = 1,...,n, matrica A je

antisimetri¢na (kososimetri¢na).

Primjer 3.5. Matrica A je simetricna, dok je B antisimetricna

1 47 0o 1 2
A=14 271, B=]1 -1 0 3 |.&
7T 7 3 -2 -3 0

Napomena 3.1. Elementi iznad i ispod glavne dijagonale simetricne matrice
simetricnt su u odnosu na glavnu dijagonalu, tj. zrcale se jedni u druge.

Za elemente glavne dijagonale antisimetricne matrice vrijedi a; = —a;; 2a
t=1,...,n, odnosno vrijedi a;; =0 za i = 1,...,n. Dakle elementi glavne di-
jagonale antisimetricne matrice su nuzno nule. Elementi iznad 1 ispod glavne
dijagonale simetricni su u odnosu na glavnu dijagonalu, ali suprotnog predz-
naka.
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3.1.3 Linearna kombinacija matrica

Ozna&imo skup svih matrica tipa m x n s M,,,. Uvedimo sada pojam "biti
jednak” u skup M,,, koji ¢e biti generalizacija jednakosti realnih brojeva. Pri-
mjetimo da je za m = n = 1 skup M u stvari skup R, a na R znamo $to znadi
"biti jednak”.

Definicija 3.2. Matrice A € M,,, i B € M,,, su jednake ako je a;; = b;;

za svei=1,..m; j=1,...n. PiSemo A= B.
Napomena 3.2. Jednakost matrica se definira samo za matrice istog tipa.

Definicija 3.3. Zbroj matrica A = [a;;| € My, @ B = [bj] € My, je

matrica C = [¢;j] € My, s elementima ¢;; = a;; +bj; za i =1,....,m; j =

1,...,n, .
aix - Qin bii - b
C=A+B=| : N L] =
Am1 Amn bml Tt bmn
ay +bnn - ai, + by
Am1 + bml e Amn + bmn

Napomena 3.3. Zbroj matrica se definira samo za matrice istog tipa.
Definirajmo sada mnoZenje matrice skalarom.

Definicija 3.4. Za matricu A = [a;j] € My, i skalar A € R definiramo

matricu NA = [bi;] € My, s elementima by; = Aa;; za sve i = 1,...,m;
j=1,..,n, t.

aip - Qin Aaiyr o Ay,

Am1 - Amn /\aml e )\amn

Pogledajmo sada neka svojstva zbrajanja i mnoZenja matrica skalarom koja iz-
ravno slijede iz Definicije 3.3 odnosno Definicije 3.4.
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Teorem 3.1 (Svojstva zbrajanja matrica i mnozenja skalarom). Za sve ma-
trice A, B,C € M,,, i sve skalare iz o, 5 € R vrijedi:

1. (A+B)+C = A+ (B+ () (asocijativnost),
2. A+ B = B+ A (komutativnost),
3. a(A+ B) = aA + aB (distributivnost),

4. a(BA) = (aB)A (homogenost).de

Iz Teorema 3.1 slijedi da je skup M,,, uz operacije zbrajanja i mnoZenja
skalarom vektorski prostor. Njegovi su elementi (" vektori”) matrice tipa m x n.
Unato¢ tome $to nije rije¢ o geometrijskim objektima za njih imaju smisla pojmovi

kao $to su linearna zavisnost i nezavisnost, linearna kombinacija i linearni rastav.

Definicija 3.5. Neka su Ay, As, ..., Ap € M,,, matrice i A1, ..., \r, € R ska-
lari. Matrica
A= MA1+ ...+ Ay

je linearna kombinacija matrica Ay, As, ..., Ax s koeficijentima Ay, ..., Ag.
Kazemo da je A rastavljena (razloZena, razvijena) u linearni spoj po ma-
tricama Ay, As, ..., Ay.

Linearna kombinacija je netrivigalna ako je barem jedan A\, ..., N\ razlicit
od nule.

Napomena 3.4. Ako je matrica A rastavljena u linearni spoj po matricama
Ay, As, o Ay € Moy, onda je it A € My, Sto slijedi izravno iz Definicije 3.3
odnosno Definicije 3.4.

MozZe se pokazati da skup svih m x n matrica E;; koje na mjestu (7, j) imaju
jedinicu, a na svim ostalim mjestima nule &ini bazu u M,,,. Dakle je dimenzija
vektorskog prostora M,,,, jednaka mn.

Operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom su dobro uskladene s operacijom
transponiranja.

Teorem 3.2. Funkcija koja matrici pridruzuje njenu transponiranu matricu

Av—— AT sa M, u M,,, ima sljedeéa svojstva:

1. (A+ B)T = AT + BT za sve A, B € My,
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2. (aA)T = aA” za sve A € M,,, i sve a € R,

3. (AT = A za sve A € M,,,,.%
Dokaz:

Tvrdnja izravno slijedi iz definicije transponiranja, Definicije 3.3 i De-
finicije 3.4.

Napomena 3.5. Svaka kvadratna matrica A se moZe napisati kao zbroj si-

metricne 1 antisimetricne matrice istog reda:
A= As + Am
gdje za A, vrijedi AT = A,, a za A, vrijedi AT = —A,.

Dokaz:
Stavimo )

A, = %(A — AT,

Ocito je AT = A,, AT = —A, i A= A, + A,. Dakle imamo tvrdnju. &

3.1.4 MnoZenje matrica

MnoZenje matrica moZe se definirati na razne nadine. Najjednostavnije bi bilo
definirati ga analogno zbrajanju matrica. Tako bismo za matrice A = [a;;], B =
bi;] € M,,,, mogli definirati matricu C' kao produkt matrica A, B, gdje su ele-
menti od C dani s ¢;; = a;jb;j zai = 1,...mij = 1,...,n. Otito je tako
definirana matrica C' € M,,,,. lako jednostavna, takva definicija produkta ma-
trica ne bi nam bila jako korisna niti pogodna za primjenu na linearne sustave.
Takoder, nema podlogu u fizici, geometriji, itd. MnoZenje treba definirati tako
da bude uskladeno s tim zahtjevima. To nam namece sljedecu definiciju. Pro-
dukt matrica A i B definira se samo ako matrica A ima onoliko stupaca koliko
matrica B ima redaka. Produkt A - B takvih matrica A i B je matrica &iji je
broj redaka jednak broju redaka od A, a broj stupaca je jednak broju stupaca od
B. Za takve matrice A i B kazemo da su ulanéane, tj. broj stupaca od A je
jednak broju redaka od B.
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Definicija 3.6. Neka je A = [a;;] € My, @ B = [b;;] € M,,. Produkt
matrica A i B je matrica C = A- B = [c;;] € My, ¢iji su elementi zadani

formulom

n
Cij = E b = anbij + apbyy + ... amby;,  i=1,...,m, j7=1,..p.
k=1

n p p
i [ ]
m ' = @p (m
; n
J
A : B = C

Slika 3.1: Produkt matrica.

Napomena 3.6. Neka je A = [a;;] € My, @ B = [b;;] € M,,. Tada je i-ti
redak matrice A jednak (a;, a2, ..., @), 2za i =1,...;m, a j-ti stupac matrice
B je (bij,baj,...,byj), za j = 1,...,p. Dakle, na retke matrice A i stupce
matrice B mozZemo gledati kao na vektore iz R"™ (tocka 1.4). Znamo da je
skalarni produkt takva dva vektora (recimo i-tog retka od A i j-tog stupca od
B) jednak

(@i, Qig, ..oy Qin) - (b1j, baj, ooy byj) = @inbij + aiabaj + ... + @by

Dakle zakljucujemo da na mjestu (i, 7) u matrici C' = A- B stoji element koji

je jednak skalarnom produktu i-tog retka matrice A i j-tog stupca matrice B.

MnoZenje matrica vodi ratuna o poretku operanada. MoZe se dogoditi da za
matrice A i B produkt A - B postoji, a da B - A nije ni definiran. Npr. ako su
Ae M, iBeM,,im+#p,ondajeA-B e M,,, a B-A nije definirano. Ako
jem =p#mn,imamo A-B € M,,,, a B-A € M,,. Dakle opet je A-B # B- A.
Na kraju, zan =m = p, tj. A, B € M,,, takoder oplenito vrijedi A-B # B- A,

jer npr. za n = 2 imamo

o) () -(00)
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o))

Dakle mnoZenje matrica je opcenito nekomutativno.

a s druge strane,

Teorem 3.3 (Svojstva mnozenja matrica). Za sve matrice A, B, C' takve da

promatrani produkti postoje vrijedi:
1. (A-B)-C=A-(B-C) (asocijativnost),
gdje su A € M,,,, B € M,, 1 C € My,
2. C-(A+B)=C-A+C- B (lijeva distributivnost)
(A+B)-D=A-D+ B-D (desna distributivnost),
gdje su A, B € My, C € My, 1 D € M,,,

3. a(A-D)=(aA)-D=A-(aD), gdje sux € R, A€ My, i D € M,,,

4. A 0pp = Opp, gdje je A € My,
Opm, - A = Opp, gdje je A € M,,,,
5. I, - A=A A-I, = A,
gdje su A € My, Ly € My, i L, € My, (I, 0 Iy, su jedinicéne matrice).

Posebno vrijedi

A-L,=1,-A=A, za A M,,.

Dokaz:

Tvrdnje izravno slijede iz Definicija 3.3, 3.4, 3.6. &

Uz ovakvu definiciju mnoZenja matrica linearni sustav od m jednadzbi s n

nepoznanica moZzemo u kompaktnom vidu pisati kao
%
Az =b (ili AZ =b),

gdje je A € M,,,, matrica koeficijenata (dobijemo je tako da redom koeficijente
uz nepoznanice svake linearne jednadZbe upisujemo u retke od A, svaka linearna
jednad?ba ide u svoj redak), b = [by, ..., b,]7 poznata matrica desnih strana i

x = [x1,...,7,]7 nepoznata matrica.
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3.1.5 Podmatrice 1 blok matrice

Neka je A € M,,,,. Za svaki izbor r redaka i s stupaca na njihovim presjecima
stoji r- s elemenata od A. SloZimo li ih u (X s) matricu, dobivamo podmatricu

matrice A.
Primjer 3.6. Neka je

2
A= -1
1

S N W
W = =
S W =

Neka je r = s = 2. Izaberimo dva retka, npr. prvi i treci, i dva stupca npr.
drugi © trec¢i. Na presjecima ovih redaka i stupaca leZe cetiri elementa od A

i to su3,4,0,3. Slozimo li ith u (2 x 2) matricu, dobijemo podmatricu
3 4
0 3

Ako su izabrani redci i stupci uzastopni, takvu podmatricu zovemo blok.

matrice A.®

Matricu &iji su elementi blokovi (matrice) zovemo blok matrica.

Primjer 3.7. Neka je

11 Q12 A1z a4 Aais
A= Q21 Qg2 QA23 Q24 025
a3; Aazz2 33 A34 0a3zs

Q41 Q42 Q43 Q44 Q45

Izaberimo prva dva retka i prva dva stupca, zatim prva dva retka i zadnja
tri stupca, druga dva retka i prva dva stupca, te druga dva retka i zadnja tri

stupca. Tada redom dobijemo blokove matrice A

a1 a2 a13 Q14 dAis
Ay = ) Ap = )

Q21 Q22 Q23 G24 (25

a3p  as2 a33 Q34 Aa35
Ay = ) Agy = .

41 Q42 43 Q44 Q45
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Sada matricu A mozZemo prikazati u obliku

A A
A 11 Al ’
Ay Agy
dakle A postaje blok matrica.®

Napomena 3.7. Neka je A € M,,,. Ako izaberemo svih m redaka i prui
stupac, svih m redaka i drugi stupac,..., svih m redaka i n-ti stupac, matrica
A prelazi u blok matricu ¢iji su blokovi stupci od A. Ako stupce od A oznacimo
sa a i = 1,...,n, onda je blok matrica A oblika

A=laf,... d,)

i zovemo je blok matrica stupaca. Analogno se konstruira blok matrica redaka.

Naka je A € M,,, i B € M,,. Prema Napomeni 3.7 matricu B mozemo
zapisati kao blok matricu stupaca, tj.

Sada se lagano provjeri da vrijedi

AB=A by, By = [A-byys A D).

3.1.6 Regularne matrice. Inverzna matrica

Ograni¢imo se samo na kvadratne matrice n-tog reda, tj. na skup M,,, kojeg
¢emo krace oznalavati s M,,.

Iz svojstva 5. Teorema 3.3 znamo da za proizvoljnu A € M,, vrijedi

AL, =1,-A=A.

U tocki 3.1.4 smo vidjeli da je mnoZenje kvadratnih matrica opéenito nekomuta-
tivno. Postoje i druga svojstva kojima se mnoZenje matrica razlikuje od mnoZenja

brojeva. Npr.

1. U skupu R vrijedi: ako je a - b = 0, onda je barem jedan od a ili b jednak
nuli. U skupu M, to ne vrijedi:

) (o) (00)

Dakle postoje ne nul matrice ¢&iji je produkt nul matrica.
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2. U skupu R vrijedi da svaki a # 0 ima multiplikativni inverz, tj. postoji broj
koji pomnozen s a daje 1. U M,, to ne vrijedi:

() (0)-G0)6)

dakle ne postoji izbor brojeva a, b, ¢, d koji bi pomnoZen s matricom
0 1
0 0

Napomena 3.8. Za neke kvadratne matrice postoji matrica koja pomnoZena

davao jedini¢nu matricu.

s njom dage jedinicnu. Npr. neka je dana matrica

(10)

Konstruirajmo sada matricu takvu da ako ju pomnozZimo s

0 1
10
rezultat bude jedinicna matrica.

o) ()=o)

Ako uzmemoa=d=01b=c=1 imamo

o) ()00

Dakle multiplikativni inverz od
0 1
10

je ona sama.
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Definicija 3.7. Za matricu A € M, kazemo da je regularna (invertibilna)

ako postoji matrica B € M, takva da je
A-B=B-A=1,.
Za matricu A koja nije regularna kaZemo da je singularna.

Napomena 3.9. Neka je A € M, reqularna, tj. neka postoji matrica B €
M, takva da je A- B=B-A=1,. Tada je B jednoznacno odredena s A.

Dokaz:
Neka je C € M, neka matrica za koju vrijedi A-C = C - A = 1,. Sada

mmamo
C':C"In:C"(A~B):(C’-A)~B:In~B:B.J.

Znati, ako je A € M, regularna onda postoji matrica B € M,, takva da je
A-B = B-A =1, itakva je matrica jedinstvena. Stoga B zovemo inverznom
matricom matrice A i oznatavamos B = A"!. Dakleje A- A1 = A71. A =
I,.

Skup svih regularnih matrica n-tog reda oznatavamo s G,,.

Teorem 3.4 (Svojstva regularnih matrica). Za sve reqularne matrice vrijedi:
1. Ako je A€ G, ondajei At € G, i (A7)t = A.
2. Ako su A,B € G,, ondaje A-B€G, i (A-B)"'=B"1.- A1
3. I,eG,il ' =1,
4. Gy # M, preciznije G, C M,.
5.0,¢G,.&
Definicija 3.8. Za matricu A € M, kaZemo da je ortogonalna ako je

A-AT=AT A=1,.
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Napomena 3.10. Neka je A = [a;;] € M, ortogonalna. U Napomeni 3.6 smo rekli da
na retke i stupce od A mozZemo gledati kao na vektore iz R™. Tada je i-ti redak matrice A
(i1, igy oy Qi) 2a i =1,...,m, a j-ti stupac matrice AT je (aj1,a;2,...,a;n) zaj=1,..,n.
(To je, w stvari, j-ti redak od A). Skalarni produkt takva dva vektora (recimo i-tog iz A i
j-tog iz AT ) jednak je

(@i1, Q325 ooey in) - (@15 Q52,5 oy Qjn) = Q31051 + Qi2G52 + .. + QinGjnp.

Zakljucujemo da na mjestu (i,j) u matrici A - AT stoji element koji je jednak skalarnom
produktu i-tog retka matrice A i j-tog stupca matrice AT.
Kako je po pretpostavci A ortogonalna, vrijedi A - AT = AT - A = I,,. Dakle i matrica

AT . A ima iste elemente, $toviie vrijedi da je
(@i1, @iy ooy Ain) - (@51, Q42 oy Qjn) = Q31051 + Qi2G52 + ... + QinGjn = 0
odnosno
(@i1, @iz ooy in) - (@51, Qj2, oy Qjn) = Q31051 + Qi2a52 + ... + GinGjp = 0
zai#j i
(a“,aig, ceey ain) . (ajl, ajg, ceey ajn) = a?l + 032 + + a?n = 1

za i = j. Dakle redci (odnosno stupci) ortogonalne matrice A cine ortonormirani podskup

vektorskog prostora R™. Stovise, moZe se dokazati da ¢ine ortonormiranu bazu od R™.

3.1.7 Rang matrice. Elementarne transformacije

Neka je A = [a;j] € M,,,. 1z Napomene 3.6 znamo da stupce, tj. matrice iz
M,,1, moZemo promatrati kao vektore u vektorskom prostoru R™. Sli¢no, njene
retke, matrice iz M,,, moZzemo promatrati kao vektore u R™. To nam omogucava
prosirivanje pojmova linearne kombinacije, linearne zavisnosti/nezavisnosti, ska-
larnog produkta na stupce i retke matrica (jer je R™ vektorski prostor).

Definicija 3.9. Maksimalan broj linearno nezavisnih redaka matrice A =
[a;j] € My, zove se rang po redcima matrice A. Maksimalan broj linearno

nezavisnih stupaca matrice A zove se rang po stupcima matrice A.
IskaZimo sada jedan bitan rezultat.

Teorem 3.5 (O rangu matrice). Broj linearno nezavisnih redaka matrice

A = [a;] € My, jednak je broju linearno nezavisnih stupaca od A.d
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Kako je po Teoremu 3.5 rang po redcima jednak rangu po stupcima pro-
izvoljne matrice A € M,,,,, onda éemo taj broj zvati rang matrice A i oznacavati
s 7(A). Za proizvoljnu matricu A € M,,, iz Teorema 3.5 izravno slijedi da je
r(A) = r(AT).

Definicija 3.10. Neka je V' wvektorski prostor (Definicija 1.5) i neka je L
neki podskup od V. Za L kaZemo da je vektorski podprostor vektorskog

prostora V' ako je i sam vektorski prostor (tj. vrijede svojstva 1., 2. i 3. iz
Definicije 1.5).

Definicija 3.11. Neka su a_1>,...,a—>n € R™. Podprostor razapet vekto-
rima a_1>, -~ a, je skup svih linearnih kombinacija vektora a_1>, e an. Oznaéavamo
— =

ag, )

ga s L(ai, ..., a;,

L(a},...,a) = {\ai + ... + My, = A1, o M € RY.
Napomena 3.11. Ocito je da je

L(ai,....,a,) CR™,

ai, ..., )

i izravno iz Definicije 3.10 slijedi da je L( podprostor od R™.

Definicija 3.12. Neka su ag, ..., a, € R™. Neka je L(a_1>, s ch) podprostor od
R™ razapet sa aj, ..., a,. Dimenziju vektorskog prostora L(a_1>, s a_>n) de-
finiramo kao maksimalni broj linearno nezavisnih vektora iz skupa {a_1>, e @}
Oznacavamo je s dim(L(af, ..., a)).

Napomena 3.12. Prisjetimo se da je dimenzija vektorskog prostora broj

vektora u bazi tog vektorskog prostora.

—
a,

Napomena 3.13. Kako vektori ai, ..., a, razapinju L(af, ..., @), znamo da

je u bazi najvise n vektora. Stoga vrijedi
dim(L(ai,...,a,)) < n.

Vratimo se na konkretan vektorski prostor, M,,,. Neka je A € M,,,. Neka
je R(A) podprostor od R™ razapet stupcima matrice A, i R*(A) podprostor R”
razapet redcima od matrice A.
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Napomena 3.14. Uz gornje oznake iz Teorema 3.5 izravno slijedi
r(A) = dim(R(A)) = dim(R*(A)).
Napomena 3.15. Iz Napomene 3.13 imamo da je
r(A) < min(m,n).

IskaZimo sada jedan koristan rezultat za ispitivanje regularnosti matrice iz
M,,.

Teorem 3.6. Matrica A € M, je reqularna ako i samo ako je r(A) = n.de
Primjer 3.8. Vrijedi:

1. Neka je 0 € M,,,, nul matrica. Tada jer(0) = 0, jer je skup {ﬁ} uvijek
linearno zavisan.

2. Neka je I, € M,,. Tada je ocito r(I,) = n.

3. Neka je dana B € Msg s

1 002 3 4
010567
B=1001890
000O0O0O0
000O0O0@O0

Jasno je da cetvrti i peti redak matrice B ne mogu sudjelovati u skupu
linearno nezavisnih redaka, jer svaki skup koji sadrzi nul vektor je line-
arno zavisan. Nadalje, komponentu 1 na mjestu a1y v prvom retku ne
mozZemo dobiti ni u kakvoj linearnoj kombinaciji drugog i treceg retka.
Slicno vrijedi i za komponentu na mjestu ase i azz. Stoga imamo da je
maksimalan broj linearno nezavisnih redaka 3. Dakle, iz Teorema 3.5
imamo da je r(B) = 3.8

Iz Primjera 3.8 vidimo da je lagano izralunati rang jedinitne matrice (za
I, € M,,, r(I,) = n) i matrice koja izgleda kao i matrica B, tj. na pozicijama

ai, ..., agr za k < min(m,n) ima jedinice, na a;; za j < i ima nule, na a;; za
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©t<j,J=2,....k imanule naa;; zai=Fk+1,...,m ima nule a ostale pozicije
su proizvoljne (rang takve matrice iz M,,, je k).

Dakle, bilo bi dobro svesti opéu matricu A na I,, (ako je kvadratna) ili na nesto
tipa B. Pitanje je, kako to udiniti?

Sljedece operacije s matricama zovemo elementarnim transformacijama:
1. Zamjena dvaju redaka (stupaca);
2. MnoZenje retka (stupca) skalarom A # 0;

3. Dodavanje retku (stupcu) matrice linearne kombinacije ostalih redaka (stu-

paca) matrice.

Primjer 3.9. Neka je matrica M € My dana s

01 00

1 000
M =

00 01

0010

Zamjenom prvog i drugog retka te treceq i cetvrtog, matrica M prelazi u
jedinicnu.®
Definicija 3.13. Matrice A, B € M,,,, su ekvivalentne ako se jedna dobiva

1z druge pomocu konacno mnogo elementarnih transformacija.

Napomena 3.16. Geometrijskim se zakljucivanjem mozZemo uvjeriti da ele-

mentarne transformacije ne mijenjaju rang matrice.

1. Zamgjenom dvaju redaka (stupaca) ne mijenja se rang po redcima (stup-

cima), jer to odgovara zamjeni mjesta dvaju vektora u nekom skupu.

2. Isto tako, ako pomnoZimo redak (stupac) skalarom X\ # 0 nece se pro-
mijeniti rang po redcima (stupcima), jer mnozZenje skalarom ne mijenja

poloZaj tog vektora u odnosu na ostale, ve¢ samo njegovu duljinu.
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3. Takoder je jasno ako retku (stupcu) matrice dodamo linearne kombina-
cije ostalih redaka (stupaca) matrice rang po redcima (stupcima) ostaje

1st1.

Dakle, ekvivalentne matrice tmaju isti rang, tj. primjenom elementarnih

transformacija nad proizvoljnom matricom ne mijenja se njen rang.

Neka je A € M,,,, A # 0. Primjenom elementarnih transformacija u kona¢no
mnogo koraka dolazimo do njoj ekvivalentne matrice H € M,,, koja je oblika

I,
H= 01 :
0y 03

gdje je r < min(m,n), I, € M,, 01 € M, .y, 00 € My, i 03 € My oy
(01,02, 05 su nul matrice).

Kako je r(A) = r(H) = r, ovim smo dobili postupak (algoritam) za ralunanje
ranga matrice A. Matrica H je Hermiteova forma matrice A. Primijenimo
li na H elementarne transformacije obrnutim redom, prvih r redaka i prvih r
stupaca matrice H prelaze u r linearno nezavisnih redaka i stupaca matrice A,

tj. u bazu podprostora razapetog redcima odnosno stupcima od A.

Napomena 3.17. Ako imamo n vektora E)l, ey A iz R™ i ako treba odre-

Ay, ..., dn), sastavi se matrica A = [y, ..., dn) (vek-

diti bazu prostora L(
tori @1,..., dy Cine stupce matrice A) i trazi se r = r(A) linearno neza-
visnih stupaca od A. Dakle dobijemo matricu H. Sada primjenom elemen-
tarnih transformacija obrnutim redom nad matricom H dolazimo do baze od
L(dy,....dy).

Sljedeéi nam rezultat govori da se moZemo ograniciti na elementarne tran-

sformacije samo nad redcima matrice.

Teorem 3.7. Svaka matrica A = [Ay, D] € M,,, p > r, kod koje je Ay € M,
reqularna moZze se elementarnim transformacijama samo nad redcima svesti

na matricu oblika (I, R], gdje je I, € M, jediniéna.d

Primjenom Teorema 3.7 dolazimo do pravila za raunanje inverzne matrice:
Ako je zadana matrica A € M,, i ako treba ispitati je li ona regularna, te ako

je, nadi njen inverz, formiramo matricu [A, I,,] i elementarnim transformacijama
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nad redcima svodimo je na oblik [I,,, R| (Teorem 3.7). Ako je to moguce, onda

je A7 = R, a ako nije, A je singularna.

Zasto to vrijedi? Elementarne transformacije nad redcima odgovaraju mnoZenju matrice
slijeva elementarnim matricama. Primjerice, zamjena i-tog i j-tog retka matrice A postiZe
se mnoZenjem matrice A slijeva matricom ();; koja je dobivena zamjenom i-tog i j-tog retka
u jedini¢noj matrici I. Sli€no, mnoZenje i-tog retka matrice A skalarom A\ # 0 odgovara
mnoZenju matrice A slijeva matricom Q;(\) koja se dobije iz jedinitne matrice zamjenom
jedinice u i-tom retku s A\. Kona&no, mnoZenje matrice A slijeva matricom Q;(};j) koja se
dobije dodavanjem j-tog retka jedini¢ne matrice pomnoZenog s A i-tom retku jedini¢ne matrice,
odgovara dodavanju i-tom retku matrice A njenog j-tog retka pomnoZenog s A. Jasno je da se
svaki kona&ni niz elementarnih transformacija moZe opisati nizom mnozenja matrice A slijeva
matricama tipa @Q;;, Qi(\) i Qi(X;j). Te matrice zovemo elementarnim matricama.

Ako smo primjenom ¢ elementarnih transformacija nad redcima matrice [A, I,,] dobili matricu
[In, R] (tj. ako je A regularna) mi smo zapravo matricu [A, I,,] mnoZili slijeva s ¢ elementarnih

matrica Q1, ..., Q4. Dakle imamo

Q1 Qa2+ Qq-A,Q1-Q2---Qq - I,,] = [In, R

Odatle je
Q1 Q2 Qg=R
Qi1 Q2 Qg A=1,,
paje R-A=1,, odnosno R= A1,

3.2 Linearni sustavi

3.2.1 Osnovni pojmovi

Promatramo sustav od m linearnih jednadZzbi s n nepoznanica x,...,z, s
koeficijentima a;;, t = 1,...,m, j = 1,...,n i slobodnim €lanovima b4, ..., b,,:

1121 + a2 + ... + A1 Ty = b1

2171 + A22X2 + ...+ Aoy = b2

A1 T1 + QpaTa + ... + Qi Ty, = by

Uredena n-torka (ci,co,...,c,) je rjeSenje gornjeg sustava ako pri uvrstavanju

Ty = €1,..,Tn = Cp gornji sustav postaje skup od m jednakosti medu realnim
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brojevima. Npr., uredena &etvorka (1,0, 2, —1) je rjeSenje sustava s poletka ovog
poglavlja.

Za sustav kazemo da je homogen ako je b; = ... = b,, = 0. Ako je barem
jedan b; # 0, + = 1, ...,m, sustav je nehomogen.

Ako sustav ima barem jedno rjeSenje kaZzemo da je sustav konzistentan,
suglasan ili mogué. Ako sustav nema rjesenja, kazemo da je nekonzistentan,

proturjecan ili nemoguc.

Napomena 3.18. Primijetimo:

1. Ako za nekii = 1,...;m vrijedi a;; = ... = a;, = 0, a b; # 0, sustav je
nemoguc.
2. Homogeni sustav je uvijek moguc, jer xr1 = ... = x, = 0 daje rjesenge

svakog homogenog sustava. Takvo rjesenje zovemo trivijalno.

Ako je (c1,ca, ..., cn) TjESENje homogenog sustava i barem jedan c¢; # 0,

1 =1,...,n, imamo netrivigalno rjesenje.
3. Trivijalno rjesenje ne moze biti rjesenje nehomogenog sustava.

Definicija 3.14. Za dva sustava kaZemo da su ekvivalentna ako je svako

rjesenje jednoga ujedno rjesenje drugoga i obrnuto.

Napomena 3.19. Ekvivalentni sustavi ne moraju imati isti broj jednadzbi,
no moraju imati isti broj nepoznanica (da bismo uopée mogli govoriti o jed-

nakosti rjesenja).

Sustav

a111 + a19T9 + ... + AT, = b1

211 + A92T9 + ... + Ao Ty = b2

Am1T1 + QmaXa + ... + Gmn Ty, = b,

zapisujemo u matri¢nom obliku kao

Axr =10
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AT = 1.

Ovdje je A matrica sustava dana s

a11

Am1

Q1n

amn

Stupac = je nepoznata matrica, i dana je s

2 =[xy, ...,z

Stupac b je matrica slobodnih ¢lanova dana s

—

b = [bl, ceey bm]T

Jasno je da uz standardno mnoZenje ulananih matrica zapisi

AT =

1121 + ajoxg + ...

a21T1 + A92%o + ...

Q11 + Ay 2T9 + ...

predstavljaju isti sustav.

Matricu A, = [A, ?]

Ay =

Qm1

zovemo proSirena matrica sustava.

i

+ a1, Ty, = by

+ a9, Ty, = b2

+ Qpn®y = bm

a1, b

amn bm
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3.2.2 Geometrijska interpretacija. Kronecker-Capellijev

teorem

Pokusajmo sada geometrijski interpretirati rjeSenje sustava AZ =1,

Oznacdimo s 71, e d,, vektor stupce matrice sustava A
A=1[dy, ..., dn).
Prosirena matrica sustava ima oblik
Ay = [71, vy Ay b

Nadalje, vrijedi
A? = .T171 + ...+ xnﬁn,

tj. vektor A7 je linearna kombinacija vektora A1y, A

Dakle, zaklju€¢ujemo da sustav AT = 7 ima rjeSenje ako i samo ako se vektor
b moZze prikazati kao linearna kombinacija vektora D1y, A, tj. ako i samo
ako je ? € L(?l, ...,7n) (jer ? = AT =2,d1+ ...+ 3, A, tj. traZe se
x1,...,x, € R takvi da je b linearna kombinacija od x171 + ..+ xnﬁn)
Rijesiti sustav AT = ? znadi nadi sve moguce prikaze vektora 7 kao linearne
kombinacije vektora 71, e .

Geometrijska nam interpretacija daje kriterij egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja
sustava AT = ?

Teorem 3.8. Za sve matrice A € M,,,, i b € M, vrijedi:

I. (Kronecker-Capelli)

_>
Sustav AT = b ima barem jedno rjesenje ako i samo ako matrica

sustava A 1 prosirena matrica sustava Ay imaju isti rang.

II. Akojer = r(A) =r(A,), onda je sustav AZ = T ekvivalentan sustave
koji se dobije uzimangjem bilo kojih r nezavisnih jednadzbi, tj. bilo kojih
r linearno nezavisnih redaka u A.

III. Ako je n = m, sustav A7 = ? ima jedinstveno rjesenje ako i samo

_)
ako je A reqularna. To je rjesenje dano s T =A"1b.
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Dokaz: (Dokazujemo samo tvrdnju I11.)
Ako je n = m i A regularna, onda rang proSirene matrice ne moZe biti veéi od n (jer
iz Teorema 3.6 imamo da je r(A) = n), pa je sustav konzistentan, dakle ima bar jedno
rjesenje. Uvrstavajuéi vektor A=1 b w sustav vidimo da je taj vektor rjeienje, jer je
- = — —
A(A7Yb) = b. Ako je A7 = b, mnozeéi slijeva s A=Y vidimo da je @ = A1 b, tj. da
- —
je A=Y b i jedino rjesenje od AZ =b.
%
Obrnuto, neka je m = n i sustav A7 = b ima jedinstveno rjesenje 7. To znaci
%
da je b linearna kombinacija stupaca od A. Neka su sada Ai,...,\, € R takvi da je
— - _ — , p . .
Md1+ ...+ d, =0 (71,..., d , su vektor stupci od A). Holemo pokazati da je
A =..=X, =0 (. da su stupci od A linearno nezavisni, odnosno da je r(A) = n pa
turdnju imamo iz Teorema 3.6). Iz
ﬁ
b=M+2)T1+ .+ O+ 2,)Tn
- -
slijedi da je vektor A + z rieSenje od AT = b. Iz pretpostavke jedinstvenosti slijedi da
— —
je A + T =7 tj. A = ﬁ, odnosno A\y = ... = A\, = 0. Dakle stupci od A su linearno
nezavisni, tj. A je reqularna. &
Napomena 3.20. Primijetimo da ako imamo homogeni sustav AZ = 0
onda ocito vrijedi da je r(A) = r(Ap), tj. po Teoremu 3.8 homogeni sustav
je uwvygek rjesiw. Iz Napomene 3.18 znamo da je jedno rjesenje homogenog

. —
sustava sigurno Z=0.

_>
Napomena 3.21. Ako sustav A7 = b ima dva rjesenja, onda ih ima

beskonacno mnogo.

Dokaz:

Neka sud i U dva razlicita rjesenja sustava A7 = ? Tada je, AU = ? PAY = ?
Stavimo 7 = AU + (1- )\)7, gdje je A € R proizvoljan. Tada imamo

A7 = MT +(1-NAT =T +1-NT =7,

$to znaci da je i 7 rjesenje od AT = ?.&

Iz Teorema 3.8 i Napomene 3.20 izravno slijedi: skup svih rjeSenja sustava
A7 = b move biti prazan (r(A) # r(A,)), jednotlan (A je kvadratna i regu-
larna) ili beskonacan.

3.2.3 Homogeni sustavi

Iz Napomene 3.18 znamo da homogeni sustav uvijek ima trivijalno rjesenje 7=
— . 0 . - :
0. Oznagimo skup svih rjeSenja homogenog sustava A7’ = 0 s N(A), t.

N(A)={Z eR": A7 = 0}.
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Otito je 0 € N(A).

Napomena 3.22. N(A) je podprostor od R", tj. skup svih rjeSenja homo-

genog sustava je vektorski podprostor od R™.

Dokaz:

Ocito je N(A) CR™. Treba provjeriti da N(A) ima svojstva iz Definicije 1.5.
Svojstva iz Teorema 1.1 i Teorema 1.2 su ocito zadovoljena, dakle dokaZimo da za pro-
izvoljne U, U € N(A) vrijedi i

W+ U e N(A)

i takoder za proizvoljne U € N(A) i A € R vrijedi
AU € N(A).
. - .
Kako je AU =AY = 0 imamo
AT +70)= AT + AT =0,

dakle W + U € N(A).
Kako je AW = 6> mamo
ANT = MAT =0,

Dakle je N(A) vektorski podprostor od R™.&

Iz Napomene 3.22 zaklju€ujemo da ako su uy, ..., u; rjeSenja homogenog sus-
tava AZ = 0, onda je i njihova linearna kombinacija rjeSenje tog sustava.

Dimenzija podprostora N(A) zove se defekt matrice A.

Teorem 3.9. Za sve matrice A € M,,,, i b € M,,; vrijedi:

%
I Ako je o € R bilo koje rjesenje (nehomogenog) sustava AZ = b,

onda je skup svih rjesenja tog (nehomogenog) sustava AT = ? dan s
Wo+ N(A) ={Wo+ Y : ¥ €N}

_>
II. Neka (nehomogeni) sustav AT = b ima isti broj jednadzbi © nepoz-
_>
nanica (n = m). Tada pripadni homogeni sustav AT = 0 ima samo

trivijalno rjesenje ako i samo ako je matrica A tog sustava reqularna.

Dokaz: (Dokazujemo samo tvrdnju I1.)
_>
Ako je matrica A sustava A7 = b regularna, onda po Teoremu 3.8 sustav A7 =1 ima
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— —
jedinstveno rjesenje A1 b . Kako je iz Teorema 3.9 I. svako rjeienje od A7 = b dano s
_1% . . L. . — A —
A~V 4+ za Y € N(A), iz jedinstvenosti zakljucujemo da je if = 0, tj. N(A) = {0 }.
— —
Dakle rjesenje od AZ =0 je samo 0 .
Obrnuto, ako AT = ﬁ ima samo trivijalno rjesenje i ako je Uy neko rje§enje sustava
H
AZ = b. Onda, prema Teoremu 3.9, svako rjesenje je oblika o + ﬁ, tj. rjesenje je

jedinstveno. Po Teoremu 3.8 je matrica A reqularna.de

U tocki 3.1.7 odnosno tocki 3.2.3 vidjeli smo da su za prozvoljnu matricu
A € M,,, skupovi R(A) odnosno N(A) vektorski prostori. Broj dimR(A) smo
zvali rang od A, a broj dimN(A) defekt od A.

Teorem 3.10 (O rangu i defektu). Za sve matrice A € My, i b € My,

vrigedi:
I dimR(A) + dimN(A) = n.

%
II. Konzistentan sustav A7 = b ima jedinstveno rjesenje ako i samo

ako je rang matrice sustava jednak broju mepoznanica, tj. r(A) =

dimR(A) =n.de

Iz Teorema 3.10 |. izravno slijedi da ako znamo rang od A € M,,, onda

znamo i defekt koji je jednak n — r(A), i obratno.
Napomena 3.23. Primijetimo:

1. Twrdnja Teorema 3.9 I. nam kaZe da ako znamo jedno rjesenje o (ne-
homogenog) sustava AT = ? 1 sva rjesenja pripadajuceqg homogenog
sustava AT = 0 (to je vektorski prostor N(A)), onda su sva rjesenja
od A7 = Z) dana s do+ 1, gdje je Y € N(A).

2. Twvrdnja Teorema 3.9 II. kaZe: ili nehomogeni sustav s istim brojem jed-
nadzbi © nepoznanica ima jedinstveno rjesenje, ili pripadajuci homogeni

sustav s istim brojem jednadzbi i nepoznanica ima netrivijalno rjesenje.

3.2.4 Rjesavanje linearnog sustava

_>
OpiSimo sada postupak rjeSavanja linearnog sustava AZ = b odm jednadzbi
S m nepoznanica.
%
Prvo treba odrediti rangove matrica A i A,. Ako oni nisu jednaki, b nije linearna
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kombinacija stupaca od A i sustav je nekonzistentan (Teorem 3.8).

Ako su rangovi jednaki (r(A) = r(Ay) = r), uzmemo r nezavisnih redaka i r
nezavisnih stupaca matrice sustava A (tj. elemente na njihovim presjecima) i
prenumeriramo tako da to bude prvih r redaka i prvih r stupaca matrice A. Iz
Teorema 3.8 Il. slijedi da moZemo ispustiti preostalih m — r redaka matrice A

(tj. m — r jednadzbi) i dobiti sustav ekvivalentan polaznomu:

anTy + .. + Ty + Q1T o+ AT, = by

A1 X1+ oo + QT + A 1Tpg1 + oo + ATy = by
Nadalje, prebacimo &lanove s nepoznanicama .1, ..., x,, na desnu stranu i do-
bijemo:

anTy + ... + aTy = by — A1, 1 Trg 1 — .o — Q1aTy

A1 T1 + oo+ Qppy = by — Qppi1Tpy1 — oo — Q.

Uvedimo novi vektor desnih strana F(c) kao
Bi(c) = b; — Qir1Cry1 — o — QinCy

zai=1,...,r, pri éemu su ¢,y 1, ..., ¢, proizvoljni realni parametri.
Dakle, imamo sustav
A070 = F(C);
pri emu je Ay podmatrica od matrice A koja se sastoji od presjeka prvih r redaka
i prvih r stupaca. Kako je r(Ag) = r, iz Teorema 3.6 imamo da je Ay regularna,

pa ovaj sustav ima jedinstveno rjeSenje
To= 478 ()

koje je oblika
?0 = [Cl, ceey CT]T.

Dakle, iz Teorema 3.8 II., @ = [C1, s Cry Crys oy Ca] T e rjeenje sustava A7 =
s

Brojevi ¢.11,...,¢, su slobodni prametri, dok brojevi ¢y, ..., ¢, ovise o njima i
o matricama A (kroz Ap) i v (kroz F(c)) (jer za fiksne ¢,41, ..., ¢, postoje

jedinstveni ¢y, ..., ¢, koji su dani s Ay' 3 (c) = [c1, ..., ¢, ]T).
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Teorem 3.11. Ako je (U 41, ..., Un) bilo koja baza prostora N(A) (dimN(A) =
n —r) matrice A € M, 1 U bilo koje rjesenje sustava AT = ?, onda je

opce rjesenje sustava AZ = b dano s
7O + ,ur+17r+1 + .+ Mn7n7
Pri Cemu SU flyi1, ..., fbn PToizvolini parametri.de

Napomena 3.24. Tvrdnja Teorema 3.11 izravno slijedi iz Teorema 3.9, jer
—>
je skup svih riesenja od A7 = b dan s W + N(A). Kako je (7T+1, s 711)
%
baza od N(A), onda je svako rjesenje od A7 = b oblika

70 + Mr+177‘+1 + ...+ Mn7n7
Pri CEMAU SU fhyi1, ...y [bn PTOLZVOYNL parametri.

Glavni dio postupka rjesavanja linearnog sustava A7 = ? sadrZan je u
odredivanju rangova od A i A,. Radimo li to elementarnim transformacijama
samo nad redcima, imamo postupak Gaussovih eliminacija. Ovaj se postu-
pak moZe primijeniti na sve matrice, uz male modifikacije je numeri¢ki stabilan,
slozenost mu je ~ n3 (tj. za A € M, broj elementarnih operacija zbrajanja i
mnoZenja je ~ n3).

Za neke se posebne matrice druge, posebno dizajnirane, metode mogu pokazati

brzima (manja im je sloZenost).

Opisani postupak za rjeSavanje linearnih sustava se uz male preinake moze
primijeniti i na istovremeno rjeSavanje vise linearnih sustava s istom matricom
. s . - - . oy .
sustava A € M,,, i razli¢itim desnim stranama b q,..., b,, tj. na rjeSavanje
matri¢ne jednadZzbe
AX =8B
(rieSenje X je iz M,,).
.. . o . -
Elementarne transformacije nad redcima proSirene matrice sustava AZ = b
vode do rjeSenja na mjestu desne strane (tj. lagano moZemo ocitati rjedenje).
Zasto? Argument je isti kao i kod pravila za ralunanje inverza matrice iz toc¢ke 3.1.6.
. . . . - .
Elementarne transformacije nad redcima proSirene matrice sustava A7 = b odgovaraju
mnoZenju proSirene matrice slijeva elementarnim matricama. Ako smo primjenom ¢ elemen-
tarnih transformacija nad redcima matrice [A4, b ] dobili matricu [A’, V'] (gdje je matrica A’
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takva da na pozicijama @11, ..., agr za k < min(m,n) ima jedinice, na a;; za j < ¢ ima nule,
naag zat<j,j=2,..k imanule naa; zat=~k+1,..,m ima nule, a ostale pozicije su
" S . . - TR . .

nebitne"), mi smo zapravo matricu [A, b ] mnoZili slijeva elementarnim matricama Q1 ..., Q.

Dakle imamo R
Q1 Qo Qg A, Q1 Qo Q- B] = 4,1

Odatle je

Q1'Qz"'Qq'_b>:7

Q1 Q2 Q- A=A
3.2.5 Determinanta. Cramerovo pravilo

Determinanta je funkcija koja matrici A € M,, pridruZuje realan broj koji oznaéujemo
s det A, tj.
A — det A.

U tocki 1.6 smo vidjeli kako se definiraju determinante matrica drugog i treceg

reda. Ako je A € M, oblika
A= ay as ’
by by

det A = (llbg — agbl.

onda znamo da je

Ako je A € M5 zadana s

ay as das
A=1 b b by |,
€1 C2 C3

onda razvojem po prvom retku znamo da je

bi by

C1 C3

b by

1 C

by b
det A= a, 2 — as as

Cy C3

Determinanta matrice reda n > 3 se definira induktivno. Za A € M,,, n > 3,
oznatimos Ay, k = 1,...,n, matricu koja se iz A dobije ispudtanjem prvog retka
i k-tog stupca. Tada se det A definira sa

det A = a1 det All — Q12 det A12 + ...+ (—1)"*1a1n det Alna
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odnosno

det A = Z(—l)k’lalk det A;p.
k=1

Napomena 3.25. Uvedimo oznaku My za kvadratne matrice prvog reda (pri-
migetimo da je My, u stvari skup R). Tada za A € M; oblika A = la
definiramo

det A = a.

Sada ocito gornja formula za determinantu matrice reda n > 3 vrijedi i za

matrice reda n > 2.

Formula

n
det A = Z(—l)k_lalk det Alk
k=1
za determinantu matrice A € M,,, n > 2, je razvoj determinante po prvom retku.

Neka je A € M, dijagonalna matrica. Tada lagano iz formule
det A = Z(—l)k_lalk det Ay
k=1

zaklju¢ujemo da je det A jednaka produktu elemenata dijagonale. Posebno je
det I,, = 1.

Navedimo sada neka svojstva determinante koja se dokazuju matemati¢kom
indukcijom i koja uvelike olak8avaju racunanje determinante proizvoljne matrice
Ae M, n>2.

Svojstva determinante su:

1. Ako svi elementi nekog retka ili stupca matrice A € M,, is¢ezavaju, onda
je
det A = 0.
2. Ako je A € M, trokutasta (gornja ili donja), onda je

det A = a11a92 * * * App-



3.2. LINEARNI SUSTAVI 105

3. Ako dva stupca ili dva retka u matrici A € M,, zamijene mjesta, determi-

nanta mijenja predznak,

Matrica ;; € M,, je elementarna matrica koja odgovara elementarnoj
transformaciji zamjene dvaju redaka ili stupaca (totka 3.1.7, pravilo za

ratunanje inverza matrice).

4. Ako su dva retka ili dva stupca matrice A € M,, jednaka, onda je

det A = 0.

5. Ako je ¢-ti stupac matrice A € M,, oblika
_>

_>
gdjesu b i Kl proizvoljne matrice iz M,; i A\, u € R, onda je

det[ﬁl, ceey ?ia ceey E)n]
%
det[ @y, .., Ab +puC, ..., dn) =
%
Adet[Tr, ..., b, .., dn] + pdet[dq, ..., T, ., @yl

Analogno vrijedi i za retke.

6. Ako nekom stupcu matrice A € M,, dodamo linearnu kombinaciju ostalih

stupaca, determinanta se ne mijenja. Analogno vrijedi i za retke.

7. Ako je neki stupac determinante linearni spoj ostalih stupaca, determinanta

je jednaka nuli. Analogno vrijedi i za retke.

8. Ako je matrica A € M,, singularna, onda je

det A = det AT = 0.

Determinanta dijagonalne matrice jednaka je produktu elemenata dijagonale.
Stovide, iz drugog svojstva determinante znamo da je determinanta trokutaste
matrice takoder produkt elemenata dijagonale. Bilo bi dobro (ako je moguce)
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proizvoljnu matricu A € M, "transformirati” u trokutastu &iju determinantu
znamo lagano izralunati. Ovih osam svojstava nam to omogucava, tj. moZemo
raunati determinantu tzv. metodom eliminacije.

Metodom eliminacije raunanje determinante proizvoljne matrice A € M,, svo-
dimo na raunanje determinante trokutaste matrice koja ima do na predznak istu
determinantu.

To &inimo tako da uzmemo prvi element na dijagonali matrice A i koristei Sesto
pravilo ponistavamo sve elemente u prvom stupcu ispod njega (ako radimo tran-
sformaciju u gornju trokutastu, ako Zelimo donju trokutastu onda kreéemo od
zadnjeg elementa na dijagonali). Nadalje, uzimamo drugi element na dijagonali
i koristeci Sesto pravilo ¢inimo istu stvar tj. ponistavamo sve elemente u stupcu
ispod njega, itd. Radimo sve analogno sve do zadnjeg elementa na dijagonali.
Ako se desi da je neki element na dijagonali nakon i-tog koraka nula (tj. a;11,41 =
0), onda pomocu treCeg pravila dovodimo iz preostalih n—i redaka i n—i stupaca
element razli¢it od nule na poziciju a1 ;41 (naravno, vodedi ratuna o predznaku
determinante) i nastavljamo postupak kao i prije. Ako to nije mogudce, tj. u
ostalih n — ¢ redaka i n — ¢ stupaca su sve nule onda smo gotovi.

Vazno svojstvo determinante je njena uskladenost s mnoZenjem matrica.

Teorem 3.12. Za proizvoljne matrice A, B € M,, vrijedi

det(AB) = det A - det B. |

Napomena 3.26. Ako je A € M, reqularna, onda je det A # 0, det A=! # 0
i vrijedi det A~ = (det A)~L.

Dokaz:

Iz Teorema 3.12 imamo det(AA™1) = (det A)(det A™1) = 1. Dakle ocito je det A # 0,
det A= #£ 0 i vrijedi det A= = (det A)~L.&
Teorem 3.13 (Laplaceov razvoj po elementima i-tog retka). Za proizvoljnu

matricu A € M, vrijedi

det A = Z(—l)”kaik det A;. &
k=1

U Teoremu 3.13 je s A;; oznalena matrica iz M,,_; dobivena iz A ispustanjem
1-tog retka i k-tog stupca. Teorem 3.13 tvrdi da determinantu moZemo razviti

po proizvoljnom retku.
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Teorem 3.14. Za proizvoljnu matricu A € M, vrijedi

det A = det AT. |

Iz Teorema 3.14 izravno slijedi da determinantu moZemo definirati i preko
razvoja po elementima stupca.

Teorem 3.15 (Laplaceov razvoj po elementima i-tog stupca). Za proizvoljnu
matricu A € M, vrijedi

det A = Z(—l)”kaki det Ay;. |do
k=1

Veli¢inu
(— 1)Z+k det Aik:

zovemo kofaktor elementa a;;..

Definicija 3.15. Kofaktor ili adjunkta matrice A € M, je matrica iz
M, kojoj na mjestu (i, k) stoji kofaktor elementa ay; matrice A, tj. (—1)kT det Ay;.

Kofaktor matrice A oznacavamo s kof(A).

Napomena 3.27. Ako se elementi retka (stupca) matrice A € M, pomnoZe
kofaktorima drugog retka (stupca) i rezultati zbroje, dobiva se 0 ako je uzet

redak (stupac) razlicit od polaznog. Inace je zbroj det A.

Dokaz:

Neka su uzeti i-ti i j-ti redak. Promatramo zbroj

n
Z(—l)j+kaik det Ajk.
k=1
Ocito, ako je i = j, onda je po Teoremu 3.18 prethodni zbroj jednak det A, a ako je i # j

onda zbroj
n

> (=1)7 Fay det Ay
k=1

predstavlja determinantu matrice kojoj su i-ti i j-ti redak jednaki. Po cetvrtom svojstvu

determinante znamo da je to jednako nula. Analogno ide dokaz za stupce.de

Iz Napomene 3.27 izravno slijedi:
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Teorem 3.16. Za svaku matricu A € M, vrijedi

A-kof(A) = kof(A)- A= (det A) - I,,. &

Napomena 3.28. U Napomeni 3.26 smo vidjeli da ako je A € M, reqularna,
onda je det A # 0. Vrigedi i obrat, tj. ako je det A # 0 onda je A regularna
i A7 je dana formulom

—1 _ kof(A)
A T detA

Dokaz:
Ako je det A # 0, onda iz Teorema 3.16 imamo da je

1
— A)-A=1,.
detAkOf( )

Dakle A je reqularna i A~' = %t(ﬁ).&
Iz Napomene 3.26 i Napomene 3.28 imamo dobru karakterizaciju regularnosti
matrice A € M,,. A je regularna ako i samo ako je det A # 0.

Iz Teorema 3.8 znamo da je rjeSenje linearnog sustava AT = ? od n
jednadzbi s n nepoznanica jedinstveno ako i samo ako je matrica koeficijenata A
regularna. Rjegenje je dano s 7 = AT
Sljedeéi teorem nam daje jo$ jedan nalin raunanja rjeSenja linearnog sustava
AT = ? od n jednadZbi s n nepoznanica uz uvjet da je matrica koeficijenata

A regularna.

Teorem 3.17 (Cramer). Neka je A matrica koeficijenata linearnog sustava
_>

AZ =b odn jednadzbi s n nepoznanica. Ako je matrica A regularna, onda

je rjesenje tog sustava dano s

D, Dy Dy,
Tr1 = — = .. =

pri cemu je D = det A, a Dy, k = 1,....n, je determinanta matrice koja se

—

%
dobiva iz A zamjenom k-tog stupca ) stupcem desnih strana b .
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3.3 Problem svojstvenih vrijednosti

3.3.1 Matrice kao linearni operatori

Neka je A € M,,,, proizvoljna matrica. Za svaki vektor 7 iz vektorskog prostora
R™ = M, definiran je vektor A7 (kao produkt matrica A i ?) iz vektorskog
prostora R™ = M,,;. Stovie, iz svojstava matri¢tnog mnoZenja slijedi da je
ANT +pY) = MAT + Ay, zasve \,u € Risve 7,7y € R". Dakle
funkcija 7 — AT prevodi linearnu kombinaciju u linearnu kombinaciju. Takvu

funkciju zovemo linearni operator.

Definicija 3.16. Funkcija F' : R® — R™ zove se linearni operator ako
vrijedi

FOT + ) = AF(T) + pF ()
za sve A\, € R 1 sve 7,7 e R". Ako je m = 1, R™ = R, onda takav

linearni operator zovemo linearnim funkcionalom.

Napomena 3.29. Funkcije medu vektorskim prostorima uobicajeno je zvati
operatorima. Funkcije s vektorskog prostora u vektorski prostor R zovemo

funkcionalima.

Iz Definicije 3.16 slijedi da svaka matrica A € M,,, definira jedan linearni
operator A : R” — R™ formulom

Y =A7.

Neka su F': R®* — R™ i G : R — R™ operatori. Definiramo zbrajanje

operatora na sljedeéi nacin
(F+G)(7) = F(T)+G(7).

Definirajmo jo$ i mnoZenje operatora F' : R® — R™ proizvoljnim skalarom
A € R na sljedeéi nadin

(AF)(Z') = A\F(T).

Napomena 3.30. Skup suvih linearnih operatora sa R™ u R™ je vektorski

prostor.
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Dokaz:

Dokazimo da skup svih linearnih operatora zadovoljava svojstva Definicije 1.5. Ocito
je da prethodno definirano zbrajanje linearnih operatora i mnozZenje linearnog operatora s
skalarom zadovoljavaju svojstva iz Teorema 1.1 © Teorema 1.2, dakle zadovoljavaju trece
svojstvo Definicije 1.5. DokazZimo da vrijede i prva dva.
Neka su F : R" — R™ ¢ G : R® — R™ linearni operatori. DokazZimo da je i F + G

linearni operator, tj. da vrijedi

(F+G)\T +p¥Y) = MF+G)(T) + u(F + G)(Y)
za sve \,u € R i sve @, € R". Kako je

(F+G)\Z +u ) =FOT +p7) + GOT +u7)

i kako su F i G linearni, turdnja slijedi.
Dokazimo sada da za proizvoljni linearni operator F : R — R™ 4 proizvoljni v € R
vrijedi
WF)AT + 1) = \wF)T + pu(vF) 7
za sve A\, € R 1 sve ?, 7 € R™. Twvrdnja lagano slijedi iz linearnosti od F' 1 ¢injenice da
je
WFYO\T 4+ puof) = vFO\Z + ).

Dakle skup svih linearnih operatora sa R™ u R™ je vektorski prostor.de

Neka su F' : R* — R™ i G : RP — R? operatori. Ako je p = m definiramo
funkciju H : R® — R? formulom

i zovemo ju kompozicija operatora F'i G i oznatavamos H =G o F.
Analogno ako je ¢ = n definiramo kompoziciju operatora G i F' formulom FoG :
RP — R™

(FoG)(7) = F(G()).
Teorem 3.18. Kompozicija linearnih operatora (ako postoji) je linearni operator.d

Rekli smo da je svaka matrica A € M,,, linearni operator sa R" u R™.
Postavlja se pitanje vrijedi li obrat? Tj. je li svaki linearni operator F' : R" —
R™ neka matrica iz M,,,,?

Pogledajmo vektore ?1, ey @, €R"danesa @; = 0,...,1,...,0), i =1,...,n,
e ?n ¢ine

gdje je jedinica na i-tom mjestu. Lagano se provjeri da vektori €1, ...,
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ortonormiran skup vektora, linearno su nezavisni i da vrijedi L(?l, - ?n) = R".
Zaklju€¢ujemo da je skup {?1, e ?n} ortonormirana baza vektorskog prostora
R"™ koju zovemo kanonskom bazom.

Neka je F' : R™ — R™ proizvoljan linearni operator. Nadalje, neka je F' € M,,,
matrica takva da je njen ¢-ti stupac vektor F(?z) e R™ ¢=1,...,n, rastavljen u
kanonskoj bazi (?1, ey 7m) od R™. Tada za proizvoljni 7 = (21, ..., T,) € R"

vrijedi @ =21 €1+ oo+ Tn € |

F'a =uF(€) + ...+ 2, F(€n) = Fla1 €14 ...+ 2, ¢ ,) = F(T),

tj. matrica F” i linearni operator F' se podudaraju za proizvoljni 7 € R". Dakle,
na svaki linearni operator F' : R” — R™ moZemo gledati kao na matricu iz
M, Ciji je i-ti stupac di i = 1,...,n, vektor F(?z) i = 1,...,n, koji je
rastavljen u kanonskoj bazi (?1, - 7m) odR™ @;=F(¢;),i=1,..,n. Tu
matricu nazivamo prikazom linearnog operatora ' u paru baza (?1, s ?n)
i (F 1 Ton):

Ocito je da ako uzmemo neki drugi par baza (ne nuZno ortonormiran) od R"
i R™, linearni operator F' ée imati drugaciji prikaz. Dakle, linearni operator u
razli¢itim parovima baza ima razli¢ite prikaze. Stoga treba voditi ratuna s kojim

parovima baza radimo.

Napomena 3.31. Neka su F': R" — RP ¢ G : RP — R™ linearni opera-
tori. Tada je po Teoremu 3.18 njihova kompozicija H = G o F' : R* — R™

linearni operator i matrica tog operatora se racuna kao produkt matrica od G
i F,t. H =G'F'.

Napomena 3.32. Neka je F : R* — R™ proizvoljan linearni operator i F' € My,
njegova matrica. Lako se moZe dokazati da je skup F(R™) koji zovemo slika od F vektorski
potprostor prostora R™. Stovise vrijedi da je r(F') = dim(F(R™)). Dakle dimenziju slike
linearnog operatora takoder zovemo rang.

Nadalje, iz tocke 3.2.3 znamo da je N(F') = {7 eER": F'Y = ﬁ} vektorski potprostor
prostora R™ i dimN(F") zovemo defekt matrice F'. Kako su F i F' ustvari isti linearni
operatori, vrijedi N(F') = N(F) = {Z € R" : F(Z) = ﬁ}, odnosno dimN(F) =
dimN(F"). Dakle broj dimN (F) zovemo defekt linearnog operatora F.

Neka je F' : R® — R™ proizvoljan linearni operator. 1z Napomene 3.32 i Teorema 3.10
izravno slijedi teorem o rangu i defektu za linearni operator, tj. vrijedi

dimN (F) 4+ dimR(F) = n.
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Primjer 3.10. Pogledajymo sljedece primgere:

1. Neka je dan operator projekcije py : R® — R? formulom py(x,vy,2) =
(x,y). Operator py svaki vektor iz prostora ortogonalno projicira na xy

ravninu. Njegova je matrica dana s

100
010)
Ocito je rang od py jednak dva (jer je slika xy ravnina), a defekt jedan.

2. Neka je dan operator projekcije p1 : R — RY formulom py(x,y, z) =

x. Operator py svaki vektor i1z prostora ortogonalno projicira na x-os.

(100).

Ocito je rang od py jednak jedan (jer je slika x-o0s), a defekt dva.#

Njegova je matrica dana s

3.3.2 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Neke je F': R® — R" linearni operator (tj. F' € M,). Operator F' vektoru iz
R"™ pridruZuje vektor iz R™. Sada nas zanima kada su ti vektori kolinearni.

Definicija 3.17. Neka je A € M,,. Realni broj A\ zove se svojstvena (ka-
rakteristicna) vrigednost matrice (linearnog operatora) A ako postoji takav
ne-nul vektor @y € R™ da vrijedi

Ao = NTo.

Vektor @o € R", @y # 0 je svojstveni (karakteristicni) vektor matrice A

koji pripada svojstvenoj vrijednosti Ag.
Napomena 3.33. Primijetimo:

1. Ako je Z # 0 svojstveni vektor matrice A € M, onda on pripada

samo jednoj svojstvenoj vrijednosti.

2. Ako je Ao svojstvena vrijednost od A € M, onda mjoj pripada be-

skonacno mnogo svojstvenih vektora.
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Dokaz:
1. Izravno iz Definicije 3.17.

2. Neka je o =% 0 svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj vrijednosti Ao, tj. A7y =
NoTo. Nadalje, neka je p € R u # 0 proizvoljan. Tada vrijedi

A(M?o) = /.LA?O = ,u)\o?o = /\0(/170).

Dakle za svaki p € R, p # 0, vektor ,u70 je takoder svojstveni vektor od A koji

pripada svojstvenoj vrijednosti Ag. e

Napomena 3.34. Skup S(\g) svih svojstvenih vektora koji pripadaju istoj
svojstvenoj vrijednosti \g od A € M,, dodavanjem nul vektora postaje vektor-

ski podprostor od R™.

Dokaz:
Ocito je S(Ao) podskup od R™. DokaZimo jos da je S(\o) vektorski prostor, tj. da
zadovoljava uvjete Definicije 1.5.
Svojstva iz Teorema 1.1 i Teorema 1.2 ocito zadovoljava. Nadalje neka su ?,7 €
S(Xo), tj. vrijedi
AZ =27 i AY =X\7.

Dokazimo da je @ + 3 € S(\o). Imamo
AT+ ) =2T +MT = (T +7),

paje @+ € S(o).
Dokazimo jos da je za proizvolini @ € S(X\o) i@ proizvolini p € R p € S(Xg). Imamo

A(p) = proT = No(n7),
pa je u@ € S(Xo). Dakle imamo turdnju.de

Neka je A € M, i ¢ svojstvena vrijednost od A. Tada skup S(\g) zovemo
svojstveni podprostor matrice A koji pripada svojstvenoj vrijednosti .

Sada se postavlja pitanje kako odrediti svojstvene vrijednosti i svojstvene
vektore proizvoljne matrice iz M,,?

. : .. : : —

Ako je Ay svojstvena vrijednost matrice A € M,,, onda je o e R, Ty # 0,

svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj vrijednosti \y ako i samo ako je

A?O - )\0?0,



114 POGLAVLJE 3. MATRICE I LINEARNI SUSTAVI

tj. ako i samo ako vrijedi

%
(A= XL)Zo= 0.
. . . — . . .
Dakle, zaklju¢ujemo da je 7o € R, 7 # 0, svojstveni vektor koji pripada
svojstvenoj vrijednosti Ao ako i samo ako je 7’ netrivijalno rjegenje homogenog

sustava

(A= NI)T = 0.

Stovie, iz gornje jednad¥be vidimo da ¢e A € R biti svojstvena vrijednost matrice

A € M, ako i samo ako homogeni sustav

(A- AT =10

ima netrivijalno rjeenje 2. Po Teoremu 3.8 homogeni sustav

%

(A= M7 = 0
¢e imati netrivijalno rjeSenje ako i samo ako je matrica A — A\, singularna, $to
je ekvivalentno s uvjetom det(A — AI,,) = 0.
Dakle ¢e A € R biti svojstvena vrijednost matrice A € M,, ako i samo ako je
det(A — \I,) = 0.

Za proizvoljni A € R i proizvoljnu matricu A = [a;;] € M,, vrijedi (A—\L,) =
bi;], gdje su by =a;;zai# jib;=a;—Azai=j.
Dakle, funkcija A — det(A — AI,,) je polinom stupnja n u varijabli \.
Taj polinom, u oznaci K 4()\), zovemo svojstveni ili karakteristi¢ni polinom
matrice A.
Otito je K4(\) oblika

Ki(A\) = (=1)"\"+ e A\ P+ ... + a,.

Ako stavimo A = 0 dobijemo

K4(0) = a,, = det A.

Nadalje, koeficijent a; iz K4()\) je otito koeficijent uz A"~ u sumandu oblika

(a1 — A) -+ (@nn — A) kojeg dobijemo u razvoju determinante. Odatle je

a; = (—1)"71a11 + ...+ (—1)”71am,
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tj.

a; = (—=1)""HrA.

Skup nulto¢aka (korijena) svojstvenog polinoma K 4(\) zovemo spektar matrice
A.
Dakle, Ay € R je svojstvena vrijednost matrice A € M,, ako i samo ako se A

nalazi u spektru od A, tj. ako i samo ako je
Ka(Xo) = 0.

Primjer 3.11. Neka je dan linearni operator A : R? — R? matricom

A < cosp —singp )
sinp  cosp
gdje je p € R, p £k k € Z.
Linearny operator A wustvari predstavlja rotaciju u ravnini za kut ¢ oko is-
hodista.
Izracunajmo svojstvene vrijednosti od A. Imamo

cosp — A —singp

det(A — A\p) = =M —2X\cosp + 1.

singp  cosp — A

O¢ito je det(A—N\Iy) = 0 ako i samo ako je \X>*—~2\ cos p+1 = 0. Rjesavanjem

te jednadzbe dobivamo da su svojstvene vrijednosti od A
A2 =cosp £ m.
Kako je p # km, k € Z, imamo
cos’p—1<0
tj. svojstvene vrijednosti od A nisu realni brojevi.d

Dakle iz Primjera 3.11 zaklju¢ujemo da se moZe dogoditi da za proizvoljnu
matricu A € M,, svojstveni polinom K 4(\) nema realnih nultocaka, tj. da A

nema realnih svojstvenih vrijednosti.

Teorem 3.19. Neka je A € M, simetricna matrica. Tada su sve njene

svojstvene vrijednosti realne.de
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PronalaZenje svojstvenih vrijednosti matrice A € M,, je ekvivalentno rjeSavanju
jednadzbe det(A—A\I,) = 0, tj. pronalaZenju nultoZki karakteristi¢nog polinoma
K 4(\). Medutim, jednadzba det(A—\1,,) = 0 nije uvijek trivijalna za rjeSavanje.
Za velike matrice karakteristi¢ni polinom K 4()) je polinom velikog stupnja &ije je
nultotke tesko nadi. Stoga se koriste razne priblizne metode, iterativne metode,
itd.

Za neke specijalne oblike matrica moZemo lagano izra¢unati svojstvene vrijednosti
i svojstvene vektore. Tako npr. za trokutaste, nul matrice, skalarne i dijagonalne
matrice svojstvene vrijednosti su jednake elementima na dijagonali.

Nadalje, za nul matrice, jedini¢ne i skalarne matrice svaki ne-nul vektor je svoj-
stveni vektor. Za dijagonalne matrice, svaki vektor kanonske ortonormirane baze
od R" je svojstven.

Stoga bi bilo dobro kada bismo mogli proizvoljnu matricu A € M,, "transformi-

rati” u dijagonalnu koja bi imala iste svojstvene vrijednosti kao i polazna.

Definicija 3.18. Za matrice A, B € M, kaZemo da su sliéne ako postoji

reqularna matrica P € M, takva da vrijedi
B =P AP
Teorem 3.20. Slicne matrice imaju iste svojstvene vrijednosti.de

" Transformirati” matricu A € M,, u dijagonalnu, tj. dijagonalizirati matricu
A, znati da treba pronaéi regularnu matricu P takvu da je matrica P 1AP

dijagonalna. To nije uvijek moguce.

Primjer 3.12. Neka je matrica A dana s

A(jg).

Pokusajmo je dijagonalizirati, tj. pokuSaymo pronaéi reqularnu matricu

()

takvu da vrijedi
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Uoc¢imo da je gornja jednakost ekvivalentna s

AP:P(I O),
0 vy

2a 2b [ ax by
a+2c b+2d |\ cx dy |~

2a = ax

dakle imamo

Odnosno, imamo sustav

20 = by
a+2c=cx
b+ 2d = dy.

Primijetimo da a, b, c,d ne mogu svi biti istodobno nula. Takoder nikoja tri od a,b,c,d ne
mogu biti nula, jer u suprotnom matrica P nije reqularna.

Matrica P takoder nije reqularna ako sua=b=0ilia=c=0iib=d=01iic=d=0.
Dakle, pretpostavimo prvo da je b= c = 0. Tada iz treée jednadzbe imamo da je a = 0 Sto
ne moze biti, analogno vrijedi za a = d = 0.

Uzmimo sada da je samo a = 0, onda iz druge jednadzbe imamo da je y = 2, a iz Cetvrte
b =0 §to ne moze biti. Analogno vrijedi ako je b =0 ili c=0ilid=0.

Dakle ostaje nam samo sluc¢aj kada su a,b,c,d svi razli¢iti od nule. Tada iz prve jed-
nadzbe imamo x = 2 a iz trece a = 0, §to ne moze biti. Dakle matricu A ne moZemo
dijagonalizirati.®

Iz Primjera 3.12 vidimo da ne moZemo svaku matricu dijagonalizirati. Ipak,

pokazuje se da je svaku simetri¢nu matricu mogudce dijagonalizirati.

Teorem 3.21. Neka je A € M, simetricna. Tada postoji ortonormirana

baza od R™ takva da je svaki vektor te baze svojstveni vektor matrice A.&

Napomena 3.35. Matrica A € M, je u stvari linearni operator A : R" —
R™. Ako je A jos simetricna onda iz Teorema 3.21 znamo da postoji or-
tonormirana baza od R™ takva da je svaki vektor te baze svojstveni vektor
matrice A. Ako pogledamo prikaz matrice A kao linearnog operatora u toj
bazi (primijetimo da je ovdje par baza jedna te ista baza) vidimo da je do-
bivena matrica dijagonalna i da su joj na dijagonali svojstvene vrijednosti
od A. Dakle smo za dani operator A nasli bazu u kojoj je njegova matrica

posebno jednostavna, dijagonalna.
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Teorem 3.22. Matrica A € M,, je reqularna ako i samo ako nula nije svoj-

stvena vrijednost od A.

Dokaz:

Ako je A regularna onda znamo da je det(A—0MN) = det A £ 0. Dakle 0 nije svojstvena
vrijednost.

Obratno, ako 0 nije svojstvena vrijednost od A onda je det(A — 0\) = det A # 0, tj.
A je reqularna. &

Teorem 3.23. Neka je A € M, reqularna matrica ¢ije su svojstvene vrijed-
nosti jednake \i, ..., \,. Tada su svojstvene vrijednosti matrice A~ dane s

AL AL a odgovarajuéi se svojstveni vektori podudaragju.de

n

Neka je A € M, i neka je A\g jedna njena svojstvena vrijednost. Tada iz Napomene 3.34
znamo da je skup S(\g) potprostor od R™. Dimenziju dim(S(\o)) zovemo geometrijska
kratnost od \g.

Napomena 3.36. Uocimo da je dim(S(Xo)) u stvari defekt matrice A — XoIy,.

Rekli smo da je \g svojstvena vrijednost od A € M,, ako i samo ako je \g nultotka od
Ka(X). Kako je K4(\) polinom n-tog stupnja, iz osnovnog teorema algebre (Teorem 5.5)
znamo da K 4(\) ima n nultogaka Aq, ..., A,, medu kojima moZe biti istih i koje ne moraju sve
(moZda niti jedna) biti realni brojevi.

Sada, ako je Ao svojstvena vrijednost od A € M, tj. nultotka od K 4(\), ona se u nizu
nultotaka Mg, ..., A, od K4(X\) pojavljuje barem jednom. Broj pojavljivanja svojstvene vrijed-
nosti Ao u nizu nultotaka A1, ..., A, od K4(\) zovemo algebarska kratnost od A.

Teorem 3.24. Neka je A € M, i neka je \g njena svojstvena vrijednost. Tada je alge-
barska kratnost od Ao wvijek veéa ili jednaka od njene geometrijske kratnosti.de



Poglavlje 4

Nizovi 1 redovi

4.1 Nizovi realnih brojeva

4.1.1 Pojam niza

Niz je matematic¢ki koncept koji opisuje situaciju u kojoj su elementi nekog skupa

poredani, tj. indeksirani prirodnim brojevima.
Definicija 4.1. Niz (slijed) u nepraznom skupu A je funkcija a : N — A.

Vrijednost funkcije a na elementu n € N uobilajeno je oznalavati s a,
umjesto a(n). Argument n zovemo indeks.
Nas zanimaju nizovi realnih brojeva, tj. funkcije a : N — R. Elemente niza, tj.
brojeve aq, as, ... zovemo €lanovi niza. Umjesto zapisa aq, as, ... za niz jo§ ¢emo
koristiti i zapis (a,)nen ili samo (a,).

Niz moZemo zadati na vi$e nacina:

- formulom (npr. a, = n?+ 1),

- rekurzijom (npr. a, = 2a,-1, a1 = 1),

- svojstvom (npr. a, je broj triangulacija mnogokuta dijagonalama).
Primjer 4.1. Pogledajmo sljedece primjere:

1. Niz prirodnih brojeva pocinje s 1,2,3, ..., a opéi ¢lan mu je zadan for-

mulom a, = n.

119



120 POGLAVLJE 4. NIZOVI 1 REDOVI

2. Niz kvadrata prirodnih brojeva zadan je formulom a, = n?, a pocinje

clanovima 1,4,9, ....

3. Niz prostih brojeva pocinje brojevima 2,3,5,7,11,13,17,.... Za njegov

opCi ¢lan ne postojgi formula.

4. Niz Fibonaccijevih brojeva zadan je pravilom a, = G,_1+a,_o i pocetnim

vrijednostima ag = 0, a; = 1. To je primjer niza zadanog rekurzijom.®

Niz (a,) je rastuéi ako je a, 1 > a, za svaki n € N. Niz (a,) je padajuéi
ako je a,11 < a, za svaki n € N. Ako su nejednakosti stroge, imamo strogo
rastuci odnosno strogo padajuci niz. Ako je niz rastudi ili padajudi, kazemo
da je monoton.

Niz (a,) je pozitivan (negativan) ako je a,, > 0, a,, < 0 za svaki n € N.

Ako su nejednakosti stroge, imamo strogo pozitivan (strogo negativan) niz. Po-
nekad se nizovi za koje vrijedi a, > 0 za svaki n € N zovu i nenegativni, a
pozitivnima se zovu nizovi s a,, > 0 za svaki n € N.

Definirajmo funkciju sign : R — R formulom

-1, <0
signx = 0, =0
1, >0

Funkcija sign realnom broju pridruZuje njegov predznak.
Ako je sign a,, # 0 i sign a,, # sign a, y; za svaki n € N, onda kaZzemo da je niz
(a,) alternirajudi.

Primjer 4.2. Pogledajmo sljedece primjere:
1. Niz a,, = n je strogo rastuci i pozitivan.
2. Niz a, = \/iﬁ je strogo padajuci i pozitivan.

3. Niz a, = |logn| je rastuéi i pozitivan jer je a; = ... = ag = 0, a;g =

... = Qg9 = ]., a100 = ... = Q999 — 2,
4. Niz a, = (—1)" nije monoton nego alternirajuci.®

Podniz niza (a,) je niz dobiven isputanjem nekih &lanova iz niza (a,).
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Definicija 4.2. Za niz (b,) kaZemo da je podniz niza (a,) ako postoji strogo
rastuci niz (p,) u N tj. strogo rastuca funkcija p : N — N takva da vrijedi

by = p(ny, 2a svakin € N.

Definicija 4.3. Za niz (a,) kaZemo da je ograniéen ili omeden ako postoji
realan broj M > 0 takav da je |a,| < M, za svaki n € N, ili, ekvivalentno,
ako je —M < a, < M, za svakin € N.

Primjer 4.3. Pogledajmo sljedece primgjere:

1. Niz a, =sin? je omeden niz jer je funkcija sinus omedena, i moZemo

uzeti npr. M = 2.

2. Niz a,, = \/n nije omeden jer za svaki M > 0 postoji n € N takav da
je v/n > M. Dovoljno je uzeti n > M>.#

Niz (a,) je aritmeticki ako je

’an+1_an:d7‘

za svaki n € N, gdje je d € R konstanta. Formula opceg ¢lana aritmeti¢kog niza

je

a, = a1+ (n—1)d.

Ako je d > 0 onda je (a,) strogo rastuci, za d < 0 niz (a,) je strogo padajudi
a zad = 0 imamo konstantni niz a, = a1, za svaki n € N. Uo¢imo da za

aritmetiki niz (a,,) vrijedi formula

an—1+an+1

an = 2 )

za svaki n € N, tj. svaki &lan niza (osim prvog) je aritmeti¢ka sredina svojih
susjeda.
Niz (a,) je geometrijski ako je

An41 —
i — g,

za svaki n € N, gdje je ¢ € R, ¢ # 0, konstanta. Formula opéeg ¢lana geome-
trijskog niza je

a, = a1q" L.
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Ako je ¢ < 0 onda je niz (a,) alternirajuéi. Za a; > 0 i ¢ > 1 niz raste, za
a; >0i0<qg<lnizpada. Zaa; <0ig>1lnizpada,zaa; <0i0<qg<1
niz raste. Uo¢imo da za geometrijski niz (a,,) takav da je a; > 0 i ¢ > 0 vrijedi

formula

Up = \/Ap—-10n+1,

za svaki n € N, tj. svaki &lan niza osim prvog je geometrijska sredina svojih

susjeda.
Primjer 4.4. Pogledajmo sljedece primjere:
1. Za aritmetick niz 1,4,7,10,13,... jeay =1, d=3 i a, = 3n — 2.

2. Za aritmeticki niz 8,6,4,2,0,—2,—4,... je a; = 8, d = =2 1 a, =
—2n + 10.

3. Za geometrijski niz 1,2,4,8,16,... jea; =1, ¢ =2 i a, = 2" L.

4. Za geometrijskiniz1,—1,1,—-1,1,...jea; = 1,q= —1ia, = (=1)""1.&

4.1.2 Granic¢na vrijednost niza. Konvergencija niza

Pogledajmo niz (a,) zadan formulom a, = % za svaki n € N. Njegove vrijed-
nosti padaju i prilaze po volji blizu broju 0. Sli¢no, vrijednosti niza (a,,) zadanog
formulom a,, = "T_l se priblizavaju po volji blizu broju 1. S druge strane, vri-
jednosti nizova (a,), (b,) i (c,) zadanih formulama a,, = (—1)", b, = (—=1)"n

2 ne priblizavaju se za velike vrijednosti indeksa n niti jednom fiksnom

ic,=n
realnom broju.

Dakle se ti nizovi kvalitativno drugacije ponasaju.

Definicija 4.4. Realni broj L je graniéna vrijednost ili limes niza (a,,)

ako
(Ve > 0)(3no € N)  takav da  (Yn > ng) = (la, — L| < ¢).

To pisemo a, — L ilt L = lim a,,.
n—-aoo

Uvjet |a, — L| < ¢ iz Definicije 4.4 ustvari znati —¢ < a,, — L < € odnosno
L —¢ < a, < e+ L. Dakle, Definicija 4.4 ustvari govori da je realni broj L limes
niza (a,) ako izvan proizvoljno malog intervala oko limesa ostaje samo kona&no

mnogo ¢lanova niza.
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Definicija 4.5. Niz (a,) je konvergentan ako postoji L € R za koji je

L= lim a,.
n—-aoo

Inace kazZemo da je (a,) divergentan.

Napomena 4.1. Ako je niz (a,) konvergentan onda je njegov limes jedins-
tven.

Dokaz:

Pretpostavimo suprotno, tj. da niz (a,) ima bar dva limesa L i L'. Uzmimo sada da
je € jednak |L — L'|, pa kako su L i L' limesi niza (ay) za € = |L — L'| postoje ny,ny € N
takvi da za sve n > ny in > ng vrijedi |a, — L| < § i la, — L'| < §. Dakle za n > ny i

n > N9y iMmamo
e=|L-L|=|L—-apn+a,—L|<|L—ay|+|a,—L<e.
Dobili smo da je € < €, $to ne moZe biti. Dakle pretpostavka da postoje bar dva limesa je
pogresna. &
Primjer 4.5. Pogledajmo sljedece primjere:

1. Neka je niz (a,) dan formulom a, = % Tada je

lim — =0.
n——aoo M

Zaista, uzmimo € > 0 proizvoljan. Pitanje je: moZemo li naéi ny € N
takav da je ‘% —0| < g, za svaki n > ng? Ocito je dovoljno uzeti
ng = |2|. Za malie, npr. e =107, ny = 10'%, sto je vrlo velik, no

jos uvijek konacan broj.

n2
n2—1-

2. Neka je niz (a,) dan formulom a, = Tada je

n2

lim 5 =1.
n—oo N2 — 1

Zaista, uzmimo € > 0 proizvoljan. Trazimo ny € N takav da je

2 . 2 . .. ., .
= — 1| <&, za svakin > ng. lzraz w— — 1 je uvijek pozitivan

pa imamo n;‘—il —1 < e. Odatle slijedi —— < ¢, tj. e(n®> —1) > 1, tj.

n2—1

n? > ‘gi—l Dakle za ng je dovoljno uzeti ng = b / %J N
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Pogledajmo sada pona3anje nizova koji nisu konvergentni.

Definicija 4.6. Kazemo da niz (a,) tezi u 400 ako
(VM > 0)(3ng € N)  takav da  (¥Yn > ng) = (a, > M).

To pisemo

lim a, = +o0.
n—oo

Analogno, kazZemo da niz (a,) tezi v —oo ako
(VM > 0)(3ng € N)  takav da (¥Yn > ng) = (a, < —M),

1 pisemo

lim a, = —o0.
n—-m:oo

Primjer 4.6. Neka je niz (a,) dan formulom a, = n?. Tada je

lim a, = +o0.
n—oo

Neka je M > 0 proizvoljan. Tada je za ng dovoljno uzeti |/ M|, pa je
ay, > M za svakin > ng.®

Napomena 4.2. Treba imati u vidu da +00,—00 ¢ R, pa su nizovi koji
teze u 400 ili —oo ustvari divergentni. KaZe se da su divergentni u uZem
smislu.

Pogledagmo ponasanje niza (b,) danog formulom b, = (—=1)". U blizini
broja 1 i broja —1 1ma beskonacno mnogo ¢lanova niza. Ipak, to nisu granicne
vrijednosti, jer izvan proizvoljno male okoline tih brojeva ostaje beskonacno
mnogo ¢lanova niza (a ne konacéno mnogo). Dakle niz b, = (—1)" ne teZi
ni u beskonacnu ni u konacnu granicu. KazZemo da takav niz divergira u

Sirem smaslu.

Definicija 4.7. Realni broj G je gomiliste niza (a,) ako se u proizvoljno

maloj okolini broja G nalazi beskonacno mnogo clanova niza.

Primjer 4.7. Niz (a,) dan formulom a, = n nema gomiliste.®
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Napomena 4.3. Granic¢na vrijednost niza (ako postoji) je i gomiliste tog
niza. Obrat ne vrijedi. Npr. niz (a,) zadan formulom a, = (—1)" ima dva

gomilista —1 i 1, ali nema limesa.

Iz Napomene 4.3 vidimo da niz moZe imati vise gomilista. Najvece gomiliste
niza (a,) (ako postoji) zovemo limes superior od (a,) i oznatavamo ga

lim sup a,,
n—aoo

dok najmanje gomiliste (ako postoji) niza (a,) zovemo limes inferior od (a,)
i oznatavamo ga

lim inf a,,.
n—oo

Rekli smo da je realni broj G gomiliste niza (a,,) ako se u proizvoljno maloj okolini
broja G nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza. Ako uzmemo te ¢&lanove niza

dobivamo jedan podniz niza (a,), tj. vrijedi:

Teorem 4.1. Realni broj G je gomiliste niza (a,) ako i samo ako postoji

podniz (by,) niza (ay) koji konvergira u G.&

Napomena 4.4. Ako je niz (a,) konvergentan s limesom L onda je lim sup a,, =

liminfa, = L.

Teorem 4.2 (Bolzano-Weierstrass). Svaki omeden niz ima barem jedno go-

miliste, tj. barem jedan konvergentan podniz.de
Pogledajmo sada neka svojstva konvergentnih nizova:
1. Promjena kona¢no mnogo ¢lanova ne utjee na limes.
2. Svaki konvergentan niz je ogranien.

3. Svaki podniz konvergentnog niza teZi prema istoj grani¢noj vrijednosti kao

i sam niz.

4. Limes moZe no i ne mora biti ¢lan niza (npr. a, = % 0 nije ¢lan niza,

b, =1, 1 je €lan niza).
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4.1.3 Racunanje s grani¢nim vrijednostima

Racunanje grani¢nih vrijednosti izravno iz definicije je nespretno, ako ne i ne-
mogucée. Npr. konvergira li, i ako da, prema kojoj vrijednosti, niz (a,) zadan

formulom
_ 3n4—5n2+7n—17

2nt — 3 +3n+2°
Prvo bi trebalo pogoditi limes L, pa dokazati da

Qn

(Ve > 0)(3Ing € N) takav da (Vn > ng) = (la, — L| < e).

Mi ¢emo pokusati izbje¢i ovakav na&in ra¢unanja limesa direktno iz definicije,
tj. izgradit ¢éemo repertoar osnovnih limesa i pravila pomocu kojih se sloZeniji

slu¢ajevi svode na jednostavnije.

Teorem 4.3. Neka je (ay,) niz s pozitivnim ¢lanovima. Tada

, 1
a, — 0 ako i samo ako — — 0o.d
an

Teorem 4.4. Neka su (a,) i (b,) konvergentni nizovi, te ¢ € R proizvoljan.

Tada vrijedi:

1. lim (a, +£0b,) = lim a, £ lim b,,

n—aoo n——~oo n—aoo

2. lim (ca,)=c lim a,,

n—r-r~oQ n—:o0
3. lim (a,b,) = lim a, lim b,,
n—>o00 n—so00 n—so00
a lim a,
4. akoje b, #0 i lim b,#0, ondaje lim = ="7">2_,
n—>00 n—soo by, lim b,
n—oo

Napomena 4.5. Neka je (a,,) konvergentan niz. Onda vrijedi

lim |a,|=| lim a,]|.
n—-—ao0 n—-—ao0

Ako je r € R, r # 0, proizvoljan i a,, > 0 za svaki n € N, onda vrijedi

lim v/a, = 7/ lim a,.
n

n—aoo —00
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Teorem 4.5. Beskonacni geometrijski niz (a,) s kvocijentom q je konver-

gentan za |q| < 1 a divergentan za |q| > 1. Za |q| < 1 je lim a, = 0.
n—-—ao0

Dokaz:
Iz tocke 4.1.1 znamo da je opéi élan geometrijskog niza dan formulom a, = a1q" " .
Prema Teoremu 4.4 dovoljno je promatrati niz s aq = 1, tj. niz 1,q,4%,¢>, ....

Pogledajmo prvo sluéaj |q| < 1. Uzmimo proizvoljan € > 0 i pogledajmo nejednadzbu

l¢g"™ — 0] = |¢"|] < e. To je ekvivalentno s |q|"* < €. Logaritmiranjem se dobije nlog|q| <
loge, jer je log|q| < 0. Imamo
1
n> 8¢
log |q]
Dakle svi ¢lanovi niza 1,q,q%,¢>, ... za koje je n > 1&?\2\ padaju u interval (—¢,¢€), pa je

lim a, =0.
n—oo

Neka je sada |q| > 1. Tada je ﬁ < 1, pa prema prethodnom niz ﬁ — 0. Sada,
po Teoremu 4.8 imamo |q"| — oo, dakle ili ¢ — oo, ili ™ alternira po predznaku (za
q < —1) i raste u beskonacnost po apsolutnoj vrijednosti, dakle divergira ili u uZem, ili u

Sirem smislu.de

Napomena 4.6. Beskonacni geometrijski niz (a,) s kvocijentom q = 1 je
konvergentan niz za koji vrijedi a, = ay, za svaki n € N.
Ako je pak ¢ = —1 imamo alternirajuéi niz a, = a;(—1)""', dakle divergen-

tan.

Napomena 4.7. Jasno je da beskonacni aritmeticki niz (a,) s razlikom d

konvergira ako i samo ako je d = 0.
Teorem 4.6. Monoton, ogranicen niz je konvergentan.

Dokaz:

Neka je (a,) monoton i ogranicen. Tada po Teoremu 4.2 niz (ay) ima barem jedno
gomiliste. Kako je (ay,) monoton, on moZe imati najvise jedno gomiliste. U suprotnom,
ako (ay) ima barem dva gomilista G i G', G > G’, i ako npr. (ay) raste, izvan proizvoljno
male okoline oko G imamo konacno mnogo clanova. Tj. postoji okolina oko G' u kojoj
je samo konacéno mnogo clanova, §to ne moze biti jer je G' gomiliste. Dakle imamo samo
jedno gomiliste, tj. vrijedi liminf a,, = limsup a,, € R. Onda je po Napomeni 4.4, niz (ay)

konvergentan.d
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Teorem 4.6 je tipi¢ni teorem egzistencije, tj. znamo da nesto postoji, no ne

znamo koliko je i kako to nadi, odrediti, izralunati.

Teorem 4.7 (Nuzan i dovoljan uvjet konvergencije niza). Niz (a,) konvergira

ako i samo ako
(Ve > 0)(3Ing € N)  takav da  (VYn > ng) = (|an — aner| <&, Vr € N).&

Teorem 4.7 je najopéenitiji. Daje nuzne i dovoljne uvjete konvergencije niza
i u njemu figuriraju samo ¢&lanovi niza.
On u stvari kaZe da niz (a,) konvergira ako i samo ako razlike medu po volji

udaljenim ¢lanovima niza postaju po volji male, tj. teze k nuli.

4.1.4 Osnovni limesi

Pogledajmo sada neke osnovne limese:

1. Neka je niz (a,) dan formulom a,, = A", gdje je A > 0, A\ # 1, proizvoljan.
Tada vrijedi

) oo, akoje A>1
lim a, = ]
n—so0 0, akoje 0<A< 1.

2. Neka je niz (a,) dan formulom a,, = % gdje je A € R proizvoljan. Tada
vrijedi
lim a, = 0.
n—-ao0
3. Neka je niz (a,) dan formulom a,, = ¥/, gdje je A > 0 proizvoljan. Tada
vrijedi
lim a, = 1.
n—-ao0
4. Neka je niz (a,) dan formulom a, = n*, gdje je A € R proizvoljan. Tada
vrijedi
oo, akoje A>0
lim a,=4¢ 1, akoje A=0.
n—aoo
0, akoje A<0
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5. Neka je niz (a,) dan formulom a,, = /n. Tada vrijedi

lim a, = 1.
n—roo

6. Neka je niz (a,) dan formulom a, = (1 + 2)". Tada vrijedi

lim a, =e.
n—oo

4.2 Redovi realnih brojeva

4.2.1 Pojam reda. Konvergencija reda

Ako u beskonaénom nizu (a,), tj. ai,as,as,... zareze zamijenimo plusevima
dobijemo beskonaéni red. No, zasto bi to netko Zelio napraviti?

Ako ¢lanovi niza predstavljaju doprinose, Sto je kumulativni efekt prvih n ¢lanova
niza?

To je
a, +as + ...+ a, :Zak =.5,,
k=1

tj. n-ta parcijalna suma.
Dakle, nizu (a,) smo pridruZili niz parcijalnih suma (S,,). Za svaki konagan n
veli¢ina S, je dobro definirana, konaéna suma.

Sto se zbiva ako zbrojimo "sve” &lanove niza (ay,)?

Izraz Zak prelazi u Zak, a konac¢na suma postaje red.

k=1 k=1
Definicija 4.8. Neka je (a,,) niz. Red koji dobijemo od niza (a,) je uredeni
par nizova ((a,),(Sn)), gdje je (Sn) niz parcijalnih suma niza (a,). Red

dobiven od niza (a,) oznacavamo s ay,.

Definicija 4.9. Red Y a,, konvergira ako konvergira njegov niz parcijalnih

suma (Sy,). Ako je S = lim S, < oo, kaZemo da je suma reda jednaka S i

prsemo
(e}

Zan:S.

n=1

Ako niz parcijalnih suma (S,) divergira, kaZemo da i red ) a, divergira.
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[e.e]

Napomena 4.8. Oznaka ) a, je oznaka za red, a oznaka E an je oznaka
n=1
za sumu reda Y ay,.

Primjer 4.8. Pogledajmo sljedece primjere:
1. Red >  n divergira jer za svakin € N je

n(n+1)

S,=14+24..4+n= SR

odnosno
lim S, = o
n—oo

2. Red Z% divergira jer se moZe pokazati da za svaki n € N vrijeds

n
Son > 5 + 1.
3. Red > # konvergira i suma mu je
1
> o=e—L
“—~n!

4. Red > ﬁ konvergira jer za svaki n € N vrijeds

111
nn+1) n n+1

Dakle imamo

1

Sp=1- )
n+1

za svaki n € N. Kako je

lim S, =1,

n—aoo

imamo da red Z ~ n+ konvergira i suma mu je jednaka

1

oo

;nrrl—l
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5. Red )" 2% konvergira jer za svaki n € N i svaki xz € R vrijeds

A4+z+22+ .. +2")(1—2)=1—2""

Dakle, za x = % imamo
1— 2 1
S, = ++1 —1=1-_,
3 2
za svaki n € N. Kako je
lim S, =1
n—aoo

imamo da red ) 2% konvergira i suma mu je jednaka
— 1
— =1
Z on ‘
n=1

Napomena 4.9. Ako red ) a, konvergira onda je lim a, = 0.
n—aoo

Dokaz: .
Neka je S suma reda Y a,, tj. S = nh_>n}>o S, = Zan. Nadalje, ocito

o n=1
vrijeds
Sn+1 = Sn + apy1-

Pustajuci limes po n u beskonacnost u gornjoj jednakosti dobivamo
S=54+ lim ay41,
n——ao0

odnosno

lim a,; ;1 =0.&
n—aoo

Napomena 4.10. Iz Primjera 4.8 znamo da red Z% divergira 1 da je

lim — = 0. Dakle zakljucujemo da obrat tvrdnje iz Napomene 4.9 opcenito
n—»o00 1
ne vrijedi, tj. ako opéi ¢lan niza (a,) konvergira u nulu, onda opéenito red

> a, ne mora konvergirati.

Definicija 4.10. Red ) a,, apsolutno konvergira ako konvergira redy |a,|.
Ako red Y a, konvergira, a red Y |a,| ne konvergira, kaZemo da red )’ a,

konvergira uvjetno.
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Primjer 4.9. Red > (—1)""'< konvergira i suma mu je

o0

1
—1)" 1= =1n2
S =,

n=1
dok red >~ L divergira (Primjer 4.8). Dakle je red > (—1)""'L wvjetno konvergentan.d
n 9 J J n Uv] g

Teorem 4.8. Ako red apsolutno konvergira, onda on konvergira i obicno.d

Uotimo da iz Primjera 4.9 ne slijedi obrat Teorema 4.8.

4.2.2 Geometrijski red

Red oblika a; + a1q + a1¢*> + ... = >_a1¢"!, gdje su a1,q € R proizvoljni,
zovemo geometrijski red s kvocijentom gq.

Teorem 4.9. Geometrijski red > a1q"' je konvergentan ako i samo ako je

lq| < 1. Za |q| < 1 njegova je suma jednaka

= n—1 __ ai
Zalq T 1_q
n=1 q

Dokaz:
Ako je ay =0 onda red Ealq"_l oc¢ito konvergira i suma mu je nula.

Pretpostavimo da je a; # 0 i |q| < 1. Pogledajmo n-tu parcijalnu sumu, tj.
S, =a1+aiq+ai®+ ...+ arg" .
Ako S, pomnoZimo s q dobivamo

qS, = a1q+ a1¢*> + a1¢® + ... + a1q".

Nadalje, imamo
Sn - an = (11(1 - qn)7

tj. vrijedi

Sn =1

za svaki n € N. Iz Teorema 4.5 imamo da je

lim S, =a; lim = .
n—s o0 n—oo 1 —¢q 1—gq
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Dakle limes niza parcijalnih suma je konacan, pa geometrijski red za |q| < 1 konvergira i

suma mu je jednaka

= a
_ 1
Zalq" b= 1_q
n=1 q
Obrnuto, pretpostavimo da geometrijski red Y a1 q™ 1 konvergira i dokazimo da je
onda |q| < 1. Pretpostavimo suprotno, tj. da geometrijski red Y a1q™ ' konvergira i da je
gl > 1.
Ako je ¢ = 1, onda je ocito a, = a1, pa je S, = nay, a to divergira za svaki a; # 0.

Ako je g = —1, onda je oéito a, = a1(—1)""1. Nadalje kako je
lim a, #0
n—ro0

za ay # 0, iz Napomene 4.9 zakljucujemo da red Y ai(—1)""1 divergira.
Ako je |q| > 1 i ¢ > 0, onda imamo

lim a, = lim a1¢" '=a; lim ¢" !,
n—o0 n—oo n—oo
a po Teoremu 4.5 je
lim ¢" ! = oo.
n—oo

Dakle je

lim S, = oo,
n—aoo

pa iz Napomene 4.9 zakljucujemo da red Y a1q" ' divergira i to u uZem smislu.

I na kraju ako je |q) > 1 q¢ <0 imamo

lim a, = lim a1¢" '=a; lim ¢" 1,
n—aoo n—oo n—aoo
a po Teoremu 4.5 je
lim ¢" ! #0.
n—oo

Dakle iz Napomene 4.9 zakljucujemo da red > a1q"~ ' divergira w Sirem smislu (jer niz

a1q" "t alternira).

Dakle ako geometrijski red > a1q" ' konvergira mora biti |q| < 1.

Primjer 4.10. Pogledajmo sljedece primjere:

1. Neka je dan geometrijski red Qn%l Ocito jeay =11 q= % Tada iz

Teorema 4.9 znamo da red Qn%l konvergira i suma mu je

=1 1
Zanlzl_ = 2.

1
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2. Neka je a € R oblika a = 0.333... Tada ocito vrijeds

3 3 = 3
0333... = — + — 4+
10 * 100 + 1000 ; 10’

1

i ocito je ay = = i q = 5. Tada iz Teorema 4.9 znamo da red Y 13

konvergira 1 suma mu je

=3 1 1
> 1o =8
=10 101—— 3

10

Napomena 4.11. Uoc¢imo da nam formula
S
“— 10"

govort da racionalan broj % mozemo § proizvoljnom tocénoséu aproksimairati

decimalnim brojem.

4.2.3 Svojstva konvergentnih redova

Rekli smo da red ) a,, konvergira ako i samo ako konvergira njegov niz parcijalnih

suma S,,. Dakle, iz Teorema 4.7 imamo nuZan i dovoljan uvjet konvergencije reda

> ap:

Teorem 4.10 (Nuzan i dovoljan uvjet konvergencije reda). Red Y a, ko-

nvergira ako i samo ako
(Ve > 0)(Ing € N)  takav da  (VYn > ng) = (|Sn — Spar| <&, Vr € N).&

Uotimo da je izraz
|Sn — Sn+qn| <€

iz Teorema 4.10 jednak izrazu
‘anJrl =+ Qp42 + .+ anJrr’ <E.

Dakle, Teorem 4.10 tvrdi da red ) a,, konvergira ako i samo ako se apsolutna
vrijednost zbroja bilo kojeg konatnog broja uzastopnih &lanova niza (a,) moZe
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u€initi dovoljnom malom, po¢nemo li od dovoljno dalekog €&lana niza (tj. do-
voljno velikog n € N).
Kriterij Teorema 4.10 nije jako koristan u praksi, jer je uvjet tesko provijeriti.
Dakle, bilo bi dobro pronadi kriterije konvergencije reda &ije uvjete je lakSe pro-
vjeriti. Cijena toga Ce biti slabljenje kriterija, tako da ¢emo obi¢no dobivati samo
dovoljnost za konvergenciju.

Otito je da ako izostavimo prvih kona¢no mnogo ¢lanova reda > a, onda,
se konvergentnost novog reda ne mijenja (tj. ako red ) a, konvergira onda,
konvergira i novi red, ako red ) a, divergira onda divergira i novi red). Dakle,

ako red > a,, konvergira onda, konvergira i red
Ap41 -+ Ap4-2 -+ cevy

za svaki n € N. Red a1 + Gpnio + ... Zovemo ostatak reda > a,,.

Ako red > a,, konvergira i suma mu je S, vrijedi
S =5, + Ry,

za svakin € N, gdje je R,, suma reda a,,1+ a,12+.... Nadalje, kako S, — 5,
tako mora R,, — 0. Dakle, ostatak konvergentnog reda tezi u 0 za n — oo.

Napomena 4.12. Rekli smo, ako je red »_ a, konvergentan sa sumom S,
onda vrijedi S = S,, + R,,, za svaki n € N. Dakle ostatak reda daje pogresku
aproksimacije pri zamjeni prave sume reda S n-tom parcijalnom sumom Sy,

odnosno

Napomena 4.13. Red > a, konvergira ako i samo ako konvergira i red

Gpi1+ Gpyo + ..., za svaki n € N.

Dokaz:

Ako red Y a,, konvergira onda, oéito konvergira i red ap41+anta+ ..., za svakin € N.
Obrnuto, ako red ant1 + ant2 + ... konvergira onda, oéito konvergira i red Y, ay, jer smo
redt Gp41 + Apy2 + ... dodali samo konaéno mnogo clanova ay, ..., an, ¢ija je suma ocito

konacna.d

Teorem 4.11. Za sve redove Y a, i Y b, vrijedi:
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1. Neka su > a, i Y b, konvergentni redovi i neka je Zan = A

n=1
oo oo

Z b, = B. Tada je konvergentan i red » (a, £ b,) 1 vrijedi Z(an +

n n=1

1
by) = A+ B.

2. Neka je > a, konvergentan red sa sumom A i neka je ¢ € R. Tada je

o0
konvergentan i red >’ ca, i vrijedi Z ca, = cA.

n=1

Dokaz:

n n
1. Neka su A,, = Zai 1 B, = Zbi n-te parcijalne sume redova > an @ Y. by.
i=1

— i=1
Nadalje, neka je niz (c,) zadan formulom ¢, = a, £ b,. Tada je n-ta parcijalna

suma reda Y ¢, = (an £ by) dana s

n

Cn :ici :Z(azibz) :Anﬂ:Bn
i=1

i=1
Kako limes desne strane u gornjoj formuli postoji, i jednak je A + B, tako mora

postojati i biti jednak tome limes lijeve strane, a to je upravo suma reda Y (a,+by,).

n

Neka je A,, = Zai n-ta parcijalna suma reda Y a,. Nadalje, neka je niz (c)
i=1

zadan formulom ¢, = ca,. Tada je n-ta parcijalna suma reda ¢, =Y ca, dana

n n
C, = E = E ca; = cA,,.
i=1 i=1

Kako limes desne strane u gornjoj formuli postoji, i jednak je cA, tako mora posto-

S

jati i biti jednak tome limes lijeve strane, a to je upravo suma reda y . ca,é.

Primjer 4.11. Neka je dan red > (—1)", tj.

—-1+1-1+1-1+..

Tada po Napomeni 4.9 taj red divergira. S druge strane pogledajmo red

(1+1)+(-1+1)+(-1+1)+..

Ovaj red ocito konvergira i suma mu je nula.

Dakle, zakljucujemo da kod grupiranja ¢lanova (ispustange ili dodavanje za-

grada) moramo biti pazljivi.®
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Teorem 4.12. Ako clanove konvergentnog reda grupiramo, po redu kojim
dolaze, u konacne skupine, i od zbrojeva tih skupina napravimo novi red, taj

red konvergira i suma mu je jednaka sumi polaznog reda.de

Dakle, Teorem 4.12 tvrdi da ako u konvergentnom redu > a,, &lanove grupi-

ramo po redu kojim dolaze u konacne skupine
(a1 + ... +ap) + (apy1 + ... + @) + (Qry1 + ... + ag) + ...,
i ako od zbrojeva tih skupina
Uy = ag + ... + Gy,

Uy = Apg1 + ... + Gy,
U3 = Qpy1 + ... + Qg ...

formiramo novi red Y u,, on konvergira. Takoder vrijedi

[e.9] [e.9]

E Ay = E Uy, -
n=1 n=1

Napomena 4.14. Primijetimo da iz Primgjera 4.11 slijedi da je u Teoremu
4.12 konvergencija reda bitan uvjet da bismo mogli grupirati clanove u konacne
skupine.

Napomena 4.15. Zasto je suma reda Y u, iz Teorema 4.12 jednaka sumi

konvergentnog reda > a, ?

Dokaz:

Ocito je niz parcijalnih suma niza (uy), tj. reda Y uy, podniz niza parcijalnih suma
reda Y a,, dakle podniz konvergentnog niza. Sada tvrdnja lagano slijedi iz treceg svojstva
konvergentnih nizova iz tocke 4.1.2.%

Teorem 4.12 je poopcenje svojstva asocijativnosti zbrajanja na beskonaéne
konvergentne sume (tj. moZemo po volji ubacivati i izbacivati zagrade). Medutim

za komutativnost se to ne moZe napraviti (ne smijemo permutirati &lanove).

Primjer 4.12. U Primjeru 4.9 smo spomenuli da red

Z(—w—l_l 1+1 1+1 1+1 1+
n 2 3 4 5 6 7 8 7
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konvergira i suma mu je

oo

Z%zan.

n=1

Zapisimo 1sti red na drugi nacin, s ispremijesanim clanovima

1.1 1 1 1 1 1 1
U R R T TR A
1 1 1 1 1 1 B
2 176 8710 1T
1(1_14_1_14_1_1_’_1_14_“)
2 23 45 6 7 8
Dobili smo
ln2:11n2

Sto me moze biti.M

Dakle, iz Primjera 4.12 zaklju€¢ujemo da opcenito ne smijemo permutirati
¢lanove reda (niti konvergentnog), jer se u tom slu¢aju suma moZe promijeniti.

Postoje redovi kod kojih se to smije uiniti.

Teorem 4.13. Ako red apsolutno konvergira onda, njegova suma ne ovisi o

poretku ¢lanova.de

Ako su svi ¢lanovi konvergentnog reda pozitivni onda, ocito red i apsolutno
konvergira pa po Teoremu 4.13 zaklju¢ujemo da suma takvog reda ne ovisi o

poretku ¢lanova.

4.2.4 Redovi s pozitivhim ¢lanovima

Za red ) a, kazemo da je red s pozitivnim &lanovima ako je a,, > 0 za svaki
n € N.

Jasno je da je niz parcijalnih suma reda s pozitivnim ¢lanovima monotono rastudi,
dakle red s pozitivnim €lanovima ne moZe divergirati u Sirem smislu (suma je ili
kona¢na ili +00).

Ako je S suma reda s pozitivnim &lanovima, pri ¢éemu dopustamo sluéaj S = +o0

(tj. ako red divergira), onda je jasno da je S,, < S za svaki n € N.
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Teorem 4.14. Neka je > a, red s pozitivnim clanovima i neka je (cy)

omeden niz pozitivnih brojeva. Ako red Y a, konvergira, onda konvergira

ired Y Cplnp.

Dokaz:
Kako je (¢,) omeden niz, to postoji M > 0 takav da je M > ¢, za svaki n € N.
Nadalje, neka je A suma reda Y a,. Tada znamo da je za svaki n € N n-ta parcijalna

suma od Y a, manja ili jednaka od sume A reda ) ay,.
n

Neka je SI, = chan n-ta parcijalna suma reda Y cpa,. OCcito je niz (SI) pozitivan i
i=1
rastuéi niz, dakle monoton. Nadalje, vrijedi

Sl = icnan < iMan = Mian < MA.
i=1 i—1 i—1

Monoton niz parcijalnih suma (S),) reda > cpa, je ogranicen, pa iz Teorema 4.6 slijedi da

je red S cpay konvergentan.d

Neka su dani redovi ) a, i Y_b,. Za red
> e = arby+(arbaFaghy) +(arbs+asby+asb) + (arbs+azbs +azby+asby) + ...
kaZzemo da je produkt redova > a, i > by.

Teorem 4.15. Neka su ) a, i Y b, konvergentni redovi s pozitivnim élanovima
cije su sume jednake A i B, redom. Tada je konvergentan i njihov produkt,

ty. red
Z Cp = a1b1+(a1b2+a2b1)+(a1b3+a2b2—i—agbl)-i-(a1b4+a2b3+a3b2+a4bl)+-~

konvergira i njegova suma je jednaka AB.&

4.3 Kriteriji konvergencije

4.3.1 Kriterij usporedivanja

Teorem 4.16. Neka je > a, red uR i neka je > b, red s pozitivnim c¢lanovima,
(b, > 0 za svaki n € N), takav da

1. > b, majorira Y ay, tj. |a,| < by, za svakin € N,
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2. > b, konvergira.

Tada red " a, apsolutno konvergira i vrijedi

oo o o0
D an < an <> bo b
n=1 n=1 n=1

Napomena 4.16. Neka su ) a, i Y b, redovi s pozitivnim ¢lanovima takvi
da je a, < by, za svakin € N. Onda

1. ako red Y b, konvergira onda, konvergira i red »_ a, i vrijedi

oo

00
D an <D b
n=1 n=1

2. ako red ) a, divergira onda, divergira i red ) by,.

Dokaz:

1. Slijedi izravno iz Teorema 4.16.

2. Red Y a, divergira ako i samo ako divergira niz parcijalnih suma (Ay,) reda y ay.
Kako je po pretpostavci 0 < a,, < b, onda je ocito By, > A, dakle i niz parcijalnih suma

reda Y b, divergira, pa i on sam.d

Neka je (a,) proizvoljan niz. Red oblika

g a,z",

gdje je x € R proizvoljan, zovemo red potencija.
Ocito je za x = 0 svaki red potencija konvergentan. Za x # 0 imamo sljededi

rezultat:

Teorem 4.17. Ako red potencija Y a,xf konvergira za neki xo € R, onda
konvergira apsolutno i red Y a,x™ za sve x € R za koje je |z| < |xo|. Ako red

> apxy divergira, divergira i red Y a,x™ za sve x € R za koje je |x| > |zo|.de

Primjer 4.13. 1. Neka je a, = 1, za svaki n € N. Tada 1z Teorema 4.9
znamo da red potencija Y. "' konvergira za svaki v € R takav da je

2| <1, i suma mu je .

2. Neka je a, = %, za svaki n € N. Tada red potencija Z( Logn-t

n—1)!
konvergira za svaki x € R i suma mu je e*.#
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4.3.2 D’Alembertov kriterij

Teorem 4.18. Neka je Y a, red s pozitivnim ¢lanovima. Ako postoji A € R,
0< A<, 1n9 €N takav da je

Qp41
ap,

<A

za svaki n > ng, onda red Y a, konvergira.

Dokaz:
Neka su A € R, 0 < A< 1, ing € N takvi da vrijedi

an+1
Qn

<A
za svakin > ng. Dakle imamo
2
Ang+1 < Ang,  Ongt2 < Ang1 < Ay,

Ang+3 < Apgt2 < /\3an0, c e Ungtm < AMag,,
za svaki m € N. Dakle, red
Upg + Apg41 + -
je majoriran geometrijskim redom > a, A\""! s kvocijentom X\ < 1 koji po Teoremu 4.9
konvergira. Sada iz Napomene 4.16 imamo da i red

Ay + Apg+1 + -

konvergira. Kako se dodavanjem konacéno mnogo ¢lanova konvergentnom redu konvergen-

cija neée promijeniti, imamo da red Y a,, konvergira.de

Napomena 4.17. U primjenama se c¢esce koristi slabiji oblik Teorema 4.18
u kojem se zahtijeva da niz kvocijenata susjednih clanova reda konvergira
(ima limes):

Neka je > a, red s pozitivnim clanovima. Ako postoji limes

. Anp+1
lim =1,
n—00 (O,

onda red Y a, konvergira za | < 1, divergira za l > 1, a ne mozZemo nista

zakljuciti za | = 1.

Primjer 4.14. 1. Neka je dan red ) % Tada 1z Primgjera 4.8 znamo da

on dwergira, ali vrijedi
1

lim ”TH =1.
n—~oo —

n
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2. Neka je dan red ) % Tada iz Primjera 4.8 znamo da on konvergira,
ali vrijeds
1
lim (nt1)? _ 1.8

e L

n
Iz ovog primjera vidimo zasto smo u Napomeni 4.17 rekli da ne moZemo

odluditi o konvergenciji reda za [ = 1.

4.3.3 Cauchyev kriterij

Teorem 4.19. Neka je Y a,, red s pozitivnim c¢lanovima. Ako postoji A € R,
0<A<1,in9 €N takav da je

Yan <A,
za svaki n > ng, onda red Y a, konvergira.d

Napomena 4.18. U primjenama se c¢esce koristi slabiji oblik Teorema 4.19
u kojem se zahtijeva da niz {/a, konvergira (ima limes):
Neka je > a,, red s pozitivnim clanovima. Ako postoji limes

lim a, =1,

n——aoo

onda red Y a, konvergira za | < 1, divergira za | > 1, a ne moZemo nista

zakljuciti za | = 1.

Primjer 4.15. Analogno kao i u Primjeru 4.14 za red )" = odnosno red Y %

znamo da divergira odnosno konvergira, a iz tocke 4.1.4 znamo da je

lim \/7: lim \/ 2—1
n—>oo n—>oo n

Dakle slucaj I =1 nam ne govori nista o konvergenciji reda.®

Cauchyev kriterij je ja&i, tj. postoje situacije u kojima on moZe, a D'Alembertov

kriterij ne moZe odluditi. Primjer je red Z 2,L 1 . lzravnim se ra¢unom lako
provjeri da niz kvocijenata uzastopnih &lanova reda nema limes, dok niz /a,
1

tezi prema ;.

Nesto sli¢no Cauchyevom kriteriju pojavljuje se kod odredivanja radijusa ko-
nvergencije redova potencija (podru&ja na kojem red potencija konvergira).
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Teorem 4.20. Neka je Y a,x™ red potencija, (a,) niz u R iz € R proizvo-

ljan. Ako postogi limsup,,_, . /|a,| i limsup,__, . V/|a,| # 0, onda za

1

 limsup, .. /Jan]|

vriedi: red potencija Y a,x™ konvergira apsolutno za svaki x € R za koji je

|z| < p, a divergira za sve x € R za koje je |x| > p.de

Broj (ako postoji)

_ 1
p hm Supn—)oo n\/ |a”7«|

iz Teorema 4.20 zovemo radijus konvergencije reda potencija » _ a,z".

Primjer 4.16. 1. Neka je dan red potencija %a:" Tada je

lim sup 1/ = lim \/7—1
n—oo n—>00

dakle je p = 1. Po Teoremu 4.20 red potencija » %x" konvergira za

|x| < 1, a divergira za |z| > 1.

Pogledagmo sada ako je |x| = 1. Ako je x = —1, onda iz Primjera 4.9
znamo da red %(—1)" konvergira 1 suma mu je In2, dok za x =1

red Y-+ divergira.

2. Neka je dan red potencija 12x Tada je

lim sup { / = lim 1/ =1,
n—=>300 n—>00

dakle je p = 1. Po Teoremu 4.20 red potencija » n%x” konvergira za

|z| <1, a divergira za |x| > 1.

Pogledagmo sada ako je |x| = 1. Ako je x = 1 onda, iz Primjera
4.8 znamo da red # konvergira, dakle i apsolutno konvergira red
> L(=1)". Iz Teorema 4.8 imamo da konvergira i red Y -5 (—1)".

Dakle red potencija Y —5x™ konvergira za |x| < 1.4
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Teoremu 4.20 smo vidjeli da red potencija > a,x" konvergira za |z| < p,
a divergira za |z| > p (ako limsup,_,., {/]a,| postoji). Teorem 4.20 nista ne
govori za x € R takve da je |x| = p, ali smo u Primjeru 4.16 vidjeli da red
potencija ) a,2" moZe konvergirati i divergirati za € R takve da je |z| = p.

Dakle za |x| = p moramo posebno provijeriti konvergenciju reda potencija.

4.3.4 Leibnizov kriterij

Ako red ima konadan broj ¢lanova s negativnim predznakom, to nije problem
(jer konvergencija reda ovisi o ostatku reda); problem se pojavljuje ako ih je be-
skona&no mnogo (npr. > sinn, > tg n, > (—1)", itd.). Specijalni slutaj je kad

¢lanovi reda alterniraju po predznaku. Tada imamo sljedeéi kriterij (Leibnizov):
Teorem 4.21. Ako red > a,, alternira, ako je |a,| > |ani1| @ ako je

lim a, =0,
n—m:oo

onda taj red konvergira.

Dokaz:

Pogledajmo niz parcijalnih suma S, reda _ a,. Ako red pocinje pozitivnim clanom, tj.
ako je a1 > 0, onda je podniz od Sy indeksiran parnim indeksima rastuci, onaj indeksiran
neparnim indeksima je padajuéi. Ako red pocinje negativnim élanom, onda imamo obratnu
situaciju.

Zaista,

Sont2 = Son + Gang1 + Gonyo.

Kako je po pretpostavci agni1 > 0, agpio < 0 4 |agni1| > |agntal|, tmamo
a2ny1 + A2pg2 > 0,

dakle je
Sont2 = Son

za svaki n € N. Analogno se dokaze da je
Son—1 > Sont1

za svakin € N.

Nadalje, vrijedi

Son = a1 — (—ag —az) — ... — (—Gan—2 — A2p—1) + G2, =
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a1 — [(—ag —ag) + ... + (—asp—2 — asp—_1) — aap)-

Kako smo pretpostavili da je asp—1 pozitivan, a as, megativan za svaki n € N, te kako
vrijedi |an| > |ans+1l|, imamo da je Say, razlika od ay i strogo pozitivnog broja, tj. Sa, je
omeden s ay. Analogno se dokaZe da je So,_1 takoder omeden sa ai. Kako je miz So,
0odnosno Son,—1 rastuci odnosno padajuci, iz Teorema 4.6 slijedi da su nizovi konvergentni.
Nadalje, vrijedi

nli_l{loo |52n+1 - 52n| = nlgloo |a2n+1\ =0,

dakle nizovi Say, i Son—1 konvergiraju istom limesu S, koji je suma reda jer je
S2n < S < S2n—17

za svaki n € N.
Kako je niz (ay,) alternirajuéi i vrijedi |ayn| > |an+1]|, tmamo da je pogreska aproksimacije

sume S reda Y an sa S, manja od apsolutne vrijednosti prvog ispustenog célana, tj.
|Rp| =[S = Snl < lantal,
i istog je predznaka kao taj ¢lan.d

Primjer 4.17. Iz Teorema 4.21 izravno slijedi da red

S

s kojim smo se sreli u prijasnjim primjerima konvergira.®






Poglavlje 5

Funkcije

5.1 Osnovni pojmovi

5.1.1 Motivacija i definicija

Mnoge su veli€ine u prirodi i u Zivotu ovisne o drugim veli¢inama: opseg kruZnice

o njenom polumjeru; cijena dijamanta o njegovoj teZini, ¢istoc¢i, manama, brusenju;
uspjeh na ispitu o uloZenom trudu, kvaliteti nastavnih materijala, sklonosti prema

predmetu.

Matematicki modeli takvih situacija temelje se na pojmu funkcije. Kad se veli¢ine

koje promatramo daju dobro kvantificirati, njihov odnos promatramo pomocu re-

alnih funkcija realne varijable.

Definicija 5.1. Neka su dani neprazni skupovi X Y. Funkcija ili pres-
likavange sa X v Y je pravilo f koje svakom elementu x iz X pridruzuje
jedan jedini element iz Y. Element y iz Y pridruzen elementu x iz X se zove
vrigednost funkcije f na elementu x; elementi iz X su arguments funkcije

f. To pridruzivanje se oznacuje

y = f(x),
iy

froxr—uy,
iy

147
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Skup X se zove podrucje definicije ili domena funkcije f. Skup Y se zove
kodomena funkcije f. Skup svih moguéih vrijednosti funkcije f (u oznaci R(f))
zove se podrugje vrijednosti ili slika funkcije f.

Prirodna domena funkcije f (u oznaci D(f)) je skup svih mogucih argume-
nata za koje se moZe odrediti vrijednost funkcije. Problem odredivanja prirodne

domene pojavljuje se kad domena nije specificirana.

Napomena 5.1. Za proizvoljnu funkciju f : X — Y ocito vrijedi R(f) C
Y.

Dakle za funkciju f koja elementima iz X pridruZuje elemente iz Y imamo

sljedece oznake

f: X—Y

ili, ako Zelimo biti precizniji,

f=D(f) — R(f).

Neka je funkcija f : X — Y, te neka je A C X. Tada funkciju g : A — Y
definiranu sa g(x) = f(x), za svaki © € A, zovemo restrikcija funkcije f na
skup A i oznatavamo sa g = f|4.

Neka je funkcija f: X — Y, te neka je A O X. Tada funkcijug: A — Y
za koju vrijedi g(x) = f(x) za svaki x € X, zovemo proSirenjem funkcije f na

skup A. Prosirenje ne mora biti jedinstveno.

Ako su velitine, &iju ovisnost (odnos) promatramo, takve da se svaka moze
izraziti realnim brojem, moZemo to modelirati funkcijom &iji su argumenti i &ije
su vrijednosti realni brojevi. Govorimo o realnim funkcijama realne varijable.
Pisemo

f:R— R,

pri Cemu i domena i slika mogu biti podskupovi skupa R. Veli¢inu x je uobicajeno
nazivati argumentom ili nezavisnom varijablom, a veli¢inu y zavisnom
varijablom; veli¢inu z moZemo mijenjati po volji, a vrijednost veli¢ine y ovisi,

na nadin propisan pravilom f, o vrijednosti veliine x.
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5.1.2 Nacini zadavanja funkcije

Imamo tri osnovna nacina zadavanja funkcije tj. opisivanja funkcijske ovisnosti:
tabli¢no, grafi¢ki i formulom (analiti¢ckim izrazom). Dakako, svaki od tih natina

ima svoje prednosti i mane.

- Prednost tabli¢nog zadavanja ili opisivanja funkcije je da je ponekad to
jedini nadin zadavanja, a mana je da ne znamo vrijednosti funkcije izvan

podrudja podataka tablice i izmedu vrijednosti u kojima je poznata funkcija.

- Ako imamo grafi¢ki opisanu funkciju, onda su prednosti zornost, kom-
paktnost, preglednost, dok su mane neto¢nost ocitavanja i nemogucnost

kori$tenja vrijednosti izvan crtanog podrudja.

- Za funkciju zadanu formulom prednost je da znamo sve o funkciji, dok je

mana netrivijalnost dolaZenja do tih informacija.

Dakako, prelazenje iz jednog oblika u drugi je moguce, ali u nekim slu¢ajevima

to je vrlo tesko.

- Prelazak iz tabli¢nog oblika u grafi¢ki je lagan, naravno ako imamo dovoljan

broj tabli¢nih vrijednosti.

- Problem da se na osnovi tabli¢nih vrijednosti funkcije dobije formula funk-
cije je vrlo netrivijalan. Koriste se metode interpolacije, aproksimacije, itd.
Klju¢no je imati dobru ideju o mogucoj klasi funkcija kojoj nasa funkcija
pripada.

- Prijelaz iz grafi¢ckog oblika u tabli¢ni je lagan, do na to¢nost olitavanja.

- Problem pronalaZenja formule funkcije na osnovi poznavanja njenog grafa
je sli¢an problemu pronalaZenja formule funkcije pri poznavanju tabli¢nih
vrijednosti, tj. vrlo je netrivijalan problem. Prvo treba iz oblika grafa
pogoditi u koju skupinu spada ta funkcija, a nakon toga odrediti njene

numeri¢ke parametre.

- Naravno, ako znamo formulu funkcije, onda je nacelno trivijalno dobivanje

tablice vrijednosti iste funkcije.
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- Na kraju, problem odredivanja grafa funkcije na osnovi njene formule je
netrivijalan postupak, no izvediv. U nastavku ¢emo se baviti ovim proble-

mom.

5.1.3 Graf funkcije

Funkcije se zorno prikazuju grafovima. Graf funkcije f je krivulja u ravnini koja
sadrzi tocke &ije su koordinate vezane funkcijom f, tj. graf funkcije f dobijemo

kad sve parove oblika (z, f(x)), © € D(f), prikaZzemo u koordinatnom sustavu.

Definicija 5.2. Graf realne funkcije f realne varijable f : D(f) — R(f) je
skup

L(f) = {(z. f(z));2 € D(f)} C R™.

Drugim rije¢ima, graf funkcije f sadrZi sve totke ravnine (z,y) za koje je
y = f(z), i grafitki prikazuje ovisnost y € R(f) o € D(f) zadanu funkcijom
f.

f(x)

f(x

Slika 5.1: Koordinate tocaka na grafu funkcije.

Napomena 5.2. Uocimo da vrijedi:

(tj. projekcija grafa na x-os je prirodna domena od f) i

R(f) =Ty(f)
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(tj. projekcija grafa na y-os je slika od f).

o \_/ x

Slika 5.2: Graf funkcije f i njegove projekcije na koordinatne osi.

Napomena 5.3. Uocimo da nije svaka krivulja u ravnini graf neke funk-
cije. Npr. kruznica u ravnini nije graf niti jedne funkcije, jer postoji pravac
paralelan s y ost koji sijece kruznicu u dvije tocke, a to znaci da se jednom
realnom broju pridruzuju dvije vrijednosti funkcije, sto je suprotno s defini-

cijom funkcije.

Iz Napomene 5.3 zaklju¢ujemo: da bi krivulja u ravnini bila graf neke funkcije
nuZno i dovoljno je da svaki pravac paralelan s osi y sije¢e krivulju u najviSe
jednoj tocki.

Nuliste funkcije f je vrijednost argumenta za koju je vrijednost funkcije
jednaka nuli, tj. zo € D(f) je nuliste funkcije f ako je f(zo) = 0.
Dakle, nulista funkcije f se nalaze rjeSavanjem jednadzbe f(x) = 0 u skupu
D(f). Gledamo li graf funkcije f, onda su nultotke od f presjecista grafa funkcije
i x osi, tj. tocke oblika (z9,0) € I'(f). Nuliste je apscisa nultoZke.

Napomena 5.4. Presjek grafa funkcije f s osi y (ako postoji) je (najvise
jedna) tocka s apscisom 0 i ordinatom f(0). To, dakako, ne mora biti
nultocka funkcije (npr. f(x) = cosz, za x =0 je f(0) = 1), pa ovu tocku ne
smigemo pobrkati s nultockama.
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Slika 5.3: Primjer krivulje koja nije graf funkcije.

Osim podrudja definicije, podru&ja vrijednosti i nultoéaka, kao $to smo rekli,
iz grafa funkcije jo§ moZemo vidjeti lokalne i globalne ekstreme (tj. totke u
kojima funkcija postize lokalni ili globalni maksimum ili minimum, ako postoje),
intervale monotonosti (tj. podrugja gdje funkcija raste ili pada), tocke prekida i

asimptotsko ponasanje.

5.1.4 Pojmovi znacajni za realne funkcije realne vari-

jable

Pojam funkcije je vrlo opcenit i obuhvacda sve moguce vrste ovisnosti jedne veli¢ine
o drugoj. Pokazuje se da najvedi broj funkcija koje se pojavljuju u primjenama
ima i neka dodatna svojstva. U ovoj tocki bavit ¢emo se pojmovima i svojstvima
funkcija koja su karakteristi¢na za funkcije koje opisuje ovisnost jedne kvantita-
tivne veli¢ine o drugoj (tj. realne funkcije realne varijable). Ti su pojmovi vezani
uz usporedbe vrijednosti, ekstremne vrijednosti, bliskost argumenata i sli¢no.
Neka je interval I = (a,b) C R sadrzan u podrugju definicije funkcije f, tj.
I CD(f). Tada kaZemo da funkcija f raste na intervalu I ako za svake dvije
vrijednosti z1,x2 € I za koje je x1 < x5 vrijedi f(x1) < f(z2). Ako za takve
dvije vrijednosti x1, x5 € I vrijedi f(z1) > f(z2), kaZemo da funkcija f pada
na I. Ako su nejednakosti izmedu f(x1) i f(z2) stroge, kazemo da funkcija f

strogo raste, odnosno strogo pada na [.
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Ako funkcija f ne mijenja pona%anje na intervalu I (tj. f je (strogo) padajuéa
ili (strogo) rastuéa na I), kazemo da je f (strogo) monotona na intervalu I.
Funkcija raste (pada) u to¢ki zy € R ako raste (pada) na nekom intervalu I koji
sadrZi to¢ku xg.

Primjer 5.1. 1. Funkcija f : R — R zadana formulom f(x) = z je
definirana na cijelom R, tj. D(f) = R, i strogo je rastuca na svakom
intervalu u R, pa ¢ na cijelom R. Posebno, funkcija f(x) = x je strogo

rastuca u svakoj tocki iz R, 1 strogo je monotona na svakom intervalu
u R.

2. Funkcija f : R — R zadana formulom f(x) = —z je definirana na
cijelom R, tj. D(f) = R, i strogo je padajuéa na svakom intervalu u
R, pa i na cijelom R. Posebno, funkcija f(x) = —x je strogo padajuca

u svakoj tocki 1z R, 1 strogo je monotona na svakom intervalu u R.

3. Funkcija f : R — R zadana formulom f(z) = 5 je definirana na
cijelom R, tj. D(f) = R. Uocimo da je funkcija f(x) =5 i rastuca i
padajuca (ali ne strogo) na svakom intervalu v R, pa i na cijelom R.

Posebno, funkcija f(x) =5 je monotona u svakoj tocki iz R.

4. Funkcija f : R — R zadana formulom f(x) = x* je definirana na
cijelom R, tj. D(f) = R, i slika su joj svi nenegativni realni brojevi,
tj. R(f) = {x € R:x > 0}. Funkcija f(x) = 2? je strogo rastuéa
na svakom intervalu u [0,400) i strogo padajuc¢a na svakom intervalu
u (—00,0]. Dakle, funkcija f(x) = x? je strogo rastuéa u svakoj tocki
iz (0, 400), strogo padajuéa u svakoj tocki iz (—oo,0), dok u 0 nije ni

rastuéa ni padajuca.®

Svaki interval oblika (xg — &,z + ) gdje je totka zg € Riec € R, € > 0,
zovemo okolina tocke z.

Ako za sve totke x iz neke okoline totke zy € D(f) vrijedi

f(x) < [ (o),

kaZemo da u toc¢ki zy funkcija f ima lokalni maksimum. Analogno, ako postoji
e > 0 takav da za x¢ € D(f) vrijedi (g — €, + &) C D(f) i ako je

f(x) > f(l.o)a
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za svaki x € (zg — &, 20 + €), onda kazemo da funkcija f u to¢ki 2 ima lokalni
minimum. Ako su nejednakosti stroge, govorimo o strogom lokalnom maksi-
mumu odnosno minimumu. Lokalne maksimume i minimume jednim imenom
zovemo lokalni ekstremi.
Ako vrijedi

f(z) < f(o)
za sve x € D(f), onda kaZemo da funkcija f ima u zy € D(f) globalni mak-
simum; ako je

f(@) = f(xo)

za sve x € D(f), onda kaZemo da funkcija f ima u xy € D(f) globalni mini-
mum. Analogno, ako su nejednakosti stroge, govorimo o strogom globalnom
maksimumu odnosno minimumu. Globalne maksimume i minimume jednim

imenom zovemo globalni ekstremi.

Primjer 5.2. 1. Funkcija f : R — R zadana formulom f(x) = 2? je
strogo rastuéa na svakom intervalu u [0, +00) i strogo padajuéa na sva-
kom intervalu u (—oo,0]. Dakle, u tockama iz R\ {0} f nema lokalnih
ekstrema. Nadalje, ocito je da je O strogi lokalni minimum za svaku

okolinu oko 0, dakle je 1 strogi globalni minimum.

2. Funkcija f: R — R zadana formulom f(x) = —x? je strogo padajuéa
na svakom intervalu u [0,4+00) a strogo rastuc¢a na svakom intervalu
u (—00,0]. Dakle u tockama iz R\ {0} f nema lokalnih ekstrema.
Nadalje, ocito je da je 0 strogi lokalni maksimum za svaku okolinu oko

0, dakle je 1 strogi globalni maksimum.

3. Funkcija f : R — R zadana formulom f(x) =5 je i rastuca i padajuca
na svakom intervalu u R, dakle svaki x € R je lokalni maksimum 1

minimum, pa i globalni maksimum i minimum.

4. Funkcija f : R — R zadana formulom f(x) = x je strogo rastuca na
svakom intervalu u R, pa 1 na cijelom R. Dakle f nema lokalnih pa ni

globalnih ekstrema.®

Napomena 5.5. Uocimo, ako je xo € D(f) lokalni ekstrem funkcije f, onda

on ne mora biti 1 globalni, dok je svaki globalni ekstrem i lokalnsi.
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Slika 5.4: Primjer funkcije s lokalnim ekstremima.

Problem nalazenja ekstrema je vrlo bitan. Uglavnom zahtijeva primjenu di-
ferencijalnog ra¢una. Kod nalaZenja globalnih ekstrema se pojavljuje problem
ruba podru&ja (jer ima funkcija kojima je prirodno podrugje vrijednosti segment
ili poluotvoreni interval, tj. D(f) = [a,b], D(f) = [a,b) ili D(f) = (a,b]), gdje
nam metode diferencijalnog ratuna ne pomazu (jer nisu primjenjive na rubovima
segmenta).

Ako je podrudje definicije funkcije f simetri¢no s obzirom na ishodiste, tj.
x € D(f) povlati —z € D(f), onda ima smisla promatrati pona3anje vrijednosti
funkcije kod promjene predznaka argumenta. Ako vrijedi

za svaki x € D(f) , onda kaZzemo da je funkcija f parna.
Ako vrijedi

za svaki € D(f), onda kaZemo da je funkcija f neparna.

Napomena 5.6. Ocito je graf parne funkcije krivulja zrcalno simetricéna s
obzirom na y os, dok je graf neparne funkcije krivulja centralno simetricna s
obzirom na ishodiste.

Primjer 5.3. 1. Funkcije f(x) = 2%, f(z) = 2%, f(z) = |2, f(z) = &

||
su parne funkcije.

2. Funkcije f(x) =z, f(z) =23, f(x) = x|x| su neparne.®
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-2 -1 1 2
Slika 5.5: Primjer parne (lijevo) i neparne (desno) funkcije.

Primjer 5.4. Neka je funkcija f : R — R takva da ima svojstvo da je i
parna i neparna. Dakle imamo da vrijedi

t.

za svaki ¥ € R. Zakljucujemo da je jedina funkcija s tim svojstvom-nul
funkcija.®

Ponasanje funkcije u blizini rubova prirodnog podrudja definicije zovemo nje-
nim asimptotskim ponaSanjem. Jasno je da rubovi prirodnog podrudja de-
finicije mogu biti konaZni i beskona¢ni (npr. za funkciju definiranu formulom
f(z) =+/x je D(f) = [0,400), tj. jedan rub je konalan a drugi beskonaZan).
Imamo sljedece moguce slucajeve ponasanja funkcije u blizini rubova prirodnog
podrugja definicije funkcije:

1. Rub prirodnog podrudja definicije funkcije je konacan:

a) Funkcija je definirana u rubu prirodnog podrugja definicije. Npr. neka
je funkcija f : [~1,1] — R dana formulom f(x) = v/1 — x2. Funk-
cija iz naseg primjera ima i u drugom rubu x = 1 regularnu tocku.
Tada je oito f definirana u konaénom rubu prirodnog podrugja de-
finicije, tj. postoji i konaan je broj f(—1). Takav je rub regularna
tocka.
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b)

Funkcija nije definirana u rubu prirodnog podru&ja definicije ali ima
svojstvo da kad se argumenti iz prirodnog podrudja definicije pro-
izvoljno priblizavaju rubu vrijednosti funkcije ostaju konaéne. (Npr.
neka je funkcija f : (0, +o0) — R dana formulom f(z) = 2*. Tada
otito f nije definirana u kona¢nom rubu prirodnog podruéja defini-
cije, ali ako se argumenti proizvoljno priblizavaju to¢ki O vrijednost

funkcije se priblizava (ali ne doseZe) vrijednost 1.)

Funkcija nije definirana u rubu prirodnog podru&ja definicije i ima
svojstvo da kad se argumenti iz prirodnog podruéja definicije pro-
izvoljno priblizavaju rubu vrijednost funkcije raste ili pada u +oc ili
—o0. Ako je a € R taj rub, onda se graf funkcije proizvoljno blizu
priblizava vertikalnom pravcu x = a, ali ga nikada neée sjeci ili do-
taknuti (jer funkcija uopée nije definirana u tom rubu). (Npr. neka je
funkcija f : (1, +00) — R dana formulom f(z) = —*. Tada otito
f nije definirana u konaénom rubu prirodnog podruéja definicije i ako
se argumenti proizvoljno pribliZavaju tocki 1 vrijednost funkcije raste
u +oo. Graf funkcije f se po volji blizu priblizava pravcu x = 1.)

Slika

2. Rub

a)

y y yl
( |
-1 0 1 X 0 X 0 1 X

5.6: Ponasanje funkcije u konacnom rubu podrucja definicije.

prirodnog podruéja definicije funkcije je beskona&an;
Vrijednost funkcije raste ili pada u +o0 ili —oo kada argumenti prirod-
nog podrudja definicije idu u beskona&ni rub, tj. +oo ili —oo, ali taj

Akl

rast ili pad je " brZi" od rasta ili pada svakog pravca u ravnini. To znadi
da, ne postoji pravac kojem se graf funkcije po volji blizu pribliZzava
kada argumenti prirodnog podrudja definicije idu u beskona&ni rub.
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(Npr. neka je funkcija f : [0, +00) — R dana formulom f(x) = 2°.
Tada otito f strogo raste u 400, i to brze od svakog pravca.)

b) Vrijednost funkcije raste ili pada u 400 ili —oco kada argumenti pri-
rodnog podrugja definicije idu u beskona&ni rub, tj. +oo ili —o0o, i taj

rast ili pad je " jednak” rastu ili padu nekog kosog pravca u ravnini (tj.
y=ax+bia#0, jer kad bi a bio nula tada vrijednosti funkcije ne bi
rasle ili padale u beskona¢nost). Dakle, postoji pravac kojem se graf
funkcije po volji blizu priblizava kada argumenti prirodnog podrugja
definicije idu u beskona&ni rub. (Npr. neka je funkcija f : R) — R
dana formulom f(x) =z —e™*. Tada za velike vrijednosti od z izraz
e~ " postaje vrlo mali, i cijeli izraz x — e™" je dobro aproksimiran iz-
razom x. Dakle, zaklju¢ujemo, kada argument funkcije f ide u +oo,

graf funkcije f se proizvoljno blizu priblizava pravcu y = z).

c) Vrijednost funkcije raste ili pada prema kona&nom broju a, ali nikad
ga ne dostiZze, kada argumenti prirodnog podru&ja definicije idu u
beskonaéni rub. To znadi da se graf funkcije po volji blizu priblizava
pravcu y = a kada argumenti prirodnog podruéja definicije idu u
beskonaZni rub. (Npr. neka je funkcija f : R — R dana formulom
f(x) = e "41. Otito, kada argument x ide u +00, tada se vrijednost
izraza e~ * + 1 proizvoljno blizu priblizava broju jedan. Odnosno,
kada argumenti funkcije f postaju dovoljno veliki, graf funkcije se

proizvoljno blizu (odozgo) priblizava pravcu y = 1).

Slika 5.7: Ponasanje funkcije u beskona¢nom rubu podru¢ja definicije.

Ako postoji pravac kojem se graf funkcije po volji blizu priblizava, kaZzemo da
funkcija (odnosno njen graf) ima asimptotu. Postoje horizontalne, vertikalne i
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kose asimptote.
Funkcija moZe imati vertikalnu asimptotu samo u kona&nom rubu, a druge dvije

samo u beskona&no dalekom rubu domene.

Napomena 5.7. Ako funkcija ima asimptotu, onda ona mozZe imati najvise
jednu asimptotu u jednom rubu. Kad bi imala dvije asimptote u jednom rubu,
zbog svojstva asimptote da se graf funkcije proizvoljno blizu pribliZava svakoj
od asimptota, slijedilo bi da se i asimptote (odnosno pravci) proizvoljno blizu
pribliZavaju jedna drugoj. Zbog linearnosti asimptota imamo da je to jedna

te ista asimptota (tj. pravac).
Definirajmo sada pojam neprekidnosti funkcije. Intuitivno, funkcija je nepre-
kidna ako se njezin graf moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Definicija 5.3. Realna funkcija realne varijable f : I = {(a,b) — R, gdje je
I CD(f), je neprekidna u tocki xy € I ako

(Ve > 0)(30 > 0) takav da (| — x| < 0) = (|f(z) — f(z0)] < ).

Funkcija je neprekidna na intervalu I ako je neprekidna u svakoj tocki inter-

vala 1.

Definicija 5.3 kaZe da je funkcija f : [ = (a,b) —> R neprekidna u z¢ € I
ako za proizvoljnu okolinu oko vrijednosti f(z() postoji okolina oko zy koja se
cijela preslika u okolinu oko f(zg). Odnosno, ako (Ve > 0)(30 > 0) takav da je

f({xo — 0,10 +6)) C (f(w0) — ¢, fz0) +6).

Funkcija je neprekidna ako male promjene u argumentu rezultiraju malim pro-

mjenama u vrijednosti funkcije.

Primjer 5.5. Neka je dana funkcija sign : R — R formulom

1, >0
sign T = 0, =0
-1 <0

Funkcija f ima prekid u 0, dok je u svim drugim tockama neprekidna.
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Slika 5.8: Funkcija sign(x).

Uzmimo ¢ = 5. Tada za svakid > 0 i sve v € R za koje je |[x—0| = |z| < §
vrigedi | f(z) — f(0)] = |f(x)] =1 > 1. Dakle nula je tocka prekida od f.
Ako je xo > 0, onda za proizvoljni e > 0 i za 6 = |xo| imamo da za sve v € R
za koje je |x — xo| < 6 wrigedi |f(z) — f(xo| = |1 — 1| =0 < e, tj. funkcija je

neprekidna u xy. Analogno se dokaze za xo < 0.8

Definicija 5.4. Realna funkcija realne varijable f : I = (a,b) — R, gdje
je I C D(f), je ograniéena ili omedena na I ako postoje realni brojevi
m, M € R takvi da je

m < f(z) <M,

za svaki x € 1.

Napomena 5.8. Ako u Definiciji 5.4 stavimo M' = max{|m|, |M|} dobijemo
ekvivalentnu definiciju:

Realna funkcija realne varijable f : I = (a,b) — R, gdje je I C D(f), je
ogranicena na I ako postoji realan broj M’ € R, M’ > 0, takav da je

|f(z)| < M,
za svaki x € 1.

Napomena 5.9. [z Definicije 5.4, tj. iz uvjeta m < f(x) < M, za svaki
x € I, sligedi da je graf ogranicene funkcije sadrZan u horizontalnoj traci

wzmedu pravaca y =m 1y = M.

Napomena 5.10. Ako je funkcija f: I = {(a,b) — R neprekidna u tocki

xo € I, onda je funkcija f ogranicena na nekoj okolini oko xq.



5.1. OSNOVNI POJMOVI 161

Napomena 5.11. Ako funkcija ima prekid u tocki, onda ona mozZe ali i ne

mora biti ogranicena na nekoj okolini tocke prekida. Npr. funkcija f : R —

f<x>={g’ 7

R dana formulom

ima prekid uw nuli (jer kada se argument priblizava prema nuli vrijednost
funkcije raste odnosno pada prema +00 odnosno —oo, dok je sama vrijednost
funkcije f(0) = 0). Ocito je funkcija f neogranicena na svakoj okolini oko
nule.

S druge strane, funkcija sign : R — R iz Primjera 5.5 za koju znamo da

ima prekid u nuli je ocito ogranicena na svakoj okolini oko nule.

5.1.5 Osnovne racunske operacije s funkcijama

Za dane dvije realne funkcije realne varijable postavlja se pitanje mozemo i, i
kako, vrsiti ratunske operacije s njima?

Elementarne ralunske operacije s funkcijama definiraju se preko operacija nad
njihovim vrijednostima, tj. realnim brojevima, tako da smo operacije s funkcijama
definirali dosta prirodno (onako kako smo i o&ekivali).

Za zadane dvije funkcije f,g: R — R, definiramo njihov

- zbroj ili razliku s

(f £9)(x) = fz) £ g(x),
pri Cemu je z € D(f) N D(g), tj.

D(f +£g)=D(f)ND(g);

- produkt s

(f9)(@) = f(x)g(x),
pri &emu je z € D(f) N D(g), tj.

D(fg) = D(f) N D(g);

- kvocijent s




162 POGLAVLJE 5. FUNKCIJE

pri &emu je z € D(f) N D(g) ali takav da je g(x) # 0, tj.

D (£) = (P(f) N D(9) \ {z € D(g) : g(x) = 0}.

Napomena 5.12. Primijetimo da je za proizvoljnu funkciju f : R — R i
proizvoljni A € R funkcija h : R — R dana formulom h(z) = Af(x) u stvari
produkt funkcija f: R — R i g : R — R, gdje je g konstantna funkcija
g(x) = X za svaki x € R.

Funkciju h oznacavamo sa Af i ocito je D(Af) = D(f). Dakle imamo defi-

nirano mnozenje funkcije skalarom.

Napomena 5.13. Uz veé definirano zbrajange funkcija i mnozenja funkcija skalarom (Na-
pomena 5.12) odito je da je skup svih funkcija f : R — R wvektorski prostor (Definicija
1.5). Preciznije, skup svih realnih funkcija realne varijable je beskonaéno dimenzi-
onalan vektorski prostor. Beskonacéno dimenzionalan je jer ne moZemo naci niti jednu
konacénu bazu za taj prostor. Npr. skup funkcija {1,z,22,...,2"} je linearno nezavisan
skup za svakin € N (linearna nezavisnost proizlazi iz Teorema 5.3), dakle beskonacni skup
{z™,n = 0,1,...} je sadrian u nekoj bazi od vektorskog prostora realnih funkcija realne

varijable.

Pogledajmo sada neke specijalne slu¢ajeve raunskih operacija s funkcijama.
Neka su f,g : R — R, pri ¢&emu je f proizvoljna, a g dana formulom g(z) = ¢,
¢ € R. Uotimo da je D(g) = R, pa je D(f £ g) = D(f), D(fg) = D(f) i
D (%) ={z e D(f): f(z) # 0}

1. Pogledajmo funkciju f + g u ovisnosti o ¢ € R.

a) Ako je ¢ =0, onda je (f+g)(z) = f(x) za svaki x € D(f). Tj. graf
funkcije f + g je isti kao i graf funkcije f.

b) Ako je ¢ > 0, onda je (f+g)(x) = f(x)+c za svaki x € D(f). Graf
funkcije f + g je ustvari graf funkcije f translatiran za ¢ u smjeru y

osi prema gore.

c) Ako je ¢ <0, ondaje (f+g)(x) = f(x) —c za svaki x € D(f). Graf
funkcije f + ¢ je ustvari graf funkcije f translatiran za —c u smjeru

y osi prema dolje.
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Slika 5.9: Graf funkcije f(x) + ¢ za ¢ > 0.

2. Pogledajmo funkciju fg u ovisnosti o ¢ € R.

a) Ako je ¢ =0, onda je (fg)(z) = 0 za svaki z € D(f). Graf funkcije
fg je pravac y = 0 ili  os.

b) Ako je 0 < ¢ < 1, onda je (fg)(x) = cf(x) za svaki x € D(f),
tj. wvrijedi |(fg)(x)| < |f(x)|, pri €emu jednakost vrijedi samo u
nultotkama od f. Dakle, funkcija fg ima iste nulto¢ke kao i funkcija
f, dok su druge vrijednosti po apsolutnoj vrijednosti umanjene ¢ puta.

Graf funkcije fg je sli¢an grafu funkcije f, samo je usporen pad i rast
funkcije f.

Slika 5.10: Graf funkcije 2f(x).
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c) Ako je ¢ > 1, onda je (fg)(z) = cf(z) za svaki x € D(f), tj. vrijedi
|(fg)(x)| > |f(x)|, pri €emu jednakost vrijedi samo u nultotkama od
f. Dakle, funkcija fg ima iste nultotke kao i funkcija f, dok su druge
vrijednosti po apsolutnoj vrijednosti uveéane ¢ puta. Graf funkcije fg

je sli¢an grafu funkcije f samo je ubrzan pad i rast funkcije f.
d) Ako je ¢ = 1, onda je (fg)(z) = f(z) za svaki x € D(f). Graf
funkcije fg je isti kao i graf funkcije f.

e) Ako je ¢ = —1, onda je (fg)(x) = —f(x) za svaki x € D(f). Graf
funkcije fg dobijemo tako da zrcalimo graf funkcije f s obzirom na

T 0S.
y
//\\

\ P

\ ,/
' - f(x
RN
\\ /// X
—f(X)

Slika 5.11: Graf funkcije —f(x).

f) Ako je —1 < ¢ < 0, onda je (fg)(z) = cf(x) za svaki z € D(f),
tj. vrijedi |(fg)(z)| < |f(x)|, pri ¢emu jednakost vrijedi samo u
nultotkama od f. Dakle, funkcija fg ima iste nulto¢ke kao i funkcija
f, dok su druge vrijednosti po apsolutnoj vrijednosti umanjene |c|
puta, ali su suprotnog predznaka. Graf funkcije fg dobijemo tako da
zrcalimo graf funkcije (f|g|)(z) = |c|f(z) s obzirom na x os.

g) Akojec < —1,ondaje (fg)(x) = cf(x)zasvakiz € D(f), tj. vrijedi
|(fg)(x)| > |f(x)|, pri ¢emu jednakost vrijedi samo u nulto¢kama od

f. Dakle, funkcija fg ima iste nultotke kao i funkcija f, dok su druge
vrijednosti po apsolutnoj vrijednosti uveéane |c| puta, ali su suprotnog
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predznaka. Graf funkcije fg dobijemo tako da zrcalimo graf funkcije
(flgh)(x) = |e|f(x) s obzirom na z os.

3. Pogledajmo funkciju £ u ovisnosti o ¢ € R. .

a)

b)

f

Ako je ¢ = 0, onda je 4(z) = 0 za svaki z € D< ) tj. funkcija £

g
f f

je jednaka pravcu y = 0 na skupu D (%) .

Ako je ¢ = 1, onda je %(a:) za svakixz € D (%) Uocgimo prvo

_ 1
da funkcija % nema nultocke. Afl(«)) funkcija f ima nultocke, onda odito
funkcija % u njima nije definirana. Nulto¢ke od f su rubovi prirodnog
podrucja definicije od % (totka 5.1.4), tj. funkcija % u njima ima
vertikalne asimptote. Dakle, kada se argument x priblizava nulto¢ki
od f funkcija ? e rasti odnosno padati u +00 odnosno —oo. Na
ostalim podru&jima funkcija % Ce rasti s vrijednostima ﬁ
funkcija f padaiobratno, gdje funkcija f raste, tamo funkcija % pada.

tamo gdje

Ostale situacije u ovisnosti o ¢ € R svode se na slu¢ajeve 2 b), c), f),

g)i3b).

Napomena 5.14. Ocito je zbroj dviju rastucih funkcija rastuéa funkcija (na

podrucju gdje je zbroj definiran). Zbroj dviju padajucih funkcija je padajuca

funkcija.
Za ostale operacije ova tuvrdnja mne vrijedi, npr. za f,g : R — R dane
formulama
f(z) = —a®
i
glx) ==

znamo da su obje strogo rastuée na (—o0,0) ali funkcije

(fo)(z) = =2

(x) = —x

su strogo padajuce na (—oo,0).
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Pogledajmo jo$ kako se elementarne operacije slazu s parnos¢u odnosno ne-
parnos¢u. Neka su f,g: R — R funkcije. Tada izravno iz definicije parnosti i
neparnosti imamo:

f

1. Ako su obje neparne, onda je funkcija f + ¢ neparna, te funkcije fg i 5

obje parne.
2. Ako su obje parne, onda su funkcije f + g, fg i g sve parne.

3. Ako je jedna funkcija, recimo g, neparna a f parna, onda funkcija f + ¢
nije ni parna ni neparna (osim ako jedna od f ili g nije nul funkcija, Primjer

5.4), dok su funkcije fg i 5 obje neparne.

5.1.6 Kompozicija funkcija

Ponekad je o funkcijama korisno razmisljati kao o strojevima koji uzimaju odredenu
sirovinu (argument) na ulazu i daju gotovi proizvod (vrijednost) na izlazu. Kao
$to Cesto izlaz jednog stroja sluZi kao ulaz drugome, tako €esto i vrijednost jedne
funkcije sluzi kao argument druge. Tim se postupkom mogu stvarati nove funk-
cije. Matematicki se to formalizira pojmom kompozicija funkcija.

/T\
@/ﬁ ‘/5\
Slika 5.12: Kompozicija funkcija.

Definicija 5.5. Za dane funkcije f : A — B i g : B — C definiramo
funkciju h : A — C' koju zovemo kompozicija funkcija f i g (u oznaci
go f) formulom

(g0 f)(x) = g(f(x)),
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za svaki x € D(f) takav da je f(x) € D(g). Dakle

D(go f) ={z e D(f): f(x) € D(g)}

Primjer 5.6. Odredimo kompozicije go f i fog funkcija f(x) = 3x i g(x) =
2x
z+1°

2.3z 6x
2 2z 6x
Goao =1 () =32 - e

Iz Primjera 5.6 vidimo da operacija kompozicije funkcija nije komutativna, tj.

da je, opcenito, go f # fog.

Napomena 5.15. Ako vrijednosti funkcije f padaju v njenu domenu, onda
funkciju f moZemo komponirati samu sa sobom. U takvom slucaju pisemo
f2 = fof. Ouvdje treba biti oprezan i ne pobrkati ovo s operacijom kvadriranja

vrigednosti funkcije f.

Primjer 5.7. Neka je dana funkcija f(z) formulom f(x) = % Tada je ocito
D(f) =R(f), tj. mozemo gledati funkciju f o f. Tako imamo

(f o f)(x) =

:x’

8 =] =

sto je ocito razlicito od vrijednosti

(F@) = 54

Funkcija f : R — R dana formulom f(z) = x ima s obzirom na operaciju
kompozicije funkcija sli¢nu ulogu kao i broj 1 s obzirom na operaciju mnoZenja
realnih brojeva. Naime, za tu funkciju vrijedi go f = fog = g, za svaku funkciju
g : R — R. Funkciju f(z) = x zovemo identiteta i oznatavamo je s i(z) ili

id(z). Dakle imamo

(foid=ido f = f,

za proizvoljnu funkciju f.
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Napomena 5.16. Primijetimo da kompozicija f oid = ido f = f uvijek
postoji za svaku funkciju f, jer je
D(ido f) =D(f oid) = D(f).
Pogledajmo jo$ neka svojstva kompozicije funkcija.
1. Monotonost kompozicije u ovisnosti o monotonosti komponenata.

a) Ako su funkcije f i g rastuce, onda za x1,29 € D(g o f) takve da

vrijedi 1 < x5 imamo
(g0 f)(z1) = g(f(z1)) < (zbog rasta od fig) <

9(f(x2)) = (g o f)(x2),
tj. njihova kompozicija je rastuca.

b) Ako su funkcije f i g padajuce, onda za x1, 25 € D(g o f) takve da

vrijedi 1 < x5 imamo
(90 f)(z1) = g(f(z1)) < (zbog pada od fig) <

9(f(x2)) = (g0 f)(z2),
tj. njihova kompozicija je rastuca.

c) Ako je funkcija f rastuéa a g padajuéa, onda za 1,25 € D(g o f)

takve da vrijedi 1 < x5 imamo
(go f)(x1) =g(f(x1)) > (zbog rasta od f ipada od g) >

9(f(x2)) = (g o f)(x2),
tj. njihova kompozicija je padajuca.

d) Ako je funkcija f padajuéa a g rastuéa, onda za x1,25 € D(go f)

takve da vrijedi x; < x5 imamo
(go f)(x1) = g(f(x1)) > (zbog pada od f irasta od g) >

9(f(x2)) = (g o f)(w2),

tj. njihova kompozicija je padajuca.
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2. Parnost kompozicije u ovisnosti o parnosti komponenata.

a) Ako su funkcije f i g parne, onda je i kompozicija g o f parna jer

vrijedi
(go f)(=x) = g(f(=x)) = g(f(x)) = (g0 [)(x).

b) Ako su funkcije f i g neparne, onda je kompozicija g o f neparna jer

vrijedi
(90 f)(=x) =g(f(=2)) = g(=f(2)) = —g(f(z)) = =(g 0 f)(2).

c) Ako je funkcija f parna a g neparna, onda je kompozicija g o f parna

jer vrijedi
(go f)(=x) = g(f(=x)) = g(f(x)) = (g0 [)(x).

d) Ako je funkcija f neparna a g parna, onda je kompozicija g o f parna

jer vrijedi

(go f)(=2) = g(f(=2)) = 9(=f(z)) = g(f(2)) = (g 0 f)(2).

N AR
N|[N|P P AVARN
P | P N

Slika 5.13: Kompozicija funkcija.

3. VazZno je da se svojstvo neprekidnosti dobro nasljeduje pri kompoziciji funk-
cija. Tocnije, ako je funkcija f neprekidna u zq, a funkcija g definirana
i neprekidna u f(x), onda je i kompozicija g o f neprekidna u z, ali to

¢emo detaljnije razraditi kasnije.
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5.1.7 Inverzna funkcija

Cesto se javlja potreba da se iz poznate vrijednosti funkcije odredi vrijednost
argumenta za koju se ta vrijednost postiZe. To je za neke funkcije moguce, a za

neke nije.

Primjer 5.8. Troskovi rada stroja su 200 kn/h, i jos 500 kn za dovoz i
odvoz. Jasno je da cée nas npr. 10 sati rada stroja kostat: 2500 kn.
Pogledajmo sada obratni problem. Koliko si dugo moZemo priustiti stroj ako

na raspolaganju imamo 1300 kn ¢

Oznacimo s x vrijeme rada stroja a s y 1znos novaca. Tada je ocito iznos
novca u ovisnosti o vremenu rada stroja dan s y(x) = 200x+500. Nas zanima
z(y). Dakle imamo,

200z + 500 = 1300.

Rjesavajuci tu jednadzbu po x dobijemo x = 4 h. Uspjeli smo rijesiti problem,
tj. za svako vrijeme rada (unajmljivanja) stroja postoji jedinstvena cijena, i
obrnuto, za svaki iznos novaca postoji jedinstveno vrijeme rada (unajmljiva-
nja) stroja.®

Primjer 5.9. Neka je dana funkcija b koja svakom studentu pridruzuje broj

bodova na teorigskom dijelu kolokvija, tj.
b : studenti — {0, 1,2, ...,30}.

Sada se postavlja pitanje: koji je student imao nula bodova na teorijskom

dijelu kolokvija?

Na Zalost, moZe biti vise studenata koji su imali nula bodova. Dakle,
zakljucujemo da ne postoji jedinstveni argument funkcije b cija je vrijednost

0. Ne mozZemo rijesiti problem.®

Definicija 5.6. Funkcija f : A — B je injekcija ako za svaki xq, x5 € D(f)
uvjet T # x9 povlaci f(xy) # f(xa). Drugim rijecima, injekcija razlicitim
vrijednostima argumenta pridruzuje razlicite funkcijske vrijednosti. KazZe se

i da f ne lijepi argumente.
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Slika 5.14: Graf injekcije (lijevo) i funkcije koja nije injekcija (desno).

Napomena 5.17. Uocimo da je uvjet injektivnosti funkcije f iz Definicije

5.6 ekvivalentan sljedecem: za x1,x2 € D(f), f(x1) = f(x2) povlaci x1 = 5.

Definicija 5.7. Funkcija f : A — B je surjekcija ako za svaki y € R(f)
postoji x € D(f) takav da je y = f(x).

Napomena 5.18. Primijetimo da je svaka funkcija f : A — B wvijek
surjekcija na svoju sliku, tj. f: D(f) = R(f) je wvijek surjekcija.

Definicija 5.8. Funkcija [ je bijekcija ako je i injekcija i surjekcija.

Injektivnost, surjektivnost i bijektivnost su vaZna svojstva realnih funkcija. S
njima se najéesce susreemo kod rjeSavanja jednadZbi. Surjektivnost osigurava
postojanje rjeSenja, a injektivnost njegovu jedinstvenost.

Injektivnost se na grafu realne funkcije manifestira ¢injenicom da se presjek grafa

i pravca y = c sastoji od najvise jedne toke, za bilo koji ¢ € R.

Primjer 5.10. Funkcija f(z) = 2™, n € N, je injekcija za neparan n, ali ne
i za paran n, jer pravac y = 1 sijece graf funkcije f(x) = z" za parno n u
tockama (—1,1) i (1,1).8

Primjer 5.11. U Primjeru 5.8 izracunali smo da je x(1300) = 4. Ako sada

umgesto y = 1300 uzmemo bilo koji ¢ € R 1 rijesimo jednadzbu
200z + 500 = ¢,

dobiwamo formulu za x u terminima c,

¢ — 500
7(0) = =500
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Komponiramo li (uvrstimo) formulu za c(z) i z(c), dobivamo

c— 9500
c(xz(c)) =200 500 + 500 = ¢,
_ (200x —500) 4- 500
z(c(x)) = 500 =z.8

Definicija 5.9. Za zadanu funkciju f : A — B kaZemo da ima inverznu
funkciju ako postoji funkcija g : B — A takva da je
(fog)(x)=(gof)(zx) ==

1

Funkciju g oznacavamo s g = f~1 i pisemo g(z) = f~1(x).

(fof @) =(f"of)z)=2

Dakle, funkcija g : B — A je inverzna funkcija funkcije f : A — B ako i
samo ako vrijedi

’fog:gof:id.‘

-4
Slika 5.15: Graf funkcije i njoj inverzne funkcije.
Napomena 5.19. Funkcija f : A — B ima inverznu funkciju ako i samo

ako je bijekcija. Tada je funkcija koja vrijednostima slike od f pridruzuje
argumente od f dobro definirana. Neka je f : D(f) — R(f) i za x € D(f)
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neka je y = f(x) € R(f). Tada je dobro definirana funkcija g : R(f) —
D(f) formulom g(y) = g(f(z)) = x. To je ocito inverzna funkcija od f, jer
je fog=go [f=id

Problem odredivanja bijektivnosti moZemo svesti na problem odredivanja
injektivnosti jer je svaka funkcija surjekcija na svoju sliku. Dakle, kad govorimo
o inverzima funkcija f : R — R, uvijek mislimo na inverze njihovih restrikcija

na intervale na kojima su injektivne.

Primjer 5.12. Funkcija [ : R — R(f) dana formulom f(z) = x* nije
injekcija (Primjer 5.10), no njezine restrikcije na (—oo,0] i [0,400) jesu.
Dakle, fli—so0) @ flio+00) su bijekcije s inverzima gy : [0, +00) — (—00,0],
g1(x) = =V, i g2 : [0, +00) — [0, +00), g2(z) = V2.4

Napomena 5.20. Ako je funkcija f : R — R strogo monotona, onda je
ona ocito i bijekcija na svoju sliku, pa ima i inverznu funkciju.
Primijetimo da ako f nije strogo monotona nego samo monotona, onda ona

ne mora imati iverznu funkciju jer ne mora biti injekcija.

Teorem 5.1. [nverzna funkcija strogo rastuce funkcije je strogo rastuca, a

strogo padajucée funkcije strogo padajuca.

Dokaz:

Neka je f : R — R strogo rastuca. Tada iz Napomene 5.20 znamo da f
ima 1mverznu funkciju g. Dakle vrijedi f og = go f =1d. Kad g ne bi bila
strogo rastuca funkcija onda niti fog ne bi bila strogo rastuca. No fog = id,
a ona je strogo rastuca funkcija.

Analogno se dokaze tvrdnja ako je f strogo padajuca.de
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Teorem 5.2. Inverzna funkcija neparne funkcije je neparna.

Dokaz:
Neka je funkcija f neparna bijekcija i neka je f~* njena inverzna funkcija.

Tada imamo

Dakle, f~! je neparna.de

Iz Primjera 5.12 slijedi da tvrdnju Teorema 5.2 ne moZemo izreéi za parne
funkcije.

Napomena 5.21. Primijetimo da iz uvjeta fo f=* = f~to f = id slijedi
da su graf funkcije f i graf njoj inverzne f=% zrcalno simetricni s obzirom na

pravac y = id(z) = z.

PokuSajmo sada, prakti¢no izraunati, inverznu funkciju proizvoljne bijekcije
f R — R. Kako za inverznu funkciju vrijedi

f(f @) ==,

zaklju€ujemo da se odredivanje funkcije f~! svodi na rje$avanje jednadzbe f(f~!(z)) =
T po nepoznanici f~!(x).

Primjer 5.13. Odredimo inverznu funkciju za funkciju f : Ry — R(f)

danu formulom f(x) = z* — 4.
Rjesavajuéi jednadzbu f(f~'(x)) =z po f~!(x) dobivamo
fz) =V +4

Predznak + odabrali smo kako bi f~'(x) bila rastuéa funkcija, jer je f(x)

rastuéa.®

Analogno kao u Primjeru 5.13 funkcija f(z) = 2™ za paran n je defini-
rana na cijelom R i slika joj je [0, +o0), ali nije bijekcija. Ako Zelimo pronadi
inverznu funkciju od f moramo f restringirati na (—oo,0] ili [0,400) gdje je
bijekcija. Tada je njena inverzna funkcija g : [0,4+00) — (—00,0] odnosno
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g :[0,400) — [0,400) dana formulom — /2 odnosno /z.
Ako je n neparan, onda je f bijekcija sa R u R i inverzna funkcija joj je
g : R — R dana formulom g(x) = /x.

Cak i za funkcije koje imaju inverze, nije uvijek moguce te inverzne funk-
cije eksplicitno zapisati pomocu elementarnih funkcija. Primjer takve funkcije je
f(z) = ze®. Restrikcija te funkcije na interval [—1,400) je bijekcija, tj. ima
inverznu funkciju, no ona se ne moZe izraziti kao kona¢na kombinacija elemen-

tarnih funkcija.

0.8
0.6
0.4
0.2

-0/2

-0.4

Slika 5.16: Graf funkcije f(x) = ze®.

5.2 Pregled elementarnih funkcija

Pojam funkcije je vrlo opcenit i obuhvaca i tipove ovisnosti koji nemaju veliku
prakti¢nu primjenu. Funkcije koje se u primjeni najée$¢e pojavljuju dobile su
tijekom povijesti posebna imena i oznake. NajéesCe i najjednostavnije zovemo
elementarnim funkcijama. S mnogima od njih smo se ve¢ susreli tijekom do-
sadasnjeg obrazovanja pa u ovom odjeljku samo ukratko podsje¢amo na njihova
osnovna svojstva.

Osim elementarnih postoje i tzv. specijalne funkcije kojima se ovdje ne¢emo

baviti.
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5.2.1 Klasifikacija i podjela realnih funkcija

1. Elementarne

a) Algebarske

- Polinomi
- Racionalne funkcije

- Ostale algebarske funkcije

b) Transcendentne

Eksponencijalne

Logaritamske

Trigonometrijske

Ciklometrijske
Hiperboli¢ke

- Area
2. Specijalne

a
b) Besselove

erf

(@]

d) Ortogonalni polinomi

S

f

Hipergeometrijske

)
)
)
)
)
) Ostale

5.2.2 Polinomi

Za svaki realan broj x moguce je izraunati svaku njegovu potenciju s nenega-

tivnim cjelobrojnim eksponentom & > 0,

Po definiciji stavljamo 2° = 1, za svaki z € R. Zbrajajuéi kona&no mnogo takvih
potencija istog broja x € R, mnoZenih nekim koeficijentima, dolazimo do pojma
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polinoma.
Polinomi su konceptualno najjednostavnije funkcije. Vrijednost polinoma P(x)
moZe se izraunati konaénim brojem operacija zbrajanja i mnoZenja za svaki

realan broj x. Dakle je svaki polinom definiran na cijelom skupu R.

Definicija 5.10. Polinom n-tog stupnja u varijabli = je funkcija zadana

formulom

n
; -1 2
P,(x) = E a;x" = apx” + ap_ 12"+ ..+ ax” + a1z + ag.
i=0

Ovdje podrazumijevamo da je a, # 0.

Stupanj polinoma je najvisa potencija nezavisne varijable = u formuli
za P,(x). Realne konstante a,, ...,a1,ay su koeficijenti polinoma P,(z).

Koeficijent a,, je vodeci, a aq je slobodni koeficijent.

0

7.5 200
5
5

- 200

-3 - 1 3
2.5 - 400
-5

50 60
40 40
30 20
20
-2 -1 ~_ 72 3 4
-3 -2 -1 2 4 -
-10 -40

Slika 5.17: Na slici su prikazani redom grafovi (funkcija) polinoma Ps(z) =
22 (2?2 —1)(2?—4) = 2°—5xt+42? P5(z) = 2(z—2)(x—4)*(z+3) = 2°—Ta* +
203 4+642% =96z, Py = (z—1)(z—=3)(x+2)?1 P; = (x+1)(x—1)*(x—2)(x—3)>.

Definicija 5.11. Dva polinoma P i Q) su jednaka, ako su jednaki kao funk-
cije, tj. P,Q : R — R su jednaki ako je P(x) = Q(z) za svaki x € R.

Polinom P : R — R takav da vrijedi P(z) = 0 za svaki z € R zovemo

nulpolinom.
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Teorem 5.3 (Teorem o nulpolinomu). Polinom P,(x) = Z a;x" jest nulpo-
i=0
linom ako i samo ako je ag = a; = ... = a, = 0.

Kao posljedicu Teorema 5.3 moZemo sada dati drugu karakterizaciju jedna-
kosti polinoma iz Definicije 5.11, tj.:

Teorem 5.4. Polinomi P,(x) = Zaixi i Qm(z) = Z bix' su jednaki ako i
=0 i=0
samo ako jem =mnia; =b;, za svei=0,1,...,n.&

Broj o € R za koji je P,(xy) = 0 je realna nultoc¢ka polinoma P,.
Pravilnije bi bilo re¢i da je takav broj nuliste polinoma, a to¢ka u kojoj graf
polinoma sije¢e os x da je nultoc¢ka. Apscisa nultocke je nuliste, a ordinata je,
naravno, (. Kazemo da je x( nulto¢ka k-tog reda polinoma P, ako je

Pn(:c) = (13 - xo)an,k(x),

pri &emu je @,,_x(z) polinom stupnja n — k u varijabli z i Q,_x(zo) # 0. Broj

k zove se red ili kratnost nultotke zg.

Primjer 5.14. Polinom f(x) = z ima u x = 0 nultoéku prvog reda. Polinom
flx) = (x — 1)? ima u toéki x = 1 nultocku drugog reda. Polinom f(x) =

(x —2)3 ima u x = 2 nultocku tredeg reda.d

2 4
0,02
1 3 0.01
2
7 - 1577 25 3
; -0.01
-0.02
) 1 1 2 3

Slika 5.18: Primjeri nultocaka razli¢ite kratnosti iz Primjera 5.14.
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Napomena 5.22. U nultockama neparnog reda polinom mijenja predznak,

dok u nultockama parnog reda nema promjene predznaka.

Dokaz:

Svaki polinom je neprekidna funkcija na R (Teorem 6.8). Ako je xp € R nultoc¢ka reda
k od P,(x), onda znamo da P,(x) moZemo zapisati kao P,(x) = (x — 20)*Qn_x(x), gdje
je k red nultocke xg i Qn—g(x) polinom stupnja n — k takav da je Qn—k(xo) # 0, tj. po
Teoremu 6.3 Qn—r(x) # 0 na nekoj okolini oko xy.
Ako je k meparan, onda iz Teorema 6.3 imamo da na nekoj okolini oko xg za T < x¢
vrijedi (z — x0)F < 0, dok za x > x¢ vrijedi (x — x0)* > 0. Dakle P,(x) mijenja predznak
u nultoc¢ki ro neparnog reda.
Ako je k paran, onda iz Teorema 6.3 imamo da na nekoj okolini oko xy za x < xg i 2za

x> x¢ vrijedi (v — x0)* > 0. Dakle P,(z) ne mijenja predznak u nultocki xo parnog reda.

&

Polinom prvog stupnja p(x) = azx + b zovemo linearna funkcija. Graf
linearne funkcije je pravac s koeficijentom smjera a i odsje¢kom na osi ¢ jednakim
b. Za a = 0 imamo konstantnu funkciju p(z) = b. Linearna funkcija p(z) =
ax +b je rastuca ako je a > 0, a padajuca ako je a < 0. Ako su ove nejednakosti
stroge, kaZemo da je linearna funkcija strogo rastuca, odnosno strogo padajuca.
Ponasanje linearne funkcije je isto na cijelom podrudju definicije - ako raste u
nekoj tocki, raste na cijelom R.

Ocito za a # 0 linearna funkcija ima to¢no jednu nultocku —g.

1000
800
600
400

200

200 400 600 800 1000

Slika 5.19: Graf linearne funkcije f(x) =z + 75, za = > 0.

Funkcija p : R — R dana formulom p(x) = az?+bx +c¢, a # 0, je polinom
drugog stupnja ili kvadratna funkcija.
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Y

Slika 5.20: Graf kvadratne funkcije f(r) = 22 + 3z — 4.

Graf kvadratne funkcije je parabola koja ima os simetrije paralelnu s osi .
Otvor joj je okrenut prema gore ako je a > 0, a prema dolje ako je a < 0. Tjeme
parabole ima koordinate (—b/2a, —D/4a), gdje je D diskriminanta kvadratne
funkcije D = b*> — 4ac. Nultotke kvadratne funkcije dane su formulom

_ —btVD
$1,2 - 2a )

i realne su ako je D > 0.

Vidimo da je pronalazenje nulto¢aka polinoma prvog i drugog stupnja relativno la-
gano. Za polinome treeg i Cetvrtog stupnja takoder postoje formule za raéunanje
njihovih nulto¢aka, dok za polinome stupnja viseg od &etiri takve formule ne pos-
toje. TraZenje nultotaka polinoma stupnja viSeg od Zetiri (ako polinom nema

neki posebni oblik, npr. Pr(x) = (x — 4)7) svodi se na numeritke metode.

Teorem 5.5 (Osnovni teorem algebre). Svaki polinom n-tog stupnja ima

tocno n kompleksnih nultocaka.de

Iz Teorema 5.5 direktno slijedi da svaki polinom n-tog stupnja moZe imati

najvise n realnih nultocaka.
Napomena 5.23. Polinom neparnog stupnja mora imati barem jednu nultocku.

Dokaz:

Za dovoljno velike pozitivne x € R odito P,(x) poprima velike pozitivne vrijednosti
(ako je a, > 0, inace velike negativne vrijednosti), dok za velike negativne x € R ocito
P, (x) poprima velike negativne vrijednosti (ako je a, > 0, inace velike pozitivne). Zbog
neprekidnosti polinoma na R (Teorem 6.8) graf polinoma mora negdje sjeéi x os, tj. mora

postojati broj xo € R koji ée biti nultocka od Py, (x).d
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Primjer 5.15. Kvadratna funkcija p(z) = x? + 1 nema realne nultocke jer
je D < 0.4

Dakle, iz Primjera 5.15 zaklju¢ujemo da polinom parnog stupnja moZe i ne

mora imati realne nultocke.
n

Za velike apsolutne vrijednosti argumenta polinom P,(x) = Zaixi se
i=0
ponasa kao njegov vodeéi ¢lan, tj. kao funkcija a,x™, jer za velike apsolutne

vrijednosti argumenta x broj " je po apsolutnoj vrijednosti puno veéi od broja
2t i=1,...,n—1.
Primjer 5.16. Pogledajmo funkciju (polinom) P,(z) = x".

1. Ako je n = 1, onda je Py(z) = x linearna funkcija, tj. pravac y =
z. Ocito je D(P) = R(P1) = R, Pi(z) strogo raste na R, dakle je
bijekcija, neparna je i ima nultocku u (0,0).

2. Ako je m paran broj, onda je ocito funkcija P,(x) = z" parna, tj. graf
joj je zrcalno simetrican s obzirom na y os, dakle nije injekcija. Na-
dalje, vrijedi D(P,) = R, R(P,) = [0,4+00). Strogo pada na (—oo,0],

strogo raste na [0, +00) i ima nultocku u (0,0).

Slika 5.21: Grafovi funkcije f(x) = 2™ za neparne (lijevo) i parne (desno) n.

3. Ako je n neparan broj, onda je ocito funkcija P,(x) = x™ neparna, tj.
graf joj je centralno simetrican s obzirom na ishodiste. Nadalje vrijeds
D(P,) = R(P,) =R, P,(x) strogo raste na R, dakle je bijekcija i ima
nultocku u (0,0).M8



182 POGLAVLJE 5. FUNKCIJE

Napomena 5.24. Uoc¢imo da za polinom prvog stupnja (linearnu funkciju)
nema smisla govoriti o asimptotama.

Vertikalnu ne moZe imati jer je svaki polinom neprekidna funkcija, dok za
kosu ili horizontalnu nema smisla govoriti jer je polinom prvog stupnja us-

tvart pravac, tj. sam sebi je asimptota.
Napomena 5.25. Polinom proizvoljnog stupnja n > 1 nema asimptotu.

Dokaz:
Zbog neprekidnosti svakog polinoma na R (Teorem 6.8) zakljucujemo da polinom stup-

nja n > 1 ne moZe imati vertikalnu asimptotu.
n

Nadalje, kako se polinom P, (x) = Zaixi, n > 1, za velike apsuolutne vrijednosti ar-
=0

gumenta ponasa kao a,x™ i jer je n>1 zakljucujemo da polinom P, (x) ne moZe imati
niti horizontalnu niti kosu asimptotu jer funkcija a,x™ puno brie raste ili pada od svakog

pravca.de

Osim promatranih polinoma jedne varijable moZemo promatrati i polinome
viSe varijabli. Naravno, u tom slucaju se situacija komplicira. Npr. ne mozemo
govoriti o monotonosti takvih funkcija jer ne znamo usporedivati uredene p-torke
(ako polinom ima p varijabli), problem ponistavanja je vrlo kompliciran, problem

asimptotike je sloZeniji, itd.

Definicija 5.12. Polinom (n + m)-tog stupnja u dvije varijable z i y

je funkcija zadana formulom

Realne konstante a;;, i+ = 1,...,n, 7 = 1,...,m, su koeficijenti polinoma
P ().

5.2.3 Racionalne funkcije

Ocito je zbroj, razlika, umnoZak i kompozicija polinoma ponovo polinom, ali
kvocijent dvaju polinoma opéenito nije polinom. Dakle, dijeljenjem polinoma
izlazimo iz te klase funkcija, sli¢no kao %to dijeljenjem prirodnih (ili cijelih) bro-
jeva dobivamo brojeve koji (opéenito) nisu prirodni. Po analogiji s racionalnim
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brojevima, kvocijente dvaju polinoma nazivamo racionalnim funkcijama. Za
razliku od polinoma, racionalne funkcije opéenito nisu definirane na cijelom skupu
R jer se njihove vrijednosti ne mogu izra¢unati u to¢kama u kojima im se naziv-
nik ponistava. Naravno, postoje i racionalne funkcije kojima se nazivnik nigdje
ne ponistava; takve su definirane na cijelom R. Polinomi su specijalni sluéaj

racionalnih funkcija kojima je polinom u nazivniku jednak 1.

Definicija 5.13. Funkcija f : R — R je racionalna ako je oblika

P (x
f(l’) - Qm((x))a

pri éemu su Py(x) i@ Qp(x) polinomi u x.

Primjer 5.17. Pogledajmo sljedece primjere:

1. Funkcija f dana formulom f(x) = ;{23 je racionalna funkcija.

2. Funkcija g dana formulom g(x) = ’”;‘Tnf nije racionalna funkcija.
3. Funkcija hR dana formulom h(x) = 2—333790—7—513 je racionalna funkcija.
4. Funkcija i dana formulom i(x) = 2“—\/21 niyje racionalna funkcija.

5. Funkcija j dana formulom j(x) = x — 13 je polinom, ali i racionalna
funkcija kod koje je nazivnik polinom Q(x) = 1.

6. Funkcija k dana formulom k(z) = ﬁ je racionalna funkcija.®

Pp(x)

Qm(x)
u onima za koje se nazivnik ponistava, tj. nulto¢kama nazivnika. Dakle,

Racionalna funkcija f(x) = je definirana u svim realnim brojevima osim

D(f) ={z e R: Qm(z) # 0}.

(Smatramo da je racionalna funkcija ve¢ skradena, tj. da ne postoji zo € R koji
je nultotka i brojnika i nazivnika.) Dakle, racionalna funkcija nije definirana u
najvise kona¢no mnogo tocaka iz R.

Nultotke racionalne funkcije su nulto¢ke njenog brojnika. Dakle, f(z) =
Pn ()
Qm ()
Nultotke nazivnika se zovu polovi racionalne funkcije. U polu racionalna funkcija

= 0 ako i samo ako je P,(x) = 0.

nije definirana. Red pola je red odgovarajuée nulto¢ke nazivnika.
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-75

-100 -1 -0.5 0.5 1

Slika 5.22: Primjer pola neparnog reda funkcije f(z) = 1 (lijevo) i pola
parnog reda funkcije f(z) = =5 (desno).

Napomena 5.26. Ako je pol parnog reda, onda vrijednosti racionalne funk-
cije s njegove lijeve i desne strane teZe u istu beskonacnost, dok za polove
neparnog reda, vrijednosti funkcije s lijeve i desne strane pola teZe u suprotne

beskonacnosti.

Dokaz:

Red pola je red nultocke nazivnika. Sada tvrdnja izravno slijedi iz Napo-
mene 5.22.&

Za odredenu kombinaciju stupnjeva brojnika i nazivnika, kao i u to¢kama u
kojima se nazivnik poniStava, racionalna funkcija pokazuje ponasanje koje nismo

nalazili kod polinoma - graf racionalne funkcije moZe imati asimptote:

1. Racionalna funkcija u polu ima vertikalnu asimptotu (jer je pol rub prirod-
nog podrugja definicije racionalne funkcije). U okolini polova vrijednosti
racionalne funkcije postaju po volji velike (idu u +o0) ili po volji male (idu

u —oo) s jedne i s druge strane (Napomena 5.26).

2. Osim vertikalnih, racionalne funkcije mogu imati jo$ i horizontalne i kose
asimptote, i to na vanjskim rubovima prirodnog podruéja definicije, tj. kad
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argument ide u 400 i —oo. Dakle, imamo

_ Po(z) =0 e B ’ i=0 s
f(l’) - Q (ZL‘) - m - m
" Z bt am Z bt~
i=0 i=0

n m
Sada kada argument ide u beskonaénost izraz E a;x"~ " odnosno g bt~
; i=0

=0 =
ide u a, odnosno u b,,. Dakle za velike x racionalna funkcija f se ponasa
kao

an .n—m
b, X .

a) Ako je n < m, onda izraz ja"™ postaje po volji blizu nuli kada

argument ide u beskonaénost. Racionalna funkcija ima horizontalnu
asimptotu y = 0.
b) Ako je n = m, onda racionalna funkcija ima horizontalnu asimptotu

y = ¢, gdje je ¢ jednak kvocijentu vodecih koeficijenata polinoma u

brojniku i nazivniku, .
mn
—Z" "™ raste ili
m
a

pada brZe od pravca {*z, odnosno racionalna funkcija (koja se za
m

velike vrijednosti argumenta pona3a kao i»z"~") raste ili pada brze
m

c) Akojen > m+1, onda je n —m > 1, tj. izraz

od pravca. Dakle, racionalna funkcija nema ni horizontalne ni kose

asimptote.

d) Ako je n =m + 1, onda je n — m = 1, odnosno racionalna funkcija

se u beskonacnosti ponasa kao gﬂx Preciznije, imamo
m

m+1 m
3 3o
Pra(z) S U125
Z bz’ Z bz’ Z b;x'
=0 i=0 i=0
m
™ Z a;x’™™
"™(Apa1) i=0

p- +

— )
Tm E bzt™™ am E bt
i i=0
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Sada kad pustimo da argument ide u beskonalnost drugi pribroj-

a

nik, tj. —5,———, se priblizava broju B dok prvi pribrojnik,

i=0
tj, —2lame1r) de T, jer Zbixi’m ide u b,,. Dakle, kada
zm Z biIi_m i=0
=0

7=
argument ide u beskona¢nost, racionalna funkcija se priblizava pravcu
(kosoj asimptoti)

Gm+1 am
b L + D

3V 1

Slika 5.23: Primjer racionalnih funkcija f(z) = 1 — - (lijevo), f(z) =z +2

(desno) i njihovih asimptota.

Napomena 5.27. Analogno kao i kod vertikalnih asimptota, racionalne funk-
cije imaju svojstvo da im je isti pravac horizontalna (ili kosa) asimptota na
obje strane. Dakle, ako racionalna funkcija tma asimptotu y = ¢ kad x tezi

u 400, onda je isti pravac horizontalna asimptota i kad x teZi u —oo.

Primjer 5.18. Neka je dana funkcija f : R — R formulom f(x) =
x?+1.

Ocito je D(f) = R, R(f) = [1,+00), f je parna, tj. =zrcalno simetricna

obzirom na y os, dakle nije injekcija. Nadalje, f strogo pada na (—o0,0] i za

svaki x € (—00,0) vrijedi f(x) > —x, f strogo raste na [0,+00) i za svaki

x € (0,400) vrijedi f(x) > x.
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Slika 5.24: Primjer iracionalne funkcije f(z) = v/22 4 1 i njenih asimptota

iz Primjera 5.18.

Za dovolyno wvelike po apsolutnoj vrijednosti argumente funkcija f se pro-
izvoljno blizu priblizava pravcu y = —x (za x < 0) odnosno pravcu y = x (za
x> 0). Dakle pravei y = x i y = —x su kose asimptote funkcije f.

Primgjetimo da pravei y = x 1y = —x nisu kose asimptote funkcije f na obje

strane jer slika funkcije f je [1,+00).M

Iz Primjera 5.18 zaklju¢ujemo da za funkcije koje nisu racionalne (jo3 kaZemo

da su iracionalne) svojstvo iz Napomene 5.27 ne mora vrijediti.

Napomena 5.28. Funkcija ne mozZe na istu stranu imati i horizontalnu 1

kosu asimptotu, jer u suprotnom ne bi bila funkcija.

5.2.4 Algebarske funkcije

Funkcija je algebarska ako se u formuli kojom je zadana pojavljuju samo cjelo-

brojne potencije i korijeni.

Definicija 5.14. Funkcija f : R — R je algebarska ako postoji polinom od
dvije varijable P(x,y) takav da vrijedi

P(z, f(x)) = 0.
Napomena 5.29. Svaki polinom i racionalna funkcija su algebarske funkcije.

Dokaz:
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Neka je dan proizvoljni polinom P,,(x). Definirajmo polinom u dvije varijable s P(x,y) =
P,(z) —y. Tada je ocito P(x, P,(x)) = 0, dakle je svaki polinom algebarska funkcija.

Neka je sada f(x) = C};”((Z)) proizvoljna racionalna funkcija. Definirajmo polinom u

dvije varijable s P(x,y) = Qm(x)y — Py(x). Tada je ocito P(z, f(x)) = 0, dakle je svaka

racionalna funkcija i algebarska. &

Primjer 5.19. 1. Funkcija f dana formulom f(z) = /x je algebarska za
svaki n € N jer za polinom P(x,y) = x — y™ ocito je P(x, f(z)) = 0.

2. Funkcija f dana formulom f(x) = % je algebarska za svakin € N jer
za polinom P(z,y) = zy™ — 1 ocito je P(x, f(x)) = 0.8

Kako se u algebarskoj funkciji pojavljuju samo cjelobrojne potencije i korijeni
zaklju¢ujemo da je prirodno podruéje definicije algebarske funkcije cijeli R bez
nulto¢aka nazivnika i bez podrugja gdje nisu definirani parni korijeni (Primjer
5.13).

Primjer 5.20. 1. Neka je dana algebarska funkcija f formulom f(zx) =
V. Funkcija f je inverzna funkcija restrikcije funkcije g(x) = z* na
[0, +00). Dakle, je D(f) = R(f) = [0,400) (Primjer 5.13), f strogo
raste na domeni i f je definirana u konacnom rubu prirodnog podrucja
definicije, tj. 0 je reqularna tocka (tocka 5.1.4), dakle nema vertikalnu
asimptotu. Nadalje, kako za velike argumente vrijednost \/x puno spo-
rije raste od bilo kojeg pravca zakljucujemo da f nema kosu asimptotu.

Horizontalnu ne moZe tmati zbog strogog rasta i neomedenosti.

2. Neka je dana algebarska funkcija f formulom f(x) = x. Funkcija
[ je inverzna funkcija funkcije g(z) = 2*, koja je bijekcija sa R na
R. Dakle, je D(f) = R(f) = R (Primjer 5.13), f strogo raste na R i
neomedena je, dakle nema niti vertikalnu niti horizontalnu asimptotu.
Nadalje, kako za velike argumente vrijednost </x puno sporije raste od

bilo kojeg pravca zakljucujemo da f nema kosu asimptotu.

3. Neka je dana algebarska funkcija f formulom f(x) = \/g% Funkcija f

je definirana svugdje osim u tockama u kojima je\/r —1=012—1 <0
(Primgjer 5.13). Dakle, je D(f) = (1,+00) i R(f) = (0,400), f strogo

pada na domeni i f nije definirana u konacnom rubu prirodnog podrucja
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definicije, tj. w1 (tocka 5.1.4). Kada se argument sve vise pribliZava
broju 1, vrijednost funkcije raste u 400 i njen se graf proizvoljno blizu
pribliZava praveu x = 1, tj. ima vertikalnu asimptotu x = 1. Nadalje,
za velike argumente vrijednosti funkcije se proizvoljno blizu pribliZavaju
nuli, tj. pravac y = 0 je horizontalna asimptota funkcije f, dok kosu

asimptotu ne moze imati zbog Napomene 5.28.

4. Neka je dana algebarska funkcija f formulom f(z) =1+ % Funkcija
[ je definirana svugdje osim u tockama u kojima je \/r =0 ix <0
(Primger 5.13). Dakle, je D(f) = (0,+00) i R(f) = (1,400), [ strogo
pada na domeni i f nije definirana u konacnom rubu prirodnog podrucja
definicije, tj. w0 (tocka 5.1.4). Kada se argument sve vise priblizava
broju 0, vrijednost funkcije raste u +00 @ proizvoljno se blizu priblizava
praveu x = 0, t3. tma vertikalnu asimptotu x = 0. Nadalje, za velike
argumente vrijednost funkcije se proizvoljno blizu priblizava broju 1, 5.
pravac y = 1 je horizontalna asimptota funkcije f, dok kosu asimptotu

ne moze 1mati zbog Napomene 5.28.

5. Neka je dana algebarska funkcija f formulom f(z) = /a2 — 1. Funk-
cija f je definirana svugdje osim u tockama u kojima je 22 —1 < 0
(Primger 5.13). Dakle, je D(f) =R\ (—1,1) i R(f) = [0, +00), f je
parna i strogo pada na (—oo, —1] a strogo raste na [1,+00). Definirana
je u konacnim rubovima prirodnog podrucja definicije, t3. —1 i 1 su
reqularne tocke (tocka 5.1.4), dakle nema vertikalnu asimptotu. Hori-
zontalnu ne moze imati zbog strogog rasta 1 neomedenosti. Za dovoljno
velike po apsolutnoj vrijednosti argumente vrijednost funkcije se pri-
blizava praveu y = —x (za © < —1) odnosno pravcu y = x (za x > 1).

Dakle f ima kose asimptote.®

Iz Primjera 5.20 vidimo da algebarskoj funkciji konaéni rubovi mogu biti re-
gularni, a moZe u njima imati i vertikalnu asimptotu. U beskona¢nim rubovima
imamo sva tri pona$anja, kao i kod racionalne funkcije, tj. moZe se dogoditi da
nema asimptote ali i da imamo kosu ili horizontalnu (ali ne obje na istoj strani,

Napomena 5.28).
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Potencije

Izraz oblika a® zovemo potencijom s bazom a i eksponentom b. Za cjelobrojni

pozitivni eksponent b potenciju s eksponentom b definiramo kao
a=a-a-...-a,

pri Cemu se baza a pojavljuje b puta kao faktor u umnosku na desnoj strani gornje
jednakosti.
Primjer funkcije u kojoj jedna veli¢ina ovisi o potenciji druge veli¢ine je ovisnost

povrsine kruga o njegovom polumjeru:
P(r)=m-r%

Ovako definirane potencije su specijalni slu¢aj polinoma s kojima smo se vec
susreli. Pokazuje se da se potencije mogu definirati i za eksponente koji nisu
prirodni brojevi.

n

Ako je eksponent potencije negativan cijeli broj —n za n € N, definiramo =~
formulom ™" = :%n Takve potencije ne moZemo izracunati kad je x = 0.
Dakle je podrugje definicije funkcije f(xz) = 2~ cijeli skup R bez totke 0.
Ponovo, podrugje vrijednosti i oblik grafa ovise o parnosti eksponenta n. Funkcija
f(x) = ™™ za parno n je parna funkcija, dakle nije injekcija, strogo pada na
(0, +00) dok na (—o0,0) strogo raste. Funkcija f(z) = ™™ za neparno n je

neparna funkcija, i strogo pada na (—o0,0) i na (0, +oc), dakle je injekcija.

10 10
7.5
8
5
2.5 6
1 2 4
2
2 1 1 2

Slika 5.25: Grafovi funkcije f(x) = x™" za neparne (lijevo) i parne (desno)

n.

| s ovakvim smo se potencijama vec susretali kad smo govorili o racionalnim

funkcijama.
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Za razlomljene eksponente oblika b = % pri ¢emu je m € Z, n € N, definiramo
™™ = {/x™. Za parne n takve su funkcije definirane samo za nenegativne
vrijednosti nezavisne varijable = (jer je funkcija f(x) = {/x za parno n inverzna
funkcija funkcije g|[,+o0) () = 2™); za neparne n, definirane su na cijelom R (jer
je funkcija f(x) = ¢/ za neparno n inverzna funkcija funkcije g(z) = 2™ koja
je bijekcija sa R u R).

1.5 1.75
1 1.5
1.25

0.5

05 1 15 2 25 3

Slika 5.26: Grafovi funkcije f(r) = '/™ za neparne (lijevo) i parne (desno)

n.

Dakle, u ovoj tocki definirali smo potencije kojima smo eksponent prosirili
prvo sa skupa N na skup Z, a nakon toga i na skup Q. Sada je pitanje moZemo
li, i kako, definirati potenciju s proizvoljnim realnim brojem kao eksponentom?
To je moguce, ali ne za sve baze (za negativne baze ne mozemo). Dolazimo do

pojma eksponencijalne funkcije.

5.2.5 Eksponencijalne funkcije

Eksponencijalne se funkcije prirodno javljaju kao matemati¢ki modeli situacija
u kojima je promjena neke veli¢ine proporcionalna toj veli¢ini. Primjeri su rast
populacije, prirast biomase, razmnoZavanje bakterija, raspadanje radioaktivnih

tvari, raCunanje kamate itd.

Definicija 5.15. Eksponencijalna funkcija s bazom a (a > 0, a # 1) je

definirana formulom f(x) = a®.

Osnovica ili baza eksponencijalne funkcije je faktor za koji se promijeni vrijed-
nost funkcije kada se vrijednost argumenta promijeni za 1. Ako je @ > 1, imamo
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eksponencijalni rast, ako je a < 1, imamo eksponencijalni (ras)pad.

Nezavisna varijabla se nalazi u eksponentu, odatle i ime. To je i temeljna razlika
od polinoma u kojima se nezavisna varijabla nalazi u bazi potencije, a eksponenti
su konstantni.

Vrijednosti eksponencijalne funkcije mogu se izralunati za sve realne brojeve.
Dakle je D(a”) = R, za svaku bazu a. Vrijednosti eksponencijalne funkcije su
strogo pozitivne; nije moguée potenciranjem pozitivne baze dobiti kao rezultat

negativan broj ili nulu. To znadi da je R(a®) = R = (0, 00).

20 20
15 15
10 10
5 5
3 2 1 1 2 3 -3 2 1 1 2 3

Slika 5.27: Grafovi funkcija f(z) = e* (lijevo) i f(z) = (1/e)* = e~ (desno).

Za a > 1 funkcija f(z) = a” strogo raste na R. Za dovoljno velike argumente

ta funkcija raste brze od bilo koje potencije. To znati da veli¢ina & postaje po
a

volji mala za svaki n € N i za dovoljno veliki x. Kako je a™ = a% slijedi da
a® teZi k nuli kada argument = teZi u —oo. Dakle je os z jednostrana (lijeva)
horizontalna asimptota grafa funkcije f(z) = a®.

Za baze 0 < a < 1, graf funkcije f(x) = a” dobivamo iz grafa funkcije
g(x) = (%)x zrcaljenjem preko y-osi. (Za 0 < a < 1je 1 > 1). Dakle
funkcija f(z) = a” je strogo padajuéa, D(a®) = R, R(a®) = (0,+0), za
0 < a < 1 funkcija a” raste neograni¢eno kada argument x teZi u —oo i x 0s joj
je jednostrana (desna) horizontalna asimptota.

Temeljno svojstvo eksponencijalnih funkcija izdvaja od svih mogucih baza
jednu kao najprirodniju. Naime, ozna&imo li promjenu veli¢ine a® s A(a”), uvjet

proporcionalnosti se iskazuje kao

A(a®) =k -a",
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pri ¢emu je k konstanta proporcionalnosti koja ovisi o bazi a. Najjednostavnija
konstanta proporcionalnosti je £k = 1. MoZe se pokazati da se ta konstanta
postiZe za to¢no jednu bazu. Tu bazu ozna¢avamo slovom e. Priblizna vrijednost
broja ¢ je

e = 2.718281828...

Broj e je jedna od fundamentalnih konstanta prirode, sli¢cno kao konstanta .
Kasnije éemo pokazati da se svaka eksponencijalna funkcija moZe prikazati kao
eksponencijalna funkcija s bazom e, tj. a” = eP*, za neki p € R.

Teorem 5.6 (Osnovna svojstva eksponencijalne funkcije). Za svaki a > 0
vrijedi:

1. a* =ad¥ = x =y

2. a®-a¥ = a* "y,

Posljedica sedmog svojstva iz Teorema 5.6 je da grafovi svih eksponencijalnih
funkcija prolaze kroz to¢ku (0, 1).

Napomena 5.30. Ponekad se eksponencijalna funkcija zapisuje u bazi oblika
1+r>0,t. flx)=04+7r)*. Zar >0 imamo interpretaciju r kao brzine

rasta. Za r < 0 imamo brzinu (ras)pada.

Funkcija a® za a > 0 je bijekcija sa R u (0, +00), dakle ima inverznu funkciju
koju zovemo logaritamska funkcija.
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5.2.6 Logaritamske funkcije

Primjer 5.21. Izotop ugljika C'* je zastupljen u odredenoj kolicini u svim
Zivim bi¢ima. Nakon prestanka izmgjene tvari s okolinom, tj. nakon smrti or-
ganizma, radioaktivni C'* se vise ne obnavlja i zateéena kolicina se pocinje
raspadati. Od ukupne kolicine C'* u organizmu pola se raspadne za 5730 go-

dina. Dakle je x godina nakon smrti organizma pocetna kolicina C'* svedena

C(z) = Cy (%) o

Ovdje je Cy koli¢ina izotopa C'* u Zivoj tvari.

na

Koliko je davno Zivio organizam ako je pocetna kolicina C** svedena na jednu

Sesnaestinu?
Treba rjesiti jednadzbu C(x) = %. Koristeéi ¢injenicu da je 16 = 2* i iz
Teorema 5.6, dobivamo
Co Co Gy

16 24 25w’
i odatle je x = 4 - 5730 = 22920 godina.®
Sto bismo u&inili da se nije radilo o cjelobrojnoj potenciji broja 2 (npr. da
je potetna kolitina C'* svedena na jednu sedamnaestinu), tj. da ne moZemo
iskoristiti Teorem 5.67

Definicija 5.16. Neka je a > 0, a # 1. Logaritam pozitivnog realnog broja

x po bazi a je broj ¢ kojim treba potencirati bazu a da bi se dobio broj x.
c=log,x akoisamo ako a°=z.

Iz Definicije 5.16 imamo
CLlogaw =7

c __
log,a“ = c,

tj. logaritamska funkcija s bazom a je inverzna eksponencijalnoj funkciji s istom
bazom.

Logaritam s bazom 10 zovemo dekadski ili Briggsov i ozna¢avamo s log z,
tj. ne piSemo bazu 10. Logaritam po bazi e zovemo prirodni ili Napierov
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Slika 5.28: Graf funkcije f(x) = 2% (lijevo) i njoj inverzne funkcije f~1(z) =

log, x (desno).

i oznatavamo s Inxz. U primjenama se jo$ pojavljuju i logaritmi s bazom 2,
Id z. Iz Definicije 5.16 vidimo da logaritme moZemo radunati samo za pozitivne
realne brojeve. Dakle je D(log,) = (0,+00), za svaki a > 0. |z Teorema 5.1
zakljutujemo da log,(z) strogo raste za a > 1, dok za 0 < a < 1 log,(x) strogo
pada. R(log,) = R, za svaki a > 0. Kako je a® u 0 jednako 1, imamo da je
log,(1) = 0, tj. graf od log,(x) prolazi kroz to¢ku (1,0). Kako je x os lijeva
(a > 1) odnosno desna (0 < a < 1) horizontalna asimptota od a”, zaklju€ujemo
da vrijednosti funkcije log,(z) teZe u —oo kada vrijednosti argumenta teZe u
nulu za a > 1, odnosno vrijednosti funkcije log,(x) teZe u 400 kada vrijednosti

argumenta teZe u nulu za 0 < a < 1. Os y je vertikalna asimptota.

Teorem 5.7 (Osnovna svojstva logaritamske funkcije). Neka su x iy pozi-

tivne realni brojevi. Tada za svaki a > 0 vrijedi:
1. log,(zy) = log, = + log, y;
2. log, % = log, x — log, v,
3. log, " =rlog, x;
4. log,a = 1;log, 1 = 0;
5. log,a¥ =vy; a'°%® = g;

0. logy ), x = —log, x;
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7. log,x =log,y = v =y.d

Iz Teorema 5.7, svojstvo 6, vidimo da graf logaritamske funkcije s bazom
0 < a < 1 dobivamo zrcaljenjem preko osi x grafa logaritamske funkcije s bazom

1/a i obrnuto.

3 5
2 4
1 3
2 4 6 g 2
1 1
-2 2 4 6 8
-3 1
-4 )
-5 -3

Slika 5.29: Grafovi logaritamskih funkcija s bazom 2 (lijevo) i bazom 3
(desno).

Vrijednosti logaritma istog broja x po dvjema razli¢itim bazama povezane su
sljede¢om formulom:

T = blogbx — (alogab)logbm — alogablogbw
tj. imamo
log, x = log, blog, x.

Vidimo da su vrijednosti logaritma proporcionalne. Konstantu proporcionalnosti

M = log,b = loglba zovemo transformacijskim modulom, ili modulom
prijelaza. Zahvaljujuéi gornjoj relaciji, dovoljno je poznavati vrijednosti logari-
tamske funkcije za jednu bazu; za sve ostale baze koristimo se odgovaraju¢im
modulima prijelaza.
Moduli prijelaza su korisni i pri svodenju funkcije f(z) = a” na funkciju e®. Iz
svojstava operacije potenciranja slijedi

a® = (e9)T = Mo

Y

gdje je M = Ina.
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Vrijednosti dekadskih logaritama su tabelirane u logaritamskim tablicama,
koje su nekad bile nezaobilazno pomagalo svakog inZenjera. S porastom dostup-
nosti elektroni¢kih racunala vaZnost logaritama kao racunalnih pomagala pocela
se smanjivati, no logaritamska funkcija je i dalje bitna za opis i razumijevanje

mnogih prirodnih pojava.

5.2.7 Trigonometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije su sinus ili sin x, kosinus ili cos x, tangens
ili tgx i kotangens ili ctgx.

Povijesno se pojavljuju u metri¢kim problemima vezanim za pravokutni trokut.
Odatle im i ime.

Ako je dan pravokutni trokut sa vrhovima A, B, C, katetama a, b i hipotenuzom
¢ (stranica a je nasuprot vrha A, itd.) i kutovima a, 3,7 (kut « je uz vrh A,

itd.), onda vrijedi:
a

sina=—, cosa= -,
c

®|T o>

tga = tga =
oa=—, ctga=-—.
g ]7 g

Vrijednosti ovih funkcija nisu nezavisne. Svaka od njih se moZe izraziti preko bilo

koje od preostalih. Primjerice, iz Pitagorinog poucka slijedi

sin®a + cos® o = 1.

Odatle je
cosa =V 1—sin?a.
Nadalje,
; a o sina
o= —= - =
& b % cosa’
CcoS (v
ctga = — .
sin o

Napomena 5.31. Predmetak ko u kosinus @ kotangens dolazi zbog komple-

mentarnost: kuta, tj.

cosa = sin(90° — «), ctga = tg(90° — a).
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Trigonometrijske funkcije prvotno su bile definirane za Siljaste kutove. Odgo-
varaju¢om konstrukcijom mogu se poopditi i na realne brojeve. Prvo nam treba
veza izmedu kuta i broja.

Neka je K kruZnica polumjera r u ravnini sa sredistem u ishodistu. Neka je dan
proizvoljni kut «e. Ako sada povu&emo polupravac (zraku) s potetkom u ishodi¥tu
koji zatvara s pozitivnim djelom x osi kut «, onda on sije¢e kruznicu u jednoj
tocki T'. Pogledajmo dio kruZnice (luk) izmedu to&aka (r,0) (presjek kruZnice
i pozitivnog dijela x osi) i T' (gledan u smjeru suprotnom od kazaljke na satu).
Ocito je kut o vezan s duljinom luka, tj. imamo preslikavanje koje svakom kutu
pridruZuje jedinstvenu duljinu luka s potetkom u toZki (r,0). Ovo preslikavanje je
olito bijekcija. Dakle, umjesto kuta moZemo gledati odgovarajucu duljinu luka.
Za r = 1, opseg kruznice je 27, a duljina luka koji odgovara kutu o moze se
uzeti kao mjera tog kuta. Tako punom kutu odgovara mjera 2, ispruZenom T,

a pravom bR

"Jedinica” u kojoj je ta mjera izraZena zovemo radijan. Tako npr. pravi kut ima

5 radijana. Dakle, 1 radijan je kut za koji je duljina luka jednaka polumjeru.
Neka je sada dana jedini¢na kruZnica u ravnini sa srediStem u ishodistu i

pravac koji prolazi totkom (1, 0) paralelan s osi y. Uzmimo koordinatni sustav na

pravcu (tj. identificirajmo ga sa skupom R) tako da mu ishodidte padne u to¢ku

(1,0). Definirajmo sada preslikavanje koje ¢e namatati pravac na kruznicu. Pri

X
c X
‘D

0 COS X 1

1

Slika 5.30: Trigonometrijska kruznica i vrijednosti sinusa i kosinusa kuta z.

tome polupravac na kojem su smjesteni pozitivni brojevi namatamo na kruZnicu
suprotno gibanju kazaljke na satu, a polupravac na kojem su smjesteni negativni

brojevi namatamo na kruznicu u skladu s gibanjem kazaljke na satu. Time svakom
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realnom broju ¢ s pravca pridruZili smo jedinstvenu totku T' = (x4, y;) na kruZnici.
Jasnojedazat e [0, g} (tj. ¢ je Siljasti kut) pravokutnosti trokuta sa katetama
¢, 1y | hipotenuzom 1 slijedi da je z;, = cost iy, =sint. Akojet € [T, 7], ondat

nije 3iljast, ali o€ito vrijedi 2y = —2r_; i Y = yr—. Dakle za ¢t € [Z, 7] moZemo
definirati cost = — cos(m — t) i sint = sin(m — ¢). Sli¢no, ako je t € [m, 2],
onda je odito z; = —Tsn iy = —Ysx ;. Dakle za t € [71', 37“] moZemo
definirati cost = — cos (3—“ — ) i sint = —sin (37” — ) Ako je t € [37”,27@,
onda vrijedi Ty = o, | Yy = —y2r—¢. Dakle za ¢ € [2F, 27| moZemo definirati
cost = cos (2m — t) i sint = —sin(27 —t). Progirili smo funkcije sinus i kosinus

sa Siljastih kutova, tj. s [0, 7], na kutove iz [0, 27]. Analogno se sinus i kosinus

prosire s [0, 2] na [-Z, O} odnosno na [—2, 0] (pri ¢emu je namatanje u smjeru
kazaljke na satu).

Naravno, sada mozemo sinus i kosinus analogno prosirivati na R. Nakon $to
namotamo komad duljine 27, situacija se pocinje ponavljati. KaZzemo da su sin

i cos periodicke funkcije. Dakle vrijedi
sin(t + 2km) = sint,

cos(t + 2km) = cost

za svaki k € Z. Svaki 2km, k € 7Z, je period funkcija sin i cos. Najmanji
pozitivni period je 27 i zovemo ga temeljni period.

Dakle zbog periodi¢nosti namatanjem pravca na kruZnicu moZemo vrijednosti
trigonometrijskih funkcija pridruZiti i argumentima izvan intervala [0, 7], odnosno
vrijednosti sinusa i kosinusa moZemo definirati za sve realne brojeve. Dakle je
D(sin) = D(cos) = R.

Nadalje, vidimo da je

—1 <cost <1,
—1 <sint <1,

za svaki t € R. To zna&i R(sin) = R(cos) = [—1,1].

Napomena 5.32. Lako je vidjeti da je kosinus parna funkcija, dok je sinus
neparna. Nadalje, zbog periodicnosti, parnosti i neparnosti jasno je da je

dovoljno znati vrijednosti jedne od tih funkcija na [O, %}
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Slika 5.31: Grafovi funkcija f(z) = sinx (lijevo) i f(z) = cosz (desno).

Sinus i kosinus u primjenama sluZe za opis periodi¢kih pojava, npr. za opis
oscilacija, krvnoga tlaka, napona, temperatura kroz godinu, plime i oseke, itd.
U mehanici i elektrotehnici se &esto govori o oscilacijama u terminima perioda,
amplitude i faze. Vidjeli smo da sinus i kosinus poprimaju vrijednosti izmedu
[—1,1], tj. amplituda (polovica razlike izmedu minimuma i maksimuma vrijed-
nosti) im je 1. Nadalje, vidjeli smo da im je temeljni period 27 i da imaju takvo
ponasanje da je vrijednost sinusa u nuli nula i u  jedan, a kosinusa obrnuto, tj.
Lunulii0Ou 3. KaZemo da im je faza nula. Medutim, u prirodi ima pojava koje
se ne ponasaju tako, tj. imaju amplitudu razli¢itu od 1, period razli¢it od 27 i ne
nul fazu. Malom modifikacijom sinusa i kosinusa mogu se opisati i takve pojave,

formulom

Asin(Bz — xg).

Amplituda ove funkcije je A (jer je amplituda sinusa 1), period je %’r za B+#0
(jer je period sinusa 27) i pomak u fazi, tj. pomak funkcije na x osi je xo.

Napomena 5.33. Zbog periodicnosti, funkcije sinus i kosinus nisu injekcije,

dakle niti bijekcije, na svoju sliku. Iz konstrukcije prosirenja lagano se vidi

. m

da je sinus strogo rastuca na [ 5 5}, a kosinus strogo padajuéa na [0, 7).

Dakle,

Sin z = sin |[71 27
22

Cos x = cos |jo,n®

su bijekcije na [—1,1].
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Osim kao kvocijent sinusa i kosinusa tangens i kotangens imaju i izravnu in-
terpretaciju na trigonometrijskoj kruznici.
Ako imamo jedini¢nu kruZnicu u ravnini s sredistem u ishodiStu i pravac paralelan

s osi y koji prolazi to¢kom (1,0) (jo3 ga zovemo tangensna os), onda je interpre-
'3
osi, gdje je totka P presjek polupravca iz ishodista kroz totku T (totka u koju

tacija vrijednosti tg t za t € [0 ] udaljenost to¢aka (1,0) i P na tangensnoj

se preslika ¢t namatanjem na kruZnicu). Sli¢no kao i sinus i kosinus, i funkciju

™

tangens proSirujemo izvan intervala [O, 5]. Dakle formula

sin ¢

tg t =
& cost

vrijedi na cijelom R osim za vrijednosti ¢ gdje je cost = 0, tj. imamo
D(tg) =R\ {<2k + 1>g,k € Z},

Sto se vidi i s trigonometrijske kruZnice. Jasno je kada se t priblizava to¢kama
oblika (2k + 1) tada vrijednost tangensa teZi s jedne strane u +oo a s druge u
—o00. U tim to¢kama tangens ima vertikalnu asimptotu.

Zbog neparnosti sinusa i parnosti kosinusa imamo da je tangens neparna funkcija.

Iz interpretacije tangensa s trigonometrijske kruZznice jasno je da je
tg (t + k) =tg t,

za svaki t € R\ {(2k + 1)5,k € Z}. Dakle je funkcija tangens periodi¢na s

temeljnim periodom 7 i vrijedi
R(tg) = R.

Sli¢no se interpretira i kotangens. Ako imamo jedini¢nu kruZnicu u ravnini s
centrom u ishodistu i pravac paralelan s osi x koji prolazi totkom (0,1) (jo3
ga zovemo kotangensna os), onda je interpretacija vrijednosti ctg ¢ za t € [0, 7]
udaljenost to¢aka (0, 1) i @ na kotangesnoj osi, gdje je to¢ka () presjek polupravca
iz ishodiste kroz to¢ku T' i kotangensne osi. Sli¢no kao i sinus i kosinus, i funkciju
kotangens prosirujemo na gotovo cijeli R.

Dakle vrijedi formula
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Slika 5.32: Trigonometrijska kruznica i vrijednosti tangensa i kotangensa
kuta x.

na cijelom R osim za vrijednosti ¢ gdje je sint = 0. Imamo
D(ctg) =R\ {km,k € Z},

$to se vidi i s trigonometrijske kruZnice. Kada se t pribliZzava to¢kama oblika k7
tada vrijednost kotangensa teZi s jedne strane u +00 a s druge u —oo, pa u tim
to¢kama kotangens ima vertikalnu asimptotu.

Zbog neparnosti sinusa i parnosti kosinusa imamo da je kotangens neparna funk-

cija. Iz interpretacije kotangensa s trigonometrijske kruZnice jasno je da je
ctg (t + km) = ctg t,

za svaki t € R\ {km,k € Z}. Funkcija kotangens je periodi¢na s temeljnim
periodom 7 i vrijedi
R(ctg) = R.

Napomena 5.34. Zbog periodicnosti, ni tangens ni kotangens nisu injekcije,
dakle niti bijekcije, na svoju sliku. Iz konstrukcije prosirenja lagano se vidi da
je tangens strogo rastuca na <—%, %>, a kotangens strogo padajuéa na (0, 7).

Dakle, njihove restrikcije

Tg x :tg|<_ ) 2

NJE]

Ctg z = ctglon

su bijekcije s tih intervala na R.
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Slika 5.33: Grafovi funkcija f(z) = tg z (lijevo) i f(x) = ctg z (desno).
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5.2.8 Ciklometrijske (arkus) funkcije

Trigonometrijske funkcije su periodi¢ne, dakle nisu bijekcije. Npr. jednadzba
sinz =c

zbog periodi¢nosti sinusa ima beskona¢no mnogo rjeSenja za —1 < c < 1, a
nema rjeSenja za ¢ ¢ [—1, 1]. Dakle sinus nema inverznu funkciju, a isto vrijedi
i za ostale trigonometrijske funkcije.

Zato se kod trigonometrijskih funkcija ograni¢imo na maksimalne intervale na

kojima su one bijekcije. Dakle, restringirajmo sinus na [—%, %], kosinus na

) i kotangens na (0, 7). Tada prema Napomeni 5.33

3032
i Napomeni 5.34 znamo da su funkcije sin |[ z.1 i tg\< z.x) strogo rastude, a

[0, 7], tangens na (—

cos |jo,x] 1 ctgl(o,x) strogo padajuce, dakle su i buekcue

Tako restringirane trigonometrijske funkcije imaju inverzne funkcije, koje zovemo
arkus funkcije. One zadanoj vrijednosti trigonometrijske funkcije pridruZuju
vrijednost kuta (duljine luka) za koju se ta vrijednost funkcije postiZe.

Za x € [—1, 1] definiramo arcsin x kao rjeSenje t € [ } jednadzbe sint =

2772
x. Kako je sin \[ z.1] bijekcija, rjeSenje jednadzbe postoji i jedinstveno je. Dakle,

dobro je deflnlrana funkcija arkus sinus
arcsin : [—1,1] — [—g z} ,

koja je inverzna funkciji sin \[_ﬂ 7]

7’2
Analogno definiramo funkciju arkus kosinus

arccos : [—1,1] — [0, 7],
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Slika 5.34: Grafovi funkcija f(z) = arcsinz (lijevo) i f(x) = arccos x (desno).

inverznu funkciji cos |[07ﬂ.
Iz Teorema 5.1 i Napomene 5.33 slijedi da je arcsin strogo rastuéa, a arccos
strogo padajuca na [—1, 1]. Nadalje, oéito je

™ T

D(arcsin) = D(arccos) = [—1,1], R(arcsin) = [—5, B

] ,  Rf(arccos) = [0, 7],

i rubne to¢ke —1 i 1 prirodnog podruéja definicije su regularne za arcsin i za
arccos.
Za x € R definiramo arctg z kao rjeSenje t € <—%, g> jednadzbe tgt = .
Kako je tg|,_ = =\ bijekcija, rjeSenje jednadZbe postoji i jedinstveno je. Dakle,
272
dobro je definirana funkcija arkus tangens
T
tg: R — <——, —> ,
arctg 5’5
koja je inverzna funkciji tg]<_E z)-
272
Analogno definiramo funkciju arkus kotangens

arcctg : R — (0, m),

inverznu funkciji ctg|o .-
Iz Teorema 5.1 i Napomene 5.34 slijedi da je arctg strogo rastuca a arcctg strogo

padajuca na R. Nadalje, odito je

D(arctg) = D(arcctg) = R, R(arctg) = <—g, g> ,  Rlarcctg) = (0, ).
Kako su pravci x = —Z i x = 7 odnosno pravci x = 0 i w = 7 vertikalne
asimptote od 1:g|<_1 =) odnosno ctg|( ) imamo da su pravciy = =5 iy =

272

odnosno pravci y = 0 i y = 7 horizontalne asimptote od arctg odnosno arcctg.
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Slika 5.35: Grafovi funkcija f(z) = arctg z (lijevo) 1 f(z) = arcctg z (desno).

Napomena 5.35. Pri konstrukciji arkus funkcija restringirali smo trigono-
metrijske funkcije na odgovarajuce intervale. Zbog periodicnosti smo mogli
odabrati © neke druge intervale restrikcije, tako da bi smo dobili arkus funk-
cije definirane na tim intervalima. Dakle, pri traZenju rjesenja t jednadzbe,
npr.

sinx =t,

treba voditi racuna u kojem se intervalu periodicnosti trigonometrijske funk-
cije nalazi broj x.

Sljedeca stvar na koju treba takoder paziti je podrucje definicije trigonome-
trigske i arkus funkcije. Npr. funkcija sinoarcsin je definirana i jednaka
je funkciji id na intervalu [—1,1], dok funkcija arcsinosin je definirana i

jednaka je funkciji id na intervalu [—5,5}. Dakle ne mozZemo reci da je

sin o arcsin = arcsin osin jer nemaju isto podrucje definicije.

5.2.9 Hiperbolicke i area funkcije

Hiperboli¢ke funkcije definiramo sljede¢im formulama:

et +e7 "
chp = ———,
2
eT — =%
shz = ,
2
h T _ T
tha::s T e e ,
ch z eT + e~ %
1
cthz = —
th z’
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i zovemo ih redom kosinus hiperbolicki, sinus hiperboli¢ki, tangens hiperboli¢ki i kotan-
gens hiperbolicki. Hiperbolitke (ili hiperbolne) funkcije su po nekim svojstvima sli¢ne trigo-
nometrijskim funkcijama, iako se definiraju u terminima eksponencijalne funkcije. Primjerice,
vrijedi

ch?z —sh?z =1,

za svaki z € R.

Napomena 5.36. Iz jednakosti ch? x —sh? z = 1 dolazi ime hiperbolicke, jer je jednadzba

22 — y? =1 jednadzba hiperbole u ravnini.

Pogledajmo sada neka svojstva hiperbolnih funkcija:

1. Kako je ch zadan u terminima eksponencijalne funkcije zaklju€ujemo da je D(ch) = R.
Lagano se vidi da je chz > 0, za svaki x € R. Nadalje, parna je, dakle nije injekcija,
neogranicena je, strogo pada na (—oo, 0] i strogo raste na [0, 4+o0c). Dakle je R(ch) =
[1,400) i nema asimptote.

2. Kako je sh takoder zadan u terminima eksponencijalne funkcije imamo D(sh) = R.
Lako se vidi da je neparna, strogo raste na R, neograni¢ena je pa je R(sh) = R i nema

asimptote.
6 6
4 5
2 4
4 2 2 4 3
2 2
-4
-6 -4 -2 2 4

Slika 5.36: Grafovi funkcija f(z) = sh z (lijevo) i f(z) = ch z (desno).

3. Kako ch nema nultotke zaklju€ujemo da je D(th) = R. Zbog neparnosti od sh i parnosti
od ch, th je neparna. Strogo raste na R. Iz formule lagano slijedi da je |thz| < 1,
za svaki 2 € R. Stovise, kada argument teZi u 400 th z se sve vide priblizava pravcu
y =1, a kad argument teZi u —oo th x se sve vise priblizava pravcu y = —1. Dakle th
ima dvije horizontalne asimptote, y = —1 iy =1, i R(th) = (-1, 1).

4. Kako je jedina nultotka od th totka 0 zaklju€ujemo da je D(cth) = R\ {0} i cth u
0 ima vertikalnu asimptotu. Zbog neparnosti od th i cth je neparna. Kako th strogo
raste na R, cth strogo pada na R\ {0}. Nadalje, kako je [thz| < 1, za svaki z € R,
imamo da je |cthz| > 1, za svaki € R\ {0}. Kako se th z priblizava pravcu y =1
kada x teZi u 400 i y = —1 kada x teZi u —oo, to mora i cth x. Dakle cth ima i dvije
horizontalne asimptote, y = —1 iy =1, i R(cth) =R\ [-1,1].
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Slika 5.37: Grafovi funkcija f(z) = th = (lijevo) i f(z) = cth z (desno).

Sve hiperboli¢ke funkcije su bijekcije sa svoje prirodne domene na svoju sliku, osim funkcije
ch. Ako ch, zbog parnosti, restringiramo na (—oo, 0] ili [0,400), ch postaje bijekcija na svoju
sliku.

Funkcije inverzne hiperbolitkima zovu se area funkcije, preciznije areakosinus hiper-
bolicki ili Arch, areasinus hiperboli€ki ili Arsh, areatangens hiperboli€ki ili Arth i areako-
tangens hiperbolicki ili Arcth.

Kako su formule za hiperboli¢ke funkcije dane u terminima eksponencijalne, formule za area
funkcije mogu se izraziti u terminima logaritamske funkcije. Svojstva area funkcija lagano
slijede iz svojstava hiperbolnih, tj. imamo:

1. Ako smo ch restringirali na [0, +00), onda je D(Arch) = [1, +00) i R(Arch) = [0, +00).
Iz Teorema 5.1 zaklju€ujemo da Arch strogo raste, 1 joj je regularna totka i nema

asimptote jer ih nema niti ch.

2. Otito je D(Arsh) = R(Arsh) =R, iz Teorema 5.1 slijedi da Arsh strogo raste i nema
asimptote jer ih nema niti sh.

3 3
2 2.5
1 2
1.5
-4 -2_1 2 4 1
22 0.5
-3 0.511.52 253

Slika 5.38: Grafovi funkcija f(z) = Arsh z (lijevo) i f(x) = Arch z (desno).

3. Otito je D(Arth) = (—1,1), R(Arth) = R i iz Teorema 5.1 slijedi da Arth strogo
raste. Kako su y = —1 i y = 1 horizontalne asimptote od th, onda su rubovi —1i 1,
tj. pravci x = —1 i z = 1, vertikalne asimptote od Arth.

4. Otito je D(Arcth) =R\ [-1,1], R(Arth) =R\ {0} i iz Teorema 5.1 slijedi da Arcth
strogo pada. Kako su y = —1, y = 1 horizontalne, a = 0 vertikalna asimptota od
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cth, onda su rubovi —1 i 1, tj. pravci z = —1 i x = 1, vertikalne asimptote od Arth,
a pravac y = 0 horizontalna asimptota.

3 3
2 2
1 1
1 0.5 1 2 4
-1 -1
2 2
3 3

Slika 5.39: Grafovi funkcija f(z) = Arth = (lijevo) i f(z) = Arcth z (desno).



Poglavlje 6

Uvod u diferencijalni racun

6.1 Neprekidnost i grani¢ne vrijednosti

6.1.1 Neprekidnost funkcije

Primjer 6.1. Promatrajmo funkciju koja opisuje visinu postarine u ovisnosti
o masi posiljke. Neka je visina postarine za pisma mase do (ukljucivo) 20 g
jednaka 2.8 kn, a za pisma mase preko 20 g neka je postarina dana formulom
c¢(m) = 3.5+ 0.05(m — 20) kn. (Masa m je izraZena u gramima, a visina

postarine ¢ u kunama). Dakle imamo

2.8, 0<m <20
c(m) =
3.5+ 0.05(m —20), m > 20.

Graf te funkcije prikazan je na slici 6.1. Promatrajmo ponaSanje vrijednosti
funkcije ¢(m) u okolini tocaka m = 10, m = 20 i m = 30. Vidimo da je
ponasanje u okolini tocke m = 20 kvalitativno drugacije od ponasanja u oko-
lini drugih dviju toc¢aka. Naime, u tockama m =10 ¢ m = 30 (i u svim dru-
gim tockama osim uw m = 20) mala promjena vrijednosti argumenta rezultira
malom promjenom vrijednosti funkcije. Za tocke m < 20 nema nikakve pro-
mjene u vrijednosti funkcije, a za tocke m > 20 promjena argumenta za neku
malu vrijednost h = Am rezultira promjenom funkcije za vrijednost 0.05h
(Ac = 0.05h = 0.05Am). Zelimo li promjenu vrijednosti funkcije odrZati ma-
njom od nekog unaprijed zadanog broja M, moramo se pobrinuti da promjena
argumenta bude manja od 20M (ako je M > c(mg) —c(my) = 0.05(my—my),

209
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10 20 30 40 50
Slika 6.1: Graf visine posStarine u ovisnosti o masi posiljke.

onda je 20M > (mg—my)). S druge strane, proizvoljno mala promjena argu-
menta od vrijednosti 20 na 20+ Am cée rezultirati skokom vrijednosti funkcije
¢ za barem 0.7 kn, 1 ne postogi dovoljno mali Am kogi bi rezultirao manjom
promgjenom vrijednosti funkcije c. Vizualnom inspekcijom grafa vidimo da u
tocki m = 20 funkcija ¢(m) ima skok, odnosno da graf funkcije ima prekid u
toj tocki.®

Definicija 6.1. Funkcija f je neprekidna (ili neprekinuta) u tocki xy €
D(f) ako za svaki e > 0 postoji 6 > 0 takav da

(lr = xo| < 6) = ([f(x) = flwo)| < ).

Funkcija je neprekidna na skupu I C R ako je neprekidna u svakoj tocki

skupa I.

Definicija 6.1 je samo tehni¢ka formalizacija zahtjeva da mali pomaci u argu-
mentu rezultiraju malim pomacima u vrijednosti funkcije. Funkcija je neprekidna
ako se promjene vrijednosti funkcije mogu kontrolirati promjenama vrijednosti
argumenata.

Neformalna geometrijska interpretacija neprekidnosti funkcije u tocki je da pri

crtanju grafa funkcije u toj to¢ki ne moramo podiéi olovku s papira.

Napomena 6.1. Ako za dano € > 0 i neko 0 > 0 wvrijedi Definicija 6.1 onda

za svako &' > e pogotovo vrijedi

(I = x| < 6) = (If(x) — flzo)| <&).
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Zato je za neprekidnost funkcije f u tocki xo dovoljno da za svaki e > 0, koji
je mangi od nekog fiksnog strogo pozitivnog broja, postoji 6 > 0 za koji vrijedi
Definicija 6.1. Drugim rijecima treba paznju obratiti na malene € > 0.

Ako za dani e > 0 i neki 6 > 0 wvrijedi Definicija 6.1 onda za svaki 0 < 6’ < §

pogotovo vrijeds
(lr = 2ol < 0") = (If(2) — f(zo)| <e).

Prema tome za svaki e > 0 ako postoji jedan & > 0, onda postoji i beskonacno
mmnogo takvih 6 > 0 da wvrijedi Definicija 6.1. No, nama je dovoljno samo

jedan takav 6 > 0 Sto je © naznaceno u Definiciji 6.1.

Napomena 6.2. [z Definicije 6.1 slijedi da funkcija f ima prekid u tock:
xog € D(f) ako postoji € > 0 takav da za svaki 6 > 0 postoji x5 € D(f) takav
da (x5 — x| <6) i (|f(xs) — f(xo)] > €).

Primjer 6.2. Funkcija c¢(m) iz Primjera 6.1 ima prekid u tocki ¢ = 20,
ali je ona neprekidna slijeva u toj tocki. Odnosno c¢(m) aproksimira c(20) s
tocnoscéu do €, ako je m lijevo od 20 1 dovolyno blizu 20. S druge strane, ako

je m > 20 im blizu 20, ipak m(c) nije blizu m(20).M#
Primjer 6.2 nam daje ideju za sljede¢u definiciju:

Definicija 6.2. Funkcija f je neprekidna slijeva u tocki xo € D(f) ako
za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da

(z < xo; v — wo| < 6) = ([f(x) — f(wo)| <2).

Analogno, kazemo da je funkcija f neprekidna zdesna u tocki xo € D(f)
ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da

(x> xo; |z — wo| < 0) = (|f(x) = f(wo)| <&).

6.1.2 Svojstva neprekidnih funkcija

Teorem 6.1. Neka su funkcije f,g : R — R definirane © neprekidne u tocki

xo € R. Tada su u tocki xo neprekidne i funkcije:

1. f+g,
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2' f_g7
3. f-9,

4. L, ako je g(xo) # 0.4

g}

Teorem 6.2. Neka su funkcije f,g : R — R takve da je definirano (g o
(o), i xo € D(f) i f(xo) € D(g). Ako je funkcija f neprekidna u xo, i
funkcija g neprekidna u f(xo), onda je funkcija g o f neprekidna u xo.d

Teorem 6.3. Neka je f : I —> R neprekidna u tocki ¢ € I, i neka je
fle) >0 (f(c) <0). Tada postoji § > 0 takav da je f(x) >0 (f(x) <0) za
sve x € (¢ —0d,c+9).

Dokaz:

Pretpostavimo suprotno, tj. da je f(c) > 0 i za svaki § > 0 postoji x5 € (¢ — §,¢c+ 0)
takav da je f(xs) <0.
Uzmimo € = f(c). Tada za svaki § > 0, po pretpostavci, postoji x5 € (¢ — d,¢ + 3), .
|zs —c| < 6, za koji je f(zs) <0. Tada je |f(zs) — f(c)| > f(c) =¢. Dakle, f ima prekid
u tocki c, Sto je suprotno pretpostavci.

Analogno se dokaze slucaj f(c) < 0.

Teorem 6.4. Neka je funkcija f: R — R neprekidna na segmentu [a,b], i
neka je f(a)f(b) < 0. Tada postoji xy € (a,b) takav da je f(xy) = 0.

Teorem 6.4 kaze da ako imamo neprekidnu funkciju na segmentu takvu da su
njene vrijednosti u rubovima suprotnog predznaka, onda njezin graf mora negdje

sje¢i x os, tj. mora imati nultocku.

Primjer 6.3. Iz Napomene 5.11 znamo da je funkcija f : R — R dana

BERTT
f(rc)—{l’ T

formulom

svugdje neprekidna osim u nuli.
Ako pogledamo funkciju f restringiranu na segment [—1,1], tj.  fl1q :
[—1,1] — R, onda je ocito f(—1)f(1) = —1 < 0, ali ocito f nema nultocku

na segmentu [—1,1] (jer je nema na cijelom R ).M
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Iz Primjera 6.3 slijedi da je uvjet neprekidnosti iz Teorema 6.4 nuzan.

Prisjetimo se da je funkcija f : R — R ograni€ena ili omedena na inter-
valu I C R ako postoje m, M € R takvi da je

m < f(z) <M,
za svaki x € I (Definicija 5.4)

Teorem 6.5. Funkcija neprekidna na segmentu je i ogranicena na segmentu.de

Tvrdnja Teorema 6.5 ne vrijedi za otvorene intervale. Npr. funkcija f(z) = %

je neprekidna na (0, 1), ali ocito je neomedena.

Teorem 6.6 (Bolzano-Weierstrass). Neka je funkcija f : R — R nepre-
kidna na |a,b]. Tada ona na tom segmentu poprima svoj minimum i maksi-

mum i sve vrijednosti izmedu te dvije.de

Teorem 6.6 kaZe da je slika segmenta neprekidnom funkcijom segment. Tvrd-
nja Teorema 6.6 ne vrijedi za otvorene intervale. Npr. slika otvorenog intervala
(=5, %) funkcijom tg je R, i funkcija tg = ne poprima ni minimalnu ni maksi-
malnu vrijednost na otvorenom intervalu (—7%, 7).

Dakle neprekidna funkcija na segmentu preslikava taj segment u segment. Pi-
tanje je sad, mozemo li neSto reéi o funkciji koja preslikava otvoreni interval u
otvoreni interval?

Ako je funkcija strogo monotona na otvorenom intervalu i ako je slika tog inter-

vala interval, onda je ta funkcija i neprekidna.

Teorem 6.7. Neka je funkcija f : R — R strogo monotona na otvorenom
intervalu I C R, ¢ neka je slika intervala I funkcijom f otvoreni interval
I' C R. Tada je funkcija f neprekidna na intervalu I. Nadalje, postoji

inverzna funkcija =1 i ona je neprekidna na intervalu I'.d

6.1.3 Neprekidnost elementarnih funkcija

Primjer 6.4. Funkcije f,g: R — R dane formulama f(z) = c i g(x) = x

su neprekidne na R.



214 POGLAVLJE 6. UVOD U DIFERENCIJALNI RACUN

1. Dokazimo da je funkcija f(x) = ¢ neprekidna u proizvoljnoj tocki xo €
R.

Uzmimo proizvoljni € > 0, i nadimo § > 0 takvo da (|z — x| < §) =
(|f(z) = f(zo)] < &). Buduéi da je f(x) — f(xo) =c—c =0, slijedi da

za & mozZemo uzeti bilo koji pozitivan broj.

2. Dokazimo da je funkcija f(x) = x neprekidna u proizvoljnoj tocki xo €
R.

Uzmimo proizvoljni € > 0, i nadimo 6 > 0 takvo da (|z — x| < §) =
(1) - Fwo)| < <). Budui da je | () — f(z0)] = |z — o], sliedi da

mozemo uzeti § = .M

Iz Primjera 6.4 i Teorema 6.1 izravno imamo:

Teorem 6.8. Svaki polinom P,(x) = Zaixi je neprekidan na R. Svaka

=0
racionalna funkcija je neprekidna na cijelom svom prirodnom podrucju defi-
nicije.
Dokaz:

U Primjeru 6.4 dokazali smo da je funkcija f(x) = x neprekidna na R. Iz Teorema

2

6.1 sada slijedi da je na R neprekidna i funkcija 2. Na isti nacin se zakljucéi da su 2,

i = 0,1,...,n, neprekidne na R. Zbog neprekidnosti konstantne funkcije na R (Primjer
6.4) i Teorema 6.1, na R su neprekidne i funkcije a;x*, i = 0,1,...,n. Na kraju, takoder
iz Teorema 7.1, zakljucujemo da je i suma od a;x’, i = 0,1,...,n, tj. polinom P,(x)
neprekidan na R.

Neprekidnost racionalne funkcije na cijelom svom prirodnom podrucju definicije slijedi

izravno iz Teorema 6.1, jer je svaka racionalna funkcija kvocijent dvaju polinoma.de

Napomena 6.3. MozZe se pokazati i da su sve algebarske funkcije neprekidne

tamo gdje su definirane.

Teorem 6.9. Eksponencijalne, logaritamske, trigonometrijske, arkus, hiper-

bolicke i area funkcije su neprekidne na svojim domenama.

Dokaz:
Neprekidnost eksponencijalnih, logaritamskih, hiperbolickih (osim kosinusa hiperbol-

nog), area (osim area kosinusa hiperbolnog) funkcija slijedi izravno iz Teorema 6.7.
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Neprekidnost funkcije ch slijedi iz neprekidnosti eksponencijalne funkcije i Teorema
0.1.

Neprekidnost funkcija tg i ctg na cijelom podrucju definicije lagano slijedi iz Teorema
-5.3
monotone bijekcije na R, dakle iz Teorema 6.7 su neprekidne. Nadalje, takoder iz Teorema

6.7 i periodiénosti, jer su njihove restrikcije npr. na intervale ( )} odnosno (0, 7)

6.7 tmamo da su neprekidne i funkcije arctg i arcctg.

jus

Restrikcije funkcija sin x i cos x na intervale (=%, %) i (0,m) su monotone bijekcije
a (—1,1), dakle su po Teoremu 6.7 i neprekidne. Sada lagano zakljuéujemo da su funkcije
sin 4 cos zbog periodicnosti neprekidne na R\{ 5 +kn : k € Z} odnosno na R\{km : k € Z}.

Dokazimo jos da je sin neprekidna u 5 1 —%, analogno se dokazuje za ostale tocke oblika

5+ km, k€Z. Znamo da za funkciju sin x i proizvoljni a € R vrijedi da je

T —a T+ a
cos .

2

sinx — sin a = 2sin

Ako sada stavimo da je a = 5, imamo

. L 2x—m 2+
sinx =1+ 2sin 1 cos 1

2z—m

1
je funkcija f(x) = sin 2”%” neprekidna na (0, 3{) Isto tako Q’ﬂ# varira po intervalu (3, m)

Ako pustimo da x varira po intervalu (0, 3{}, onda varira po intervalu (=75, 5), dakle

kada x varira po intervalu (0, 22). Sada imamo da je sin x neprekidna na (0, 2%), posebno
Jje neprekidna v 5. Zbog neparnosti imamo da je sin x neprekidna i u —%. Analogno se
dokazuje neprekidnost u svim tockama oblika 5 + km, k € Z.

Neprekidnost funkcije cos x na R lagano slijedi iz formule

. s
COS T = SIn (a:Jr 5) .

Zbog stroge monotonosti funkcija sin x, cos x i chx redom na intervalima (=%, %),
(0,7) (0, +00) iz Teorema 6.7 imamo da su neprekidne funkcije arcsin z, arccos x 4 Archx
redom na intervalima (—1,1), (=1,1) ¢ (1,400). Kako su one definirane i u rubovima
intervala Zelimo da su neprekidne i tamo. Dakle treba dokazati da su arcsin x i arccos x
neprekidne zdesna u —1 i neprekidne slijeva u 1, te da je Archx neprekidna zdesna u 1.

Dokazimo da je arccos x neprekidna slijeva uw 1. Uzmimo proizvoljan € > 0 i pronadimo
6 > 0 takav da vrijedi

(x <1;|z — 1| < §) = (|arccosz — arccos 1] < €).

Kako je arccos1 = 0 ¢ arccosz > 0 za x < 1, imamo da je arccos neprekidna slijeva u 1

ako za proizvoljan € > 0 pronademo § > 0 takav da vrijedi
(1 -2 <) = (arccosz < ¢).

Za proizvoljan € > 0 uzmimo 6 = 1 — cose. Ocito je 6 > 0. Naravno za tako definirani §

1 proizvoljni € ne mora vrijediti § > 0, tj. moZemo dobiti i 6 = 0, ali w Napomeni 6.1 smo
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rekli da kada govorimo o proizvoljnosti broja € promatramo male €. Tada za x < 1 za koje

jel—x < § imamo 1l —x <1—cose, §to je ekvivalentno s
arccosx < €.

Dakle je arccos x neprekidna slijeva u tocki 1.
Analogno se dokazuju i druge jednostrane neprekidnosti. Dakle su funkcije arccos ,

arcsin x i Archz redom neprekidne na [—1,1], [-1,1] i [1,+00). &

Time smo pokazali da su sve elementarne funkcije neprekidne gdje god su

definirane.

6.1.4 Granic¢na vrijednost (limes) funkcije

Primjer 6.5. 1. Funkcija f : R — R dana formulom

22 — 32 +2

flo)=——7—

nije definirana u tocki x = 1. Pogledaymo kako se ponasSaju njene
vrigednosti u okolini tocke x = 1. Racunajuci te vrijednosti, vidimo
da su one blizu vrijednosti —1; za vrijednosti od x koje su malo vece
od 1, vrigednosti funkcije su malo veée od —1, za x malo mangi od 1,
vrigednosti funkcije su malo manje od —1. Dakle, zakljucujemo, dodemo
li s x dovoljno blizu tocki 1, dovest éemo vrijednosti funkcije proizvoljno

blizu vrigednosti —1.

2. Za funkciju f : R — R danu formulom

fo) =
tmamo problem w nuli, tj. funkcija nije definirana u tocki 0. Pogle-
dagmo kako se ponasaju vrijednosti funkcije f u okolini tocke 0. Jasno
je da ako uzmemo tocku x po apsolutnoj vrijednosti dovoljno malu, tj.
dovoljno blizu nule, vrijednost funkcije postaje vece od po volji velikog

realnog broja.

3. Funkcija f : R — R dana formulom

fa) = 2

X
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takoder ima problem u nuli, tj. funkcija nije definirana u tocki 0. Po-
gledagmo kako se ponasaju vrijednosti funkcije f u okolini tocke 0. Ako
uzmemo tocku x dovoljno malu, ali pozitivnu, vrijednost funkcije pos-
taje vece od po volji velikog pozitivnog realnog broja. S druge strane,
ako uzmemo tocku x dovoljno malu, ali negativnu, vrijednost funkcije

postaje manja od po volji malog negativnog realnog broja.
4. Za funkciju f : R — R danu formulom
f(z) = arctg =

znamo iz tocke 5.2.8 da za velike vrijednost argumenta vrijednosti funk-

cije postaju po wvolji bliske broju %, tj. pravac y = 3 je horizontalna

asimptota.

5. Neka je dana funkcija f : R — R formulom
f(z) ==z".

Primijetimo prvo da ona nije definirana za vrijednosti manje od nule
(tocka 5.2.5), a ne znamo izracunati ni njenu vrijednost za x = 0.
Dakle, ako Zelimo promatrati ponasanje oko nule, moramo se ograniciti
samo na pozitivne vrijednosti. Za vrijednosti po volji blizu nule funkcija

poprima vrijednosti bliske broju 1.
6. Za funkciyju f : R — R danu formulom
f(z) =sinx

znamo da se vrijednosti funkcije ne pribliZavaju niti jednoj odredenoj

realnoj vrijednosti za velike vrijednosti argumenta.®

Situacije iz Primjera 6.5 matemati¢ki opisujemo pojmom limesa ili grani¢ne
vrijednosti funkcije.

Definicija 6.3. Neka je funkcija f : R — R definirana na nekoj okolini
tocke ¢, osim, moZda u samoj tocki c. Realni broj L je limes ili granié¢na

vrigednost funkcije f u tocki ¢ ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da

O0<|z—cl<d) = (|f(x) = L| <e).
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Ako funkcija ima limes L u tocki ¢, onda pisemo

L= lim f(x).

Tr—C

Ako limes postoji on je i jedinstven:

Teorem 6.10. Neka je dana funkcija f : R — R koja je definirana na nekoj
okolini tocke c, osim, mozZda u samoj tocki c. Neka postoje realni brojevi L 1
M takvi da za svaki e > 0 postoji 6 > 0, takav da

0 <]z —c <) = (f(z) - L| <& [f(x) - M| <e).
Tada je L = M.

Dokaz:
Pretpostavimo suprotno, tj. da je M # L. Uzmimo sada € = %|M — L|. Tada za taj
€, po pretpostavci, postoji & > 0, takav da

(Jz —c| <8) = (If(x) - LI <& |f(x) — M| <¢).
Ali,
M — L| = |M — f(z)+ f(z) — L| < |f(z) = M|+ |f(z) — L] < 2¢

vrijedi za argumente iz domene od f za koje je |x — ¢| < 6. Dakle imamo
|M —L| < |M — LI,
Sto ne moZe biti. Dakle je M = L.&

Napomena 6.4. Uoc¢imo da je definicija limesa (Definicija 6.2) jako slicna
definiciji neprekidnosti (Definicija 6.1) (vidjet éemo kasnije da su to ustvari
blisko povezani pojmovi), ali postoji bitna razlika. U definiciji limesa ne
zahtijevamo da funkcija bude definirana u tocki u kojoj gledamo limes, dok
je za neprekidnost to nuzno da bi se uopce moglo govoriti o neprekidnosti u
tocks.

Uz malu zloporabu notacije mozemo Definiciju 6.3 prosiriti tako da ukljucuje
i ¢ = +00 odnosno ¢ = —oo. Pri tome uzimamo da je svaki otvoreni interval
oblika (M, +00) okolina od 400, i svaki interval oblika (—oo, M) je okolina od
—00.
Tada kazemo da je L = lim f(z) ako za svaki ¢ > 0 postoji M > 0 takav da

Tr—>—400

(x>M)= (|f(x) = L| <e).
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Analogno, L = lim f(z) ako za svaki € > 0 postoji M > 0 takav da

Tr—>r—00

(x < —M) = (|f(x) — L| <e).

Po analogiji s divergencijom niza u uZem smislu (Definicija 4.6 i Napomena
4.2) mozemo prosiriti definiciju limesa tako da ukljutuje i slu€aj L = +o0 od-
nosno L = —oo, pri ¢&emu, naravno ne zaboravljamo, +00, —oc0 ¢ R.

KaZemo da je xliﬂ}cf(x) = +00 ako za svaki M > 0 postoji 0 > 0 takav da

0<|z—cl<d) = (f(z) > M).

Analogno, lim f(x) = —oco ako za svaki M > 0 postoji § > 0 takav da
T—>r

C

0<|x—c| <d) = (f(z) < —M).

Definiciju 6.3 moZemo prosiriti i na slu¢aj ¢ = 400 odnosno ¢ = —o0 i
L = 400 odnosno —o0.
KaZemo da je lim f(z) = +oo ako za svaki M > 0 postoji N > 0 takav da

Tr—>400
Za sve

(x> N) = (f(z) > M);

lim f(z) = —oo ako za svaki M > 0 postoji N > 0 takav da za sve

Tr—>—+00

(x> N) = (f(z) < —M);

lim f(z) = 400 ako za svaki M > 0 postoji N > 0 takav da za sve

Tr—r—00

(z < =N) = (f(z) > M);

lim f(z) = —oo ako za svaki M > 0 postoji N > 0 takav da za sve

T—r—00

(x < =N) = (f(z) < =M).
Zelimo li naglasiti da se argument x priblizava vrijednosti ¢ samo s jedne
strane, recimo odozgo, tj. zdesna, pisemo
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Dakle, za funkciju f : R — R definiranu na nekoj okolini to¢ke ¢, osim, moZda,

u samoj tocki ¢ kazemo da ima limes L € R zdesna u tocki c i piS§emo

L= lim f(x)

r—>c+

ako za svaki € > 0 postoji 0 > 0 takav da
(x>c¢le—c <) = (|f(z) — L| <e).

Za funkciju f : R — R definiranu na nekoj okolini to¢ke ¢, osim, moZda u
samoj tocki ¢ kazemo da ima limes L € R slijeva u tocki c i piS§emo

L= lim f(x)

r—rCc—

ako za svaki € > 0 postoji d > 0 takav da
(x <clr—c <0) = (|f(x) — L| <e).

Teorem 6.11. Neka je funkcija f : R — R definirana na nekoj okolini
tocke ¢, osim, mozda u samoj tocki c. Funkcija f ima limes L (L moZe biti

i +00 i —00) u ¢ ako i samo ako ima limes slijeva i limes zdesna i oni su
jednaki L.

Dokaz:

Ako funkcija f ima limes L u tocki c, onda je jasno iz Definicije 6.3 i definicija limesa
zdesna 1 limesa slijeva da oni postoje i da su jednaki L.

Obrnuto, ako postoje limesi slijeva i zdesna i oni su jednaki L, onda iz Definicije 6.3
direktno slijedi da postoji i limes u tocki ¢ i jednak je L. &

Primjer 6.6. Opisimo sada pomocu limesa Primjer 6.5.

2
—3r+2
Iotim ST TE
r—1 xr — 1
1
2. lim — = 400,
r—0 1‘2
. | . - ‘ .
3. lim — =400 lim — = —o0, tj. limesi slijeva i zdesna su razliciti
r—0+ r—0—

1
dakle ne postoji lim —
r—r

0x’

T
N § t = —
4 x;rgmarch oL
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5. lim z* =1,
r—0+

6. ne postoji lim sinx.#
r—>+00

6.1.5 Neprekidnost i limes

Primjer 6.7. Iz Primjera 5.5 znamo da funkcija

-1, <0
sign © = 0, =0
1, x>0

ima prekid u nuli. Nadalje je ocito da je

lim sign z =1, lim sign z = —1.

r—0+ x—0—

Dakle je
lim sign z # sign 0

r—0+4

lim sign z # sign 0.6

r—0—

221

Primjer 6.8. Funkcija f : R — R dana formulom f(x) = x* je neprekidna

na R (Teorem 6.1 i Primjer 6.4). Nadalje, ocito vrijedi
£(2) = lim ().

Primjeri 6.7 i 6.8 nam daju naslutiti da postoji neka uska veza izmedu nepre-

kidnosti funkcije i limesa u tocki. Zaista imamo:

Teorem 6.12. Funkcija f : R — R je neprekidna u tocki ¢ ako i samo ako

je
lim f(x) = f(c).

Tr—C

Dokaz:
Izravno iz Definicije 6.1 1 6.5.d

Teorem 6.12 kaZe da ako je funkcija neprekidna u tocki ¢, onda limes i funkcija

"komutiraju” tj. imamo

lim f(x)= f(c) = f(lim x) :

Tr—C T—C
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Napomena 6.5. U Teoremu 6.12 se podrazumijeva da je funkcija f defi-
nirana u tocki ¢ (Napomena 6.4) i da limes mora postojati, tj. konacan je

broj.

Sada direktno iz Napomene 6.5 imamo sljedeéi rezultat za kompoziciju funk-
cija:

Teorem 6.13. Neka je funkcija g : R — R neprekidna, i neka postoji limes
funkcige f u tocki c. Tada je

lim g(f(2)) = g (lim f(z)) &

Tr—rC r—rC

Analogno kao Teorem 6.12 imamo:

Teorem 6.14. Funkcija f : R — R je neprekidna slijeva (zdesna) u tocki
c ako i samo ako je

lim  f(z) = f(c)

r—rCc—

(LJim, 1) = 7(@)).
Dokaz:

Izravno iz Definicije 6.2 i definicije jednostranog limesa.de

Teorem 6.15. Funkcija f : R — R je neprekidna v tocki ¢ ako © samo ako
postoje limesi slijeva i zdesna u tocki ¢ i ako vrijeds
lim f(x)= lim f(z)= f(c).
r—>Cc— r—rct+

Dokaz:
Izravno iz Teorema 6.11, 6.12 1 6.1/.&

Ako limes funkcije f(x) u tocki ¢ nije jednak f(c), onda funkcija f(x) u
tocki ¢ ima prekid (po Teoremu 6.15). Moguca su tri razli¢ita slu€aja. Ako u
tocki ¢ funkcija ima isti limes i slijeva i zdesna (razli¢it od f(c)), onda takav
prekid zovemo uklonjivim. Redefiniranjem vrijednosti funkcije f(x) u toki ¢
kao f(c) = lim,_,. f(x) dobijemo neprekidnu funkciju. Ako funkcija f(z) ima
u tocki c razli¢ite i kona¢ne limese slijeva i zdesna, onda ona, po Teoremu 6.15,
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mora u tocki c imati prekid. Takav prekid zove se prekid 1. vrste. Funkcije koje
imaju samo ukonjive prekide i prekide 1. vrste zadrZavaju neka vaZna svojstva
neprekidnih funkcija (vidjeti Napomenu 7.10). Funkcija f(z) ima u to&ki ¢ prekid
2. vrste ako je barem jedan od limesa slijeva ili zdesna beskona&an ili ne postoji.
Primjer je f(z) =sin (1) za z = 0.

6.1.6 Neodredeni oblici

Zasto moramo racunati limese? Zasto ne moZemo naprosto " uvrstiti” vrijednost
argumenta u formulu?

Odgovor je da moZemo uvrstiti, no moZe se desiti da dobijemo izraz koji nije
definiran, jer operacije nisu definirane i operandi nisu realni brojevi. To se posebno
odnosi na veli¢ine 400 i —oo. Kako one nisu realni brojevi, neka od pravila za
ratunanje s realnim brojevima ne vrijede za ralunanje s +00 i —00.

Pravila za raunanje s beskona&nim veli¢inama:
1. (400) + (+00) = +0o0;
2. 400 £ a = 400, a € R proizvoljan;
3. (—00) + (—00) = —o0;
4. —o0+a = —00, a € R proizvoljan;
5. (+00) - (+00) = +o0;

6. (+00) - (—00) = —oc;

>0
8 (—I—oo)-a:{ +00, a
—00, a <0

— >0
9. (—oo)-a:{ 0
400, a<0;

10. -+ =0, a € R proizvoljan;

11. 2 =0, a € R proizvoljan.
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Sljedece operacije s beskonanim veli¢inama nisu definirane:

1 +o0 —+00 —0o0 —0.
T 40! —0? 400’ —00!?

2. (+00) + (—00);
3. 4000, —o0-0;
4. (+00)%,  (=00)%;
5. 1t 17,

Osim s beskona¢nim veli¢inama, mogu se desiti i situacije u kojima se javljaju

nedefinirane operacije s nulom:

1.

olo

2. 0.

Tih sedam (do na predznak) situacija zovemo neodredenim oblicima.

"Sedam veli¢anstvenih”:

0 o0

0 = X% 0.0, o 1%, 0.

Sto znati da je izraz neodreden?

Ako se uvrstavanjem vrijednosti © = ¢ u funkciju f(x) dobije realan broj, onda
je to i limes od f(z) kad x — ¢. Ako se dobije jedan od neodredenih oblika,
onda taj izraz treba transformirati u nesto $to Ce se dati izraunati.

Iz Primjera 6.6 znamo da "vrijednost” izraza 8 koji se dobije "uvr$tavanjem”

vrijednosti © = 1 u funkciju f(x) = % je —1. Analogno se dokaZe da je

"vrijednost” izraza za koji se dobije uvrStavanjem vrijednosti x = 2 u funkciju
R )

f(r) = =5 je 1. Dakle, s jedne strane smo dobili da je "vrijednost” izraza

0 . . 0 .
o Jednaka —1 a s druge strane 1, pa je § neodreden oblik.

6.1.7 Racunanje limesa

Neki temeljni limesi

1. lim 2" =400, n € N proizvoljan;
r—>+00
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o " —o00, n € N neparan
. lim 2" =
T—r—00 +00, n €N paran;

3. lim 27" = lim 27" =0, n €N proizvoljan;
T—>—00 r—>+00

4 lim =] T 47 !
z—>+o0 0, a<0;

5. lim z7" = lim 27" =400, n € N paran;
r—0+ z—0—

6. lim 27" = 400, lim 27" = —oo, n € N neparan;
x—0+ z—0—

0 >0
7. lim 2z = ¢

r—0+ { 400, a<0;

~+00, a>1
0, O<a<l;

. 0, a>1
9. lim d° =
400, O0<a<l;

10. lim log,z =

Tr—>+400

+00, a>1
—o00, O<a<l;

— 1
11. lim log,x = oo 4z
z—0+ 400, O0<a<l.

U gornjim pravilima svuda imamo a € R. Sva se ova pravila mogu strogo izvesti
iz svojstava limesa i elementarnih funkcija.
Primjer 6.9. DokaZimo da je

zgn-‘yl-oo loga = +OO’

zaa>1,a€cR.

Treba dokazati da za svaki M > 0 postoji N > 0 takav da za sve

(x> N) = (log, z > M).
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Iz tocke 5.2.6 znamo da je za a > 1 logaritamska funkcija strogo rastuéa na (0,400) i da

jog je slika cijeli R. Dakle, za svaki M > 0 sigurno postoji N > 0 takav da
(x > N) = (log, z > M).

To znaci da je

lim log,z = +400.8

r—>+o00

Vrijednosti ostalih deset limesa dokazuju se analogno kao u Primjeru 6.9,
koristeci definicije limesa i jednostranih limesa (totka 6.1.4), svojstva potencija,
eksponencijalnih i logaritamskih funkcija, tj. njihov rast, pad, parnost, neparnost
i sli¢no.

Osim ovih limesa, vaznu ulogu igraju i

. sinz ) ] 1\*
lim i lim 14+—-] .
z—0 r—>+00 x

Teorem 6.16.

lim o )
x—0
Dokaz:
1
A B
tg X
snx|X
0 A |B

Slika 6.2: Uz izvod osnovnog trigonometrijskog limesa.

Uzmimo trigonometrijsku (jedinicnu) kruznicu sa sredistem u ishodistu
O i pravac paralelan s osi y koji prolazi tockom B = (1,0) u ravnini. Kako

gledamo limes funkcije % kada x — 0, i zbog parnosti od Si%, jasno je
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us

da je dovoljno promatrati x € (0,%). Kada s pravca uzmemo x € (0,7)

i namotamo ga na kruznicu on se preslikava u tocku A’ = (cosz,sinx).
Oznacimo s A = (cosz,0), ortogonalnu projekciju tocke A’ na x os, i s
B = (1,tg z), presjek polupravca kroz ishodiste i tocku A’ s tangensnom

osi (interpretacija tangensa preko trigonometrijske kruznice). Jasno je da
se trokut OAA" nalazi unutar kruznog isjecka OBA’, koji se nalazi unutar
trokuta OBB'. Dakle imamo

P(OAA)) < P(OBA') < P(OBB)).

Povrsina kruznog isjecka s duljinom luka x dana je formulom

P(OBA') = %
odnosno
P(OBA') = g
jer je kruznica jedinicna. Dakle imamo
1 r 1
—sinzcosr < - < —-1-tgzx
2 2 7 2
Podijelimo li ovaj izraz sa sinx dobijemo
x 1
cosx < —— < )
sinx ~ cosw
odnosno )
1 sinx
> > COS .
cos T x

Pustimo li sada x — 0 u gornjoj nejednakosti, i 1z ¢injenice da je limO cosx =
T—>
cos0 =1 (Teorem 6.12) dobijemo

sinx
1 < lim <1,
r—0
odnosno ]
. sinz

lim =1

r—0 Qg
Teorem 6.17.

1 X
lim (1 + —> =c.
r—+00 €T




228 POGLAVLJE 6. UVOD U DIFERENCIJALNI RACUN

Primjer 6.10.

.oef—1
lim =1,
z—0 €T
1 _—
. a” —
lim =Ina,
r—0 x
a>0,a€elR.
Promatramo prvo
In(1
fim B (4t
x—0 x x—0

Iz Teorema 6.12 i Teorema 6.17 slijedi

1
z

lim In(1+2)> =In( lim (1 —|—a:)%) =Ine=1.
z—0 z—0

Dakle je
lim In(1 + x)

x—0 x

=1

Oznacimo sada e — 1 sa t. Tada je jasno dat — 0 kada © — 0, i da je x = In(t + 1).

Zbog toga je
.ooet—1 . t
lim = lim ——
z—0 I t—0 ln(t + 1)

Iz tocke 5.2.6 znamo da za proizvoljni a > 0 vrijedi

a® = &% lna'
Dakle imamo
) a® —1 ) e~ Ina __ 1
lim = lim —.
x—0 x x—0 €T

Sada uz zamjenu varijable t = e*™% — 1 imamo da t — 0 kad v — 0 i x = 71111(:121).

Dakle imamo

i ef Inx _ 1 i
1m = 1M —F—
z—0 T t——0 In(t+1)

Ina

=Ilna.®

Svojstva limesa i pravila za njihovo racunanje

Teorem 6.18. Neka postoje
lim f(z)

Tr—rC

lim g(z)

Tr—rC

funkcija f,qg: R — R. Tada
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1. funkcija f £ g ima limes u tocki ¢ i vrijeds

lim (f(z) £ g(z)) = lim f(z) £ lim g(z);

Tr—C r—C r—rC

2. funkcija \f ima limes u tocki ¢ za proizvoljan X € R 1 vrijedi

lim (A f(x)) = X lim f(z);

Tr—rC Tr—rC

3. funkcija f - g ima limes u tocki ¢ © vrijedi

lim (f(z) - g(x)) = lim f(2)- lim g(2);

Tr—rC Tr—rC Tr—rC

4. funkcija % ima limes u tocki ¢ i vrigeds

i (4) = o

r—C

Tr—rC

ako je g(c) #0 1 lij} g(x) #0. &

Teoremi 6.13, 6.16, 6.17, 6.18 i temeljni limesi iz toc¢ke 6.1.7 su nam dovoljni
za raunanje gotovo svih limesa.

6.2 Derivacija funkcije

6.2.1 Motivacija

Osim ponasganja vrijednosti neke veli¢ine i nacina na koji ona ovisi o nekoj drugoj
veli¢ini, vazno je znati i kako se brzo ona mijenja kada se mijenja veli¢ina o kojoj

ona ovisi.

Primjer 6.11. Automobil je put od Zagreba do Karlovca (50 km) presao za

pola sata. Kojom se prosjecnom brzinom kretao?

Prema formuli

S
v= -,
t
gdge je s prijedent put, a t vrijeme za koje smo presh taj put, dobivamo
50 k
V= = 1002,

05 h
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Gornja nam formula ne daje nikakvu informaciju o tome kojom se brzinom
automobil kretao npr. 15 minuta nakon polaska.

Kretanje je promjena poloZaja u vremenu. Trenutna brzina, za razliku od
prosjecne, zahtijeva podrobnije razmatranje.

Ideja je koristiti ono sto znamo, tj. promatrati prosjecnu brzinu na sve kracim
1 kracéim intervalima oko trenutka koji nas zanima.

Promatramo prosjecnu brzinu na vremenskom intervalu (a,b). Dana je for-

s(b) — s(a)
b—a

gdje je s(b) odnosno s(a) prijedeni put do trenutka b odnosno trenutka a.

mulom

V=

Uzmimo a = ty, b = tg + At, za neki mali At i pogledajmo prosjecnu brzinu

na [to, to —+ At], t]

S(to + At) — S(to)
At

Sto je At manji, to bolje ovaj izraz aproksimira “pravu” brzinu u t = to.

U =

No uvrstimo li At = 0 u gornju formulu, dobivamo neodredeni izraz tipa %.

Dakle, moramo promatrati limes. Definiramo brzinu u tocki ty s

. s(ty + At) — s(t
v(to) :Altlgo (to Ai (to)

Ova formula predstavlja osnovnu ideju i temelj diferencijalnog racuna.®

Dok je Newton do$ao do otkric¢a diferencijalnog rauna preko problema brzine,

Leibniz je diferencijalni racun otkrio preko problema tangente.

Primjer 6.12. Projektil je bacen vertikalno wvis u trenutku t = 0 nekom
pocetnom brzinom vy s visine yo. 1z fizike znamo da je visina projektila u

trenutku t dana formulom

1
y(t) = yo + vot — 5gt?.

Prosjecna brzina projektila u drugoj sekundi njegovog leta je

y(2) —y(1)
2-1
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y
At
Ay Ay
At

Slika 6.3: Ovisnost visine projektila o vremenu.

Prosjecna brzina v 1001-05 milisekundi je

y(1.001) — y(1)
1.001 —1 '

Ova druga je bolja aproksimacija prave brzine projektila u tg = 1 nego ona

PrUa.

Opcenito, prosjecna brzina projektila u vremenskom intervalu [ty, to+ At]

je dana izrazom
y(to + At) —y(to) _ Ay
At At
No izraz % je tangens kuta koji sekanta krivulje y = y(t) kroz tocke (to, y(to))

i (to + At,y(to + At)) zatvara s osi z, a to je jednako koeficijent smjera te

sekante. Dakle, prosjecna brzina odgovara koeficijentu smjera sekante,

Ay_t
Ar = ga.

Prava brzina u trenutku to bi onda odgovarala koeficijentu smjera tangente
na krivulju y = y(t) u tocki s apscisom ty. Time smo mehanicki pro-
blem odredivanja trenutne brzine sveli na geometrijski problem odredivanja
koeficijenta smjera tangente na graf funkcije koja opisuje ovisnost visine o

vremenu.®

6.2.2 Derivacija funkcije u tocki

U Primjeru 6.11 smo vidjeli da limes kvocijenta ﬁ—i mjeri brzinu promjene veli¢ine

f u ovisnosti o veli¢ini x.
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At

Slika 6.4: Sekante i tangenta.
Definicija 6.4. Neka je funkcija f definirana na nekom otvorenom intervalu
I koji sadrzi tocku xq, tj. f: 1 — R, g € I. Ako postoji

lim f(xo + Az) — f(x0)

Az—0 Ax ’

onda kaZemo da je funkcija f diferencijabilna ili derivabilna u tock:

xo 1 broj

f(xo + Az) — f(x0)
0 Az

faw) = Jim

zovemo derivacija funkcije f u tocki xg.

Primjer 6.13. lzracunajmo derivaciju funkcije f(z) = 2% u tocki xo = 3.

f(3+ Ax) — f(3) (3+ Ax)? — 32

f(3) = lim = lim = lim (6+Az) =6.4

Ax—0 Azx Az—0 Az Az—0

Primjer 6.14. Odredimo derivaciju funkcije f(x) = sinz u tocki xy = 7.

f(m+ Ax) — f(x)

sin(m + Azx) —sinm

/ . .
)= lim = lim
f ( ) Ax—0 Al‘ Azx—0 A:E
i sincos Ax + cosmsin Ax — sin 7 ) cos 7 sin Ax
= lim = lim —
Ax—0 Az Axz—0 Az
. sin Az
=cosm lim =cosT=—1.8

Az—s0 Az
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6.2.3 Derivacija funkcije

Ako je funkcija f derivabilna u svakoj tocki nekog otvorenog intervala I, onda je
pravilom

z+— f'(z)
dobro definirana jedna funkcija na I. Tu funkciju zovemo derivacija funkcije f

i oznatavamo s f'(z). Dakle je

o) =t 1 AD) )

Az—0 Ax

Napomena 6.6. Uocimo bitnu razliku. Derivacija funkcije f u tocki xqg je
broj, koji se oznacava sa f'(xg). Derivacija funkcije f (na nekom intervalu
I na kojem je definirana i na kojem je u svakoj tocki diferencijabilna) je
funkcija, koja se oznacava s f'(x) i koja svakoj vrijednosti x € I pridruZuje
broj f'(x).

Primjer 6.15. Pogledajmo sljedece primjere:

1. Derivacija funkcije f(x) = kx +1 je f'(x) = k, za proizvoljne k,l € R.

. fla+ Az) — f(x) . kx+EkAx+1—kx—1
/ - _
flo) = Jim A = A Az
= lim k=%.
Ax—0

Dakle brzina promgjene linearne funkcije je konstanta.

U specijalnom slucaju kada je k = 0, tj. funkcija f(x) =1 je konstanta,

a iz gornjeq racuna imamo da je
f(x)=0.
Dakle je promjena brzine konstantne funkcije nula, sto smo i ocekivali.

2. Deriwacija funkcije f(x) = 2% je f'(z) = 2.

oy o S Ar) = fl@) L (o4 Ax)® — o
fla) = A, Az = Al Az
2 2 _ 2
— qim S 2eAT AT m @ lim (2x + Az) =2z.8

Az—s30 Az Az—0
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Primjer 6.16. Derivacija funkcije f(x) = sinx je f'(x) = cosz.

[z + Ax) — (=)

!
z)= 1
f(x) Az—0 Ax
. sin(x + Azx) —sinzx . sinxcos Az + coszsin Ax — sinx
= lim = lim
Az—0 Az Axz—0 Az
. sinz(cos Az — 1) . sinAxcosz
= lim im ——
Az—s0 Az Az—s0 Azx
) ) cosAxr — 1 ) sin Ax
=sinz lim ———— +cosx lim
Az—0 Az Az—0 Az
Kako je
cos2x — 1= —2sin’x
mamo
. 2 A
. . cos Az — 1 ) sin Az ) _ —2sin” 5F

sinr lim ———— +cosx lim =cosx +sinz lim

Ax—0 Al‘ Ax—0 AJ] Ax—0 A[L’

) . sin % . . Ax )
=cosx —sinz | lim = lim sin— | =cosz —sinz-1-0=-cosz.M
Ax—0 Tx Ax—0 2

Graficka interpretacija

Ako je u nekoj tocki derivacija funkcije pozitivna, to znadi da je koeficijent smjera
tangente u toj toc¢ki pozitivan, odnosno da je tangenta pravac koji raste. Ako je
funkcija definirana na nekom intervalu i ako je f'(x) > 0 za sve x iz tog intervala,
onda je funkcija f rastu¢a na tom intervalu (jer je tangenta u svakoj tocki tog
intervala rastuca). Sli¢no, ako je f/(x) < 0 na nekom intervalu, funkcija pada
na tom intervalu.

U totkama gdje je f'(x) = 0, tangenta je paralelna s osi x. Tu funkcija niti raste
niti pada. Takve totke zovemo stacionarne tocke.

6.2.4 Racunanje derivacija

Kako je definicija derivacije (Definicija 6.4) ustvari limes funkcije

f(z+Az) — f(z)
Az ’
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mogu se javiti neki problemi pri raunanju derivacije. To su npr., problem pos-
tojanja limesa, problem razli¢itih vrijednosti slijeva i zdesna, problem konaénosti

limesa, problem rubova domene.

Primjer 6.17. 1. Funkcija f : R — R dana formulom f(x) = |x| nije

derivabilna u x¢g = 0.

Pogledajmo sljedece limese:

f(xo + Az) — f(x0)

L= 1
AanWL Az
i A
M= lim flxo + Azx) — f(iUo)‘
Az—30- Ax

Lagano se vidi da je M = 1 ¢+ L = —1. Dakle iz Teorema 6.11 za-

kljucujemo da

lim f(xo + Ax) — f(20)
Ax—0 AZL‘

ne postoji, tj. ne postoji f'(0).

2. Funkcija f : R — R dana formulom f(x) = /x nije derivabilna u

.I’():O.

Pogledajmo sljedeci limes:

i J@0 A~ flw) o+ AT~ Y

Az—30 Ax Az—s0 Ax
_ vVAz _ 1
T A0 Az Areso NN

Iz tocke 6.1.7 imamo da je

. 1
A}Q}EU \3/ AJ;Q o +OO’

dakle ne postoji f'(0).

3. Funkcija f : R — R dana formulom f(z) = Va2 nije derivabilna u

.CIZ'(]:O.
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Pogledajmo sljedeci limes:

i L@ A = flro) Vot Aw)? = Vo

Ax—0 A,ZL’ Ax—0 ALL‘
Vv Az? . 1
= 1m - 11m .
Az—0 Az Az—0 S A

Iz tocke 6.1.7 imamo da je

dakle ne postoji f'(0).#

Teorem 6.19. Neka je funkcija f derivabilna u tocki xo otvorenog intervala
I, zg € I CD(f). Tada je f i neprekidna u x.

Dokaz:
Funkcija f je derivabilna u xo € D(f), dakle postoji limes
f(zo + Ax) — f(x0)

’ _ .
f(wo) = Ailgo Az '

Definirajmo sada funkciju g : I — R formulom

f@otAz)—f(zo) A 0
g(zo + Azx) = S , Br# .
1'(z0), Az =0
Kako je
lim g(zo 4+ Az) = g(xo) = f'(x0)
Azx—0

iz Teorema 6.12 zakljucujemo da je funkcija g neprekidna u xq. Nadalje, za Ax # 0 vrijedi
flzo + Az) = g(zo + Az)Az + f(z0).
Sada imamo

lim f(zg+ Az) = lim (g(zo + Az)Az + f(x0))
Az—0 Az—0

(zo +Az) lim Az+ lim f(zo)=g(zo) 0+ f(zo) = f(zo).

I
Azlg()g
Iz Teorema 6.12 imamo da je f neprekidna u xo.d

Obrat Teorema 6.19 opcenito ne vrijedi. Sve tri funkcije iz Primjera 6.17 su

neprekidne u nuli, ali vidjeli smo da nisu derivabilne.
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Derivacija zbroja, razlike, produkta i kvocijenta funkcija

Teorem 6.20. Neka su funkcije f,g : R — R derivabilne na otvorenom
intervalu I C D(f), I C D(g). Tada su na I deriwabilne i funkcije f + g,
f-gi § (tamo gdje je definirana, tj. za one x € I za koje je g(x) #0), i

vrijedi
1 (f(z) £ g(x)) = f'(x) £ g'(x)
2. (f(x) - g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(z)

(f(z + Ax) + g(x + Ax)) — (f(z) £ g(x))
Ax—0 Ax

~ Jim o + lim A = f'(x)£g'(x)
Q(HM'“@VZAEEOﬂ$+Am (xzf@ f(z)-g(x)
_ iy @A) g+ Ax) — f(2) - g(z + Az) + f(2) - g( + Ax) — f(2)g(2)
Az—0 A.’IJ

[z + Az) — f(z)
Az

= /(@) Jim glx+A2) + f(2)g(2).

Sada iz Teorema 6.19 imamo lim g(z + Ax) = g(z), odnosno
Az—0

g(z + Az) — g(z)
Az

= Jlm, ofe + &2 + im0

(f(z) - g(@)) = f'(2)g(x) + f(2)g (2).
3. Izracunajmo prvo (ﬁ)/. Kako je g(x) - ﬁ 1, imamo (g(x) . #)/ =0, t.

po pravilu derivacije produkta g'( q(w) +g(z (l](lx ) = 0. Dakle
g'(

z)

(9(196))/ 92,(96
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Napomena 6.7. Neka je funkcija f : R — R derivabilna na otvorenom in-
tervalu I C D(f). Tada je funkcija Af, gdje je A € R proizvoljan, derivabilna
na I i vrijedi

M) () = Af'(2),

za svaki x € I.

Dokaz:
Definirajmo funkciju g : R — R formulom g(x) = \. Ocito je D(g) = R,
dakle je po Teoremu 6.20 funkcija g - f = \f derivabilna na I © vrijedi

(Af)(z) =0 f(z) + Af'(x) = Af'(2),

za svaki x € I.&

Derivacija kompozicije funkcija

Teorem 6.21. Neka je funkcija f: R — R deriwabilna u tocki x otvorenog
intervala I, v € I C D(f), i funkcija g : R — R derivabilna u tocki f(x)
otvorenog intervala J, f(z) € J C D(g). Tada je funkcija g o f derivabilna
w1 vrygeds

(90 f)(2) = g(f@) - F'(x).

Gornju formulu za derivaciju kompozicije funkcija zovemo lan&ano pravilo.
Primjer 6.18. Koja je derivacija funkcije h(x) = (sinz)??

Funkcija h je kompozicija g o f, gdje je g(x) = x%, f(x) = sinwz. Dakle,

1z Teorema 6.21, Primjera 6.15 1 Primjera 6.16 imamo
hW(z)=(go f)(x)=4¢(f(x)) f'(x)=2f(x)f (x) = 2sinz cosx = sin 2z.
Izracunajmo jos i (f o g)'. Dakle imamo

(f 0.9)(@) = f'(9(a))g'(x) = cos(a?)(22) = 2 cos 2.



6.2. DERIVACIJA FUNKCIJE 239

Derivacija inverzne funkcije

Specijalan slu¢aj kompozicije funkcija je kada je funkcija ¢ inverzna funkciji f,
tj. g = f~!. Dakle imamo

fH(f(@) ==
Sada primjenom Teorema 6.21 imamo

(fof) (@)= () (f@)f'() =1,

odnosno

—1y/ _
Y@ = F
Ovo se, naravno, moze provesti samo ako je f'(z) # 0.

Teorem 6.22. Neka je funkcija f : R — R derwabilna na intervalu I,
f'(z) # 0 na I i neka postoji f~'. Tada je f~1 derivabilna i vrijedi

Primjer 6.19. Pogledajmo sljedece primjere:

1. Derwacija funkcije g(x) = Inz je ¢'(x) = *.

Pogledajmo prvo derivaciju funkcije f(x) = e*. Dakle imamo

61+Am — et eAx -1
' o T
Flw) = A}L}EO Ax c A}plgo Az
Iz Primjera 6.10 itmamo da je
Az 1
lim & —1,

roho T Az
dakle je
f'(x) =€
Kako je (f o g)(x) = x iz Teorema 6.22 imamo da je
Fg(@)g () = "*g/(x) = 2g/(x) = 1,
odnosno

g'(x) = -
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2. Derivacija funkcije g(x) = \/x je ¢'(x) = ﬁ

Iz Primjera 6.15 znamo da je derivacija funkcije f(x) = x* funkcija
f(x) =2z, i vrijedi
(fog)(z) =z

Iz Teorema 6.22 imamo da je

flg(x))g'(x) = 2vzg (z) = 1,

odnosno

Derivacije elementarnih funkcija

Na osnovi Teorema 6.20, 6.21 i 6.22 mogu se izraunati derivacije svih elemen-
tarnih funkcija. Osnovne derivacije dajemo u sljedecoj tablici. Derivacije svih
drugih elementarnih funkcija mogu se dobiti primjenom pravila iz Teorema 6.20,
6.21 1 6.22 i derivacijama iz donje tablice.

Napomena 6.8. Studentima se preporucuje da provjere donje formule sa-

mostalno.

6.2.5 Diferencijal funkcije i lokalna linearizacija

Pretpostavimo da nas za danu funkciju f : I — R zanima kako se promijeni
vrijednost funkcije u toCki o € I kada se argument promijeni za Axz. To&an

iznos promjene vrijednosti funkcije je

f(zo + Ax) — f(x0),

no to je ponekad teSko izracunati. Umjesto te vrijednosti lak3e je izracunati
razliku A f izmedu f(x) i tocke na tangenti funkcije f kroz totku (xo, f(x¢)) s
apscisom xg + Az. Jasno je da je i—x = tg «, odnosno

Af =tg alz,
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! !
| f=) f'@) || f) f@) |
c 0 arccos T — 1
1—a2
«a a—1 1
T ax arctg x a2
T x 1
e e arcctg z T2
a® a*Ina || sh z ch z
Inz % ch z sh z
1 1
lOgll z zlna th z ch? z
sin « cosx | cth z —_1
sh? z
Ccos T —sinz || Arsh z L
1422
1 1
tg x —=; | Arch z ——
1 1
ctg pr Arth z T
. 1 1
arcsin — | Arcth z T

Tablica 6.1: Derivacije elementarnih funkcija

gdje je o kut izmedu tangente funkcije f u toZki (zo, f(zo)) i osi z. Iz formule

Af =tg aAz vidimo da ¢e za male vrijednosti od Az i pogreska

Af = (f(zo + Az) — f(x0))

u¢injena zamjenom krivulje y = f(x) tangentom kroz (xg, f(x)) biti dosta mala,
tj. vrijednost Af e biti to bliza vrijednosti f(z¢ + Az) — f(zo) $to je manji
Ax. Prijedemo li sada s konaénog prirasta Ax funkcije f na beskona¢no mali

prirast dx, veli¢inu
df (zo) = f/(llfo)dx

zovemo diferencijal funkcije f u tocki xy,. Ako f ima derivaciju u svakoj

tocki nekog otvorenog intervala I, onda je s

df () = f'(z)dzx

definiran diferencijal funkcije f na intervalu /.

Rekli smo da je derivacija funkcije f u tocki xy € I ustvari koeficijent smjera
tangente na graf funkcije f u toZki (xg, f(zo)). Dakle, jednadzba tangente u
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y

0 Xq X g+ AX X
Slika 6.5: Diferencijal funkcije.

tocki (zo, f(x¢)) na graf funkcije f je dana s

y — f(wo) = f'(20)(z — 20),
odnosno s

y = f(wo) + f'(w0)(z — x0)
(tocka 2.1.5).

Teorem 6.23. Neka je f: I — R derwabilna u tocki xo € I 4

g(z) = f(wo) + f'(w0)(z — x0).

Tada od svih polinoma stupnja najvise jedan, polinom g najbolje aproksimira

funkciju f u neposrednoj okolini tocke xq.d

Kako se u okolini totke x( tangenta dobro priljubljuje uz graf funkcije f
(Teorem 6.23), to su razlike ordinata na grafu i na tangenti male za istu aps-
cisu. Dakle, dovoljno blizu totki xqg mozemo graf funkcije f zamijeniti komadom

tangente:
(&) & f(xo) + f'(xo)(z — o).

Gornja formula predstavlja lokalnu linearizaciju funkcije f u tocki x = xy.

Primjer 6.20. Pronadimo lokalnu linearizaciju funkcije f(x) = sinx u tocki

.T():O.
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Slika 6.6: Tangenta je graf najbolje linearne aproksimacije funkcije u okolini

neke tocke.

Iz Primgera 6.16 znamo da je f'(x) = cosz, dakle je f'(0) = cos0O = 1.
Imamo
f(z) = sin0+ cos 0(x — 0) = z,

odnosno

sSinr ~ x

na dovoljno maloj okolini oko xy = 0.

Zamgjena funkcije f(x) = sina funkcijom g(z) = x "za male x” omoguéava
jednostavno rjesavanje diferencijalne jednadzbe koja opisuje gibanje njihala
"za male otklone”.

Za velike otklone to ne moZemo uciniti jer nemamo vise dobru aproksimaciju

funkcijom g(x) = x i njihalo se vise ne ponasa kao harmonicki oscilator.®

Primjer 6.21. "Pravilo 70” za udvostrucéenje iznosa novca uloZenog uz i%
kamata godisnje. Koliko godina treba da se novac uloZen uz i% kamata

godisnje udvostruci?

Stavimo r = 5. Tada je suma novca nakon t godina dana formulom

S(t)=G(1+7r),

gdje je G glavnica.
Nas zanima vrijeme koje mora proéi da se uloZeni novac udvostruci. Rjesavamo
jednadzbu

S(t) = 2G.
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Imamo

2G = G(1+1),

odnosno
2= (1+r)"

Logaritmiranjem gornjeg izraza dobivamo formulu

~ In2
In(1+7r)

Lineariziragmo lokalno funkciju f(r) = In(1 +r) oko r = 0.

Kako je f(0) =0, f'(r) = 11, odnosno f'(0) = 1, imamo

f(r) = £(0) + f(0)(r —0) =1

Dakle imamo
In(l+7r)~r

na dovolyno maloj okolini oko tocke r = 0.

Sada imamo
In2 Nln2_1001n2w70

:ln(1+r)N ro i

Dakle dobili smo formulu za priblizno vrijeme udvostrucenja uloZenog novca.
Uocimo da je iz te formule puno lakse izracunati vrijeme nego iz tocne for-

mule
In2

t= ————.
In(1+7)

Za male r je ucinjena pogreska takoder mala.®

Primjer 6.22. Pronadimo lokalnu linearizaciju funkcije f(x) = v/1+2x u
tocki xg = 0.

Kako je f(0) =1, f'(z) = 2\/% odnosno f'(0) = 3 imamo

F@) = F(O)+ F(O)—0) =1+,

Dakle je

M1+x%1+§

na dovoljno maloj okolini oko tocke xqg = 0.8



6.2. DERIVACIJA FUNKCIJE 245

6.2.6 Derivacije viseg reda

Ponekad je bitno znati i brzinu promjene brzine promjene. Npr., ubrzanje ili
akceleracija je brzina promjene brzine, dakle derivacija brzine. Kako je sama
brzina derivacija puta po vremenu imamo da je ubrzanje derivacija (po vremenu)
derivacije puta po vremenu. To je druga derivacija puta po vremenu. To nas
vodi do opce definicije.

Ako je funkcija f derivabilna u svakoj to¢ki otvorenog intervala I C D(f),

onda iz to¢ke 6.2.3 znamo da je dobro definirana funkcija
x— f(x),

za svaki x € I. Sada ako u to€ki xg € I postoji limes

lim f'(wo + Ax) — f'(0)
Az—0 Az

kaZemo da funkcija f ima drugu derivaciju u tocki z( i pisemo

f”(ﬂTO) — AEEO f (xO + AAJ;?: - f (1‘0)

Gornjim je izrazom definirano preslikavanje
zo — ["(x0).

Dakle, ako je to pridruZivanje definirano u svakoj to¢ki nekog intervala J C
D(f') = 1, onda se funkcija
z— ()

oznalava s f” i zove druga derivacija funkcije f (na J). Dakle, vrijedi

f'(@) = [f'()],

za svaki z € J.

Analogno se definiraju i derivacije viseg reda:

@), f@), - M),

i vrijedi

f(x) = [f" V()]
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za svaki n € N.

Geometrijska interpretacija predznaka i iznosa prve derivacije je nagib i str-
mina tangente. Geometrijska interpretacija predznaka druge derivacije vezana je
uz konveksnost i konkavnost grafa funkcije, a njezinog iznosa uz zakrivljenost
grafa. (Graf linearne funkcije je pravac. Druga derivacija linearne funkcije je
identi¢ki jednaka nuli, tj. pravac se ne zakrivljuje. Odatle ideja da se druga
derivacija veZe uz zakrivljenost. Odnos nije jednostavan, zakrivljenost funkcije f

u tocki = je dana s

) — @)
L+ ()P
gdje je .
p(x) = %

polumjer kruZznice koja se od svih mogucih kruznica najbolje priljubljuje uz graf
funkcije f u toZki (x, f(x)). O tome Ce biti vige rije¢i u Matematici Il.)
Pozitivnost druge derivacije znadi rast prve derivacije; negativnost druge de-
rivacije zna&i pad prve derivacije. Dakle, ako je (u nekoj to¢ki) (na nekom inter-
valu) f”(x) > 0 to zna&i da koeficijent smjera tangente na graf funkcije f raste
kad idemo tim intervalom s lijeva na desno. KaZemo da je funkcija f konveksna
na tom intervalu. Ako je f”(z) < 0 na intervalu, koeficijent smjera tangente

pada s lijeva na desno. Takve funkcije zovemo konkavnima (na promatranom

intervalu).
y y
f(x)
f(x)
0 X 0 X

Slika 6.7: Konveksna (lijevo) i konkavna (desno) glatka funkcija.

Pojmovi konveksnosti i konkavnosti imaju smisla i u tocki, tj. funkcija f je ko-
nveksna u zg ako je f”(zo) > 0, a konkavna u zy ako je f”(zg) < 0.
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Totke u kojima se f”(x) ponidtava i mijenja predznak su zanimljive jer se u
njima graf funkcije pona3a vrlo sli¢no tangenti, tj. ravan je (lokalno) i prelazi s
jedne strane tangente na drugu. Takve totke se zovu tocke prijevoja ili tocke
infleksije. To su tocke prijelaza iz konveksnosti u konkavnost i obratno. U tim

to¢kama funkcija najbrZe odnosno najsporije raste odnosno pada.

Primjer 6.23. Funkcija f : R — R dana formulom f(z) = 2 ima tocku

infleksije u xg = 0.

Ocito je f'(z) = 3x*, odnosno f"(x) = 6x. Dakle je f"(x) = 0 ako i samo
ako je v = xo = 0. Nadalje je f"(x) >0 zax > 01 f"(z) <0 zaz <0, .
f ge konveksna na (0,+00) i konkavna na (—00,0). Dakle xy = 0 je tocka
infleksije. @

6.2.7 Osnovni teoremi diferencijalnog racuna

Vidjeli smo da je neprekidnost funkcije u tocki i na intervalu svojstvo koje je
nuZno za postojanje derivacije u to¢ki (na intervalu) (Teorem 6.19). Zelimo i
raditi s derivacijama viseg reda, ne samo funkcija, nego i njene derivacije moraju
biti neprekidne.

Funkcija f : I — R je klase C'*(I) ako ima prvu derivaciju na I i ako je ta
prva derivacija neprekidna na I. Sli¢no, funkcija f je klase C*(I) ako ima sve
derivacije do ukljutivo reda k na I i ako je f*) neprekidna na I.

Za funkcije neprekidne na I kazemo da su klase C°(1) ili samo C(I). Ako funkcija
ima neprekidne derivacije bilo kojeg reda, kao npr. f(x) = €®, f(x) =sinx na
R, kaZemo da su klase C*°([).

Za funkcije iz CY(I), C?(I),...,C°°(I) kaZemo jo% da su glatke.

Napomena 6.9. Iz Teorema 6.1, Teorema 6.20 i Napomene 6.7 direktno slijedi da su sku-
povi CO(I), CY(I), ... i C(I) realni vektorski prostori. Stovise, to su podprostori realnog
vektorskog prostora svih funkcija f : I — R (Napomena 5.13). Beskonacnodimenzionalni
su, jer mpr. skup {1,z,22, ...,a"} je linearno nezavisan za svaki n € N (Teorem 5.3),
1 svaka funkcija iz tog skupa ima derivaciju svakog reda na I. Dakle beskonacni skup

{z"™ :n=0,1,...} se nalazi u nekoj bazi svakog od tih vektorskih prostora.

Napomena 6.10. Vrijed:

(1) > CH(I) > C*I) > ... > C=(I).



248 POGLAVLJE 6. UVOD U DIFERENCIJALNI RACUN

Dokaz:
Ocito vrijedi
Co(I) 2 C'(1) 2 C*(1) ... 2 C>(I),
jer ako je npr. funkcija klase n+ 1, onda ona mora biti i klase n, n =0,1,....
Iz Primjera 6.17 znamo da za funkciju danu formulom f(x) = |z| vrijedi f ¢ C*(I) na
intervalu I oko nule, ali oéito je da je f € CO(I), dakle je C°(I) D C*(I).
Definirajmo funkciju f : R — R formulom

1,
f:{ —VI—@—12+2, 1<z<2

Slika 6.8: Funkcija ¢ija druga derivacija nije neprekidna.

Kako je
lim f(z) = 1= f(1)

r—>1

iz Teorema 6.12 zakljucéujemo da je f neprekidna na D(f) = (—o0,2). Kako je

, 0, z <1
fi(z) = 713;1_1),2, 1<z <2

Tim f(x) =0=f/(1)

imamo da je f’ neprekidna na (—o0o,2), dakle je f € Cl{—c0,2). Pogledajmo drugu
derwaciju od f. Imamo

Kako je
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zakljucujemo da f" nije neprekidna u x = 1, ima skok s 0 na 1. Dakle f" ¢ C?(—c0,2),
odnosno je C'(—00,2) D C?(—00,2).d

Ovaj je primjer zanimljiv jer pokazuje da pri prijelazu s ravnog komada na
kruzni luk dolazi do skoka druge derivacije. Kako je fizikalna interpretacija druge
derivacije ubrzanje to znadi da tu dolazi do skoka sile. To je razlog zasto se kod
cesta i pruga takvi prijelazi ne rade.

Opcenito se stroga inkluzija dokazuje promatranjem funkcije f(x) = 2"\/x
na [0, 400).

Teorem 6.24 (Fermatova lema-nuzan uvjet ekstrema). Neka je f: 1 — R
klase C*(I) i neka f ima lokalni ekstrem u tocki xg € I. Tada je f'(xo) = 0.4

f()

Slika 6.9: Fermatova lema.

Geometrijska interpretacija Teorema 6.24 je da u tocki lokalnog ekstrema
glatke funkcije tangenta mora biti paralelna s x osi. To vrijedi i za lokalne

minimume i maksimume.

Napomena 6.11. Primijetimo:

1. Uyjet f € CH(I) iz Teorema 6.24 je bitan. Jasno je da funkcija f(x) =
|z —1| ima lokalni (¢ak i globalni) ekstrem u x = 1, no iz Primjera 6.16

znamo da f'(1) ne postoji, pa se ne moze niti ponistavati.

2. Uvjet f'(x0) = 0 nije i dovoljan da bi funkcija f € CY(I) imala vz € I
lokalni ekstrem. Za funkciju f(x) = 2* vrijedi f'(0) = 0, ali znamo da

ona strogo raste na R, dakle ne mozZe imati ekstreme.
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/ 0 X

Slika 6.10: Glatkost funkcije je nuzna u Fermatovoj lemi.

Teorem 6.25 (Rolleov teorem). Neka je f : I — R klase C'(I) i neka je
f(a) = f(b) =0 za neke a,b € I, a < b. Tada postoji xy € {(a,b) takav da je
fI(ZE()) =0.

Dokaz:

Kako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] prema Teoremu 6.6 funkcija f po-
prima svoj minimum m i maksimum M na [a,b], tj. postoje tocke x1,x2 € [a,b] za koje je
f(x)=m i f(z2) = M. Ako je m = M onda je f konstantna na [a,b], tj. je f'(x) =0,
za svaki x € (a,b). Dakle u tom sluéaju svaki xo € (a,b) zadovoljava turdnju teorema.
Ako je m < M, onda je barem jedan od brojeva m i M razlic¢it od nule. Pretpostavimo da
je M #0. Kako je f(a) = f(b) =0 i f(x2) = M to je xo # a i xo # b. Dakle je tocka xo
unutarnja tocka segmenta [a,b).

Kako je f diferencijabilna u tocki xo i ima maksimum u xo iz Teorema 6.24 imamo da je

f'(x2) = 0. Analogno se dokaze kada je m # 0.

Teorem 6.25 kaZe da ako imamo neprekidno diferencijabilnu funkciju na I
koja se ponistava u dvjema to¢kama iz I, onda u barem jednoj tocki izmedu tih
dviju tofaka funkcija ima lokalni ekstrem.

Napomena 6.12. Primijetimo da je Teorem 6.25 u stvari Teorem 6.4 pri-
mijenjen na funkciju f'. Kako je prva derivacija funkcije u tocki koefici-
jent smjera tangente, odnosno, daje nam informaciju o rastu i padu funkcije
u tocki, jasno je da kada funkcija f ide iz nultocke (a,0) prema sljedecoj
nultocki tada ako raste (pada) zbog neprekidnosti mora padati (rasti) pri do-

lasku u tu sljede¢u nultocku. Dakle postoje tocke xq1,x2 € [a,b] za koje je
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y
/\X)
0| 7a *O b\ X

Slika 6.11: Geometrijska ilustracija Rolleova teorema.

fa1) >0 (f'(z1) <0) 1 f/(z2) <0 (f'(x2) > 0), odnosno je f'(x1)f (x2) <
0, pa po Teoremu 6.4 postoji xg € [x1, 2] za koju je f'(xo) = 0.

Na slici 6.11 je prikazana najjednostavnija situacija kad izmedu a i b nema
drugih nultocaka.

Teorem 6.26 (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti). Neka je f € C(I).
Tada za sve a < b, a,b € I, postoji ' € (a,b) takav da je

f(b) = fla) = f/(2)(b - a).

Dokaz:
Neka su a,b € I, a < b, proizvoljne. Neka je L pravac kroz tocke (a, f(a)) i (b, (b)),
t.

Tada ocito funkcija
F(z) = f(z) — L(z)
zadovoljava Teorem 6.25, tj. postoji ' € {(a,b) za koju je F'(x') = 0. Kako je

@) = ') - V) = ') - 1O,

—a

mamo

Napomena 6.13. Primijetimo:
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6.12: Geometrijska ilustracija Lagrangeovog teorema srednje vrijed-

Ako jednadzbu f(b) — f(a) = f'(2')(b — a) zapisemo u obliku

f() — f(a)

b—a @),

onda Teorem 6.26 kaze da za svaku sekantu kroz tocke (a, f(a)) i (b, f(b))

postoji tocka =’ € (a,b) u kojoj je tangenta paralelna s tom sekantom.

Uvjet f € CH(I) iz Teorema 6.26 je bitan. Ako je dana funkcija f :

R — R formulom
3z, <1
€Tr) =
/(@) {3 x> 1,

ocito je
Tim f() = 3= f(1),
pa je, po Teoremu 6.12, f neprekidna na R. Kako je

ﬂwz{&wgl,

0 z>1
ocito f" ima prekid w x = 1. Dakle je f € C°(R) i f ¢ C*(R). Sada za

a=01b=2 imamo
f() = f(a)
b—a
ali ne postoji ' € (0,2) za koji je f'(x') = 1.

=1,
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Slika 6.13: Glatkost je nuzna u Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti.

Iz Teorema 6.26 imamo da za svaki x iz neke okoline od @ imamo 2’ € (a, x)

za koji je

To moZemo pisati kao

f(x) = fa) + f'(2')(x — a).

Broj 2’ ovisi o x, i ne znamo ga to¢no, ne znamo u kojoj toZki je tangenta pa-
ralelna sa sekantom kroz (a, f(a)) i (z, f(z)), no u nekoj tocki sigurno je.
Usporedimo to s lokalnom linearizacijom (to¢ka 6.2.5). Lokalna linearizacija funk-
cije f oko totke xg je dana's f(x) = f(xo)+ f'(x0)(x — x¢), tj. imamo priblizni
izraz. S druge strane, iz Teorema 6.26 imamo da je f(z) = f(zo)+f'(2')(z—xy),
tj. imamo to&an izraz, ali ne znamo za koji x’.

Zamjenom to&ne vrijednosti f’(z) pribliznom vrijednos¢u f'(xo) dobijemo lo-
kalnu linearizaciju, tj. poznavajuéi prvu derivaciju f’(z¢) moZemo aproksimirati
funkciju u okolini to¢ke xy. Koliko je ta aproksimacija dobra? Odnosno, poz-
navajuéi vrijednosti visih derivacija u xy, moZemo li dobiti bolju aproksimaciju
funkcije f u okolini tocke xy?

Teorem 6.27 (Taylorov teorem srednje vrijednosti). Neka je f : [ — R
klase C"TY(I) i neka je xg € I. Tada za svaki v € I postoji c, izmedu xg i x

takav da vryjedi

m L0z, (g, X
f(x)zzf (1 )<x—x0)z+—f ( )(x—xo)’” =

?
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f”(CL’o) ($—.T0)2+—|—f(n) (xO)

f(wo)+f' (o) (x—w0)+ 9] ol B ST

lzraz

n ) (g (e, 1
o) =3 T e = )t + LA o

se zove Taylorova formula. Sastoji se od Taylorovog polinoma n-tog stupnja

n ) (g |
7() = 32 T e

l

i ostatka

(n+1) Co n
Ry(x) = L (o — o).

Napomena 6.14. Za n = 0 Teorem 6.27 je bas Lagrangeov teorem srednje

vrijednosti, tj. Teorem 6.26.

Za slu¢aj n = 1 dobivamo

f(x) = f(@o) + [ (wo)(x — xo) + (7 — m)*.

Ostatak

predstavlja gresku lokalne linearizacije
f(@) & f(xo) + f'(xo)(z — o)

funkcije f u okolini to¢ke xy. Dakle, ocjenjivanje pogreske u€injene pri linearizaciji

svodi se na ocjenjivanje veli¢ine

| (ex)l-

Sli¢no kao i Teorem 6.23, Taylorovi polinomi se najbolje priljubljuju (dakle
najbolje aproksimiraju) uz graf funkcije f u okolini totke (zq, f(zo)) od svih
polinoma danog stupnja. Daleko od z aproksimacija moZe biti (i obi¢no je) vrlo
loSa. Aproksimacija je dobra lokalno.



6.2. DERIVACIJA FUNKCIJE 255

Primjer 6.24. Neka je dana funkcija f(x) = sinz. Tada su Taylorovi poli-

nomi u okolint tocke xo = 0 dani sa

To(w) = £(0) =0, Ti(x) = F(0) + [ (0)z ==,
7"

Ty(x) = f(0) + f'(0)x + f7(0)

Ty(z) = £(0) + f(0)x + f'(0) 5 + f(0)57 = = -

ZZ'S
E,...

n .
] ZE2H_1

To(z) = Z(—wm.o

1=0

Ako je f € C*°(I) onda Taylorov polinom postoji za svaki stupanj n € N.
Dakle, dobro je definiran red
f”<x(])
2!
Medutim taj red moZe divergirati za svako x # xy, odnosno konvergirati nekoj
drugoj funkciji. Red f(x) = f(xo) + f'(z0)(x — zo) + %(m — z0)? + ... be
konvergirati funkciji f u okolini tocke z( ako je

f(@) = flwo) + f'(wo)(x — o) + ( —x0)? + ...

lim (f(z) —T,(z)) = lim R,(z) =0,

n—s» o0 n—so0
gdje je

f”<«r0)
2!

T (x) = f(x0) + f'(20)(x — x0) + (x —0)* + ... +

Tada red

™) (2,

n€Ng n
zovemo Taylorov red funkcije f.
Primijetimo da je Taylorov red red potencija u varijabli (z — x() (to¢ka 4.3.1).

U posebnom slu¢aju za x¢y = 0 red

(n)
=3 170,

n!
n€eNyp
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zovemo McLaurinov red funkcije f.
MoZe se pokazati da su funkcije e*, sinx, cosx prikazive pomoéu svojih
McLaurinovih redova na cijelom R, tj. da je radijus konvergencije odgovarajuéih

McLaurinovih redova beskona&an:

. e " . & . x2n+1 e . :L.Qn
e :nzzom, Slnl’:nz:o(—l) m, COSIIHZ:O(—l) (2n)|

Napomena 6.15. Taylorovi redovi obicno sporo konvergiraju, dakle nisu

jako dobri za numeriku.

6.2.8 Primjene derivacija
Monotonost i lokalni ekstremi

Teorem 6.28. Neka je f € C'(I) za neki interval I.

1. Funkcija [ raste na I ako i samo ako je f'(x) >0, za svaki x € I.

2. Funkcija f pada na I ako i samo ako je f'(x) <0, za svaki x € I.

Dokaz:

1. Neka je f € CH(I) rastuéa funkcija na I. Tada za Az > 0 vrijedi f(z+Az) > f(z),
pa je
flat80) = 1)
Ax -

za svaki x € 1. Limes nenegativne funkcije mora i sam biti nenegativan, pa je

za svaki x € 1.

Obratno, neka je f'(x) > 0 za svaki © € I i neka je Az > 0. Tada, po Teoremu
6.26 postoji ' € (x,x + Ax) takav da je

flz+ Az) - f(z) = f'(a')Ax.

Kako je desna strana gornje jednadzbe nenegativna, to je i lijeva strana takva, dakle

funkcija f raste na I.

2. Dokaz ide na slican nacin.d
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Primjer 6.25. Funkcija f : R — R dana formulom f(x) = 2 je strogo
rastu¢a na R i vrijedi f'(0) = 0. Dakle ne vrijedi f'(x) >0 na R.#

Iz Primjera 6.25 zaklju¢ujemo da u Teoremu 6.28 ne moZemo nejednakosti
tipa > (<) zamijeniti strogim nejednakostima i dobiti analogne tvrdnje teorema
za strogi rast i pad.

Jedan smjer bismo mogli dokazati; ako za funkciju f € C'(I) vrijedi f'(z) > 0
(f'(xz) < 0) na I, onda funkcija strogo raste (pada) na /. Ovaj smjer se dokazuje
analogno kao u Teoremu 6.28 primjenom Teorema 6.26.

Medutim, obratna tvrdnja ne mora vrijediti, zbog ¢injenice da limes strogo po-
zitivne (negativne) veli¢ine ne mora biti strogo pozitivan (negativan) veé moze

biti jednak nuli (npr. lim 2% = 0).
z—0

U Teoremu 6.24 smo vidjeli da, ako je xy € I totka lokalnog ekstrema funkcije
f e CY(I), onda je f'(xo) = 0. |z Napomene 6.11 imamo da obrat ne vrijedi.
Tolke u kojima se prva derivacija ponistava ¢e nam ipak biti zanimljive, jer se

medu njima nalaze potencijalni ekstremi.

Definicija 6.5. Tocke u kojima se prva derivacija funkcije iz C*(I) ponistava

zovu se stactonarne tocke.

Dakle, u stacionarnim to¢kama je tangenta na graf funkcije paralelna s osi .

Kao $to smo rekli, u stacionarnoj tocki funkcija moZe, ali i ne mora, imati
lokalni ekstrem. To ovisi o promjeni ponasanja funkcije u toj tocki, a ta se
promjena ponasanja ocituje kroz promjenu predznaka derivacije. Ako derivacija
ne mijenja predznak, u stacionarnoj to¢ki nema lokalnog ekstrema (imamo rast
ili pad na nekoj okolini te to¢ke); inace ima lokalni ekstrem (s jedne strane tocke
funkcija raste (pada), a s druge pada (raste)).

Teorem 6.29. Neka je f € CHI) i f'(x0) = 0 za neki xg € I. Funkcija f
ima lokalni ekstrem u tocki xo ako i samo ako f'(x) mijenja predznak u tocki
xg. Ako je f'(x) < 0 lijevo od zo 1 f'(x) > 0 desno od g, onda u xy funkcija
f ima lokalni minimum, ako je f'(x) > 0 lijevo od zo i f'(x) < 0 desno od

Xo, onda u xqo funkcija f ima lokalni maksimum.

Dokaz:
Izravno iz tocke 5.1.4, Teorema 6.24, Teorema 6.28.d
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Konveksnost, konkavnost i tocke infleksije

Alternativni pristup problemu odredivanja lokalnih ekstrema je preko konveksnosti
i konkavnosti funkcije. U formulaciji ¢emo zahtijevati nesto vecu glatkocu funkcije
(tj. da je barem f € C?(I)), jer konveksnost i konkavnost ovise o predznaku

druge derivacije.

Definicija 6.6. Neprekidna funkcija f : I — R je konveksna na I ako je

s (wl ;932) < f(:vl)—gf(:vz),

za sve x1,x9 € 1. Ako je

f (xl 42r$2> > f(xl)‘gf(b)’

za sve x1,x9 € I, kaZemo da je f konkavna na 1.
Ako su nejednakosti stroge govorimo o strogo konveksnoj i strogo kon-

kavnoj funkciji na I.

Definicija 6.6 kaZe da je funkcija f : I — R konveksna ako je za sve
x1, %y € I slika aritmeti¢ke sredine od z1 i x5 manja ili jednaka od aritmeticke
sredine slika x1 i x9, a konkavna ako je za sve 1, x5 € I slika aritmeticke sredine
od x1 i x5 vela ili jednaka od aritmeticke sredine slika xq i x5.

Dakle, izmedu xy,zo € I graf konveksne funkcije je ispod, a graf konkavne
funkcije iznad sekante kroz totke (z1, f(x1)) i (22, f(x2)).

Ako je funkcija f dovoljno glatka (barem klase C*(I)), konveksnost i kon-
kavnost su odredene predznakom druge derivacije.

Teorem 6.30. Neka je f: 1 — R klase C*(I).

1. Funkcija f je konveksna na I ako i samo ako je f"(x) > 0, za svaki
x el

2. Funkcija f je konkavna na I ako i samo ako je f"(z) < 0, za svaki
r€el.d

Teorem 6.31. Neka je xq stacionarna tocka funkcije f € C*(I).

1. Ako je f"(x) > 0, funkcija f ima u xy € I lokalni minimum.
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2. Ako je f"(x¢) <0, funkcija f ima u xo € I lokalni maksimum.

Dokaz:

1. Uzmimo stacionarnu tocku xo za koju je f”(x) > 0. Zbog neprekidnosti druge
derivacije, druga derivacija je pozitivna i na nekoj okolini od xo (Teorem 6.3).
Uzmimo x proizvoljan iz te okoline. Onda Ce i tocka c, iz Teorema 6.27 biti iz te
okoline, jer se nalazi izmedu xg i x. Dakle je f"(c;) > 0. Primijenimo li Teorem

0.27 za slucaj n =1, imamo

f”(cx)
2

f//(cm)

> (w=20)* = f(a0).

(z—20)* = f(x0)+

f(@) = f(xo)+ f'(z0)(x —20) +

Dakle u tocki xo funkcija f ima lokalni minimum.

2. Dokaz ide na slican nacin.d

Uviet f”(z) > 0 (f"(z) < 0), iz Teorema 6.31, da funkcija f € C*(I)
ima lokani maksimum (minimum) nije nuZan. Npr. funkcija f : R — R dana

formulom f(z) = z* o&ito ima u z = 0 (globalni) minimum, ali je f”(0) = 0.

Definicija 6.7. Neka je f : [ — R i c € I. Neka postoji 6 > 0 takav da je
funkcija f na (c — 9, c) strogo konveksna i na {c,c+ 0) strogo konkavna ili je
na (¢ — 0, c) strogo konkavna i na (c,c+ 6) strogo konveksna. Tada kaZemo
da je tocka c tocka infleksije funkcije f.

Kaze se jos da je tocka (c, f(c)) tocka infleksije grafa funkcije f.

Teorem 6.32. Neka je f € C*(I). Ako je c € I tocka infleksije od f, onda
je 1(c) = 0.

Dokaz:
Bez smanjengja opéenitosti, neka je f na {(c—4§,c) strogo konveksna i na (c,c+9) strogo
konkavna za neki 6 > 0. Tada iz Teorema 6.30 imamo da funkcija f' raste na (¢ — d,¢) i

pada na (¢,c+0). Dakle, ' ima lokalni maksimum u ¢, pa je po Teoremu 6.24 f"(c) = 0.

Uvjet f”(c) = 0 iz Teorema 6.32 nije i dovoljan da bi funkcija f € C*(I)
imala u tocki ¢ € I totku infleksije. Npr. za funkciju f : R — R danu formulom
f(x) = x* vrijedi f7(0) = 0, ali je f"(z) > 0zax € (—00,0) i f"(x) >0 za
x € (0,00). Dakle je konveksna na (—o0,0) i (0,00), pa * = 0 ne moze biti

tocka infleksije.
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Teorem 6.33. Neka funkcija f € C*(I) zadovoljava uvjet f"(c) = 0 za neki
c € I i neka f"(x) mijenja predznak u c. Onda je ¢ tocka infleksije od f.

Dokaz:
Izravno iz Definicije 6.7.d

Racunanje limesa - L’Hospitalovo pravilo

Teorem 6.34. Neka su f i g derivabilne funkcije na I osim, mozZda, u xg € 1.

Neka je lim f(z) = lim g(x) = 0. Ako je ¢'(z) # 0 za svaki x # xg, x € 1,
T—rxQ T—rXQ

1 ako postoji

flz

, ondajei lim —= = L.
a—a0 g(z)

~—

@),

A )

Dokaz:

Promatrajmo slucaj kad su f i g dovoljno glatke (bar klase C*(I)) i g’'(x) # 0 za
svaki x # xg, x € I. Zbog neprekidnosti od f i g na I imamo f(xg) = lim f(z) =01
r—rTo

g(xo) = xli_rgcog(x) = 0. Iz Teorema 6.27 imamo

f(@) = f'(xo)(x — 20) + r1(x — 20) (= — 20)

g(z) = gl(zo)(x —xo) + ra(r — x0)(x — x0),
gdje sury i 1o neprekidne u 0 i r1(0) = r2(0) = 0. Za x # x¢ vrijedi

f(@) _ f'(xo) +ri(z — w0)
g(x)  g'(wo) +ra(z —x0)

Pustajuéi  — x¢ iz gornje jednadzbe i jer je r1(0) = r2(0) = 0 dobivamo

o 10 _ S0
e—wo g(x)  g'(w0)

Sada zbog neprekidnosti od f' i g" uwxy (Teorem 6.12) i iz Teorema 6.18 imamo

/ lim f’(x) /
@) ) SmSW
G T )l g0 e )

Na Teorem 6.34 moZemo gledati i kao na teorem o prosirenju funkcije g po
neprekidnosti u to¢ki zo (Teorem 6.12).
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Napomena 6.16. Neka su funkcije f,g € C" (1) i neka vrijedi
Fl@o) =0, f(wg) =0, ... f™(xg) =0,

g(z0) =0, ¢'(x0) =0, ... g™ (x9) =0, g(”H)(:EO) £ 0.

Tada, analogno kao u dokazu Teorema 6.34, 1z Teorema 6.27 imamo

(n+1)
fim L) o, @)
T—70 g(:p) T—x0 g(n'f‘l)(x)

Kut izmedu krivulja

Kut izmedu dviju krivulja odnosno grafova funkcija f; i fo u tocki njihovog
presjeka definira se kao kut izmedu njihovih tangenti u toj to¢ki. Znamo da je

tg oy :fll(a:U)? tg oy :fZI(xO)a

gdje je xo apscisa tocke presjeka grafova funkcija f; i f2, a3 odnosno ay kutovi

koje tangente na f; odnosno f5 u tocki xy zatvaraju s pozitivnim smjerom x osi.

y
— f.()
~
a
f,(x)

0 \ X

Slika 6.14: Kut izmedu dviju krivulja.

Dakle, kut izmedu f; i fo u toCki xq je

a =y — Q.
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Iz to¢ke 2.2.1 imamo da je

tgas —tgon S (20) — f ()
L+tgartgan 1+ f(20)fs (%)

tga =tg(ay —a1) =

Odatle je
f2(a0) — fi(ao)
1+ f{ (20) f7 (20)

Napomena 6.17. Krivulje (odnosno grafovi funkcija) fi i fo su okomite u

« = arctg

™

tocki xy ako i samo ako je o = %, odnosno ako i samo ako je tg a = oo, .

ako i samo ako je

fi(xo) f3(w0) = —1.

Ako je a = 0, onda je i tg a = 0, dakle je f{(zo) = f}(x0). To znali da u
tocki (g, f(xo)) krivulje (odnosno funkcije) fi i fo imaju zajedni¢ku tangentu,

pa moZemo reci da se diraju u toj tocki.

Primjer 6.26. Odredimo kut izmedu krivuljo xy = a i y*> — 2> = a, a > 0.

Zapisemo Ui krivulje u eksplicitnom obliku imamo

y=Vata = fola).

Nadimo presjeciste krivulja fi i fa, tj. nadimo rjesenje jednadzbe fi(x) =
fo(z). Iz .
— =+Va+ [L’Q

x
kvadriranjem dolazimo do bikvadratne jednadzbe po x, tj.

' +ar? —a® =0.
Supstitucijom x* = u dobivamo
u? 4 au —a® = 0,

a odatle je
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(drugo rjesenje je negativno). Uzimajuci pozitivno riesenje jednadzbe

»_ Vo1

x:az,

imamo za apscisu tocke presjeka

Derwirajucéi fi i1 fo po x dobivamo
a x

fi(z) = 3 folz) = NEweh

Nadalje je
(o) fo(xg) = N o = —1.
fil@o)folo) Tor/a +

Dakle, f1 1 fy su okomite u tocki xo, odnosno sve krivulje fi(x) i fa(z) su

medusobno okomite (tj. okomite su za svaki a > 0).#

Skiciranje grafa i ispitivanje toka funkcije

Metode diferencijalnog racuna su klju¢ne pri skiciranju grafa funkcije zadane
formulom.

Postupak:

1. Odrediti domenu funkcije (prirodno podrugje definicije);

2. Ispitati parnost, neparnost, periodi¢nost;

3. Pronadi totke presjeka grafa funkcije s koordinatnim osima;
4. Ispitati pona%anje na rubovima domene (asimptote);

5. Pronadi stacionarne tocke;

6. Odrediti intervale monotonosti i lokalne ekstreme;

7. Pronadi intervale konveksnosti, konkavnosti i to¢ke infleksije;

8. SloZiti sve dobivene podatke u graf funkcije.

Postupak je, u izvjesnom smislu, samokorigirajuc¢i. Ako se rezultat nekog
koraka ne slaze s rezultatima prijasnjih koraka, to upucuje na pogresku u raunu.
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Prakticni ekstremalni problemi

Diferencijalni nam raéun daje efikasan i gotovo mehanicki nacin odredivanja ek-

strema u raznim prakti¢nim problemima.

Slika 6.15: Kako napraviti kutiju najveceg volumena?.

Primjer 6.27. Karton oblika kvadrata duljine stranice a treba izrezati na
vrhovima tako da se dobije kutija najveceg volumena.

Iz geometrigskih i prakticnih razloga je jasno da uz svaki vrh treba izrezat
kvadratni komad i da duljina stranice tog komada treba biti ista za sve vrhove.

Oznacimo li tu duljinu s x, volumen kutije bit ée dan formulom

V(z) = (a — 2x)%z.

Nadalje je
V'(z) = (a — 2x)(a — 62).
Iz uvjeta
V'(z) =0
nalazimo stacionarne tocke
a a
Tr1 = 6, To = 5

Jasno je tocka 1 = § odgovara lokalnom maksimumu, jer tu funkcija V'(x)
prelazi iz pozitivnih u negativne vrijednosti, dakle funkcija V(x) prelazi iz

rasta u pad. Istim zakljucivanjem se vidi da xo = § daje lokalni minimum.

() s

Maksimalni volumen je
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Primjer 6.28. Odredite dimenzije pravokutnog gradilista povrsine 1 ha tak-

vog da su troskovi njegovog ogradivanja minimalna.

Oznacimo dimenzije gradilista s x +y. Iz P = xy = 1 slijedi da je
Yy = % (Ovdje su x iy u jedinicama ¢iji produkt daje 1 ha, dakle u stoti-
nama metara.) Troskovi ogradivanja su proporcionalni opsegu pravokutnika

%, 1 oni ¢e bitt manimalni za onu vrijednost x za koju se

sa stranicama x i
minimizira funkcija f(z) = x + L. Derwirajuéi f(z) i izjednacavajuci f'(z)
s nulom nalazimo stacionarne tocke x1 = 1 1 x9 = —1. Druga ocito nema
smiusla u danom kontekstu, a za prvu se lako provjeri da je u njoj lokalni mi-
nimum. Dakle je od svih pravokutnika zadane povrsine najjeftinije ograditi
kvadrat. Za povrsinu od 1 ha to daje kvadrat stranice 100 m.

Do istog smo rjesenja mogli doci i na drugi nacin. Izraz x+% je dvostruka
1
x

pozitivnih veli¢ina uvijek veéa ili jednaka od njihove geometrijske sredine (AG

aritmeticka sredina veli¢ina x @ —. Poznato je da je aritmeticka sredina dviju
- nejednakost), a da se jednakost postize samo za slucaj da su te velicine
jednake. Kako je geometriyyska sredina od x 1 % jednaka \/xg =1, slijedi da
je x + % > 1. Nadalje, minimalna vrijednost 1 se postize za slucaj kad je
a::%, tj. za x = 1.

Usporedimo sada ova dva pristupa. U prvom smo slucaju slijedili poznatu
proceduru i nismo ovisili o nadahnucu niti o vezama s drugim podrucjima
matematike. U drugom pristupu, koji je elegantniji, pozvali smo se na rezultat
koji, doduse, je dio matematicke opce kulture, no kojeq se ipak treba sjetiti
1 dovesti u vezu s danim problemom. Snaga pristupa preko diferencijalnog
racuna je upravo u tome Sto daje postupak koji se moze provesti rutinski i

gotovo mehanicki.®






Poglavlje 7

Uvod u integralni racun

7.1 Neodredeni integral

7.1.1 Primitivna funkcija

U praksi se &esto javlja potreba odredivanja nepoznate funkcije &ija nam je deri-
vacija poznata. Npr., iz poznate brzine kojom se tijelo giba Zelimo odrediti njegov
poloZaj u buduénosti; iz poznate brzine rasta populacije Zelimo predvidjeti njeno
kretanje u iduéih nekoliko godina; iz poznate stope inflacije Zelimo procijeniti
buduce troskove Zivota.

Ako su te veli¢ine konstantne, odgovor je jednostavan - treba ih samo mnoZiti
vremenom. Tijelo koje se giba konstantnom brzinom v bit ée za t sekundi to¢no
v -t metara udaljeno od svog sadasnjeg poloZaja. Ako se populacija povecava za
100 ¢lanova godisnje, za n godina bit ¢e ih za n- 100 vise nego danas. No $to ako
se tijelo giba brzinom koja se i sama mijenja u ovisnosti o vremenu, v = v(¢)? lli
prirast populacije nije konstantan, vec raste s vremenom? Nije uvijek u pitanju
ovisnost o vremenu. Kako odrediti funkciju (nepoznatu) za koju nam je u svakoj
tocki poznat koeficijent smjera tangente na njen graf?

Iz gornjih primjera vidimo da postoji potreba za operacijom ili postupkom koji
¢e "ponistavati” ucinak deriviranja. Derivaciju moZemo promatrati kao funkciju
koja funkciji f € C™1(I) pridruzuje funkciju f' € C*(I), n =0,1,2,...,00. Iz
Napomene 6.9 znamo da su skupovi C"(I), n =0,1,2, ..., 00, vektorski prostori
s obzirom na zbrajanje funkcija i mnoZenje funkcija skalarom. Dakle je funkcija

267
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deriviranja operator. |z Teorema 6.20 i Napomene 6.7 izravno slijedi da je ope-
rator deriviranja linearan. Zanima nas, ako postoji, linearan operator koji mu je
inverzan.

Citaju¢i tablicu derivacija elementarnih funkcija iz totke 6.2.5 zdesna nalijevo
vidimo da za neke elementarne funkcije postoje funkcije &ije su one derivacije.
Primjerice, iz (sinz)’ = cosz slijedi da je za f(z) = cosx funkcija sinz ona
koju treba derivirati da bi se dobilo f(x). Uvedimo prvo ime za takve funkcije, a

onda pogledajmo kada postoje i koja su im svojstva.

Definicija 7.1. Neka je f neprekidna funkcija na I C R. Funkcija F : I —
R za koju vrijedi F'(x) = f(x) zove se primitivna funkcija funkcije f na
I.

Iz tablice derivacija elementarnih funkcija vidimo da je sinx primitivna funk-
cija funkcije cos x, da je “””2—2 primitivna funkcija funkcije z, itd. Stovise, vidimo da
je svaka konstanta C' € R primitivna funkcija funkcije f(x) = 0, jer je derivacija

svake konstante jednaka nuli. Odatle slijedi vaZno svojstvo primitivnih funkcija.

* F(x)+5
* F(x)te

o F(x)+1

e F(x)

o F(x2—2
o F(x)-Z

Slika 7.1: Neodredeni integral funkcije f(x) kao skup svih primitivnih funk-
cija od f(x).

Teorem 7.1. Neka je F' primitivna funkcija funkcije f na I CR. Tada je @
F + C primitivna funkcija funkcije f na I za svaki C' € R i sve primitivne
funkcije od f na I su oblika F + C, C' € R.
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Dokaz:
Neka je C' € R proizvoljan. Tada je

(F(z)+C) = F'(z) +0=F'(z) = f(x).

Dakle imamo prou tvrdnju.
Uzmimo sada dvije razlicite primitivne funkcije od f na I i oznacimo th s F i G. Za
njihovu razliku
H(z) = F(z) — G(x)

1 protzvolyni xg € I iz Teorema 6.26 imamo
H(x) — H(zo) = H'(c)(z — z0),
gdje je ¢ neka tocka izmedu x i xq. Zbog
H'(c) = F'(c) = G'(¢) = f(c) = f(c) =0,
slijedi
H(x) = H(xo)

za svaki x € I, tj. H je konstantna funkcija. Dakle se svake dvije primitivne funkcije od

[ razlikuju za konstantu, a to je upravo druga tvrdnja teorema.de

7.1.2 Neodredeni integral

U literaturi se primitivna funkcija funkcije f naziva jo$ i njenom antiderivacijom.
To nije to¢no inverz od derivacije, jer linearni operator deriviranja nije injektivan:
on skup svih primitivnih funkcija od f, koji je po Teoremu 7.1 beskonadan, $alje
u f.

Skup svih primitivnih funkcija funkcije f zove se neodredeni integral funkcije

f. Pisemo

[ f(z)dx = F(x) + C.

Interpretirajmo elemente ove formule:

- f je znak integrala, dolazi od S kao suma;
- f(x) je integrand;

- dx pokazuje po ¢emu se integrira;

- F(z) je primitivna funkcija funkcije f(z);
- C' € R je konstanta integracije.

Neodredene integrale nekih elementarnih funkcija moZemo oditati iz tablice
derivacija elementarnih funkcija (to¢ka 6.2.4). Ostale ratunamo koristeéi svojstva
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neodredenog integrala. Osnovna svojstva slijede iz svojstva linearnosti deriviranja

(Teorem 6.20 i Napomena 6.7). Odnose se na operacije zbrajanja funkcija i

mnoZenja funkcija skalarom. Za ostale operacije nema jednostavnih pravila.

([ s = st
Dokaz:

Neka je F primitivna funkcija funkcije f. Kako je [ f(x)dz = F(z)+C,

mamo

Teorem 7.2. Vrijedi:

(/ f(w)dar) — (F(@) +C) = F'(a) = f(z).

Napomena 7.1. Iz Teorema 7.1 slijedi da je za f € C'(I)

/f’(x)dx = f(z) + C.
Teorem 7.3. Viijedi:
1. [(f(x) £ g(x))dz = [ f(z)dz £ [ g(x)dz,
2. [cf(x)de = c [ f(z)d.

Dokaz:

1. Neka je F' primitivna funkcija funkcije f i G primitivna funkcija funkcije g. OC¢ito
je, zbog linearnosti derivacije, F + G primitivna funkcija funkcije f £ g. Dakle je

/(f(x) +g(z))de = F(z) £ G(z)+ C = /f(x)dx + /g(;v)dac.

2. Neka je F primitivna funkcija funkcije f. Ocito je, zbog linearnosti derivacije, cF

primitivna funkcija funkcije cf. Dakle je

/cf(a:)dx _ F(r)+C = c/ F(@)do.&
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f(x) [ f(z)dx f(x) [ f(x)dx

x® I::ll +C (a#-1) || sinx —cosz +C

e’ e +C cos T sinz 4+ C

a e TC R tgz+C

1 In|z| +C — —ctgz + C

xﬁla log, x +C 1+1x2 arctgz + C
— arcsinz + C T tIn|22|+C
zéﬂ Injz++v22 +1|+C xéil In|z++v22 - 1| +C

Tablica 7.1: Tabli¢ni integrali

Koristeci svojstva Teorema 7.3 i gornju tablicu moZemo radunati jednostavnije
integrale.
Tako moZemo integrirati polinome i jednostavnije racionalne, eksponencijalne i
trigonometrijske funkcije. Za ostale funkcije moramo razviti metode kojima ¢emo

njihovu integraciju svesti na gornje, tzv. tabli¢ne integrale.

7.1.3 Metode integriranja

Deriviranje je mehani¢ka procedura: uz dovoljno vremena i strpljivosti mogude je,
koriste¢i pravila i tablicu derivacija (to¢ka 6.2.4), izratunati derivaciju bilo koje
elementarne funkcije. S druge strane, postoje dosta jednostavne elementarne
funkcije ¢iji integrali nisu elementarne funkcije. Najpoznatiji primjer je f e dr,
koji se ne moZe izraziti kao kona¢na kombinacija elementarnih funkcija. Nije lako
unaprijed reci koja se funkcija uopée moZe integrirati. Ako se i moZe integrirati,

to obi¢no nije lako.

Izravna integracija

U izravnoj integraciji se koriste tabli¢ni integrali (to¢ka 7.1.2) i svojstva iz Te-
orema 7.3.

Primjer 7.1. Pogledajmo sljedece primjere:



272

POGLAVLJE 7. UVOD U INTEGRALNI RACUN

1. Odredimo integral funkcije f(x) = x? + sinz.

Koristeci Teorem 7.3 1 tablicne integrale imamo:
23
/(m2 +sinz)dr = /{E2d$ + /sinmd:v =3 — 08T +C.

Odredimo funkciju c¢ija tangenta u tocki s apscisom x ima koeficijent
smjera 3z + 1, i ¢ifi graf prolazi kroz tocku (1,3). Drugim rijecima,
odredimo primitivnu funkciju F(z) funkcije f(x) = 32*> +1 koja prolazi
tockom (1,3).

Koristeéi Teorem 7.3 1 tablicne integrale imamo:

/(3.752—|— Ddr =2* 4+ 2+ C = F(x).

£

Slika 7.2: Primitivne funkcije funkcije 322 + 1.

Konstantu integracije C' € R odredujemo iz wvjeta F(1) = 3. Dakle je
3=F(1)=1+1+C,

pa je C = 1. TraZena funkcija je F(x) = 2® + 2 + 1.

Dakle funkcija 3x? + 1 ima beskonacno mnogo primitivnih funkcija, i
one su oblika 3 + x + C. Samo jedna prolazi tockom (1,3), i to je
B+r+1.8
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Integriranje zamjenom varijabli ili supstitucijom

273

Izravnom integracijom se, opéenito, ne mogu integrirati produkti funkcija (osim

za polinome, ili u posebnim slu¢ajevima kad se oni mogu pretvoriti u zbroj ili

razliku kao kod nekih trigonometrijskih izraza). Ipak, ima jedan slu¢aj kad se

produkt funkcija lako integrira. To je slu¢aj kad je jedan od faktora u produktu

jednak derivaciji drugoga. Razlog je tomu ¢injenica da se takvi produkti dobivaju

deriviranjem kompozicije funkcija, tj. deriviranjem sloZenih funkcija.
Primjer 7.2. Odredimo integral funkcije f(z) = sinz cosz.

Integral
/ sin x cos x dx

ne moZemo izravno rijesiti koristeci Teorem 7.3 1 tablicne integrale.

wocimo da se izraz

sin x cos x dx

moze pisati kao

sinz(sinz)'dx.
Koristeéi izraz za diferencijal (tocka 6.2.5), ovo mozZemo pisati kao
sinz d(sin ).

Dakle je
/Sin:vcosxdx = /Sinxd(sinm).

Uvodedi oznaku

u = sinz,

/udu,

a to znamo da je “—22 + C. Dakle je

gornji se integral svodi na

1
/sinxcosxdm = §sin2x+C.Q
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U Primjeru 7.2 smo vidjeli nacin ralunanja integrala zamjenom varijable ili
supstitucijom. Ista se ideja moze primijeniti i ako jedan faktor nije &ista derivacija

drugoga.
Primjer 7.3. Odredimo integral funkcije f(x) = sin® x cosx.

Zamgenom varijabli kao v Primjeru 7.2 vidimo da se izraz

5

sin® x cos x dx

moZe pisati kao u® du, a to je diferencijal od

6
U
— +C.
6 +
Dakle je
ub ub 1
/sin5xcosxd9€:/u‘r’du:/d(g—kC) :E+C:681n6x+0¢

Promatrajmo opceniti slu¢aj u kojem se pojavljuje produkt oblika
g(u(z))u'(x)
kao integrand. Uocavajudi da je izraz
o' (z)dx

u stvari diferencijal argumenta funkcije g, tj.

moZemo podintegralnu funkciju pisati kao
g(u)du.

Ako je G((u) primitivna funkcija od g(u), onda iz

slijedi
dG(u) = G'(u)du = g(u)u'(z)dz = g(u)du.

Odatle dobivamo opce pravilo:

J 9u(@)u'(z)dr = G(u(z)) + C.
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Primjer 7.4. Odredimo integral funkcije f(x) = tg x.

Integral [ tg x dz nije tablicni, a nije ni produkt. Uoc¢imo da kvocijent

sin x

mozZemo pisati kao
cos T

sin x,
cos T

1 da je sinx derivacija od — cosx. Manipuliramo malo izraz pod integralom

kako bismo ga sveli na oblik pogodan za supstituciju:

i 1 1
/tgxdx:/smxdx:/ sinxdx:—/ (—sinz)dr =
cos T cos T cos T

_/M:_/i_“:_1n|uy+C=—1n|60893|+0-‘

COS T

Napomena 7.2. Uocimo posebno jednostavan slucaj zamgjene varijable:

u=axr+b, du=adxr

/f(a:l:—i—b)dx:/f(u)%b:é/f(u)du:%F(u)—i—C:2F(ax+b)+0.

Kljuéni korak pri supstituciji je izbor nove varijable u koja ¢e podintegralni
izraz svesti na derivaciju sloZene funkcije. Nakon uvodenja nove varijable u iz
podintegralnog izraza mora posve nestati varijabla x, kako iz integranda, tako
i iz diferencijala. Dakle, dio s dx mora se moc¢i zgodno izraziti u terminima

difrencijala novouvedene varijable w.

3x
z2-1"

Primjer 7.5. Odredimo integral funkcije f(x) =

Uvedimo supstituciju v = x*> — 1. Sada je du = 2x dz, pa je

_du

dr = —.
2x

Uvrstimo w integral, imamo

3 d 3 [d 3 3
/ ’ d$:3/£—u:— Eu:§ln|u|—l—C:§1n|x2—1|+C.

2 -1 u22zr 2

1
/x2 — 1dx,

to se me bi dalo rijesiti gornjom supstitucijom jer se dx ne bi dao izraziti
preko du.d

Da smo imali
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Parcijalna integracija

Parcijalnu integraciju primjenjujemo kad je podintegralna funkcija produkt dvaju
faktora od kojih se jedan "lako" integrira, a drugi se deriviranjem pojednostav-

njuje. Polazimo od formule za derivaciju produkta funkcija,
(wv) = v'v +v'u.
Pisuci to kao diferencijal imamo
d(uwv) = (wv)'dz = v'vdr + v'udr = vdu + udv.

Integrirajuci obje strane gornje jednakosti dobivamo

uv:/vdu+/udv.
/udvzuv—/vdu,

ili, zbog dv = v'dx, du = u'dx,

Ju(z)v'(z)de = u(x)v(z) — [ (x)v(z)de.

To moZemo pisati

MoZemo to iskazati u obliku teorema:

Teorem 7.4. Neka su u i v neprekidno diferencijabilne funkcije na intervalu
I, tj. klase C'(I). Tada vrijedi

/ w(z)v'(x)dz = u(z)v(z) — / ' (2)v(z)dz.

Napomena 7.3. Pravilo parcijalne integracije se najcesce zapisuje i pamti

/udv:uv—/vdu.

Primjer 7.6. Pogledajmo sljedeée primjere:

kao

1. Odredimo integral funkcije f(x) = z cosz.

Imamo produkt u kojem oba faktora znamo lako integrirati. Koji od

njih treba odabrati kao v?
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Stavimo u = x, v = cosx, tj. dv =v'dxr = cosxdx. Sada je v = sinzx,

du = u'dx = dz. Imamo

/xcosxdx:xsinx—/sinxdx:xsinx—i-cosx—i-C'.

Do cega bi doveo suprotni izbor? Imali bismo u = cosx, v = x, tj.

dv =v'dx = xdx. Sada je v = %, du = —sinx dz. Imamo

I‘Q 1 2 .
xcosxdeECosx—i-é z°sinx dx.

Dobili smo integral koji je kompliciraniji od polaznog.
2. Odredimo integral funkcije f(x) = z2e®.

Pouceni prethodnim primjerom stavljamo dv = e*dx, tj. v = e*, i

)

u =22, sto daje du = v'dr = 2x dx i v = e*. Dobivamo

/:L’Qexdx = p2e® — Q/xexdx.

Jos§ nismo izracunali polazni integral, no sveli smo ga na jednostavniji

/xexd:v.

Primijenimo li parcijalnu integraciju jos jednom, dobivamo

integral

/xemdx = ze® — /e"”dw =ze® —e" +C.

Konacno,
/xQegﬁdx = (2 —2r +2)e" + C.#

Iz Primjera 7.6 moZemo zakljuditi da ée se parcijalnom integracijom modi in-
tegrirati produkti polinoma i eksponencijalnih ili trigonometrijskih funkcija. Takvi
se produkti jo§ mogu integrirati i metodom neodredenih koeficijenata.
Parcijalnom se integracijom moZemo posluZiti i kad, na prvi pogled, nema pro-
dukta u podintegralnoj funkciji.

Primjer 7.7. Pogledajmo sljedece primjere:
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1. Odredimo integral funkcije f(x) =Inzx.

Stavimo dv = dx, tj. v =1, i w = Inz, Sto daje du = u'dx = df i
v =x. Dobiwamo
d
/lnmda::xlnx—/x—x =zxzhr—ax+C.
x
2. Odredimo integral funkcije f(x) = arctgz.
dx

Stavimo dv = dx, tj. v = 1, i u = arctg x, Sto daje du = u'dx = T2

1v =x. Dobivamo

/ toxd ; / z dz
arctg x de = zarctgx — | ———.
g g 211

Sada analogno kao i u Primjeru 7.5 imamo

rdx 1 9
/x2+1 —§ln(x +1)+C.

Imamo .
arctg z dv = x arctg z — 3 In(z?+ 1) + C.#

Jo$ jedna moguénost primjene parcijalne integracije ilustrirana je sljedeé¢im
primjerima:

Primjer 7.8. 1. Odredimo integral funkcije f(z) = sin®z.

Iz/siandx.
I—/siandx—/sinxsin:cdx.

Stavimo dv = sinx dx, tj. v/ =sinx, i u = sinz, §to daje du = u'dx =

Oznacimo

Sada imamo

coszdr 1v=—cosz. Dobivamo
[:/sin2a:dx:/sinxsin$dx: —sinwcos:z:—l—/costdx
:—sinxcosa:—l—/(1—sin2x)d:z::x—sinxcosx—/sin%cdx

—x —sinzxcosx — I.
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Odatle je
2] = x —sinxcosx,
pa je
1
I= /siandx = 5(35 —sinzcosz) + C.
2. Parcijalnom integracijom mogu se izvesti 1 rekurzivne formule.

Odredimo integral funkcije f(x) = sin™ x.

Oznacimo
I, = /Sinmxdx.

Sada imamo
I, = /sinm rdr = /sinm_1 rsinzdr.

Stavimo dv = sinxdz, tj. v = sinz, i v = sin™ 'z, $to daje du =

u'dr = (m —1)sin™ ?xcosxdr i v = —cosx. Dobivamo

I, = /sinmxdx = /sinm_la:sinxdx
_ oom—1 com—2 2
= —sin™ " zcosx + (m—1) [ sin™ *cos” x dx

= —sin™ 'zcosx + (m — 1) /sinm2(1 — sin’® r)dx
= —sin™ 'zcosx + (m —1)L,_o — (m—1)1,,.

Odatle je
1 —1
I, =——sin™ lzxcosz + m—]m_2.
m m

Formula za I, je rekurzivna, tj. daje nam I,, u terminima integrala
s mizom potencijom funkcije sin x. Kako znamo Iy i I, nakon konacno

mnogo primjena gornje formule doéi ¢emo do eksplicitnog izraza za I,,.

Slicno se racunaju v integrali

/ cos™ xdx, / sin”" x dx, / sin™ x cos" x dx.#
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Integriranje racionalnih funkcija

Podsjetimo se da je racionalna funkcija funkcija oblika

gdje su P,(x) i Q,(x) polinomi stupnja n i m, redom. Pretpostavljamo da su
P,(z) i Qm(x) skraceni, tj. da nemaju zajednickih faktora i da je n < m. Ako
nije, moZemo podijeliti polinom u brojniku polinomom u nazivniku. Rezultat ée
biti polinom stupnja n — m i ostatak u vidu racionalne funkcije kojoj je stupan;
brojnika manji od stupnja nazivnika. Polinomijalni komad se izravno integrira, i
problem je sveden na integraciju racionalne funkcije s n < m. Ponekad se takva
racionalna funkcija jo$ zove i prava racionalna funkcija.

Sve se racionalne funkcije mogu integrirati. Neke se mogu zgodnim supstituci-
jama svesti na tabli¢ne integrale.

Primjer 7.9. Pogledajmo sljedece primjere:

1. Odredimo integral funkcije f(x) = x§i5

Uvedimo supstituciju u = x* + 5. Sada je du = 2x dx, pa je

d
dr = _u
2x
Uvrstimo u integral, tmamo

3z rdu 3 [du 3 3
dr = ———=— | —=_1 = — In(2? )
/x2+5x 3/u2x 5 2n]u|—i—C’ 2n(x +5)+C

2. Odredimo integral funkcije f(x) = x++9'

/ dx 1/ dx
249 (3)%+
dx

Imamo

Uvedimo supstituciju u = %, pa je du = <. Uvrstimo u integral, imamo
/ dx 1 / dx 1 / du 1 to Ut C — 1 ; + o
= — _— = —arc u = —arcC
219 9) @+l 3)wer1 3V0E 3ee
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3. Odredimo integral funkeije f(x) = —.

Uvedimo supstituciju w = x — 3, pa je du = dx. Uvrstimo u integral,

mamo

d d
/ T —uzln\u|+C’:ln|x—3|+C.Q
T —3 u

Integriranje racionalnih funkcija za koje ne moZemo naéi zgodnu supstituciju
temelji se na metodi rastava racionalne funkcije na parcijalne (djelomi¢ne) raz-
lomke. Ideja metode je nalelno jednostavna: polinom u nazivniku se faktorizira
u linearne i kvadratne faktore i zatim se R(z) prikaZe kao zbroj razlomaka u &ijim
su nazivnicima potencije linearnih i kvadratnih faktora, a u brojnicima konstante
ili linearni polinomi. Time se dobiva sustav linearnih jednadZbi za koeficijente
u brojnicima parcijalnih razlomaka. Nakon nalaZenja tih koeficijenata parcijalne
razlomke integriramo izravno iz tablice pomocu jednostavnih supstitucija.
Metoda se temelji na sljede¢im svojstvima polinoma.

Napomena 7.4. Neka je P,(z) polinom stupnja n > 0 s realnim koeficijentima. Tada
vrijedi:

1. ako je xg € C nultocka od P,(x), onda polinom (x — xq) dijeli P,(x);

2. ako je xy € C nultocka od P,(x), onda je to i ZTo;

3. ako je xy € C nultocka kratnosti r od P,(z), onda je to i Tg.

(Ovdje Ty oznacava konjugirano kompleksni broj od xo, tj. ako je xg € C oblika a + bi,
gdje su a,b € R, onda je Tg = a — bi.)

Dokaz:

1. Dijeljenjem polinoma P, (x) polinomom (x — zg) dobivamo polinom stupnja n — 1,
Qn-1(x), i ostatak r(x) koji je polinom stupnja 0, tj. konstanta, r(z) = C € R.
Dakle imamo

P, (z) =(x —20)Qn-1+C.

Uvrstavaguéi nultoéku xo u gornju jednadzbu imamo C = 0, tj. polinom (x — x)
dijeli polinom P, (z).

2. Ako je xg € R, onda je To = x¢, pa turdnja oéito vrijedi.

Neka je xg € C\ R. Kako je P,(x) polinom s realnim koeficijentima imamo

P,(Tg) = Po(z0) =0=0.
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3. Ako je xg € R, onda je Ty = xg, pa tvrdnja oéito vrijedi.
Neka je zg € C\ R. Kako je x¢ nultocka kratnosti r od P,(x), onda je po turdnji
2. i Tg nultocka kratnosti jedan ili vise od Py (x). Iz 1. znamo da P,(x) moZemo

podijeliti polinomom (x — xo)(x — Tg). Neka je
Pos(w) = Pule) : (& — 20)(x — 75)).

Kako je xo nultocka kratnosti r od P,(x), to je xg nultocka kratnosti r — 1 od
P, _o(x). Dakle je po tvrdnji 2. Tg nultocka od P,_2(x), odnosno Tq je nultocka krat-
nosti dva ili vise od P, (x). Nastavljajuéi ovaj postupak nakon r koraka zakljucujemo
da je Tg nultocka kratnosti r ili vise od P, (x). Medutim, njena kratnost je tocéno r.
Ne moZe biti veéa jer bi u suprotnom To = o bila nultocka od P, (x) kratnosti vele

od r §to je suprotno pretpostavci.de

n
Napomena 7.5. Iz Teorema 5.5 znamo da svaki polinom P, (x) = Z a;x’ stupnjan >0
i=0

s realnim koeficijentima ima toéno n kompleksnih nultocaka z1, ..., zp, medu kojima moze
biti istih. Neka su x1,xa, ..., x5 sve razlicite nultocke medu z1, ..., z, od P,(x) s pripadnim
kratnostima r1,ro,...,7s, redom, r1 + 1o + ... + 5 = N.

Iz Napomene 7.4 direktno slijedi da se P,(x) moZe zapisati kao
P(x)=an(x —z1)" (x —29)™? -+ (& — x4)"™.

Medutim, medu brojevima x1,xa,...,Ts, odnosno medu linearnim fakorima (z — x1), (x —
x2), ., (X —25), s < n, tma mozZda onih s komplesnim koeficijentima. Mi Zelimo iskljucivo
raditi s realnim koeficijentima.

Neka je v = u + vi, v # 0, jedna kompleksna nultocka medu razlic¢itim nultockama
Z1,22,...,2Zs od Py(x) kratnosti vy. Tada je po Napomeni 7.4 i %5 = u — vi nultocka
od P, (x) kratnosti r. Dakle, u rastavu polinoma P,(x) wvijek se u paru javljaju faktori
(x — (u+vi))™ i (x— (u—wvi))™. MnoZedi ta dva faktora dobivamo

(= (u+vi)™ (x — (u—0i)™ = (2% = 2uz + u? +vH)™.

Dakle svaki polinom P, (x) s realnim koeficijentima mozZemo zapisati kao produkt razlicitih

linearnih i kvadratnih faktora s realnim koeficijentima i pripadajucim kratnostima, tj.
Po(x) = an(x — )™ (x — B)" - (2% + az + b)"** (2® 4+ cx + d)"? - - -
gdje je (ro +rg+...) +2(rap +7ca +...) =1,
2® +az+b=(z—(e+ fi))(z + (e = f1), f#0,
2 +ex+d=(x—(9+hi))(z+(g—hi), h#0,...

1 gdje su o, 3, ... razlicite realne nultocke s pripadnim kratnostima ro,78,... t € + fi,9 +
hi, ... razlicite kompleksne nultocke s pripadnim kratnostima rqp, ved, ..., medu razlic¢itim

nultockama x1,xa, ..., x5 od P, (x). Kvadratni faktori nemaju realnih korijena, tj.

a?—4b <0, ?—-4d<0, ..
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Neka je polinom @,,(z) rastavljen kao u Napomeni 7.5, tj.
Qm(z) = (z — ) (x = B)"7 - (¢ + ax + )" (2% +cx +d)* - -,

gdje je (ra +7rg+...) +2(rap + 7ca + ...) = m. Tada R(x) moZemo pisati kao

Pu(z) A Ay A,
M) = u@ “r=a T a—ap T T a—ay
y By B B

z—B (@-872 = (z-8
Mix + Ny Mox 4+ Ny M, v+ N,
2+ ar+b (x2+ax+b)2+”' (22 + ax + b)Ta
Rix+ L Rox + Lo R, ,x+ L,
2?4+cx+d (4cx+d? T (224 cx+d)e

Svodenjem desne strane na zajedniZki nazivnik i mnoZenjem s (),,,(x) dobivamo
jednakost P,(x) = S(z), pri &¢emu je S(x) polinom u &ijim se koeficijentima
pojavljuju nepoznati koeficijenti

Ay, ..y A, Bi,...B

g

My, Ny, .., M, N

Tab? Tab? ***

iz brojnika desne strane. lzjednadavanjem koeficijenata uz iste potencije od x u
P,(z)iS(x) (Teorem 5.4) dobivamo sustav linearnih jednadzbi iz kojeg nalazimo
nepoznate koeficijente u brojnicima parcijalnih razlomaka.

Ovim je postupkom problem integriranja racionalne funkcije R(x) sveden na
problem integriranja parcijalnih razlomaka oblika

A ; Mx+ N
(x — )P’ (22 + ax + b)T

Prvi slu¢aj je gotovo trivijalan:

(=) Az —a|+C, p=1

A
de.CE:{ _W+C, p>1

Drugi je slu¢aj osjetno sloZeniji. Supstitucijom

a
T
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dobivamo
Mx+ N a? 1 aM dt
dr =(b— —) 9 2 (N —
/(x2+ax+b)q = 4> 8 2 >/(t2+1)q
a® tdt
b— — )9t A ———
=) /(t2+1)q

Time smo problem sveli na odredivanje integrala

[ tdt dt
w= [ @ e Ere

Integral I, se lako izraluna supstitucijom u = t? + 1:

2
G U
I q= 2((;—1) (x2+az+b)a-1 +C, q¢>1

tnjz? +ar+b/+C, g¢g=1.

Integracija integrala I, je sloZenija. Dobiva se

t 2q—3
I, = { ST T agalze- 4>1
2, —

arctg\/% +C, =1.

(Ra&un kojim se dolazi do ove formule izostavljamo.)

Kako je formula za I, , rekurzivna, i kako znamo izratunati integral /5, nakon
kona¢no mnogo primjena gornje formule do¢i ¢emo do eksplicitnog izraza za I .
Time je problem integracije racionalne funkcije u potpunosti rijeSen. Integral
racionalne funkcije izraZava se preko kombinacije racionalnih funkcija, logaritama

i arkustangensa.

222 —3z+3

Primjer 7.10. Odredimo integral racionalne funkcije f(x) = 5550

Polazimo od faktorizacije
3 =202 + o =2(x—1)>2

Imamo
222 —3x+3 A B D
e + .
=22+ x (r—1)2 z-1

Odatle slijedi

20° —32+3 = A(x—1)’+ B+ Dzx(z—1) = (A+ D)x*+(—2A— D+ B)z+ A.
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To nam daje sustav

A+D=2
—2A+B-D=-3
A=3.

Rjesenje je A =3, B=2, D= —1. Dakle je

2702
/x 3:6—1—3 _3/_+2/ /daz
x—l r—1

x3—2$2+x

—31n|.:1:|——1—ln|a:—1]—|—CQ

Ako su nulista nazivnika jednostruka, sustav za koeficijente se moZe lako

rijeSiti njihovim uvrStavanjem:
42

Primjer 7.11. Odredimo integral racionalne funkcije f(x) = T

A B D
+ )
z+1

Imamo
z+2

x(:r;—2)(:l:—0—1):;+x—2

Svodenjem na zajednicki nazivnik dobivamo

r+2=Ax+1)(x—2)+ Bx(z+ 1)+ Dx(z — 2).

Uvrstavajuci nuli§te x = 0 dobivamo A = —1; uvrsﬁfavajuéi nuliste v = —1
dobiwamo D = z; uvrstavajuci nuliste x = 2 dobiwvamo B = %. Dakle je
/ T+ 2 J dx i 2 / dx n 1 / dx
xr = — R — —_
z(r —2)(z+1) x 3 x—2 3 x+1

—In|z| + = ln|x—2|+—ln|x+1|+C’Q

Na integriranje racionalnih funkcija svodi se i integriranje racionalnih funkcija
eksponencijalne funkcije i racionalnih funkcija hiperboli¢kih funkcija. Racionalna
funkcija eksponencijalne funkcije je, npr.

_ (623:)3 +2€2a¢ -3
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Neka je R(e®") racionalna funkcija eksponencijalne funkcije e**. Supstitucijom

e =1, tj. ae**dx = dt, dobivamo dx = %ﬂ = %% Dakle je

eax

[R(e®)dz=1[ @dt,

$to znamo rijesiti.

Racionalna funkcija u varijablama sinx i cosx moZe se takoder integrirati
kao racionalna funkcija varijable uvedene supstitucijom tgZ = t. To je tzv.
univerzalna trigonometrijska supstitucija. Ona daje

1—¢2

ot _ 24t
14827 dzx

1+t27 R

cosx = sinx =

Primjer 7.12. Odredimo integral funkcije f(x) = 1

~ 54sinxz+3coszx”

Koristeéi univerzalnu trigonometrijsku supstituciju imamo

/ 1 dx:/ 24 :/ 2 dt
54 sinx 4+ 3cosx 54 2t 4 3382 5+ 5t2 + 2t + 3 — 3t2

142 1-+¢2
1
dt 15\ 2 2t +1 2 2tgZ + 1
- ) —— == arctg—— + C' = arct 2 +C.H
/t2 +t+4 ( 4 ) & V/15 NV

Sli¢nom se supstitucijom, thg = ¢, integriranje racionalne funkcije od shz,

chz svodi na integriranje racionlne funkcije od ¢. Imamo

2t

=z, chr =155

shzx =

7.2 Odredeni integral

7.2.1 Motivacija - problem povrsine (plostine)

Problem odredivanja povriine (plo3tine) geometrijskog lika lako je rjesiti ako je
taj lik omeden "ravnim” komadima granice, tj. duZinama. Lik se triangulira, tj.
podijeli na trokute tako da se ti trokuti ne preklapaju i da je njihova unija jednaka
cijelom zadanom liku. Uz te uvjete povrsina lika je jednaka zbroju povrsina svih
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Slika 7.3: Triangulacija podrucja u ravnini omedenog duzinama.

trokuta u triangulaciji. Kako povrsinu trokuta znamo racunati, problem moZemo
smatrati u biti rijeSenim.

P =% P(T;),
gdje se zbraja po svim trokutima triangulacije 7T;.

Napomena 7.6. Bilo bi korektnije govoriti o odredivanju plostine ravnog
lika mego o odredivanju njegove povrsine. Povrsina je geometrijska kate-
gorija, ploha. Plostina je realan broj koji na odreden nacin sluzi kao mjera
povrsine. Imajuci to na umu mi éemo uglavnom @ dalje govoriti o povrsini,

jer je to uobicajenije.

Sto ako neki komadi granice ravninskog lika nisu ravni, ako su ti komadi
krivulje?
Promatramo najjednostavniji takav slu¢aj, kad imamo lik omeden s tri duZine i
jednim komadom krivulje. Takav lik ¢esto zovemo krivuljnim trapezom.

Opcenit sluéaj se moZe svesti na zbroj povrsina krivuljnih trapeza &ija unija
¢ini zadani lik. Pri tom rastavljamo lik tako da krivuljni trapezi imaju ravne
stranice paralelne s koordinatnim osima, i da komad krivulje bude graf neke
funkcije. Neka je ta funkcija neprekidna.

Promatrajmo, dakle, krivuljni trapez omeden odozdo komadom osi z, slijeva
pravcem x = a, zdesna pravcem x = b i odozgo grafom strogo pozitivne i
neprekidne na [a, b funkcije f(z). (Funkcija f je strogo pozitivna na [a, b] ako
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f(x)

/.

I

Slika 7.4: Krivuljni trapez.

je f(z) >0, za svaki = € [a,b].) Po Teoremu 6.6, funkcija f na segmentu [a, b]
poprima minimalnu i maksimalnu vrijednost. Dakle je

m < f(x) <M, Vx € [a,b],

gdje je m minimum, a M maksimum funkcije f na [a,b]. Sada se krivuljni trapez
koji promatramo moZe cijeli upisati u pravokutnik kojem je osnovica segment [a, 0]
i visina M. S druge strane, pravokutnik s osnovicom [a, b] i visinom m je cijeli
sadrZzan u nasem krivuljnom trapezu. Oznacdimo li traZenu plostinu s P, odavde
slijedi
(b—a)ym <P <(b—a)M.

Imamo gornju i donju ocjenu nepoznate veli¢ine P. Ta je ocjena to bolja $to
je manja razlika vrijednosti M i m. Smanjenje te razlike moZe se postiéi podje-
lom segmenta [a, b na manje segmente i promatranjem krivuljnih trapeza nad tim
manjim segmentima. |deja je da se uzimanjem sve uzih i uzih osnovica nepoznata
plostina P moZe po volji dobro aproksimirati zbrojevima povrsina pravokutnika
upisanih ili opisanih malim krivuljnim trapezima.

Podijelimo segment [a,b] na bilo kakav nacin na n podsegmenata totkama
r1 < Ty < ... < Tp_q1, pri &emu su z; € (a,b) za svaki i = 1,...,n — 1.
Krajeve segmenta [a,b] oznatimo s g = a i z,, = b. Ozna&imo duljine malih
segmenata s Az; = x; — x;_1, ¢ = 1,..n. Oznadimo s m; i M, najmanju i

najvecu vrijednost funkcije f na segmentu [z;_1,x;], i = 1,...,n (brojevi m; i M;
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Slika 7.5: Rastav ravnog lika na krivuljne trapeze.

postoje po Teoremu 6.6). Uvijek je

jer najmanja (najveca) vrijednost na podsegmentu ne moZe biti manja (veca) od
najmanje (najvece) vrijednosti na cijelom segmentu.

Oznatimo li sada zadanu podjelu {z1,x2,...,2,1} s 7, jasno je da su toj
podjeli r pridruzena dva broja s(r) i S(r), koji predstavljaju zbrojeve povriina

upisanih i opisanih pravokutnika krivuljnim trapezima nad segmentima te podjele:
s(r) = ZmiAxi, S(r)= Z M;Az;.
i=1 i=1

Veli¢ine S(r) i s(r) zovemo gornja i donja Darbouxova suma funkcije f za
podjelu r na segmentu [a,b]. Zbogm; < M;,i=1,...,n, imamo s(r) < S(r),

azbogm <m;iM; < M,i=1,..,n, imamo
S(r) = ZMiAxi < ZMA%‘ = MZA% = M(b—a).
i=1 i=1 i=1

Sli¢no,
m(b—a) < s(r),

pa vrijedi
m(b—a) <s(r) < S(r) < M(b—a).
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Slika 7.6: Gornja i donja meda za plostinu krivuljnog trapeza.

Dakle su obje veli¢ine s(r) i S(r) ogranitene i odozdo i odozgo za svaku podjelu

Tr.

Sto se zbiva s gornjom i donjom Darbouxovom sumom prijedemo li na sitniju
podjelu segmenta [a, b]?
Istim zaklju€ivanjem kao gore vidimo da se gornja Darbouxova suma ne povecava,
a donja se ne smanjuje. To vrijedi ako se podjela profinjuje, tj. ako su stare tocke
u podjeli podskup novih. Dakle, tada je svaki mali krivuljni trapez stare podjele
rastavljen na konacan broj jo$ manjih krivuljnih trapeza.
Uzmimo u svakom segmentu [z;_1,x;] to¢ku s;, ¢ = 1,...,n. Kako je m; <
f(si) < M, i=1,...,n, to vrijedi

i=1 i=1 =1

n
Izraz E f(si)Az; zovemo integralna suma funkcije f. Ako uzimanjem sve
=1

finijih i finijih podjela od [a,b] gornja i donja Darbouxova suma teZe prema
vrijednostima koje su jednake i koje ne ovise o natinu dijeljenja od [a, b], onda i
integralna suma izmedu njih mora teZiti prema istoj vrijednosti. Pokazuje se da
je to uvijek slu¢aj za neprekidnu funkciju f.
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Y f(x)

Slika 7.7: Podjela intervala na podintervale i odgovarajuée aproksimacije

plostine pravokutnicima.

Definicija 7.2. Neka je f neprekidna funkcija na |a,b]. Tada velicinu

n

alim, 2 (s

zovemo odredent integral funkcije f na segmentu [a,b] i oznacavamo s

/a  Ha)de.

Krajevi segmenta [a,b] su granice integrala (donja i gornja). Funkcija
f(x) je podintegralna funkcija ili integrand. Velicina x je varijabla

integracije.

Napomena 7.7. Iz gornjih smo razmatranja vidjeli da se plostina ravnog
lika omedenog osi x, pravcima x = a i x = b, te komadom grafa pozitivne
neprekidne (na [a,b]) funkcije f definira kao odredeni integral funkcije f u

granicama od a do b.

Definicija 7.3. Ako za funkciju f moZemo definirati odredeni integral na

[a,b] kazemo da je [ integrabilna na |a,b.

Postoje i funkcije za koje limesi gornje i donje Darbouxove sume nisu isti, tj.

nisu integrabilne.
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Primjer 7.13. Dirichletova funkcija,

) reQ
f(x)_{ 0, z€R\Q,

nije integrabilna.

Uocimo da za svaku podjelu r segmenta [a,b] imamo m; = 0 i M; = 1,
i =1,...,n. Dakle je s(r) =01 S(r) = b— a za svaku podjelu r segmenta
la,b]. Gornja i donja Darbouzova suma wvijek teze razlicitim vrijednostima

(b—a i0), tj. Dirichletova funkcija nije integrabilna.®
Napomena 7.8. Dirichletova funkcija ima prekid u svakoj tocki.

Iz Primjera 7.13 vidimo da nisu sve funkcije na segmentu [a, b] integrabilne.

Koje jesu? Neprekidne sigurno jesu. Koje jos?
Teorem 7.5. Svaka monotona funkcija na [a,b] je integrabilna.de
Teorem 7.6. Svaka neprekidna funkcija na [a,b] je integrabilna.de

Napomena 7.9. Uocimo da ako je f monotona funkcija na [a,b], onda je

ona 1 ogranicena.

Dokaz:
Ako f raste na [a,b], onda je f(a) < f(x) < f(b), za svaki x € a,bl,
dakle je f ogranicena funkcija na [a,b]. Analogno se dokaze slucaj kada f

pada na [a,b].d

Primjer 7.14. 1. Izracunajmo iz definicije

b
/ 1dx.

Ocito je funkcija f(x) = 1 neprekidna na [a,b]. Za svaku podjelu r

segmenta [a,b] je m; = M; = f(s;) =1, 1 =1,...,n. Dakle imamo

Zn:Axi = zn:miAmi =s(r) < zn:f(sz)sz < S(r)
i=1 i=1 i=1

=1 i=1
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Kako je S(r) = s(r) = b — a prijelazom na limes dobivamo

b b
b—ag/ f(x)dx:/ ldx <b—a,

b
/ ldx =b—a.
b
/xdaz.

dakle je

2. Izracunaymo

f(X)=x

ANAN

ANAN

ANAN
ANANUNNNNNNANNNANNNANANN

NOANNANNANNANANN
NANNANNANNNANN
NOANNANNANNNANN
NOANNANNANNANNNNNN
NOANNANNANNANNNNANN
NOANNNNARNANNNNNNNANANN
NOANNARNANNANNNNNNNANNN

NANANNN
\\t\\\

X
X
X
o)
X

=
N
w

Slika 7.8: Racunanje odredenog integrala funkcije f(x) = z iz definicije.

Ocito je funkcija f(x) = x neprekidna na |a,b]. Podijelimo segment
[a,b] na n jednakih djelova, Az = =2 Sada je m; = a + (i — 1)Ax,
M; = a + iAx. Dakle imamo

s(r) = ZmiAI - AIZ(@ + (i — 1)Ax) = naAz + Az? Z(l - 1)
= =t i=1
= nalAx + Agﬁw _ nab —a X (b—a)*n(n—1)
2 n 77/2 2
_ n—1(0b—a)’
=a(b—a)+ - TR

Prigelazom na limes dobivamo

lim s(r) =a(b—a)+ =

n—-ao0 2

v-ap 2o
2 2
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Analogno dobijemo da je

b a?
T 7

S(r) =

b b2 (12
dr = — - L.
/axx SRR

Sto ako funkcija nije pozitivna na [a, b]?

dakle je

Ako je f neprekidna i negativna na [a,b] (f(z) <0, za svaki x € [a, b]) moZemo
napraviti analognu konstrukciju mjere povrsine krivuljnog trapeza omedenog odozgo

s osi z, slijeva s pravcem x = a, zdesna pravcem = = b i odozdo grafom funkcije
b

f, tj. odredenog integrala / f(z)dz, kao i za neprekidnu pozitivnu funkciju.

Medutim, u ovom sluéaju ¢e biti m <0iM <0, iza svaku podjelu r segmenta
la, b] ¢e bitim; <0i M; <0,i=1,...,n. Dakle vrijednost odredenog integrala
negativne funkcije ¢e biti nepozitivan broj, tj.

/a ’ Ha)de <0,

Ako je neprekidna funkcija f na [a, b] takva da je pozitivna na [a, c] i negativna
na [c, b] (zbog neprekidnosti je f(c) = 0), za neki ¢ € (a,b), onda je

/a  Ha)de

razlika plostine P; ispod grafa pozitivnog dijela funkcije f (nad [a, c]) i plo&tine
P, iznad grafa negativnog dijela funkcije f (nad [c, b]). Dakle, u opéem sluaju
odredeni integral je algebarski zbroj plostina izmedu osi x i grafa krivulje. Po

27
/ sinxz dx = 0.
0

7.2.2 Svojstva odredenog integrala

1. / F@)dz = 0.

tomu je pravilu

Dokaz:

Za bilo koju podjelu r segmenta [a, a] su gornja i donja Darbouxova suma

jednake nula, pa je / f(z)dr =0.%

a
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2 /baf(x)dx _ —/abf(x)dx.

Dokaz:

Ako je a < b onda ¢e u Darbouxovim sumama i integralnoj sumi kojima

se definira f(x)dx vrijednosti Ax;, i = 1,...,n, biti negativne, a vri-
b

jednosti m;, M; i f(s;), i = 1,...,n, ostaju iste. Dakle odredeni integral

mijenja predznak ako se zamijene granice.d

b c b
3. / f(a:)dx:/ f(x)dx—l—/ f(z)dz, za svaku totku c € (a,b).

Ovo se zove aditivnost integrala po podruéju integracije.

Dokaz:
Rezultat slijedi jer se uzimanjem totke ¢ € (a,b) u svaku podjelu od [a, b]
zbrojevi Zf(si)Axi rastavljaju u zbrojeve u kojima su svi s; < ciu

i=1
zbrojeve u kojima su svi s; > ¢, © = 1,...,n. Prijelazom na limes prvi

c b
zbrojevi teZe u / f(z)dz, a drugi u / f(z)dz.d
Ovo se poopcuje i na konalan zbroj pribrojnika, t;j.

/abf(x)dx _ / f(x)dx+/:2f(x)dx+ +/b fla)de,

zaa<a <ag <..<a@p,.1<b>.

Uo&imo da ovo svojstvo vijedi i za ¢ ¢ (a,b) ako uzmemo u obzir svojstvo
2. Zac<a<bimamo

[ o= [“s@ars [ s
pa onda vrijedi

/abf@)dx == /Caf(:c)d:r + /be(x)da: = /acf(x)dx + /be(x)dx.

Analogno se dokaZe ako je a < b < c.
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Napomena 7.10. Iz ovog svojstva slijedi da i funkcije koje na [a,b]
imaju konacno mnogo tocaka prekida u kojima imaju konacne sko-

kove (f : I — R ima u ¢ € I konacan skok ako je | lim f(x) —
Tr—C

lim f(z)|] < +00) imaju odredeni integral. To moZemo napraviti tako
Tr—rCc—

da mtegml/ f(z)dz zapisemo u obliku

/f d:c—/f d:c—i—/f Ydx + .. —l—/f

gdje su a < a; < ay < ... < an—1 < b sve tocke prekida od f na

la,b]. Kako je f neprekidna, na svakom segmentu |a,a], ..., [an—1,b]

al
znamo izracunati integrale / f(z)dz, ,/ f(z)dz, dakle znamo
a an—1

b
izracunati i / f(z)dz

Definicija 7.4. Funkcija f : [a,b] — R je po dijelovima mono-

tona ako postoji n € N 1 tocke
a<a <ag<..<a,<Db,

takve da je f monotona na svakom segmentu |a, a4, ..., [an, b].

Dakle, iz Teorema 7.5 i svojstva 3. izravno slijedi da je svaka po dijelovima

monotona funkcija na segmentu i integrabilna.
b b b
/ (f(x) £g(x))dx :/ f(x)dx:l:/ g(x)dx, ili aditivnost integrala.

Dokaz:

Aditivnost integrala slijedi izravno iz Definicije 7.2 i Teorema 6.18.&

b b
: / cf(x)dx = c/ f(x)dx, gdje je ¢ € R proizvoljan.

Dokaz:

Ovo svojstvo se zove svojstvo homogenosti integrala i izravno slijedi iz
Definicije 7.2 i Teorema 6.18.é
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Napomena 7.11. Ako s R(I) oznacimo skup svih integrabilnih funkcija na I =
[a,b] (skup R(I) nije prazan, unutra se sigurno nalaze sve neprekidne funkcije
na [a,b]), onda iz svojstva aditivnosti i homogenosti slijedi da je skup R(I) be-
skonacnodimenzionalni vektorski prostor. Stovise, R(I) je podprostor realnog vek-
torskog prostora svih funkcija f : I — R (Napomena 5.13). Beskonacnodimenzionalan
je, jer npr. skup

{1,2,2% ...,2"}

je linearno nezavisan za svaki n € N (Teorem 5.3), i svaka funkcija iz tog skupa je
neprekidna na I, dakle i integrabilna. Dakle beskonacni skup {z™ :n =0,1,...} se
nalazi u nekoj bazi od R(I). Nadalje, iz svojstva aditivnosti i homogenosti odredenog

integrala vidimo da je odredeni integral linearni funkcional na R(I).

. Ako je funkcija f : [a,b] — R takva da je f(z) = 0 osim u kona&no
mnogo tolaka, onda je

/a  Ha)dz = 0

Dokaz:

Uzmimo prvo da je f(x) = 0 osim moZda u toki ¢ € [a,b] i da je f(c) > 0. O¢ito je
tadam =0, M = f(c) i za svaku podjelu r segmenta [a, b] totka ¢ pada u to¢no jedan
[zj—1,x;], pajem; =0,i=1,...,n, M;=0,i=1,..,5—1,j+1,...,n, i M; = f(c).
Dakle je s(r) =01 S(r) = M;Ax;. Prelazedi na limes dobivamo da je

lim S(r) =0,

Ax;—0
dakle je
b
/ f(x)dx = 0.

U slu€aju kad je f(z) = 0 osim u konatno mnogo tocaka, i kad f nije nuZno pozitivna
dokaz ide posve analogno tako da segment [a, b] po svojstvu 3. rastavimo na konacan
broj podsegmenata koji sadrZe najvise jedno nuliste funkcije f, i prema dokazanome je

/abf(x)dx =0.%

Kao izravnu posljedicu imamo: ako se funkcije g i h razlikuju na [a,b] u
samo kona¢no mnogo to¢aka onda je
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7. a) Ako je f:[—a,a] — R neparna, onda je

/_ f(@)dz = 0.

b) Ako je f:[—a,a] — R parna, onda je

/_ f(w)de = Z/Oaf(:c)d:c.

Dokaz:

a) /_i f(z)dx = /_i f(:r;)dx+/0a flz)dx = /_i —f(—x)dx—l—/oa f(z)dz

_ _/_O f(—x)dx+/0af($)d$

—— [ s@ye+ [ s =0

b) /z f(z)dx = /i f(:c)dx+/0a flz)dx = /Z f(—x)d:l:—l—/oa f(z)dz

_ /Oaf(:p)dx+/0af(x)dx _ 2/Oaf(x)dx.4.

8. Ako je f neprekidna i nenegativna funkcija na [a,b] i ako je f(c) > 0 za
neki ¢ € [a,b], onda je

/abf(x)dx > 0.

Dokaz:

Kako je f(c) > 0 za neki ¢ € [a, ] iz Teorema 6.3 slijedi da postoji interval I’ C [a, ]
oko totke ¢ takav da je f(x) > 0, za svaki « € I’. Dakle postoje x1, x5 € I’ takve
da je 1 < ¢ < x9. Iz pozitivnosti funkcije f na [a,b] odnosno stroge pozitivnosti na

[1, 23] imamo
T2
/ f(z)dz >0,
1

odnosno

/abf(x)dx - / F@)da + / Fa)de + /b F(@)dz > 0.4
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9.

10.

11.

Neka su f i g neprekidne funkcije na [a,b] takve da je f(z) < g(z) za
svaki = € [a,b]. Tada je

[ rwar < [ gwae

Ako je f(c) < g(c) za bar jedno ¢ € [a, b] onda vrijedi stroga nejednakost.

Ovo svojstvo se zove svojstvo monotonosti integrala.

Dokaz:

Po Teoremu 7.8 je dobro definirana funkcija F' € C'[a, b] formulom

F) - [ "(9(0) — £,

i ofito ima pozitivnu derivaciju, tj.

Dakle, po Teoremu 6.28 F raste na [a,b]. Odatle slijedi da je F'(b) > F(a) = 0,

odnosno

b
F(b) = / (9(0) — F(O))dC > 0.

Ako je f(c) < g(c) za bar jedno ¢ € [a, b], onda je F'(c) = g(c) — f(c) > 0. Kako je
funkcija F' = g — f neprekidna na [a, b] tada iz Teorema 6.3 slijedi da postoji interval
I' C [a,b] oko totke c takav da je F'(z) > 0, za svaki z € I’, odnosno po Teoremu 6.28
F strogo raste na I'. Dakle postoje x1, 2o € I’ takve da je 21 < 29 i F(21) < F(22).
Kako je F(a) < F(z1) i F(z2) < F(b), imamo da je F'(b) > F(a) = 0, odnosno

imamo strogu nejednakost.de

Neka je f : [a,b] — R. O¢ito vrijedi —|f(z)| < f(x) < |f(x)

x € [a,b]. Nadalje, iz svojstva 9. imamo da je

_/abyf(x)ydwg/abf(x)dxg/ablf(:vﬂdx,

/a b f(x)dz

, za svaki

.

< [
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Teorem 7.7 (Teorem srednje vrijednosti). Neka je funkcija f nepre-

kidna na [a,b]. Tada postoji tocka ¢ € [a,b] takva da je

b
[ #ardn = 100~ a)

Dokaz:

Po Teoremu 6.6, iz neprekidnosti funkcije f na [a, b] slijedi da f dostize
svoj minimum m i maksimum M na [a,b], tj. m < f(z) < M, za svaki

x € [a,b]. Ako f nije konstanta na [a,b], iz svojstva 9. i Primjera 7.1/

y

Slika 7.9: Teorem srednje vrijednosti za odredeni integral.
slijedi
b b b
m(b— a) :m/ dac</ f(x)dz < M/ de = M(b— a).

Nadalje iz Teorema 6.6 znamo da funkcija [ poprima barem jednom

svaku vrigednost izmedu m 1 M, pa postoji barem jedan ¢ € [a,b] za koji
je

/f@M$=ﬂ@®—@%

b
bia/ f(z)dz

Izraz
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se zove srednja vrijednost funkcije f na segmentu [a, b]. Povrgina ispod

grafa neprekidne funkcije f nad [a,b] jednaka je povr3ini pravokutnika s

b
osnovicom b — a i visinom ﬁ/ f(z)dz. Odatle ime teoremu.
a

Teorem 7.7 kaZe da je srednja vrijednost neprekidne funkcije na segmentu

[a, b] jednaka vrijednosti te funkcije u nekoj totki tog segmenta.

Napomena 7.12. Srednja vrijednost je poopcenje pojma aritmeticke
sredine (aritmeticka sredina od ay, as, ...,a, € R je @ = “F02tedtan )

Za funkcije koje nisu neprekidne Teorem 7.7 ne mora vrijediti:

Primjer 7.15. Neka je dana funkcija f : R — R formulom

f<x>={ b

-1, x<0.

NANANANN
NANANNN
NANNANN
NANANNANN
NANANNANN
NANANNN

NANANANN
NAANNANN
NAANNANN
NANNANN
“\\\\\\ e)
[IY
X

NANANAN

Slika 7.10: Teorem srednje vrijednosti ne mora vrijediti za funkcije koje nisu
neprekidne.

Ocito je da funkcija f ima prekid v xg = 0. Nadalje, kako je f neparna
funkcija, iz

svojstva 7. imamo da je

/ 1 f(2)dz =0,

medutim ne postoji tocka ¢ € [—1,1] za koju je f(c) = 0.4
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7.3 Newton - Leibnizova formula

Racunanje odredenih integrala izravno iz definicije mukotrpno je i tesko izvedivo
Cak i za jednostavne funkcije. SreCom, postoji veza izmedu primitivne funk-
cije i odredenog integrala koja omogucuje ra¢unanje odredenih integrala pomocu
neodredenih. Dokazat ¢emo tu vezu u najjednostavnijem slu¢aju, kad je podin-
tegralna funkcija neprekidna.

Prije formuliranja i dokazivanja teorema, promatrajmo na segmentu [a, b] nepre-
kidxnu i, jednostavnosti radi, pozitivnu funkciju f. Za svaki x € [a,b] postoji
/ f(¢)dc, i taj je broj jednak plostini izmedu grafa funkcije f i osi x omedenoj
vertikalnim pravcima x = a i xz. Dakle imamo pridruZivanje koje svakom x € |a, b|
pridruzi plostinu ispod grafa funkcije f desno od a i lijevo od z. Tim je pri-

druZivanjem definirana funkcija koju ozna¢imo s F'. Imamo
x +— F(x),
gdje je i
Fa) = [ 1o

Pokazat ¢emo da je ta funkcija F' derivabilna na [a,b] i izralunat éemo njenu

derivaciju.

Teorem 7.8. Neka je f € Cla,b|. Funkcija F definirana formulom

F(z) = / " H(Q)de

je derivabilna na [a,b] i vrijedi

Dokaz:

Racunamo derivaciju od F po definiciji:

z+Az T z+Ax
AF=Fla+ 80~ F@) = [ £~ [ o= [ roc

Hocéemo gledati
I AF
Aoho Az
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y

Slika 7.11: Funkcija F(x).

Funkcija f je neprekidna na [a,b], pa onda i na svakom podsegmentu [z, x +

Azx]. Onda ona na tom segmentu poprima svoj minimum m u (; i maksimum
M u (y (Teorem 6.6). Po Teoremu 7.7 vrijedi

z+Az
mas< [ (g < Maw,

odnosno AF
f(C1)ZmSA_a: <M = f(C).

Prijelazom na limes kad Ax — 0, tocke (1 © (o moraju teZiti prema x, pa

mamo

AF
lim f(¢) < I g = 1'gof@2)-

Az—0 AIEO x Ax
Kad {; — x, onda, zbog neprekidnosti funkcije f na la,b], mora vrijediti
f(&) — f(x) (Teorem 6.12). Slicno i za (s — x. Odatle slijeds
AF
f(r) < lim — < f(x),

~ Az—0 Ax
t.
flx) < F'(z) < f(),
tj. F'(x) = f(z). Dakle je F(x) derivabilna funkcija na cijelom |a,b] i
F(z) = f(2).4
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T

Teorem 7.8 kaZe da je / f(¢)d¢ primitivna funkcija funkcije f. Sli¢na se

a
tvrdnja moZe dokazati i ako se uvjet neprekidnosti funkcije f zamijeni uvjetom

integrabilnosti, no dokaz je bitno sloZeniji.

Teorem 7.9 (Newton - Leibnizova formula). Neka je funkcija f definirana

i neprekidna na [a,b] Tada postoji primitivna funkcija F funkcije f i vrijedi

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Dokaz: N
Prema Teoremu 7.8 znamo da je F(z) = / f(Q)d¢ primitivna funkcija

a
funkcige f. Uvrstimo li x = a 1 x = b u izraz za F 1z svojstva 1. iz tocke

7.2.2 dobivamo

x b
Fla) = / fa)dc =0, F(b) = / Q).

Odatle je
/ F@)dz = F(b) — F(a).&

Newton - Leibnizova formula je jedan od najznacajnijih rezultata cijele mate-
mati¢ke analize. U njoj se povezuju odredeni integral, do kojeg dolazimo preko
limesa niza integralnih suma, i neodredeni, do kojeg smo dosli pokusavajuci inver-
tirati linearni operator deriviranja. Time je omogucena primjena metoda razvije-
nih za neodredene integrale na racunanje odredenih.

Desna strana Newton - Leibnizove formule se jo$ krade pise kao

Citamo to kao " F(x) u granicama od a do b" .

Kod primjene na raunanje odredenih integrala, u metodama izravne integracije
se samo na kraju u izralunati neodredeni integral uvrste granice, i od vrijednosti u
gornjoj granici se oduzme vrijednost u donjoj granici. Pri tome nestane konstanta

integracije.
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Kod metode zamjene varijabli jedan nacin je da se provede ralun do kraja,
da se u konalni neodredeni integral vrati putem obrnute supstitucije originalna
varijabla integriranja i da se onda uvrste originalne granice. Stvari se znaju
zakomplicirati ako ima viSe supstitucija. Drugi pristup je da se kod svake supsti-
tucije osim podintegralne funkcije i diferencijala modificiraju i granice. Onda na
kraju ne treba vracati natrag originalnu varijablu integracije ni originalne granice.
Prilikom izbora supstitucije treba jos voditi rauna o neprekidnosti derivacije sup-
stitucije i o tome da njene vrijednosti ne izlaze izvan granice zadanog segmenta

integracije (da bi odredeni integral bio dobro definiran).

Teorem 7.10 (Zamjena varijabli u odredenom integralu). Neka funkcija ¢
ima neprekidnu derivaciju @' na |o, B] i neka je ' (t) # 0 za t € {(a, ).
Ako vrijednosti funkcije ¢ na [, §] ne izlaze izvan segmenta [a,b], i ako je

ola) =a, p(B) =0, onda za f € C([a,b]) vrijedi formula zamjene varijabli

L)

b B8
/ f(2)de = / F(®) (B)dt.

Primjer 7.16. [zracunajmo

V3
/ V4 — 22dz.
-3

Stavimo o(t) = 2sint. Iz p(t) = —/3, tj. sint = —\/73 imamo t; =
—%. Analogno, iz o(t) = V3 dobijemo ty = 2. Sada ocito funkcija ¢ :

[—‘/75, ‘/75] — R zadovoljava uvjete Teorema 7.10, dakle imamo

s s
3 3
s

3 1
:2/3 (14 cos2t)dt =2 (t+§sin2t)

jus
3

V3 z z
/ \/4—x2alx:/3 2COSt\/4—4SiH2tdt:4/s cos? t dt
-3

5 4
C = V3e
-z 3
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Kod parcijalne integracije situacija je jednostavnija, samo se uvrste granice:

/abu(x)v’(x)dx - /ab[(u(x)v(x)), —u(x)v(z)|dw
) /ab(“(x)”m)’dx -/ ol

t].

Vv
v, f
0 Uy u, u

Slika 7.12: Parcijalna integracija

Formula za parcijalnu integraciju ilustrirana je na slici 7.12. Povr$ina hori-
zontalno iscrtkanog podruéja jednaka je fvvf udv, povrsina vertikalno iscrtkanog

podrugja je fif vdu. Njihov zbroj jednak je razlici usvy — uqvy, a to je upravo
UV

uv|um.

Primjer 7.17. Izracunajmo

1
/ ze®dx.
0
Iz Primjera 7.6 imamo
1 1 1 1
retdy = xe®| — e*dr =e — €
0 0 0

=e—ec+1=1®H
0
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7.4 Nepravi integral

Do sada smo uvijek pretpostavljali da je podintegralna funkcija neprekidna (dakle
po Teoremu 6.6 i omedena) na podru&ju integracije, kao i da je samo po-
drugje integracije konatno. Vrijednosti integrala mogu se ponekad (ali ne uvijek)
izracunati i ako su neki od tih uvjeta naruseni. U takvim slu¢ajevima govorimo
o nepravim integralima.

Promatramo prvo slu¢aj kad integrand nije ograni¢en na podrudju integracije.
Neka je funkcija f neprekidna na [a,b) i neka je

lim f(z) = +4o0.

r—b—

Znamo da za svaki = € [a, b) postoji integral te funkcije u granicama od a do z,

tj. postoji

| 10
Ako funkcija / f(€)dC tezi prema nekoj konatnoj grani&noj vrijednosti L € R

b
kada x — b—, kaZzemo da nepravi integral / f(¢)d¢ ima vrijednost ili da

konvergira i piSemo

/ Qe = tim [ o=t

Ako promatrani limes ne postoji, kazemo da integral divergira ili da nema
znalenja. Ovakav nepravi integral zove se nepravi integral 1. vrste.
Sli¢no se radi u slu¢ajevima kad f(x) — —o0 za x — b—, te za slutajeve

kad funkcija nije ograni¢ena u donjoj granici integracije, tj. u tocki a.
Primjer 7.18. 1. Integral
/1 dx
0o V 1-— 1’2
1

je mepravi integral, jer Tz T kada v — 1 — . Znamo da je

T
= arcsinxz,

Tod
————— = arcsin(

¢
0 VIO
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Slika 7.13: Nepravi integral funkcije koja nije ograni¢ena na podrucju inte-

gracije.

1 znamo da je

. . 77'
lim arcsinz = —,
r—1— 2

pa onda znamo i da konvergira i da je

Vo de
/0 V1—a?
Vode s
/0 Vi—? 2
2. Integral
Udx
0 VT

je mepravi integral, jer \/LE — +00 kada v — 0+ . Racunamo
1
dg
— =2/
/gc V<

i 1£— im — =
hm/m\/z—Zl (1—+z)=

r—0+4 r—0+

1

= 2(1 - 7).

x

Nadalje imamo

Udx
Dakle / — konvergira 1
0 VT
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3. Integral
Vdx
0 T

je nepravi integral, jer % — +o0 kada x — 0 + . Racunamo

1 dg 1
— =In{| =—Inx.
[ emd.
Nadalje itmamo
1
lim & _ lim (—Inx) =4o00.M#
z—0+ [, z—0t

Dakle ovaj nepravi integral divergira.

Ako se tocka u kojoj funkcija nije definirana nalazi u segmentu integracije,

taj interval se rastavi u dva intervala s tom to¢kom kao granicom, tj.

b c—e€1 b
/ f(z)dz = lim f(x)dz + lim f(z)dx.
a 51—)0 a EQ—)O cteg
b
Ako oba limesa na desnoj strani postoje, onda / f(x)dx konvergira, inate
divergira. ‘

Ude

Primjer 7.19. 1. Izracunajmo —-
-1 X

Funkcija f(z) = %5 nije definirana u tocki g = 0 segmenta [—1,1].

Dakle imamo

1 —€1 1 1 —e1 1 1
de_ lim / @—I— lim / d—f = lim (—=| )+ lim (——
es L

1 ZE2 e1—0 1 1’2 e2—0

. 1 . 1
= lim ——1—-14+ lim — = +4oc0.

e1—0 €1 e2—0 &9
'd
Xz . .
Dakle / — divergira.
1z

b
d
2. Izméunaij/a ﬁ
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Stavimo p(t) =t +b. Iz p(t) = a, tj. t+b = a imamo t; = a — b.
Analogno, iz o(t) = b dobijemo ty = 0. Sada ocito funkcija ¢ : [a —
b,0] — R zadovoljava uvjete Teorema 7.10, dakle imamo

/b dr B /O @
a (x_b)n B a—b tn'

Ako jen <0, onda je —n > 0 pa imamo

/0 dt B t—n-i—l
a—b tn - —n + 1

Ako je n =0 imamo

o (a—p

a—b 1—n

/ / dt = =b—a.

a—b tn —b

Ako je n > 1, onda funkcija f(z) = W nije definirana u desnom
rubu segmenta [a,b], odnosno funkcija g(t) = & nije definirana u des-

nom rubu segmenta [a — b,0]. Integral

/0 dt
a—b tn
je nepravi integral zan > 1, ]67’ — 400 za paran n i o — —O0Q

za neparan n kada t — 0 — . Znamo da je

Cdg
/aan gl = ~in(b—a),

/t % B C—n+1
a—b Cn B —n+1

zan > 1. Kako je

zan=11

t t_"'H (a _ b)—n—f—l

a—b —n-+1 —n+1

Y

tl_l{lol_(ln lt| —In(b—a)) = —oc0

t—n—i—l (b _ a)—n—i—l

lim —
t—0— —n + 1 —n+1

= —I—OO,
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za paran n 1

) t—n—f—l (b _ a)—n+1
1m — = —00
10— —n+ 1 —n+t1

0
x
za neparan n, integral / m divergira za n > 1. Dakle
a—b

konvergira za n < 1, divergira zan > 1.8

Problem konvergencije nepravih integrala moZe se rjeSavati sli¢nim metodama

problem konvergencije redova. Uz svojstvo monotonosti integrala (svojstvo

9. iz to¢ke 7.2.2) npr. Primjer 7.19 moZe posluZiti pri usporedivanju.

Promatrajmo sada drugi mogudi izvor problema, tj. situaciju kad podrugje

integracije nije ograni¢eno. Neka je funkcija f neprekidna na [a, +00). Znamo

y

Slika 7.14: Nepravi integral po neograni¢enom podrucju integracije.

da za svaki = € [a, +00) postoji integral te funkcije u granicama od a do z, tj.

postoji

Ako

/a T FQC

funkcija / f(¢)dC tezi prema nekoj kona&noj grani¢noj vrijednosti kada
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+o0
xr — 400, kaZemo da nepravi integral f(¢)d¢ ima vrijednost ili da ko-

nvergira i piSemo

—+o0 x
faptr = tim [ FOc.

Tr—>400

a

Ako promatrani limes ne postoji, kaZemo da integral divergira.

[ s,

+oo

f(z)dx.

— 00

Ovakvi se integrali zovu nepravi integrali 2. vrste.

Sliéno postupamo i za sludaj

pa i za sludaj

Primjer 7.20. 1. Izracunajmo

+o0
/ e “dx.
0

Imamo

o0 z .
0

T— 400 0 r—>+00 0 T— 400

Dakle gornji nepravi integral konvergira.

/+oo de
1 T
Imamo

—+o00 x
/ @ = lim % = lim In
1

T r— 400 1 C r—+00

2. Izracunajmo

(| = lim Inzx=4o0.
1 r—+00

Dakle vidimo da ovaj nepravi integral divergira. MoZe se pokazati da

/+oo dl‘
1 xP

konvergira za svaki p > 1 i divergira za 0 < p < 1.

nepravi integral
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/+oo d.ZC

—.
1 T
Imamo

dr T _ 1
1 x2 _:E—lg—loo 1 CQ o z—l>n—|}oo C

4. Izracunajmo

3. Izracunajmo

):— im —+1=1.

r—>+00 I

Zbog neparnosti funkcije arctg imamo

+o0 T z
/ dz = lim / d = lim arctg(| =

o 1422 2—400 ) 14+(? z—+ T

lim (arctgz — arctg (—z)) =2 lim arctgz = 7.
r—>+00 T—>+00

Zanimljiwo je da neomedena povrsina ispod grafa racionalne funkcije

ima transcendentnu konacénu vrijednost .8

7.5 Primjene integralnog racuna

7.5.1 Povrsina lika u ravnini

U tocki 7.2.1 smo rekli da za neprekidnu i pozitivnu funkciju f : [a,b] — R broj

/a ’ f(2)dz

predstavlja plostinu lika omedenog grafom funkcije f, osi z, pravcem x = a i
pravcem x = b.

Ako je funkcija f neprekidna i negativna na [a, b], onda broj

/a ' Ha)de

predstavlja plostinu povrSine omedene grafom funkcije f, osi x, pravcem =z = a
i pravcem z = b, ali negativnog predznaka.
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Nadalje, ako je f : [a,b] — R neprekidna takva da je pozitivna na [a,c| i

negativna na [c, b], za neki ¢ € {(a,b), onda

/ab f(z)dz

je razlika plostine povrsine P; ispod grafa pozitivnog dijela funkcije f (nad [a, ¢])
i plostine povrdine P; iznad grafa negativnog dijela funkcije f (nad [c, b]), tj.

/bf(x>dl'=P1—P2

Plostina povrsine izmedu grafa funkcije f, osi x, pravca x = a i pravca © = b,
tj. broj P, + P,, jednaka je

P=P 4P /acf(:c)dx - /be(x)dx.

Iz gornjih razmatranja imamo da je plo$tina povrsine izmedu grafova fukcija f;
i fo omedena pravcima x = a i x = b, gdje su f1, f2 : [a,b] — R neprekidne i
takve da je fi(z) > fao(x), za svaki = € [a,b], dana s

/ (f1(2) — fala))da.

d 09

Slika 7.15: Plostina lika omedenog grafovima dviju funkcija.
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Ako je g : [c,d] — R neprekidna i pozitivna funkcija u varijabli y, tj. proma-

tramo krivulju x = ¢(y), onda je plostina povrine omedene grafom funkcije g,

osi ¥y, pravcem y = c i pravcem y = d dana s

/Cdg(y)dy.

<

Slika 7.16: Plostina lika omedenog grafom funkcije od y.

Analogno se definiraju i ostali odredeni integrali (plostine), tj. za slu¢aj kada
je funkcija g negativna, odredeni integral proizvoljne neprekidne funkcije, plostinu
omedenu grafom proizvoljne neprekidne funkcije, osi , pravcem y = c i pravcem
y = d i plostinu izmedu grafova neprekidnih funcija g; i go na [c, d] takvih da je
91(y) = g2(y), za svaki y € [c, d].

7.5.2 Volumen rotacijskog tijela

Promatramo neko tijelo u tri dimenzije, recimo stoZac visine H i polumjera osno-
vice . NareZzemo ga na tanke ploske, recimo visine Ah = % n € N, i u svakom
sloju izmedu visine h i h+Ah, h =0, Ah, ..., H—Ah, zamijenimo komad sto3ca,
tj. krnji stoZac visine Ah, valjkom iste visine s osnovicom jednakom gornjoj (tj.
manjoj) osnovici krnjeg sto¥ca. Za veliki n € N ¢e zbroj volumena tih valjica
biti dobra aproksimacija volumena sto¥ca. Za n — oo, tj. za Ah — 0, dobit

¢emo to¢nu formulu za volumen stosca.
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Slika 7.17: Volumen stozca kao limes sume volumena tankih valjaka.

Promatrajmo sada tijelo 7" u tri dimenzije omedeno ravninamaz =aix =b
te plohom koja nastaje rotacijom grafa funkcije f oko osi x. Uzmimo da je
funkcija f pozitivna i neprekidna na segmentu [a,b]. Podijelimo segment |[a, b]
na n dijelova pomocéu to€aka a = o < 1 < ... < 1 < x, = b. Time je
i tijelo T podijeljeno na n slojeva. Volumen komada tijela 7" izmedu ravnina
xr=ux; 1 x=1x41,1t=0,1,...,n—1, zamijenimo valjkom &ija osnovica ima

polumjer f(x;) a visina je Ax;11 = x;11 — ;. Povrdinu osnovice tog valj&i¢a

y
f(x)

AX

Slika 7.18: Volumen rotacijskog tijela nastalog rotacijom grafa funkcije f(x)

oko osi z.
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ozna¢imo s P(x;). Promatramo zbroj svih volumena tih valj¢i¢a:

n—1

Z P(z;)Az;y.

i=0
Prijedemo na limes; ako taj limes postoji kad n — oo, tj. kad max Ax; 1 —
0, onda gornja suma teZi prema vrijednosti koja nije nista drugo doli odredeni
integral od a do b funkcije P(x) koja daje povrsinu popre¢nog presjeka tijela T
ravninom paralelnom s ravninom yz kroz to¢ku (z,0,0). No taj popre¢ni presjek
je krug, a njegova povriina za zadani x je jednaka f?(z)w. S druge strane,
u limesu zbroj volumena valjéi¢a teZi prema volumenu tijela 7. Odatle slijedi
formula za volumen dijela prostora kojeg dobijemo rotacijom grafa neprekidne
funkcije f : [a,b] — R oko osi # omedenog ravninama x = a i x = b:

V, = /abP(:v)d:v = w/ab f(z)dz.

Primjer 7.21. Izracunajmo volumen tijela koje nastaje rotacijom luka sinu-

soide izmedu x =0 1 x = 7w oko 0st x.

Iz Primjera 7.8 imamo
” 2

T 1
Ve = 7T/ sin®(z)dr = 75(.1' —sinzcosz)| = %.Q
0

0

Vidimo da je volumen tijela T' jednak integralu po njegovoj visini funkcije

povrsine popre¢nog presjeka P na odredenoj visini.

Primjer 7.22. Izracunajymo volumen stosca visine H 1 polumjera osnovice
R.

Po gornjoj formuli, koristeci c¢injenicu da takav stoZac nastaje rotacijom

grafa funkcije
R
YT H
oko osi x, 1mamo
H p2 2 H 2.3
R, R 9 Rema? H o1,
%:FO ﬁfﬂdl’:ﬁ/o‘.%dxzﬁgozgRﬂ'H‘
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Slika 7.19: Volumen stozca nastalog rotacijom duzine oko osi x.

Pomocu ove formule moZemo racunati i volumene tijela koja nastaju rotacijom
zatvorenih krivulja oko x osi. Dakle, ako su fi, fo : [a,b] — R neprekidne i
takve da je fi(x) > fa(x), za svaki z € [a,b], onda je volumen dijela prostora
koji nastaje rotacijom dijela ravnine izmedu grafova funkcija f; i fo omedenog
pravcima x =a ix =bdans

Ver [ (@)~ B

y f1(x)
RN
0 La b X

' '
'
\ | | '
R [
Vo
VL '
\ i

Slika 7.20: Volumen tijela nastalog rotacijom podrucja omedenog grafovima

dviju funkcija oko osi x.
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Primjer 7.23. Izracunajmo volumen torusa koji nastaje rotacijom kruznice

v+ (y - R)* =17,

i
6

Slika 7.21: Volumen torusa nastalog rotacijom kruznice sa srediStem na osi

y oko osi .

Iz jednadzbe kruznice 2* + (y — R)* = r* imamo
f1<I>:R+ VT2_I27 fZ(x):R_ T2—$2,

dakle je
fi(@) = f3(x) = 4RVr? — 22,
Imamo

V= 7r/ ARV r? — 22dx = 4R7r/ V12 — 22dx.

Sada iz Primjera 7.16 imamo

r

T 2 1
V= 4R7T/ Vr? —a2dr = 4R7T% {arcsin 2y 3 sin(2 arcsin E)]
. r T

-

= 2Rr’m?® = 2R7r’m. @

Ovaj rezultat je posebni slu¢aj prvog Guldinovog teorema.
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Teorem 7.11 (Prvi Guldinov teorem). Volumen tijela koje nastaje rotacijom
lika oko osi x jednak je produktu pouvrsine lika i opsega kruznice koju pri
rotaciji opisuje teziste lika.de

Na Guldinov teorem ¢emo se vratiti kasnije.

Promatrajmo sada tijelo koje nastaje rotacijom lika oko osi y omedenog prav-
cima z = a, * = b, x osi i grafom (pozitivne i neprekidne na [a,b]) funkcije
f. Podijelimo li opet segment [a,b] na n dijelova, rotacijom komada izmedu

[z;_1,2;], © = 1,...,n, nastaje cilindri¢ni sloj. Zamijenimo |i komad grafa od

Slika 7.22: Volumen rotacijskog tijela nastalog rotacijom grafa funkcije f(z)

oko osi .

f iznad segmenta [z;_1, ;] konstantom f(x;), volumen tog komada moZemo
izraCunati. Razrezemo ga po izvodnici i razmotamo, dobijemo prizmu, tj. para-
lelepiped sa stranicama osnovice f(x;) i 27x;, debljine Az; = x;—x; 1. Volumen

tog paralelepipeda je priblizno jednak
2mx; f (2) Ay,

a zbroj svih takvih volumena je dobra aproksimacija volumena cijelog tijela. U
limesu, to nam daje formulu za volumen dijela prostora kojeg dobijemo rotacijom

grafa neprekidne funkcije f : [a,b] — R oko osi y

b
Vy:27r/ xf(x)de.
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Primjer 7.24. Izracunajmo volumen tijela koje nastaje rotacijom funkcije

:[0,1] — R dane formulom f(z) = x® oko osiy i osi .
f:100,1] y

1 1 )
V, = 27?/ raidr = 27r/ 23 = Ex‘*‘ = E’
0 0 2 lo 2

Imamo

7.5.3 Teziste
Teziste homogenog ravnog lika

Neka je funkcija f neprekidna i pozitivna na [a,b]. Promatramo lik omeden
pravcima z = a, x = b, segmentom [a,b] na osi z i grafom funkcije f nad
[a,b]. Uzmemo li 3kare i izreZzemo taj lik, dobijemo tanko tijelo. Pretpostavimo
da je materijal na kojem je lik bio nacrtan homogen, tj. da mu je gustoéa
svuda ista. Zelimo odrediti teZiéte izrezanog lika. (Tezidte je tocka u kojoj,
ako podupremo tijelo, ono ostaje u ravnoteZi.) lz klasi¢éne mehanike znamo da
za sustav materijalnih to¢aka s masama m; smjedtenima u totkama (x;,y;),

1 =1,...,n, vrijedi

miTy + Moo + ... + MpTy =1

rT = oy
my+mo+ ... +m,
> m
=1
Zmiyi
— miyr + maYs + ... + MypYy _ =1
r my 4+ me + ... +my, n ’
>
=1

Ovdje su xr i yr koordinate teZista materijalnih to¢aka. Suma u nazivnicima

je ukupna masa sustava, a izrazi u brojnicima su staticki ili linearni momenti
n

sustava masa, i to E m;x; s obzirom na os y (jer su brojevi z;, i = 1,...,n,

=1

n
udaljenosti totaka od osi y), a Zmiyi s obzirom na os x (jer su brojevi y;,
i=1
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i =1,...,n, udaljenosti to¢aka od osi z). Ozna&imo li te statitke momente s 1/,
i M, redom, a ukupnu masu s M, imamo
M, M,

T = —F— Yr = ﬁ
Izrazi za sustav od n (kona&no mnogo) materijalnih to¢aka izvode se induktivno:
za jednu materijalnu to¢ku koordinate teZista su olito koordinate same materi-
jalne tocke, ako imamo dvije materijalne tocke, onda koordinate teZista se lagano
nalaze preko zakona ravnoteZe za poluge. Induktivno, ako teZiste od n materi-
jalnih totaka s masama my, may, ..., m, ima koordinate (zr, yr) i ako dodamo u
sustav jo¥ jednu materijalnu to¢ku s masom m na poziciju (z,y), onda je to sus-
tav dviju materijalnih to¢aka s masama m; + ... +m,, i m na pozicijama, redom,
(xr,yr) i (x,y), a koordinate teZista tog sustava slijede iz zakona ravnoteze
za poluge

Fiky = Fyks,

odnosno

miky = moks,
gdje su ky i ko duljine krakova poluge, a Fi i F5 odnosno my i my sile odnosno
mase na pripadne krakove poluge.

Ideja za ralunanje tezista lika je: podijelimo lik na male pravokutnike i

zamijenimo lik sustavom materijalnih to¢aka od kojih ¢e svaka biti smjestena

y
f(x) |

f(s) foo- s

Slika 7.23: Teziste homogenog krivuljnog trapeza.

u tezidtu jednog pravokutnika (a to znamo odrediti) i imat ¢e masu jednaku masi
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pravokutnika. Povecanjem broja pravokutnika teZiste takvog sustava materijal-
nih tocaka bit ¢e sve bolja i bolja aproksimacija teZista lika.

Podijelimo segment [a,b] na n dijelova [x;_1,2;], ¢ = 1,...,n. Promatramo
pravokutnik visine f(s;) nad [z;_1, ;] za neki s; € [x;_1,;]. Uz konstantnu

gustoéu mase (i, njegova masa je jednaka puf(s;)Az;, Az, = x; — x4, a teZiste
Ti—11+Z;
2

tava materijalnih toaka s obzirom na os x. To se dobije zbrajanjem po svim

mu ima ordinatu %f(si) i apscisu . Ra¢unamo stati¢ki moment tog sus-

pravokutnicima, dakle
1 n
i=1

Prijelazom na sve finije i finije podjele segmenta [a,b], ovaj ée izraz u limesu
postati odredeni integral od a do b funkcije & f?(x). Dakle je

M, = S [} f2(w)da.

Stati¢ki moment s obzirom na os y raluna se sli¢cno. Masa pravokutnika je i

Ti—1+%;
2

izmedu x;_1 i x;, a ta udaljenost je mala, moZemo uzeti da je apscisa teZista

Ti—1+%;

dalje pf(s;)Ax;, a apscisa njegovog teZista je Kako je broj ==~

pravokutnika, recimo, upravo z;. Zbrajajuéi po svim pravokutnicima dobivamo
Z i f(si) Az,
i=1

a to u limesu daje

‘My = ufabmf(x)dx‘

Kako je masa promatranog lika jednaka

M = uP,

pri emu je P njegova povrdina (3to znamo izracunati), to nam formule za koor-

dinate teZista glase

T — f:xf(m)dx _ %f;fQ(z)dx
T M@ S f@yde

Sada je jasno to govori prvi Guldinov teorem (Teorem 7.11).
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Slika 7.24: Teziste homogenog polukruga.

Primjer 7.25. Odredimo teziste polukruga polumjera r sa sredistem u is-
hodistu.

Imamo f(x) = V1?2 — 22 Iz simetrije je jasno da mora biti xp = 0.

Takoder, iz Primjera 7.16 znamo da je
T T 1
/ f(x)dz = / Vr?2 — x2dy = 57“271
Ostaje izracunatt yr. Kako je
1 [ 1 [ 2
3 /_r fA(z)dx = 5/ (r* — 2 dx = 57”3,

T

mamo
4r

g
pa teziste ima koordinate (0,5%).
Analognim racunom bismo dobili teziste polukruga polumjera r sa sredistem u

ishodistu, ali opisanog funkcijom f(x) = —/r* — x2. Dakle teZiste je (0, —3Z).4

Primjer 7.26. Sada mozemo, po prvom Guldinovu teoremu, izracunati raz-

liku izmedu volumena "vangskog” i "unutarnjeg” dijela torusa.

Neka je dan torus T' koji nastaje rotacijom kruznice polumjera r sa sredistem
u R, R>r, .
2+ (y — R)? =r°.
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Tada su, po prvom Guldinovu teoremu i Primjeru 7.25, volumen vanjskog V.,

© volumen unutarnjeg V,, dijela torusa dani s

1, 4r o, 9 43
%—QTW(Z(R 37T)7T)—7” Rn* + -r’m
1 4 4
Vi = §T27T(2(R — g%)ﬂ') = r’Rr? §T37T
Dakle je
V- Vi=orime

Zbog aditivnosti momenata (ako u sustav od n materijalnih to¢aka s mo-
mentima M, i M, dodamo jo$ jednu materijalnu to¢ku mase m na koordinate
(u,v) tada su novi momenti jednaki M, +muv i M, +mu), teZiste lika omedenog
zatvorenom krivuljom (tj. dijelom ravnine izmedu grafova neprekidnih funkcija
fi i fo na [a,b] takvih da je fo(z) > fi(z), za svaki x € [a,b], i omedenim

pravcima x = a i x = b) ratuna se po formulama

M, =1p [7 f3(2)de — Lp [ f2(a)da,

M, = p [, wfo(x)de — p ) o fi(x)de,

M, M.
xT:ﬁya yT:ﬁv

gdje je M plostina izmedu grafova neprekidnih funkcija f; i f2 na [a, b] omedena

pravcima x =a i x = D, tj.

M= /ab fal)dz — /ab fi(2)dz.

Napomena 7.13. Koordinate tezista se mogu izracunati i iz prvog Guldino-

vog teorema.

Teziste homogenog rotacijskog tijela

Promatramo rotacijsko tijelo koje nastaje vrtnjom grafa (pozitivne i neprekidne
na [a,b]) funkcije f oko osi x. Zbog simetrije, teZiste e lezati na osi rotacije,
tj. na osi . Zanima nas njegova apscisa. Podijelimo segment [a,b] na n
podsegmenata to¢kama a = 2y < 11 < ... < ,_1 < x, = b. Obujam dijela
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tijela izmedu ravnina x = x; 1 iz =x;, © = 1,...,n, je izmedu obujama valjaka
m2rAx; i@ M2wAx;, gdje su m; i M; najmanja i najveca vrijednost funkcije f
na [z;,_1, ;] i Ax; = x; — x;_1. Zbog neprekidnosti od f, volumen tog dijela
(sloja) tijela je AV, = f2(s;)mAx;, gdje je s; € [r;_1,2;]. Uz konstantnu
gustoéu 1, masa tog komadiéa je . f?(s;)TAxz;. MoZemo smatrati da je ta masa
koncentrirana u teZistu tog sloja, a to je u sredistu valjka. Dakle mu je apscisa
s;. Sad imamo sustav materijalnih totaka mase m; = uAV; = puf?(s;))TAwz; u

koordinatama (s;,0). Ratunamo statitki moment s obzirom na os y, M,:

M, = pr Z sif?(si)Aw;.

i=1

U limesu Az; — 0 ovo prelazi u odredeni integral

M, = pum fab rf*(x)dz,

pa za apscisu tezista dobivamo

. f:zfz(a:)dx . f:xdm
o f:fg(a:)dx o f;’dm ’

T

Ovdje smo s dm oznatili veli¢inu dm = pm f?(z)dx; njenim integriranjen od a

do b dobije se masa rotacijskog tijela,

M = fab dm.

Sli¢nim razmatranjem dobijemo da se teZiste tijela koje se dobije rotacijom grafa
funkcije f oko y osi nalazi na osi y i da mu je ordinata (sada gledamo inverznu
funkciju f~! funkcije f, koja je funkcija varijable y)

_ Lyt )2y [y ydm
Jot)dy T frdm

yr

Primjer 7.27. Odredimo apscisu tezista stosca visine H 1 polumjera osnovice
R kojeg dobijemo rotacijom pravea f(x) = %3: za o =1.

Imamo
H R2 H 1
M, = /m/o v f*(x)dr = Wﬁ/o idr = ZRQTFHZ.
Zbog M = pVv = %RQWH, dobivamo xp = %H, tj. teziste se nalazi na

cetvrtini visine stoca, mjereno od osnovice.®
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Slika 7.25: Teziste homogenog stozca.

Primjer 7.28. Odredimo teziste polukugle koja nastaje rotacijom polukruznice
f(x) = VR? — 2% (polukruznica sa sredistem u ishodistu polumjera R) oko

0st Yy, za = 1.
Kako je f~'(y) = \/R? — y? za x € [0, R] imamo
f f 2 2 Y
M, = M/ y(f ' (y)) dy = 7r/ (B —y7)dy = 7R
0 0

Zbog M = pV = L3 R%w, dobivamo xr = Y& = 3R.&

Po formulama koje smo izveli mogu se racunati i koordinate teZista tijela
kojima gustoca nije konstantna, ve¢ se mijenja kao funkcija koordinate po kojoj

se integrira. U tom slu¢aju bismo imali
dm = mp(x) f(x)da,
i 1 viSe ne bi izlazio kao konstanta izvan integrala. Iz fizikalnih razloga uzimamo

p(z) > 0 na [a,b] (1 je gustoéa mase).

7.5.4 Moment ustrajnosti (inercije)

Za materijalnu to¢ku mase m definiramo njen moment ustrajnosti, moment

tromosti ili moment inercije s obzirom na zadanu to¢ku, pravac ili ravninu kao
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produkt mase tocke i kvadrata udaljenosti do zadane tocke, pravca ili ravnine.
Pisemo

I =mr?,

gdje je r retena udaljenost. Veli¢ina I se jo$ zove i kvadratni moment, a ako
je s obzirom na tocku, zove se i polarni moment. Za sustav od n materijalnih
to¢aka s masama my, mo, ..., m, na udaljenostima ry, 75, ..., 7, od zadane tocke,

pravca ili ravnine imamo
n
2
I = E mgrsy.
i=1

Kao i stati¢ki moment, moment inercije je aditivan. Pomocu integrala moZemo
definirati momente inercije i za ravne likove i za tijela.

Promatramo prvo homogeni pravokutnik sa stranicama a i b smjeSten u rav-
nini tako da mu stranica b leZi na osi y, a stranica a leZi na z osi. Izratunajmo
njegov moment inercije s obzirom na os z. Podijelimo stranicu b, tj. segment
[0,0] na osi y, na n dijelova 0 = yo < 11 < ... < y, = b. Tako smo na3

pravokutnik podijelili na male pravokutnike sa stranicama a i Ay; = y; — yi_1,

y
b

Yi+1
Yi

Slika 7.26: Moment inercije homogenog pravokutnika.

1 = 1,...,n. Masa svakog malog pravokutnika je paAy;, a njegovo teZiste, tj.
mjesto u kojem smatramo da je masa koncentrirana ima ordinatu s;, gdje je
Si € [Yyi—1,v;). Za veliki n je s; ~ y;, dakle je moment inercije malog pra-
vokutnika aproksimiran s paAy;s?. Zbrajanjem po svim malim pravokutnicima
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dobivamo ZuaAyis?, ato, za Ay, — 0, teZi u
=1

a/b 2dy = ab—g—labe—leQ—I
M a@/ Z/—M3—3M =3 = Iy,

.

1
]x - §Mb2 5

gdje je M = pab masa pravokutnika.
Sli¢no se dobije da je

I, = %MGQ.

Ako je pravokutnik smjesten tako da ga osi x i y raspolavljaju, dobije se

L= 5Mp, I, = LMad

12

Promatramo sad homogeni ravni lik omeden komadom [a, b] osi x, pravcima
x =aix =Db, te grafom (pozitivne i neprekidne na [a, b]) funkcije f. Podijelimo
lik na n malih pravokutnika s osnovicama [z;_1, ;] i visinama f(s;), i =1,...,n,
za s; € [x;,x;41]. Za svaki od tih pravokutnika je moment tromosti s obzirom

na os x jednak
1 1 .
gMif2<3i) = gﬂf‘g(sz‘)A%
gdje je Ax; = x; — x;_1. Zbrajanjem po svim pravokutnicima dobivamo

S sl ),

i=1

$to u limesu za Ax; — 0 daje

IR
I, = gu/a 3(x)dz.

Uvedemo li oznake dP = f(x)dx, dm = pdP = puf(x)dx, imamo

I, = %fab f2(z)dm.

Sliénim se razmatranjem dobije

]y = fcd QQ(y)dm7
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pri ¢emu je lik omeden pravcima y = ¢ i y = d, komadom [c,d] osi y i grafom

pozitivne i neprekidne na [c, d] funkcije g.

Neka je dana materijalna totka mase m s koordinatama (z,y). Znamo da je
I, = my? i I, = ma®. Broj r = \/a? 4 y? je udaljenost materijalne totke od
ishodista, pa je moment tromosti s obzirom na ishodiste [, jednak

2

Iy = mr :me—i-myQ:Iy—f—Iw.

Tako za pravokutnik s poletka ove totke imamo

I = 1M(a* +1?),

3

a ako mu je ishodiste u sredini, onda je

[0 = 12M(a2 + b2)

12

Primjer 7.29. Izracunajmo moment inercije polukruga sa sredistem u is-

hodistu i polumgjera r obzirom na x 0s, za = 1.
Ocito je f(z) = V1?2 — 22, dakle je

1 " :
I, = —u/ (r* — xz)%dx.
3t )

Stavimo p(t) = rcost. Iz p(t) = —r imamo t, = m. Analogno iz p(t) = r
imamo to = 0. O¢ito funkcija ¢ : [0,7] — R zadovoljava Teorem 7.10, pa
Je

1 [ 2 9\ 3 L0 3 2 33 . rt [T . 4
IL,== [ (r"—2%2de== [ r°(1—cos”t)2(—rsint)dt = — [ sin*tdt.
3/, 3/ 3/,

Sada 1z Primgjera 7.8 imamo

1
I, = =rir.

8
Zbog aditivnosti momenta inercije i simetrije moment inercije cijelog kruga
Je
1 1 1
I, = =rir = Zpr*nr? = = Mr?.

4 4 4

Takoder zbog simetrije, moment inercije cijelog kruga obzirom na y os je
I, = 1,, dakle je
1
5:@+@:§Mﬁg
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Kombinacijom razmatranja iz toc¢ke 7.5.2 i ovih gore dolazimo do formule za
moment inercije rotacijskog tijela nastalog rotacijom grafa funkcije f (neprekidne

i pozitivne na segmentu [a, b]) oko osi = s obzirom na ravninu kroz ishodiste:

I, = pm f; 22 f2(z)dz.

Moment inercije takvog tijela s obzirom na os rotacije oko koje je tijelo nastalo

dan je formulom

I, = pm fab fH(x)dx.

Formula se dobije tako da se prvo izvede formula za moment inercije valjka visine

h i polumjera osnovice r

1 1
I, = §M7’2 = iuwr‘lh,

a onda se interval [a,b] podijeli na male podsegmente [x;_1,2;], i = 1,...,n, i
zbroje se momenti inercije malih valjaka polumjera f(s;), gdje je s; € [xi_1, 4],

i visine Ax; = x; — x;_1. Prijelazom na limes dobijemo gornju formulu.

Primjer 7.30. Moment inercije homogene kugle gustoce i @ polumgera r s
obzirom na promger kao os vrtnje dan je formulom

2
I, = = Mr2.
5

Bez smangjenja opcéenitosti mozZemo pretpostaviti da smo danu kuglu dobili
vrtnjom polukruga f(x) = /12 — 22 oko osi x. Takoder je jasno da je zbog
simetricnosti svejedno kojgi pravac kroz srediste uzmemo kao os vritnje, pa

uzmimo os x. Sada iz gornje formule imamo

1 r 1 r 8 2
I, = Q/M B f4(x)dx = 5/”/ (7’2 - $2)2d$ = MWBT5 = gMTz-Q

—-T

7.5.5 Duljina i teziste luka ravne krivulje

Promatramo luk ravne krivulje koja je na [a,b] zadana kao graf funkcije [ €
C'[a,b] eksplicitnom formulom y = f(z). Podijelimo segment [a,b] na pod-
segmente [z;,_1,x;], ¢ = 1,...,n. Duljina luka od totke A = (a, f(a)) do totke
B = (b, f(b)) bit ¢e aproksimirana duljinom izlomljene crte koja se sastoji od



332 POGLAVLJE 7. UVOD U INTEGRALNI RACUN

spojnica toaka (z;_1, f(x;—1)) i (x4, f(z;)). Duljina svakog takvog komada je,
po Pitagorinu poucku, jednaka

di = /A2 + () = ()2,

gdje je Ax; = x;—x;_1, 1 =1,...,n. Zbrajajuci dobivamo duljinu izlomljene crte

f(X) B

0 a X, xi+Ax b X

Slika 7.27: Duljina luka zadanog kao graf funkcije f(z).

Z; 1+ <f(331) ;;(xz—l)) Az; = Z /1 + f'(s;)Aw,

! i=1
gdje je s; € [x;_1,24], i = 1,...,n. Ovdje smo koristili teorem srednje vrijednosti
(Teorem 6.26). Za limes kad Ax; — 0 imamo da je duljina luka AB jednaka

s= [P\/T+ [f'(z)da.

Slicnim se razmatranjem dobivaju i stati¢ki momenti luka krivulje homogene

gustoée, mase (i, a onda i koordinate teZista:

_ Jo w14 (@) de yr — [2 f@)\/14[f (2)]2da

s

xr

7.5.6 Povrsina rotacijske plohe

Neka neprekidna i pozitivna funkcija f na [a,b] rotira oko osi z. Dijeljenjem

segmenta [a,b] na podsegmente [r;_1,x;], i = 1,...,m, moZemo na svakom
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takvom segmentu zamijeniti komad plohe nastale rotacijom grafa funkcije f oko

osi x pladtom krnjeg sto¥ca s osnovicama f2(z;_1)7 i f*(z;)7. Kako je povriina

y
f(x)

O %utjx
AX

Slika 7.28: Plostina plasta rotacijskog tijela.

plasta krnjeg stoSca polumjera donje osnovice R, polumjera gornje osnovice 7 i
duljine izvodnice [ jednaka 7l(R + r), imamo da je povrsina plasta krnjeg stoca

u nasem slucaju jednaka

Wm«g +(flas) = fla)2(f(zi) + @),

gdje je Ax; = x; — x;_1. Zbrajajuéi sva ta oplosja krnjih stozaca dobivamo

X

wzl 1+ <f(x¢) ;f(l‘i—l)) (f(zi1) + f2:))Az; =

2 Z f(Si)\/ 1+ f/(si)A:Bi?

gdje je s; € [x;_1,24], i = 1,...,n. Ovdje smo ponovno koristili teorem srednje

vrijednosti (Teorem 6.26). To u limesu daje formulu za povrSinu rotacijske plohe

P =27 fff(x)\/ 1+ [f'(x)]?de =27 ff f(z)ds.

Ovdje smo s ds oznatili diferencijal luka,

ds = /14 [f'(x)]?dz.
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Primjer 7.31. Izracunajymo oplosje kugle, tj. plostinu sfere polumgera r.

Bez smanjenja opcéenitosti moZemo pretpostaviti da smo danu kuglu dobili
vrtnjom polukruga f(x) = /r? — 22 oko osi x. Sada iz gornje formule imamo

P:QW/T f(x)\/1+[f’(x)}2dx:27r/r \/7’2—3:2dx:27r/r7"dx:47"27r.ﬂ

Ovo je ilustracija rezultata poznatog kao drugi Guldinov teorem.

Teorem 7.12 (Drugi Guldinov teorem). Povrsina rotacijske plohe nastale
rotacijom luka AB oko osi x jednaka je produktu duljine luka i opsega kruznice

Sto je pri rotaciji opise teziste luka.d

7.5.7 Primjene u fizici
Prijedeni put pri nejednolikom gibanju

Pomocu integrala moZemo odrediti prijedeni put u vremenu izmedu trenutka t;
i to ako nam je poznata vrijednost brzine v(t) u svakom trenutku izmedu t; i
t. Tolnije, ako znamo polozaj tijela u trenutku ¢; = 0, i ako je taj polozaj dan

izrazom s(0) = so, onda u svakom trenutku ¢ > 0 imamo

t
s(t) = / o(t)dt + so.
0
Za slutaj konstantne brzine v(t) = v, gornja se formula svodi na izraz
s(t) = vt + s0.

Rad sile

Sila je tipi¢an primjer vektorske veli¢ine. Ako konstantna sila ? djeluje na putu

duljine | §'| u smjeru vektora s, ona pri tome vrdi rad
Ww=F.7%.
Ako su vektori i s kolinearni, dobivamo poznatu formulu za rad

W =F-s.
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Promatrajmo sada sludaj sile konstantnog smjera &iji iznos se neprekidno mijenja.
Jednostavnosti radi, uzmimo da je F'(z) = F(x) i . Podijelimo segment [a, b]
na n posegmenata tockama a = zg < 11 < Ty < .. < Tpo1 < Ty = b
pretpostavimo da je na svakom segmentu [z;_1,;], i = 1,...,n, duljine Ax;,

i =1,...,n, sila konstantna, recimo F'(z;).
y

F(x)

/.

NN

Slika 7.29: Rad sile F'(z) na putu [a, b].

Tada je suma

i=1
dobra aproksimacija rada koji sila F'(x) izvr3i na putu [a,b]. |z neprekidnosti
funkcije F'(x) i razmatranja koja smo proveli kod uvodenja odredenog integrala
slijedi da povedavajuéi neograni¢eno broj podintervala dok njihova duljina teZi u

nulu moZemo dobiti traZenu formulu za rad sile F'(x) na putu [a, b]

W= / ' Pla)de.

Odavde odmabh slijedi da je rad sile F'(z) na putu [a, b] po iznosu jednak komadu

povrdine izmedu grafa funkcije F'(z) i osi  omedenom pravcima x = a i x = b.

Primjer 7.32. Znamo da je za rastezanje neke opruge za duljinu x potrebno
uloziti rad W1. Koliki je rad potrebno uloZiti za rastezanje iste opruge za
duljinu 3x ?
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Prema Hookeovom zakonu, sila kojom se opruga opire rastezanju propor-
cionalna je (i suprotna) rastezanju, F' = —kx. Konstanta k nam nije zadana
u ovom primjeru, no nije ni bitna. Bitna je ¢injenica da sila linearno ovisi
o rastezanju. Tada ée njen integral (tj. rad) biti kvadratna funkcija pomaka

x, pa slijedi da za rastezanje 3x treba uloZiti rad 9W,.#

Posebno vaZan slu¢aj je rad sile teZe. Iz fizike znamo da je za podizanje tijela
mase m na visinu h potrebno uloziti rad W = mgh, pri ¢emu je g ~ 9.80665
m/s® ubrzanje Zemljine sile teZe na njenoj povrdini. Tu podrazumijevamo da
je visina h jako mala u odnosu na polumjer Zemlje. To je formula dobivena
integriranjem konstantne sile mg od 0 do h. Ako sila nije konstantna, tj. ako se
masa tijela mijenja, onda je

Primjer 7.33. Jarak duljine 10 m, sirine 2 m 1+ dubine 1 m ciji je poprecni
presjek jednakokracni trokut ispunjen je vodom. Koliki je rad potrebno uloZiti

za isusivange jarka?

Slika 7.30: Jarak iz Primjera 7.33.

Za isuSivange jarka potrebno je svu vodu iz njega dici (barem) do njegove
povrsine. Problem rjesSevamo tako da izracunamo masu vode u sloju izmedu
dubine x i x + Ax te rad potreban ze njeno podizanje do povrsine, i nakon
toga zbrojimo sve te doprinose uzimajucéi sve tanje i tanje slojeve. Prijelazom

na limes dobivamo .
W = g/ xm(x)dz,
0
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pri éemu je m(x) masa vode u sloju debljine dx na dubini x. Postavimo
koordinatni sustav tako da ishodiste bude na sredini stranice koja predstavija
povrsinu jarka, a x os ide prema dolje tako da se dno jarka nalazi na apscisi
x = h. U tom je koordinatnom sustavu Sirina jarka na dubini x dana formu-
lomy=2(h—x).

Slika 7.31: Jarak iz Primjera 7.33.

Dakle sloj vode na dubini x ima masu m(z) = 2(1 — z) - 10 - 10® - dx kg.
(Ovdje smo uzeli da je gustoéa vode jednaka 10 kg/m?, duljina jarka je 10
m, Sirina 2(1 —x) m, a debljina sloja je dx metara). Integrirajuci doprinose

svih dubina od 0 do h =1 m, imamo
1 1
W = g/ 20000(1 — z)xdz = QOOOOg/ (z — 2%)dx = 32688.83 J.
0 0

Zadatak smo mogli © jednostavnije rijesiti uocavajuci da je teziste vode wu
jarku na dubini od % m ( jer je teZiste trokuta na treéini teZisnice, a teZisnica
se ovdje podudara sa simetralom i visinom) a njena teZina je 98066 N. To

mozemo uciniti jer se iznos g(x) ne mijenja znacajno s promjenom x.#

Veli¢inu g(x) moZemo smatrati konstantnom ako je razlika visina dovoljno

mala. Primjer situacije u kojoj to ne smijemo pretpostaviti nalazimo u balistici.

Primjer 7.34. Koliki je rad potreban uloziti da se tijelo (npr. projektil)

tezine P podigne na visinu h iznad Zemljine povrsine?

Ako h nije zanemarivo malo u usporedbi s polumjerom Zemljine R ne

smijemo vise uzimati g kao konstantnu velicinu. Po Newtonovom zakonu
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znamo da je sila kojom Zemlja djeluje na tjelo mase m, na udaljenosti x

m.mp

od sredista zemlje jednaka F(r) = G==*. (Ovdje je m, masa Zemlje, m,,

masa projektila i G univerzalna gravitacijska konstanta). No ta sila je, po
definiciji, upravo tezina tijela. Uzimajuci da sum,, m, i« G konstante, imamo
F(z) = &, gdje smo s K oznacili K = Gm.m,,. Za x = R imamo teZinu
tijela na poursini Zemlje, F(R) = 4 = P. Dakle je K = PR* i F(x) = PR

xz2 -

Trazeni rad je sada jednak
R+h PR2 R+h dr PRh
h) = dr = PR? — ==
W(h) /R 2z i /R 2 R+h

Uoc¢imo da gornji racun ne bi bio valjan za raketu ¢ija se masa mijenja, tj.

smanjengje zbog utroska goriva.®

Hidrostaticki tlak

Po Pascalovom zakonu, sila P kojom tekuéina specifi¢ne teZine u djeluje na
povrinu S na dubini h dana je formulom P = phS. Polazeéi od te formule
moguce je izraunati ukupnu silu kojom tekucina djeluje na stijenke posude i/ili
na objekte s kojima je u kontaktu. To se postiZe integriranjem po dubini sile na

mali element povrsine.

Primjer 7.35. Kanal polukruznog presjeka polumjera 1 m zatvoren je zasu-
nom. Kolikom silom djeluje voda na zasun ako je s jedne strane zasuna kanal

pun a s druge prazan?

Slika 7.32: Kanal iz Primjera 7.35.

Primgjer ostavljamo bez rjesenja kako bi ga studenti mogli samostalno for-

mulirati © rjesiti primjenjujuci Pascalov zakon i odredeni integral.®
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